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Uvod

Vise od tri stolje¢a Fermatov Posljednji teorem bio je jedan od najslavnijih
nerijeSenih matematickih problema. Teorem tvrdi da ne postoje tri prirodna
broja x, y i z koji zadovoljavaju jednadzbu " +y™ = 2™ ako je n prirodni broj
veéi od 2. Dokaz, za koji je Pierre de Fermat (1601.-1665.) tvrdio da postoji,
ali da je predugacak da ga ispiSe na margini knjige Aritmetika Diofanta iz
Aleksandrije, nikad nije naden u njegovoj ostavstini. U ovom diplomskom
radu predstavljeni su odabrani slucajevi Posljednjeg teorema dokazivi ele-
mentarnim metodama.

Prvo poglavlje ukratko predstavlja osnovne pojmove potrebne za razumijeva-
nje problema te dokaz slucaja n = 4, kao i Fermatovu metodu beskonac¢nog
spusta.

Drugo poglavlje bavi se slavnim matematicarem Leonhardom Eulerom i nje-
govim dokazom slucaja n = 3. U ovom poglavlju spomenut ¢ée se i nepotpu-
nost Eulerovog dokaza te lema kojom je Harold Mortimer Edwards upotpunio
dokaz.

Trece poglavlje posveceno je francuskoj matematicarki Sophie Germain koja
je zivjela u vrijeme velikih predrasuda i koja je zasluzna za jedan od naj-
znacajnijih napredaka u dokazivanju Fermatovog Posljednjeg teorema.

U zadnjem poglavlju govorit ¢emo o slucajevima n = 7 i n = 14 te dati

detaljan dokaz potonjeg slucaja.
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Poglavlje 1

Fermat

1.1 Fermatov Posljednji teorem

Teorem 1.1 (Fermat) Jednadzba 2" + y* = 2", n € N, n > 2 nema

rjesenja u skupu prirodnih brojeva.

Izvorna tvrdnja na latinskom jeziku, koju je Fermat napisao na margi-
nama Diofantove Aritmetike, glasila je ”Cubum autem in duos cubos, aut
quadratoquadratum in duos quadratoquadratos, et generaliter nullam in infi-
nitum ultra quadratum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere.”
Sto u prijevodu znaci "Nemoguée je razdvojiti kub na dva kuba, bikvadrat
na dva bikvadrata ili, opéenito, bilo koju potenciju veéu od druge, na dvije
potencije istog stupnja”.

Dokaz ove matematicke slutnje, varljivo lake za izreci, izmicao je mate-
maticarima vise od tri stotine i pedeset godina. Naposljetku, 1995. godine,
Andrew Wiles objavio je dokaz pretpostavke za koju se ranije pokazalo da
implicira Fermatov Posljednji teorem.

Tvrdnja Fermatovog Posljednjeg teorema cesto je podijeljena u dva slucaja:

Slucaj I vrijedi za eksponent n za koji ne postoje cijeli brojevi x, y i z takvi
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dantzyzia"+y* = 2"
Slucaj II vrijedi za eksponent n za koji ne postoje cijeli brojevi z, y i z,

svi razliciti od 0, takvi da n | zyz, ged(z,y,2) = 112" +y™ = 2™

1.2 Pitagorine trojke

Pravokutni trokut ¢ije su duljine stranica prirodni brojevi nazivamo Pitagorin
trokut. Uredenu trojku prirodnih brojeva (z,y, z) zovemo Pitagorina trojka

ako su x i y katete, a z hipotenuza nekog Pitagorinog trokuta, tj. ako vrijedi:
2’ +y? =2 (1.1)

Ukoliko su pritom brojevi z, y i z relativno prosti, onda kazemo da je (z, vy, 2)
primitivna Pitagorina trojka. RjeSenje diofantske jednadzbe svodi se na
problem trazenja prirodnih brojeva koji zadovoljavaju jednadzbu 22 +y? = 22.

Kada je problem postavljen u ovom obliku, njegova veza s Pitagorinim
teoremom postaje ocita. Jednadzba 32 + 42 = 5% implicira, po Pitagorinom
teoremu, da je trokut kojemu su stranice u omjeru 3 : 4 : 5 pravokutan
trokut. Opdenito, bilo koja trojka prirodnih brojeva (z,y, z) koja zadovoljava
22 +19? = 22 odreduje skup omjera x : y : 2 takav da je trokut ¢ije su stranice
u tom omjeru zapravo pravokutan trokut.

Pitagorina trojka 32 + 42 = 52 je najjednostavniji i najpoznatiji primjer.
Drugi je primjer 52+ 122 = 132, O¢igledno je u ovim primjerima da je jedino
bitan omjer te da je trojka 6, 8, 10, koja ima isti omjer kao 3, 4, 5, takoder

Pitagorina trojka.
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1.3 Kako pronacdi Pitagorine trojke

Metoda rjesavanja koja slijedi je, u klasi¢noj grckoj matematici, bila poznata
kao analiticka metoda: pretpostavlja se na pocetku da je dano rjesenje jed-
nadzbe z2+y? = 22 (z, y, 2 su prirodni brojevi). Svojstva danog rjesenja ana-
lizirana su kako bi se pronasle njihove karakteristike te kako bi se omoguéila
konstrukciju takvih rjeSenja.

Primijetimo najprije sljedec¢e: ako je d neki broj koji dijeli sva tri broja
x,y iz, onda se d? moze ukloniti iz jednadzbe 2 + y* = 22, a brojevi z/d,
y/d, z/d i dalje ¢ée tvoriti Pitagorinu trojku. Ako je d najveéi zajednicki
djelitelj brojeva z, y, z onda z/d, y/d, z/d nemaju zajednickog djelitelja
osim 1 i tvore trojku koju nazivamo primitivna Pitagorina trojka. Na ovaj se
nacin svaka Pitagorina trojka moze reducirati, dijele¢i jednadzbu s najveéim
zajednickim djeliteljem, na primitivnu Pitagorinu trojku. Prema tome, bit
¢e dovoljno moci konstruirati primitivnu Pitagorinu trojku te se moze na

pocetku pretpostaviti da je dana trojka (x,y, z) primitivna.

Lema 1.2 (Pitagorine trojke) Za bilo koje prirodne brojeve x, y i z koji

2

su relativno prosti i zadovoljavaju x° + y?> = 22, moZemo pronaéi prirodne

brojeve p i q takve da je

T = 2pq
y=p"—¢
Z:p2+q2

gdje su p 1 q relativno prosti, razlicitih parnosti i vrigedi p > q > 0. Vrijed-

nosti x 1y su medusobno zamjenjive.

Dokaz. Bez smanjena opcenitosti, dokaz ¢emo provesti za primitivne Pita-

gorine trojke. Jednom kada nademo rjesenja za primitivne Pitagorine trojke,

3
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mozemo ih koristiti za pronalazak ostalih Pitagorinih trojki. Buduéi da je
nasa Pitagorina trojka primitivna, dva od tri broja x, y, z ne mogu biti parna
(jer bi 2 bio zajednicki djelitelj). Dakle, barem su dva neparna. OCcito sva
tri ne mogu biti neparna jer bi onda iz jednadzbe 2% + y? = 22 slijedilo da je
suma dva neparna broja neparna, Sto je nemoguce. Dakle, to¢no je jedan od
tih brojeva paran. Sada zelimo pokazati da je z neparan, a x i y razlicitih
parnosti.

Ako je z paran, moze se zapisati kao 2n, za neki prirodni broj n. Tada
su x i y neparni i mogu se zapisati u obliku 2n; + 1 i 2ns + 1 za neke
druge prirodne brojeve ny i ny. Koriste¢i modularnu aritmetiku vidimo da je
2 =4n’+4n+1=1 (mod 4) i 22 =4n?> =0 (mod 4). Ako je 2%+ y* = 22
i z paran onda bi to impliciralo da je 1 +1 =0 (mod 4). Ova kontradikcija
pokazuje da je z neparan. Pretpostavimo da je y drugi neparan broj; ako
nije, zamijenimo ga s .

Napisimo sada jednadzbu 22 + y? = 2% kao 2? = 22 — y%. Faktorizacijom
dobijemo 2% = (2 —y)(z+y) i primijetimo da su z, z—y i z+y parni brojevi.
Bududi da su svi parni, mozemo pronaéi prirodne brojeve u,v,w takve da
jexr =2u, z4+y =2viz—y = 2w. Uvrstavanjem ovih novih vrijednosti
u jednadzbu 2% = (z — y)(z + y) dobije se (2u)?* = (2v)(2w) odnosno u?* =
vw. Vidimo da su v i w relativno prosti jer bi inace njihov djelitelj dijelio
vhw=1(z+y)+i(z—y)=32z=ziu—w=3(2+y)3(z —y) = y. Kako
su z i y relativno prosti, znamo da su v i w takoder relativno prosti, a kako

2

je vw = u”, v i w moraju biti kvadrati jer su relativno prosti. Ovo implicira

da postoje cijeli brojevi p i q takvi da je
z=v+w=p+¢
y=v-—w=p’ ¢
Cinjenica da je y prirodan broj implicira da je p veéi od ¢. Kako su z i

4
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y neparni, p i ¢ moraju biti razlicitih parnosti. Mozemo koristiti jednakost

2% = 2% — y? kako bismo pronasli  u terminima p i gq.

P = = PP+ g — P 1 2% —
:4p2q2
= (2pq)°

T = 2pq

Pokazali smo da za bilo koje primitivne Pitagorine trojke za koje je =
paran, uvijek mozemo pronaéi vrijednosti p i ¢ koje zadovoljavaju ove jed-
nadzbe.

Analizu Pitagorinih trojki zavrsavamo pokazujuci da za bilo koje p i ¢
takve da su p i ¢ relativno prosti, razli¢itih parnosti i za koje vrijedi p > ¢
brojevi 2pq, p*> — ¢* i p* + ¢* ¢ine primitivnu Pitagorinu trojku. Lako je

provjeriti da se u jednadzbi
(2p9)* + (0* — ¢*)* = (0* + ¢°)?

nakon mnozenja i pojednostavljivanja, izrazi koji sadrze 2pq poniste. Sada
je preostalo samo jos pokazati da je to primitivna Pitagorina trojka. Koristit
¢emo ¢injenicu da su p i g relativno prosti kako bismo pokazali da su 2pq i
p? — ¢? takoder relativno prosti. Pretpostavimo suprotno, tj. da d dijeli 2pq i
p? — ¢%. Kako je p? — ¢? neparan broj, zajednicki djelitelj nije paran. Prema
tome, d mora dijeliti p ili ¢, ali ne oba. Ako d|p* — ¢? i d|p? znamo da d|¢>.
Ovo je kontradikcija s pretpostavkom da p i ¢ nemaju zajednickog djelitelja
veéeg od 1. m

Lema [1.2| u potpunosti rjeSava problem konstruiranja Pitagorinih trojki.
Pitagorine trojke koje odgovaraju parovima p i ¢ za koje je p < 8 dane

su u Tablici 1.1. Primijetimo da ova tablica ukljucuje standardne primjere
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(3,4,5), (5,12,13) i (7,24,25). Primijetimo takoder da je vrlo jednostavno
tablicu proSiriti na vece vrijednosti broja p, uklju¢ujuéi samo one vrijednosti

¢ manje od p koje su relativno proste s p i razlicite parnosti.

Tablica 1.1: Pitagorine trojke

p q X y z
2 1 1 3 5
3 2 12 5 13
4 1 8 15 17
4 3 24 7 25
5 2 20 21 29
5 4 40 9 41
6 1 12 35 37
6 5 60 11 61
7 2 28 45 53
7 4 56 33 65
7 6 84 13 85
8 1 16 63 65
8 3 48 55 73
8 5 80 39 89
8 7 112 15 113

1.4 Metoda beskonac¢nog spusta

Fermat je osmislio metodu beskona¢nog spusta, te naveo da svi njegovi do-
kazi koriste ovu metodu. Ukratko receno, metoda dokazuje da su odredena
svojstva i relacije nemoguée za prirodne brojeve. Ideja je pokazati da ako ta
svojstva vrijede za neke brojeve, vrijedit ¢e i za neke manje brojeve; tada,
po istoj tvrdnji, vrijedit ¢e i za jos manje brojeve, i tako dalje ad infinituml[l,
Sto je nemoguce jer niz prirodnih brojeva ne moze opadati beskonacno.
Naprimjer, promotrimo tvrdnju koja je koristena u prethodnom odjeljku;

ako su v i w relativno prosti i ako je vw kvadrat, tada v © w oba moraju

lad infinitum - do beskonaénosti
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biti kvadrati. Kako je Fermat sam naglasio, metoda beskonac¢nog spusta je
metoda za opovrgavanje tvrdnji. U ovom slucaju, ono sto treba pokazati jest
da je nemoguée da postoje brojevi v i w takvi da su (1) v i w relativno prosti,
(2) vw je kvadrat, i (3) v i w nisu oba kvadrati.

Pretpostavimo da takvi v i w postoje. Zamjenom v i w ukoliko je po-
trebno, moze se pretpostaviti da v nije kvadrat nekog broja. Posebno, v nije
1. Dakle, v je djeljiv s barem jednim prostim brojem. Neka je P prost broj
koji dijeli v, recimo v = Pk. Tada P takoder dijeli vw koji je kvadrat, re-
cimo vw = u?. Prema osnovnom svojstvu prostih brojeva, ako P dijeli u - u
onda P mora dijeliti w ili u, tj. P mora dijeliti u, recimo u = Pm. Tada se
uw = u® moze zapisati kao Pkw = (Pm)? = P?>m? sto implicira kw = Pm?.
Kako P dijeli desnu stranu jednakosti, mora dijeliti i lijevu. Stoga, P mora
dijeliti ili £ ili w. Medutim, P ne dijeli w zato sto dijeli v, a v i w su rela-
tivno prosti. Dakle, P dijeli k, recimo k = Pv’. Tada kw = Pm? postaje
Pv'w = Pm? sto daje v'w = m?. Kako je v = Pk = P?V/, bilo koji djelitelj
od v’ je ujedno i djelitelj od v pa v i w nemaju zajednickog djelitelja veéeg
od 1. Stovige, ako je v/ kvadrat tada bi v = P2?v’ takoder bio kvadrat, §to
nije. Dakle, v’ nije kvadrat. Prema tome, brojevi v' i w imaju svojstva (1),
(2), (3) nabrojana prethodno i v" < v. Isti argument se moze iskoristiti za
pokazati da postoji drugi prirodni broj v” < v takav da ¢v” i w imaju ista
tri svojstva. Uzastopno ponavljanje ovog argumenta dalo bi niz prirodnih
brojeva v > v > v"” > v" > ... koji je beskonacno strogo silazni. Kako je
ovo nemoguce (broj v je gornja granica broja puta koliko se moze smanjiti),
nemoguce je da dva broja v i w imaju navedena svojstva. Ovo dokazuje
tvrdnju.

Ukratko, metoda beskonacnog spusta temelji se na sljede¢em principu:

Neka pretpostavka da dani prirodni broj koji ima dani skup svojstava impli-
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cira da postoji mangi prirodni broj s istim skupom svojstava. Tada nijedan

prirodni broj ne moze imati ovaj skup svojstava.

1.5 Slucaj n =4 Posljednjeg teorema

Teorem 1.3 (Slu¢aj n =4) Ne postoje rjesenja jednadzbe
2yt =
u skupu prirodnih brojeva.

Dokaz. Kako bismo dokazali slu¢aj n = 4 Fermatovog Posljednjeg teorema,
dovoljno je kombinirati metodu beskonac¢nog spusta i metodu generiranja
Pitagorinih trojki.

Pretpostavimo da su z, y i z takvi da vrijedi 2* + y* = 2% Kao u
slucaju Pitagorinih trojki, mozemo pretpostaviti da su x, y i z relativno
prosti, odnosno, da nemaju zajednickog djelitelja veéeg od 1. Stoga su z2,

y? i 2% primitivne Pitagorine trojke i moZemo pisati

x2:2pq
y2:p2—q2
22=p2+q2

gdje su p i ¢ relativno prosti, razli¢itih parnosti i vrijedi p > ¢ > 0. Druga
od ove tri jednadzbe moze se zapisati kao y? + ¢® = p? i slijedi, buduéi da su
p i q relativno prosti, da su y, ¢ i p primitivne Pitagorine trojke. Dakle, p je

neparan, a kako su p i ¢ razlicitih parnosti, ¢ je paran. Stoga,

q = 2ab
y:a2_b2
p=a’+ b
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gdje su a i b relativno prosti, razli¢itih parnosti i vrijedi @ > b > 0. Prema
tome,

2% = 2pq = 4ab(a® + b?).

Ovo pokazuje da je ab(a? + b*) kvadrat, odnosno, kvadrat polovine parnog
broja x. Medutim, ab i a®+b? su relativno prosti zato sto bilo koji prosti broj
P koji dijeli ab dijeli a ili b, ali ne i oba (jer su a i b relativno prosti) i stoga ne
moze dijeliti a® +b2. Dakle, ab i a® + b* moraju biti kvadrati nekih prirodnih
brojeva. Medutim, kako je ab kvadrat i kako su a i b relativno prosti, a i b oba
moraju biti kvadrati. Zapisimo a = X2, b = Y2. Nadalje, X*+Y* = a®2+b? je
kvadrat. Ako su x i y prirodni brojevi takvi da je z* +y* kvadrat, tada pret-
hodni niz koraka daje novi par prirodnih brojeva X i Y takvih da je X*+Y*
kvadrat. Stovige, vrijedi X*+Y* = a®>+b0® = p < p*+ ¢ = 2% < 2* = 24+~
Ovime je uspostavljena metoda beskonacnog spusta prirodnih brojeva, Sto
je nemoguce. Dakle, suma dva broja cetvrte potencije ne moze biti kvadrat
nekog broja pa ni cetvrta potencija nekog broja. Ovo dokazuje Fermatov

Posljednji teorem za slucaj kada jen =4. m

Ocito slijedi da %™ 4+ y*™ = 2*™ nema rjesenja kad god je m prirodan
broj jer bi inace X = 2™, Y = y™, Z = 2™ bilo rjesenje jednadzbe X*+Y* =
Z*. Prema tomu, Fermatov Posljednji teorem je istinit za sve eksponente n
djeljive s 4. Eksponent n > 2 koji nije djeljiv s 4 nije potencija broja 2 i stoga
mora biti djeljiv s nekim prostim brojem p # 2, recimo n = pm. Kako bi
se pokazalo da x™ + ¢y = 2™ nema rjeSenje u skupu prirodnih brojeva, ocito
je dovoljno pokazati da xP + y? = zP nema rjeSenje. Dakle, jednom kada je
Fermatov Posljednji teorem bio dokazan za slucaj n = 4, dokaz opceg slucaja
se reducirao na dokaz slucaja kada je n > 2 prost broj. Zbog te ¢injenice,

u ostatku ovog rada razmatrat ¢e se samo slucajevi Fermatovog Posljednjeg
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teorema u kojima je n prost, n # 2.

1.6 Sume dvaju kvadrata i srodne teme

Jedna od prvih tema u teoriji brojeva koju je Fermat proucavao, i ona koja
ga je dovela do mnogih drugih vaznih pitanja, bio je problem reprezentacije
brojeva kao zbroja dvaju kvadrata. Kao i u mnogim drugim slucajevima,
Fermatovo zanimanje za ovu temu potjecalo je od Diofantove | Aritmetike P

Najmanje su tri odlomka navedene knjige povezana s reprezentacijom
brojeva kao sumom dvaju kvadrata sto pokazuje da je Diofantovo znanje o
toj temi bilo znatno. U svojoj knjizi Diofant iznosi da se broj 65 moze zapisati
na dva na¢ina kao suma dvaju kvadrata 65 = 12 4+ 8% = 42 4 72 i govori da
je to "zbog ¢injenice da je 65 produkt brojeva 13 i 5, od kojih je svaki od
brojeva zbroj dva kvadrata.” Na drugom mjestu iznosi $to je nuzan uvjet da
bi broj bio reprezentiran kao suma dvaju kvadrata i konacno, primjec¢uje da
15 nije zbroj dva (racionalna) kvadrata.

Osnovna cinjenica u prouc¢avanju brojeva koji su suma dvaju kvadrata

jest jednakost
(a® 4+ b*)(c* 4 d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)? (1.2)

koja pokazuje da ako su dva broja sume dvaju kvadrata onda je njihov pro-
dukt takoder zbroj dvaju kvadrata. Takoder, Diofant pokazuje se da se

65 = 5 - 13 moze zapisati na dva nacina kao suma dvaju kvadrata.
65=5-13=(22+1%)(32+2)=(2-3—-1-2)2 +(2-2+1-3)? =4*+7°

65=5-13=(22+1?)(2*+3*) =(2-2—-1-3)*+(2:3+1-2)*=1>+8&

2Diofant iz Aleksandrije (oko 250. god) - starogréki matematicar
3 Aritmetika - najstariji sistematski traktat o algebri
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Poglavlje 1. Fermat

Fermat nije bio prvi koji je pokusao razjasniti Diofantove odlomke o su-
mama dvaju kvadrata. Drugi koji je pokusao bio je Francois Viete (1540.—
1603.), jedan od zacetnika moderne algebre. Treéi je bio Albert Girard
(1595.-1632.) koji je uspio dati nuzne i dovoljne uvjete da bi broj bio re-
prezentiran kao suma dvaju kvadrata i to nekoliko godina prije Fermatovih
najranijih zapisa o toj temi. Girard je ukljucio 02 = 0 kao kvadrat, i njegovi
su uvjeti bili da se broj moze zapisati kao suma dvaju kvadrata ako i samo
ako je (1) kvadrat ili (2) prost broj koji je za jedan veéi od visekratnika broja
4 ili (3) broj 2 ili (4) bilo koji produkt takvih brojeva. Medutim, nikada nije
tvrdio da je dokazao da su njegovi uvjeti nuzni i dovoljni.

Fermat, s druge strane, jest tvrdio da moze dokazati nuznost i dovoljnost
Girardovih uvjeta E| Tezi dio ove tvrdnje jest pokazati da su uvjeti dovoljni.
Kako je kvadrat a? trivijalno zbroj dva kvadrata a?+ 0%, kako je 2 = 12+12 te
kako jednakost pokazuje da je produkt suma dvaju kvadrata i sam suma
dvaju kvadrata, ovo pridonosi dokazu da se svaki prost broj oblika 4n+1 moze
zapisati kao suma dvaju kvadrata. Fermat je iznio ovu tvrdnju mnogo puta te
je tvrdio da ju moze i dokazati, iako, nije poznato da je ikada napisao dokaz.
Fermat je takoder otisao dalje od Girarda navodedi kako moze dokazati da
postoji samo jedna reprezentacija prostog broja kao sume dvaju kvadrata te
da ima opc¢enitu metodu trazenja takvih reprezentacija bez koristenja metode
pokusaja i pogreske.

Nuznost Girardovih uvjeta moze se preformulirati u tvrdnju ako je rezul-
tat dijeljenja broja s najveéim kvadratom kojeg sadrzi djeljiv s prostim brojem
oblika 4n+3 onda se taj broj ne moze zapisati kao suma dvaju kvadrata. Ovo

je takoder jedan od Fermatovih teorema.

4Ne postoji dokaz da je Fermat bio upoznat s Girardovim radom. Izlozio je uvjete

neovisno i na malo drukéiji nac¢in.
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Poglavlje 1. Fermat

Drugi problem kojim se Fermat detaljno bavio bio je pronalazak broja
reprezentacija danog broja kao sume dvaju kvadrata. Ovaj problem nije od
velike vaznosti za ovaj rad pa se u daljnjem tekstu nece razmatrati.

Fermat je otkrio da se pravila slicna onima koja vrijede za broj prikazan
u obliku sume dvaju kvadrata mogu, takoder, primijeniti na broj prikazan
u obliku 2?2 + 2y? ili 2® 4+ 3y®. Reprezentacija oblika 2% + 2y? nece biti od
nikakve vaznosti za Fermatov Posljednji teorem, medutim, ona oblika 22 +3y?
igra veliku ulogu u prou¢avanju teorema - posebno u Eulerovon| dokazu za
slucaj n = 3. Tablica 1.2 pokazuje sve brojeve oblika 22 + 3y? manje od 169.
Proucavanjem tablice mozemo naslutiti da vrijedi tvrdnja da broj moZe biti
prikazan u obliku ¥ + 3y* ako i samo ako je (1) kvadrat ili (2) prost broj
ovakvog oblika ili (3) produkt takvih brojeva. Stovise, proucavanjem prostih
brojeva danih u tablici mozemo pretpostaviti i da se, osim prostih brojeva
oblika 3 = 02+3-12, §to je poseban slucaj, prosti brojevi medusobno razlikuju

za visekratnik broja 6 i svi su oni za jedan vedi od visekratnika broja 6.

Tablica 1.2: Svi brojevi manji od 169 koji se mogu zapisati u obliku 2 4 3y/2.

y\x | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0O [0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 121 144
3 4 7 1219 28 39 52 67 84 103 124 147

12 13 16 21 28 37 48 61 76 93 112 133 156

27 28 31 36 43 52 63 76 91 108 127 148

48 49 52 57 64 73 84 97 112 129 148

75 76 79 84 91 100 111 124 139 156

108 109 112 117 124 133 144 157

147 148 151 156 163

N O U = W N+~

Prirodno je sada formulirati slutnju da se prost broj razlicit od 3 moze

prikazati w obliku x* + 3y* ako i samo ako je taj broj oblika 6n + 1. Naime,

Leonhard Euler (1707. - 1783.) - svicarski matematicar, fizicar i astronom
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Poglavlje 1. Fermat

lako je dokazati smjer nuznosti. Po uzoru na jednakost (1.2)) promatramo
jednakost
(a® + 3b*)(c* + 3d®) = (ac — 3bd)* + 3(ad + be)?

te se lako provjeri da iz nje slijedi smjer dovoljnosti. Stovise, svaki je prost
broj razli¢it od 3 oblika 3n+1 ili 3n+2, a oni oblika 3n+1 moraju biti oblika
6n + 1, zato sto ako je n neparan, medutim, 3n + 1 je paran te zbog toga
nije prost. Ova zapazanja reduciraju dva prethodno dana teorema na tvrdnje;
ako broj podijeljen sa najvecim kvadratom kojeg sadrzi ima prosti faktor oblika
3n+2 tada taj broj nije oblika x*+3y? i svaki se prost broj oblika 3n+1 moZe
zapisati kao 2% + 3y®. Kako je reprezentacija u obliku 22 + 432 ukljuéena u
reprezentaciju kao zbroj dva kvadrata, sljedeci slucaj kojeg razmatramo nije
2% +4y? nego w2+ 5y*. Tablica 1.3 prikazuje sve brojeve manje od 100 koji su
oblika 2% 4 5y%. Primijetimo da se broj 21 pojavljuje dva puta, kao 12 +5 - 22
i kao 42+ 5-12, ali se njegovi prosti faktori 3 i 7 ne pojavljuju. Vidimo da ne
mozemo izvesti zakljucke kao u prethodnom slucaju. Iz Fermatovih biljeski o
brojevima oblika 22 + 5y moZemo primijetiti da je shvatio da se ovaj slucaj
razlikuje od ostalih. Pretpostavio je da ako su dva prosta broja p; i p, oba
oblika 4n + 3 i ako oba imaju 3 ili 7 kao zadnju znamenku tada je pyp- oblika
x? + by?. (Prosti brojevi 3, 7, 23, 43, 47, 67, ...su kongruentni 3 modulo
4 i zavrsavaju na 3 ili 7. Pretpostavka je da je produkt bilo koja dva takva
broja oblika x? + 5y%. Naprimjer, 3-3 =22 +5-123-7=424+5.127-7T=
2245-3%3-23=82+5-12,3-43=224+5-527-23 =92 +5-4% itd.) Ova
pretpostavka ne samo da je toc¢na, nego je srediSnja Cinjenica o brojevima
oblika 2% + 5y2. Ovo je jos jedan primjer koji govori o veli¢ini Fermata kao

teoreticara brojeva.
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Poglavlje 1. Fermat

Tablica 1.3: Svi brojevi manji od 100 koji se mogu zapisati u obliku z? + 5y

y\x | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 4 9 6 25 36 49 64 81
5 6 9 14 21 30 41 54 69 86

20 21 24 29 36 45 56 69 84

45 46 49 54 61 70 81 94

80 81 8 8 96

N R

1.7 SavrSeni brojevi i Fermatov teorem

Proucavanje "savrsenih brojeva” seze jos u prapovijest teorije brojeva, sve

do njegovih korijena u misticizmu i numerologiji.

Definicija 1.4 (Savrseni broj) Savrseni broj je prirodni broj jednak zbroju

svojih pravih djelitelja E]

Primjer savrsenog broja je broj 6 jer je 6 =1+ 2 + 3.

Euklid[]je u Elementima[f]dokazao da ako je 14+2+44+4...+2" 1 =271
prost broj, onda je broj 2"71 x (2" — 1) savrsen. Naprimjer, 3 = 1 + 2 je
prost pa je 2-3 = 6 savrsen, i 7 = 1 4+ 2 4+ 4 je prost pa je 22-7 = 28
savrsen. U modernoj je notaciji ovo vrlo jednostavno dokazivo. Primijetimo
da ako je broj p = 2" — 1 prost onda su odgovarajuéi djelitelji broja 2" 'p
1,2,3,...,2" 1 p,2p,4p, ..., 2" 2p, i suma ovih djelitelja je 1 +2+3+ ...+
2 p(14+2+4+ ... +2"3) =p+p2n !t — 1) = 2" !p sto je i trebalo
pokazati. Euklidov je uvjet dovoljan uvjet da bi broj bio savrsen. Do sada
nisu poznati druk¢iji primjeri savrsenih brojeva. Descartes je naveo, a Euler
dokazao, da je savrSeni broj u Euklidovom obliku ako i samo ako je paran.

Postojanje neparnog savrsenog broja je poznati nerijeSeni problem.

6pravi djelitelj - djelitelj prirodnoga broja razli¢it od njega samoga
"Euklid (330. p.n.e - 275. p.n.e.) - poznati starogréi matematicar iz Atene
8Elementi - matematiéki spisi objavljeni oko 300. pr. Kr. u 13 knjiga
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Poglavlje 1. Fermat

Euklidov uvjet implicira da je dovoljno pronaéi proste brojeve u nizu 3,
7,15, 31, 63, 127, 255, 511, 1023, 2047, 4095, 8191, ...kako bismo pronasli
savrsene brojeve i to je problem koji ¢e nas zanimati. Ukratko, za koje je
vrijednosti n broj 2™ — 1 prost? Proucavajué¢i ovaj problem, Fermat je otkrio
vaznu Cinjenicu koja je danas poznata kao Fermatov teorem.

Najprije, 15,63, 255, 1023(= 3-341), 4095 ocito nisu prosti. Opcenito, ako
je n paran i vedi od 2 tada 2" — 1 = 2% — 1 = (2 — 1)(2¥ + 1) nije prost.
Neparne vrijednosti broja n, n = 3,5, 7 vode do prostih brojeva 7,31, 127, ali
neparni broj n = 9 vodi do 511, koji je djeljiv sa 7. Ovo vodi do pretpostavke
da ako n nije prost, onda 2™ — 1 nije prost, tvrdnja koja se lako provjeri
ako primijetimo da je 28™ — 1 = (28 — 1)(2k(m=1) 4 ok(m=2) 4 4 ok 1 1),
Ovo opazanje reducira problem na pitanje: Za koji prosti broj p je 2P — 1
prost broj? Prosti brojevi ovog oblika zovu se Mersenneovi prosti brojevi u
cast Fermatovog suvremenika i ¢estog dopisnika, Marina Mersennea (1588.
-1648.).

Prosti brojevi 2, 3, 5, 7 odgovaraju Mersenneovim prostim brojevima 3,
7, 31, 127 (i stoga i savrsenim brojevima 6, 28, 496, 8128), ali ostaje vidjeti
je li broj 21 — 1 prost broj. Ovaj problem moze biti jednostavno rijeSen
pronalaskom 2 — 1 = 2047 eksplicitno i dijeleéi sa svim prostim brojevima
manjim od v/2047. Mnogo je poucnije, medutim, pristupiti problemu na
drugaciji nacin koji se moze koristiti za testiranje 2P — 1 kada je p veci od 11.

Razmotrimo pitanje dijeli li 7 broj 2!! — 1. Zamislimo potencije broja 2
napisane u jednoj liniji i njihove ostatke nakon dijeljenja brojem 7 napisane

u drugoj liniji, ispod njih.

potencijeod 2: 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512
ostaci: 1 2 4 1 2 4 1 2 4 1
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Obrazac ponasanja ostataka je ocit, a ocito je i to da 2" dijeljenjem sa
7 daje ostatak 1 ako i samo ako je n visekratnik broja 3, odnosno, 7 dijels
2" — 1 ako i samo ako 3 dijeli n. Stoga, 7 ne dijeli 2'* — 1. Ista se metoda

moze koristiti za druge proste brojeve. Tablica 1.4 sadrzi neke rezultate.

Tablica 1.4:

p=3 1 2 4 8 16 32 64

1212 1 2 1 d=2
p=b 1 2 4 8 16 32 64

1243 1 2 4 d=4
p=11 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 ..

1248 5 10 9 7 3 6 1 2 ... d=10
p=13 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 ...

1248 3 6 12 11 9 5 10 7 ... d=12
p=17 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 2048 ...

1 248 16 15 13 9 1 2 4 8 ... d=8

Definicija 1.5 Neka je m prirodni broj. Reducirani sustav ostataka mo-
dulo m je skup cijelih brojeva r; sa svojstvom da je ged(r;,m) =1, r; # r;
(mod m) zai # j, te da za svaki cijeli broj x takav da je ged(x,m) = 1 postoji
r; takav da je x = r; (mod m). Jedan reducirani sustav ostataka modulo m je
skup svih brojeva a € {1,2,...,m} takvih da je ged(a,m) = 1. Svi reducirani
sustavi ostataka modulo m imaju isti broj elemenata. Taj broj oznacavamo
s @(m), a funkciju ¢ : IN — IN zovemo Fulerova funkcija. Drugim rije¢ima,

w(m) je broj brojeva u nizu 1,2, ..., m koji su relativno prosti s m.

Teorem 1.6 (Mali Fermatov teorem.) Neka je p prost broj. Ako pta, onda

je a?™' =1 (mod p). Za svaki cijeli broj a vrijedi @’ = a (mod p).

Definicija 1.7 Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Najmangi
prirodni broj d sa svojstvom da je a® = 1 (mod n) zove se red od a modulo

n. Jos se kaze da a pripada eksponentu d modulo n.
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Teorem 1.8 Neka je d red od a modulo n. Tada za prirodni broj k vrijedi

a* =1 (mod n) ako i samo ako d | k. Posebno, d | o(n).

Dokaz. Ako d | k, recimo k = d - [, onda je a* = (a?)! =1 (mod n).
Obratno, neka je a®* = 1 (mod n). Podijelimo & sa d, pa dobivamo k = ¢-d+r,
gdje je 0 < r < d. Sada je

l=d" =" =(a")?-a"=a" (mod n),
pa zbog minimalnosti od d slijedi da je r =0, tj. d | k. =

Definicija 1.9 Ako je red od a modulo n jednak p(n), onda se a zove pri-

mativni korjen modulo n.

Ova opazanja impliciraju da je, kako bismo odredili je li 2! = 1 (mod p),
dovoljno odrediti odgovarajuéi d i vidjeti dijeli li 11. Kako je 11 prost broj
ovo je analogno pitanju je li d = 11. Odgovor na ovo pitanje je negativan za
sve proste brojeve razmatrane do sada.

Na isti na¢in mozemo pristupiti i problemu odredivanja je li 2!% — 1 prost
broj (i posljedi¢no je 1i 2'2(2!3 —1) savrsen broj). Problem je odrediti postoji
li prost broj p za koji je odgovarajuci d = 13. Svi su prosti brojevi razmotreni

do sada eliminirani (jer njihov d nije bio 13) i sada je pitanje je li d = 13 za

p=29,31,37,..., sve do prostog broja manjeg od v/213 — 1 = /8191 < 91.

Promotrimo primjer.

p 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37
d 2 4 3 10 12 8 18 11 28 5 36

Kako imamo d razlic¢itih ostataka, d je najvise p — 1. Iz prethodnog

teorema slijedi da d dijeli p — 1. Ovo implicira da d moze biti 13 samo
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ako 13 dijeli p — 1. Prema tome, moguce vrijednosti broja p su 13k + 1,
k € Z . Od ovih vrijednosti jedino one za koje je k paran mogu biti proste.
Kako 27 nije prost broj i kako je 79 + 26 broj veé¢i od v/213 — 1 to znadi da
moramo ispitati samo dva prosta broja, 531 79. Odgovarajuci d-ovi, odredeni
metodom koristenom ranije, su 52 i 39. Bududi da su ovi brojevi razli¢iti od
13 slijedi da je 23 — 1 = 8191 prost broj.

Fermatov je teorem jedan od osnovnih svojstava aritmetike cijelih brojeva
i bit ¢e od velike vaznosti u sljede¢im poglavljima ovog rada. Spomenimo jos

takozvane Fermatove brojeve 28 +1,22 41,24 +1,28 +1,216 41,232 +1,.. ..

Definicija 1.10 (Fermatovi brojevi) Brojevi oblika f, = 22" +1 nazivaju

se Fermatovi brojevi.

Fermat je smatrao da su svi brojevi ovog oblika prosti te je vjerovao
da je rijesio drevni problem pronalaska formule koja daje proizvoljno velike
proste brojeve. (Primijetimo da broj 2" + 1 nije prost ako n nije potencija
broja 2 jer ako m ima neparni faktor k, recimo n = km, onda je 2" + 1 =
(2m + 1)(2m=1) —omk=2) 4 422 9 4 1)).

Prvih nekoliko Fermatovih brojeva su prosti brojevi: 21 +1 = 3,22 +1 =
5,2 41 = 17. Moze se pokazati da je broj 28 4+ 1 = 257 takoder prost.

Primjer 1.11 Broj 28 + 1 = 257 je prost.

Ako p dijeli 28 + 1, onda dijeli i (2% + 1)(2® — 1) = 26 — 1. Stoga, d koji
odgovara ovom p (za a = 2) mora dijeliti 16. Medutim, jedini djelitelji broja
16 su 1,2,4,8,16, a d ne moZe biti 1,2,4 ili 8 jer bi p onda dijelio 2% — 1,
S$to bi bilo u kontradikeciji s pretpostavkom da p dijeli 28 + 1. Prema tome,
d = 16 i po Fermatovom teoremu p = 16n + 1, za neki cijeli broj n. No,
najmanji takav prost broj p = 17 je veéi od v/28 + 1 pa 2° + 1 nema pravih
djelitelja, sto je i trebalo pokazati. |
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Poglavlje 1. Fermat

Sliécno prethodnom primjeru, jedini prosti djelitelji koje bi broj 216 + 1
mogao imati bili bi oblika p = 32n + 1. Kako je /216 + 1 samo malo veé
broj od 2% = 256, onda su jedini prosti brojevi koje treba provjeriti dani u
nizu brojeva 33, 65,97,129, 161, 193, 225, a taj niz ukljucuje samo dva prosta
broja 97, 193. Nijedan od tih brojeva ne dijeli 2'® + 1 jer su ostaci nakon
djeljenja s 97: 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 31, 62, 27, 54, 11, 22, 44, 88, 79, 61 pa
216 + 1 djeljenjem s 97 daje ostatak 62, a ostaci nakon djeljenja sa 193 su
1,2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 63, 126, 59, 118, 43, 86, 172, 151, 109 pa 2'¢ + 1
dijeljenjem sa 193 daje ostatak 110. Stoga, je 2% + 1 prost.

Medutim, pokazat ¢emo da je Fermatov broj fs = 22" +1 = 23241 slozen
broj. Euler je dokazao da je svaki djelitelj broja f,, oblika k2""'+1. Cinjenica
da je 641 djelitelj broja f5 moze se lako zakljuéiti iz jednakosti 641 = 27-5+1
i 641 = 2*+5%. Iz prve jednakosti slijedi da je 27-5 = —1 (mod 641) i prema
tome da je 22 -5 = 1 (mod 641). Nadalje, druga nejednakost implicira da
je 5% = =21 (mod 641). Iz ovih kongruencija zaklju¢ujemo da je —23? = 1
(mod 641).

Poznato je da je nekoliko sljedeé¢ih Fermatovih brojeva slozeno; 264 +
1,2128 4-1,2%6 + 1. Jos nije pronaden nijedan Fermatov prost broj veéi od
216 + 1. Stoljecée i pol nakon $to je Fermat iznio svoju pretpostavku, mladi je
Gauss pokazao da je Euklidova konstrukcija peterokuta ravnalom i Sestarom
u évrstoj vezi s tim da je 5 = 2241 Fermatov broj. Opéenito, Gauss je poka-
zao ako je n prosti Fermatov broj da je tada moguca konstrukcija pravilnog
n — terokuta ravnalom i Sestarom. Kao poslijedica toga sto je Gauss iska-
zao, a Wantzel dokazao, jedini regularni n-terokuti koje se mogu konstruirati
koristenjem ravnala i Sestara su oni za koje vrijedi n = 2%pipsy . .. p, gdje su

p-ovi razli¢iti Fermatovi brojevi i k > 0.

19



Poglavlje 2

Slucaj n =3

2.1 Euler islucajn =3

Leonhard Euler (1707.-1783.) bio je, bez sumnje, jedan od nave¢ih mate-
maticara u svoje vrijeme. Uz Eulerovo se ime vezu mnoge grane matematike,
od primjenjene matematike do algebarske topologije i teorije brojeva. Nje-
govi doprinosi nisu bili samo u obliku novih teorema i novih metoda, nego i
kao niz knjiga o algebri, analizi, matematickoj fizici i drugim poljima, sto je
dalo temelje edukacije za sljedec¢ih nekoliko generacija matematicara.

Naravno, najvece zanimanje za Eulera u ovom radu je zbog njegovog
doprinosa teoriji brojeva i posebno zbog doprinosa Fermatovom Posljednjem
teoremu. Euler je pokazao cjelozivotni interes za teoriju brojeva i njegovi su
doprinosi od velike vaznosti.

Smatra se da je Euler dao dokaz Fermatovog Posljednjeg teorema za slucaj
n = 3, ali da je njegov dokaz bio nepotpun. Dokaz koji je Euler dao sadrzavao
je elementarnu pogresku, medutim, ispravak dokaza najdirektnijom metodom
- osiguravanjem alternativnog dokaza tvrdnje zbog koje je Eulerov dokaz

pogresan - nije bio nimalo lak. No, kao §to ¢e biti pokazano, dokaz moze biti
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ispravljen na manje direktan nacin.

2.2 Eulerov dokaz slucaja n =3

Osnovna metoda Eulerovog dokaza slucaja n = 3 Fermatovog Posljednjeg
teorema jest Fermatova metoda beskonacnog spusta. Kao sto smo ve¢ vidjeli,
metoda se svodi na ¢injenicu ako se mogu pronaci prirodni brojevi z, y, z
za koje je 2® + y® = 23, onda se mogu naéi i manji prirodni brojevi sa istim
svojstvom; tada bi bilo moguce naci niz takvih trojki prirodnih brojeva koje
neprestano opadaju i nikad ne zavrsavaju, sto je oc¢igledno nemoguce. Prema
tome, ne postoje takvi z, y, z.

Pregled Prvo ¢emo opisati glavni tijek dokaza. Nakon sto pretpostavimo
da postoji rjesenje jednadzbe 23+y3 = 23, dat éemo neka osnovna zapazanja o
brojevima z, y i z. Pokazat ¢emo zasto mozemo pretpostaviti da su relativno
prosti i da je z paran te x i y neparni. Brojeve x i y zapisat ¢emo koristeci
nove cijele brojeve p i q. Ako zamijenimo z =p+q iy = p — g u jednadzbi
23 + y3, dobit ¢emo izraz 2p(p® + 3¢%) = z3. Ako znamo da su ovi brojevi
relativno prosti, tada oba moraju biti kubovi. Medutim, postoji mogucénost
da su oba djeljiva s 3 pa ¢emo dokaz podijeliti u dva slucaja. U slucaju
kad su 2p i p? + 3¢? relativno prosti, pokazat ¢emo da je p* + 3¢ kub ako
jep=a®—9abiq = 3a*b — 3b%. Ovo je trenutak u dokazu kada je Euler
napravio gresku zbog nedovoljno znanja o racunu u prstenu kompleksnih
brojeva. Ponovnim pokazivanjem da su brojevi relativno prosti, dolazimo do
dokaza da su 2a, a—3b i a+ 3b relativno prosti i da je 2p = 2a(a—3b)(a+3D).
Kako je 2p kub, sva tri manja broja takoder moraju biti kubovi. Primijetimo
da je (a—3b) + (a+3b) = 2a. Sada smo pronasli tri kuba koja zadovoljavaju

jednadzbu o® + 32 = 43. Nakon ovoga razmotrit ¢emo drugi slucaj, kada su
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2p i p? + 3¢% djeljivi s 3. Ovaj se slucaj dokaze na slican nac¢in. Konaéno,
uvjerit ¢emo se da je novo rjeSenje koje smo nasli uistinu manje od pocetnog

i dokaz ¢e slijediti iz metode beskonacnog spusta.

Teorem 2.1 (Sluc¢aj n = 3) Ne postoje cjelobrojna rjesenja jednadzbe
34y =27

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje prirodni brojevi z, y i z
takvi da je 23 + y® = z3. Prvo ¢emo dati nekoliko tvrdnji o brojevima z, y
i z. Mozemo pretpostaviti da su z, y i z relativno prosti i pozitivni. Ako
postoji broj koji dijeli sva tri broja, cijelu jednadzbu mozemo podijeliti tim
brojem. Ako neki broj dijeli dva broja, onda mora dijeliti i tre¢i. Dakle,
najvise je jedan broj paran. Ne mozemo imati tri neparna broja jer ako
su x i y neparni, onda je z paran. Dakle, imamo to¢no jedan paran broj.
Pretpostavimo da su x i y neparni, a z paran. Ako ovo nije slu¢aj, mozemo
preurediti nasu jednadzbu. Na primjer, ako znamo da je x paran u jednadzbi
3 +9® = 23, tada znamo da je 3 = 23 + (—y3). Brojeviz +y iz —y su

parni pa ih mozemo mozemo pisati u obliku 2p i 2¢ kako slijedi:

v (@) + =) = 5Cp+20) =p+g

1

y=5@+y) (@ —v)= 52 —20) =p—g

Sada mozemo ponovno zapisati z* + y* = (z + y)(2* — zy + y*) koristeci

nove izraze za xr i y kao

2[(p+q)* = (p+a)(p—q) + (0 — 0)°] = 2p(P” + 3¢°).

Donesimo nekoliko zakljucaka o p i ¢g. Kako su p+¢ i p—q oba neparna, p

i ¢ moraju biti razlicitih parnosti. Takoder, moraju biti relativno prosti jer bi
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u suprotnom, ako imaju zajednickog djelitelja, taj djelitelj dijelio x = p+q i
y = p—q. Mozemo pretpostaviti da su oba pozitivna jer mozemo promijeniti
poredak od z i y u slucaju da je x — y negativan broj. Takoder, znamo da ni
p ni ¢ nisu nula jer je slucaj x = y nemogué¢. Kako su relativno prosti, ovo bi
impliciralo x = y = 1 i stoga z* = 2. Dakle, s obzirom na nase pretpostavke

da su z i y pozitivna rjesenja jednadzbe, vidimo da je

2p(p* +3¢°) = n’

gdje su p i g relativno prosti prirodni brojevi razli¢itih parnosti.

Dva slucéaja: Relativno prosti ili djeljivi s 3 U sljede¢em dijelu
dokaza pokazat ¢emo da su ili 2p i p? + 3¢? djeljivi s 3, ili relativno prosti pa
prema tome moraju biti potpuni kubovi. Jedini slucaj kada nisu relativno
prosti je ako je njihov djelitelj 3. Kako su pi g razlicitih parnosti znamo da je
p? + 3¢% neparan broj. Ovo je lako vidjeti ako razmotrimo sluéajeve kada je
p paran, a ¢ neparan i kada je ¢ paran, a p neparan. Ako 2p i p? + 3¢ imaju
zajednicki faktor, p i p? + 3¢*> moraju imati isti zajednicki faktor. Ako d | p i
d | p*+3¢%, tada znamo da d | 3¢>. Dakle, ako 2p i p* + 3¢* imaju zajednicki
faktor, on takoder mora biti zajednicki faktor od p i 3¢2. Medutim, znamo
da su p i q relativno prosti pa je jedini moguéi zajednicki faktor broj 3. Ako
3|pi3d] 3¢ tada znamo da 3 | 2p i 3 | p? + 3¢>. Dakle, 2p i p* + 3¢* su
ili relativno prosti ili im je zajednicki djelitelj broj 3. Rastavit ¢emo dokaz u

dva slucaja.

2.2.1 Prvi slucaj: Relativno prosti

Prvo é¢emo razmotriti slucaj kada 2p i p? + 3¢? nisu djeljivi s tri i prema tome
relativno su prosti. Koriste¢i algebarske manipulacije pokazat ¢emo ako je

p = a® — 9ab?® i ¢ = 3a®b — 3b* onda je p* + 3¢ kub. Koristimo sljedeéu
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formulu koja se lako provjeri koriste¢i zakone komutativnosti, asocijativnosti

1 distributivnosti. Jednakost
(a® 4+ b*)(c* 4 d*) = (ac — bd)* + (ad + bc)?

pokazuje da ako su dva broja zbroj dvaju kvadrata, onda je njihov pro-
dukt zbroj dvaju kvadrata. Preformulirat ¢emo jednakost kako bi odgovarala
nasim brojevima dodavajuci 3 s jedne strane i mijenjajuc¢i drugu stranu kako
slijedi

(a® + 3b%)(c® 4 3d*) = (ac — 3bd)* + 3(ad + be)?.
Dokaz zahtijeva samo osnovne algebarske manipulacije. Umjesto koriStenja

cetiri varijable a, b, ¢ i d razmotrit ¢emo samo produkt
(a® + 3b%)[(a* + 3b?)(a* + 3b%)] = (a* + 3b*)?,
imamo

(a® + 3b%)% = (a® + 3b%)[(a* — 3b%)* + 3(2ab)?]
= [a(a® — 3b%) — 3b(2ab))* + 3[a(2ab) + b(a® — 3b%))?
= (a® — 9ab*)* + 3(3a’b — 3b°)*.
Uzimajuéi a i b proizvoljne, mozemo pronaéi kubove oblika p?+3¢? stavljajuéi

p = a® — 9ab?

q = 3a2b — 3b°. 1)

Vidimo da je p* + 3¢* = (a® + 3b%)%.
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2.2.2 Eulerova pogreska
Operacije u prstenu Z[/—3]

Lema 2.2 Neka je Z[v—3] = {a+bv/—=3 : a,b € Z}. Za a, b, ¢, d € Z

definiramo zbrajangje i mnoZenje s:

(a+bv/=3) + (c+ dv/=3) = (a+¢) + (b+ d)v/=3,
(a+byv/=3) - (¢ + dv/—3) = ac — 3bd + (ad + bc)y/—3.

Uz ovako definirane binarne operacije, Z.]\/—3] je prsten s jedinicom.

Kako bismo objasnili Eulerovu pogresku, trebamo definirati teoriju dje-

ljivosti za prsten Z[v/—3]. Definirajmo najprije normu na skupu Z[/—3].
Definicija 2.3 Funkciju N : Z[\/—3] — Nq zadanu s

N(a+b/=3) =| a+bv/=3 |*= a® + 3b*
nazivamo norma.

Vazno je primijetiti da je norma multiplikativna: N(xy) = N(z)N(y) za sve

x,y € Z[V-3].

Definicija 2.4 Broj cija je norma veéa od 1 te koji se ne moze prikazati kao

produkt brojeva manje norme nazivamo prostim brojem.

Slicno, vrijedi da ako g dijeli a u Z[v/—3], onda N(5) dijeli N(«) u skupu
Z. Dakle, a je prost u Z[v/—3] ako N(«a) nije djeljiva niti s jednom normom
razlicitom od 1, to jest, niti s jednim brojem oblika a® + 3b? # 1.
Primjer 2.5 Primjeri prostih brojeva u Z[\/—3] su:
2, jerje N(2) =4,
1—+-3, jerjeN(l—+-3)=4
1++v-3, jerje N(1++/-3)=4.
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Zakljuéujemo da 4 ima dva razli¢ita rastava na proste faktore u Z[v/—3] :
4=2-2=(1-vV=-3)(1+V-3).

Vrijedi sljedeéa tvrdnja.

Teorem 2.6 Prsten Z[\/—3] nije domena jedinstvene faktorizacije.

Eulerova pogreska

Euler je dokazao da je jedini nacin na koji p* + 3¢®> moze biti kub jest ako
postoje brojevi a i b takvi da su p i ¢ dani kao u jednadzbi . Njegov
je dokaz bio pogresan jer je koristio aritmetiku cijelih brojeva pri razma-
tranju brojeva oblika a + by/—3. Pretpostavio je jedinstvenu faktorizaciju
u prstenu Z[v/—3] zato $to je istinita u skupu cijelih brojeva, medutim, u
prstenu Z[y/—3] jedinstvena faktorizacija ne vrijedi nuzno. No, moguée je
popraviti dokaz koristeci ideje koje je objavio u drugim ¢lancima. Dokaz

sljedece leme dao je Edwards H

Lema 2.7 Neka su p i q relativno prosti brojevi takvi da je p* + 3¢* kub.
Tada postoje cijeli brojevi a i b takvi da je p + qv/—3 = (a + b\/=3)3

Dokaz. Oblik koji se pojavljuje u iskazu malo je drugaciji od onoga koji se
pojavljuje u dokazu, ali moze se lako preoblikovati. Faktorizirajmo najprije

izraz p? + 3¢° na sljedeéi nacin:
P +3¢* = (p+qv-3)(p — qvV-3).

Prema tome, ako je jedan od ovih faktora kub, recimo p + ¢v/—3 = (a +

bv/—3)? tada je i njegov konjugat takoder kub; tj. p — gv/—3 = (a — by/—3)3.
Dakle, iz svojstva komutativnosti mnozenja slijedi (p 4+ gv/—3)(p — ¢/—3) =

'"Harold Mortimer Edwards, Jr. (roden 1936.) - ameri¢ki matematicar.
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[(a + bv/=3)(a — b/=3)]3, tj. p* + 3¢*> = (a® + 3b?)3. Prosirimo sada izraz
(a + by/—3)? koristeé¢i binomni teorem

p+qvV—3=a’+3a’bv/—3 + 3ab’(-3) + b*(—-3)v/—3
= a® — 9ab® + (3a®b — 3b*)v/—3

Mnozenjem i pregrupiranjem izraza koji sadrze v/3 vidimo da, ako je
p? + 3¢* kub, onda postoje cijeli brojevi a i b takvi da je p = a® — 9ab® i
qg=23a*b—30°. m
Metoda beskonacnog spusta Mozemo faktorizirati izraze p i ¢ na
sljede¢i nacin
p=a(a — 3b)(a + 3b)
q=3b(a—0b)(a+Db).

Ako bi a i b imali zajednicki faktor, onda bi taj faktor dijelio zbroj od
aib, astogaipigqg. Kako su pi g relativno prosti onda i a i b moraju
biti relativno prosti. Budud¢i da otprije znamo da je 2p kub, jednostavnim

mnozenjem gornje jednakosti s 2 vidimo da postoji cijeli broj n takav da
2p = 2a(a — 3b)(a + 3b) = n®.

Znamo da a i b ne mogu biti iste parnosti jer bi inac¢e p i ¢ oba bila parna.
Ovo jednostavno slijedi iz proucavanja jednadzbe i primjeéivanja da ¢e a+b i
a+ 3b biti parni ako su a i b iste parnosti. Prema tome, a —3b i a4+ 3b su oba
neparna. Ako postoji zajednicki faktor za 2a i a + 3b onda je to zajednicki
faktor i za a i a £ 3b. Kako a dijeli a onda to mora biti i zajednicki faktor od
a i 3b. Ako brojevi a + 3b i a — 3b imaju zajednicki faktor onda bi on dijelio
njihovu sumu i razliku. Dakle, bilo koji zajednicki faktor bio bi faktor od a
i 3b. Broj 3 je jedini mogudi zajednicki faktor brojeva a i 3b buduéi da su

a i b relativno prosti. Medutim, znamo 3 { a jer a | p i prema pretpostavci
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31 p. Ovo pokazuje da su 2a, a — 3b i a+ 3b relativno prosti i kako je 2p kub,
svi moraju biti kubovi. Prema tome, moraju postojati vrijednosti «, 3,
takvi da je 2a = o®,a — 3b = 83 i a + 3b = v3. Zbrajajudi izraze dobije se
a —3b+a+ 3b = 2a. Supstitucijom s novim izrazima dobije se 3% 4+ 3 = 3.
Ovo je rjesenje Fermatove jednadzbe za n = 3 za cijele brojeve manje od
x,1y,z. Sada je joS potrebno dokazati da novo rjesenje koristi manje cijele

brojeve i da su ti brojevi pozitivni prije nego je nas dokaz gotov.

Dokaz da su novi cijeli brojevi manji od pocetnih Primijetimo da
303.3 _ _
a’B°v° = 2a(a — 3b)(a + 3b) = 2p.

Prisjetimo se da smo definirali 2 = 2p(p? + 3¢*). Stoga 2p dijeli 2°.
Mogao bi biti sluéaj da je 2p = 23, ali ako nije, onda mora biti manji. Znamo
da je 2p pozitivan. Kako je 2p paran broj, onda je djelitelj od 2% ako je z
paran i djelitelj od 2 ako je x paran. U svakom slu¢aju, onda su o?, 32 i
7% manji od z3. Takoder, moramo razmotriti §to bi se dogodilo da su «, 3 i

3 mozemo jednostavno prebaciti negativne

v negativni. Kako je (—a)® = —a
kubove na drugu stranu jednadzbe. Jednadzba koju bismo onda dobili jo§
bi uvijek imala sve kubove manje od z3. Prema tome, doista bismo imali
beskona¢ni spust prirodnih brojeva, ali samo u slucaju kada 3 1 p. Kako

bismo zavrsili dokaz pretpostavit ¢emo 3 | p.

2.2.3 Slucaj 3| p

S obzirom da smo pretpostavili da je p djeljivo s 3, mozemo pisati p = 3s.
Takoder znamo da 3 1 q. Dakle, mozemo pisati 2p(p* + 3¢%) = 3%2s(3s + ¢?).
Primijetimo da je 2p(p? + 3¢*) kub pa je sljedeéi logi¢ni korak pokazati da
su 3%2s i 352 + ¢? relativno prosti. Ovaj je korak slican onome $to smo veé

napravili. Pretpostavimo da je m prost broj takav da m | 3*2s. Ovo znaci
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dam |3, m|2ilim|s. Ako m |3 tada znamo da je m = 3 i stoga da 3 | g.
No, ve¢ znamo da ovo nije istina jer su p i ¢ relativno prosti. Ako m | 2 tada
je m = 2. Medutim, 3s% + ¢ nije paran broj jer su ¢ i s razli¢itih parnosti.
Ovo slijedi iz ¢injenice da su p i g razlic¢itih parnosti, a prema tome, razlic¢itih
su parnosti s i ¢. Konac¢no, ako m | s onda m 1 3s2 + ¢? jer su s i ¢ relativno

prosti. Kako su 322s i 352 + ¢ relativno prosti onda oba moraju biti kubovi.

Lema 2.8 Neka su s i q relativno prosti brojevi takvi da je 3s*+q* kub. Tada
postoje cijeli brojevi a i b takvi da je ¢ = a(a—3b)(a+3b) i s = 3b(a—b)(a+D).

Ova je lema ekvivalentna Lemi s manjim promjenama u algebri i
nazivima varijabli. Supstitirajmo s u izrazu 3*2s sa s danim u Lemi
primijetimo da je 332b(a — b)(a + b) kub. Prema tome, 2b(a — b)(a + b) je
kub. Ako su a i b relativno prosti, lako je vidjeti da su svi faktori relativno
prosti. Mozemo reéi da su a i b relativno prosti jer je ged(s,q) = 1 pa je
ged(a(a—3b)(a+3b),3b(a—b)(a+b)) = 1. Ako bi vrijedilo da je gcd(a,b) = k
onda bi s i ¢ takoder imali zajednicki faktor k.

Kako su faktori medusobno relativno prosti, moraju biti kubovi. Stoga
je2b=a%a—b= % a+b=~3 odnosno o® = 20 = y* — 33. Pokazat ¢emo
jos da je v < z. Primijetimo da 3 | 3%2s 1 322s | 2p(p® + 3¢%) = z3. Prema
tome, nasli smo rjesenje s manjim cijelim brojevima i dokazali smo da, u oba

3

slucaja, jednadzba 2 + ¢ = 2z® nema rjesenja u skupu prirodnih brojeva. =
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Slucaj n =5

3.1 Uvod

Kada je Euler rekao Goldbachu u svom pismu 4. kolovoza 1753. da je uspio
dokazati Fermatov Posljednji teorem u slu¢aju n = 3, primijetio je da se
dokaz podosta razlikuje od dokaza u slucaju n = 4. U sljede¢ih devedeset
godina doslo se do nekoliko - vrlo malo - posebnih sluc¢ajeva i djelomic¢nih
rezultata, medutim, konac¢ni dokaz Fermatovog Posljednjeg teorema ¢inio se
popriliéno nedostiznim.

Ovo je poglavlje posveéeno najvaznijim rezultatima dobivenim tijekom
ovog devedesetogodisnjeg perioda. Potpoglavlje[3.2lposveceno je istrazivanjima
i dokazu teorema Sophie Germain, Potpoglavlje dokazu slucaja n = 5
Fermaovog Posljednjeg teorema do kojeg su dosli Legendre i Dirichlet, i Po-
glavlje |4 opazanjima o dokazu teorema u slucajevima n = 14 i n = 7 koje su

dokazali Dirichlet i Lame.
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3.2 Sophie Germain

Marie Sophie Germain bila je francuska matematicarka rodena 1. travnja
1776. u Parizu. Njezino zanimanje za teoriju brojeva razvilo se nakon ¢itanja
Essai sur la théorie des nombres[[] Adriena Mariea Legendrea i Disquisitiones
Arithmeticae Pl Carla Friedricha Gaussa.

Unatoc¢ predrasudama, jer je u to vrijeme bilo neprilicno da zenu zanima
znanost, Sophie je ustrajala u ucenju. 1794. godine Sophie je, unato¢ zabra-
nama, upisala akademiju Echole Polytechnique u Parizu i tako dobila priliku
uciti od najboljih matematicara tog vremena. Pod pseudonimom M. Le-
Blanc, Sophie je predala svoj rad tada najve¢em francuskom matematicaru J.
L. Lagrangeu, koji je, impresioniran radom, trazio da upozna autora. Unatoc
postupnom prihva¢anju zena u znanosti, Sophie je zaprije¢en napredak na
Akademiji, jer je pripadala srednjem sloju francuskog drustva, kojemu nije
bilo dozvoljeno visoko skolovanje. Godine 1804. Sophie je pocela suradivati

s njemackim matematicarom Carlom Friedrichom Gaussom.

3.2.1 ”Veliki plan”

Mnogi su matematicari radili na dokazivanju Fermatovog Posljednjeg te-
orema, ukljucujuci Eulera, Legendrea, Gaussa, Abela, Dirichleta, Kummera i
Cauchya. Germain je, zapravo, imala ”veliki plan” u dokazivanju teorema za
sve proste brojeve p, umjesto dokazivanja posebnih slucajeva. Fermat je do-
kazao slucaj n = 4, a Euler je 1770. objavio dokaz za slucaj n = 3 1 u vrijeme
kad je Germain pocela raditi na Fermatovom Posljednjem teoremu, to su bili
jedini poznati dokazani slucajevi. Sophiein plan nije napredovao oc¢ekivano,

ali je putem dosla do drugih zanimljivih rezultata i uvelike doprinijela do-

!Essai sur la théorie des nombres - Eseji o teoriji brojeva, Adrien Marie Legendre, 1789.
?Disquisitiones Arithmeticae - Aritmeticka istrazivanja, Carl Friedrich Gauss, 1798.
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kazivanju Fermatovog teorema. Germaine je dokazala sljedeéi teorem koji je

danas poznat pod njezinim imenom.

Teorem 3.1 Ako je 2° + y° = 2° onda jedan od brojeva x, y, z mora biti

djeljiv s 5.

Dokaz. lako je Fermatov teorem iskazan u obliku a® + y® # 2° za prirodne
brojeve, pogodno je premjestiti 2° na drugu stranu jednadzbe x® + y° +
(—2z%) # 0 i izreéi slucaj n = 5 u obliku: ”Jednadzba z° + y° + 2° = 0
nema rjesenje za cijele brojeve z, y i z razlic¢ite od nula.” Prednost ovakvog
zapisa lezi u tome Sto uloge brojeva x, y i z postaju zamjenjive. Kako je nula
djeljiva s 5 teorem kojeg treba dokazati prelazi u formu: ”Ako su z, y, i z
cijeli brojevi takvi da z° + y® + 2° = 0 tada jedan od tih brojeva mora biti
djeljiv s 5.7

Prvi je korak u dokazu zapisati jednadzbu u obliku
—2° = (y+ 2)(y* — v’z + y?2% —y2t + 2%

Kao i obi¢no, mozemo pretpostaviti da su z, y i z u parovima relativno
prosti. Tada su oba faktora s desne strane relativno prosta jer bi inace
vrijedilo da postoji prosti broj p koji dijeli y + 2z, odnosno y = —z (mod p) i
vyt — Pz + 2% — y2? + 2 = 5y? (mod p). Ako p dijeli oba faktora tada je
ili p = 51 u tom je slucaju x djeljiv s 5 sto je i trebalo pokazati, ili p dijeli
yiy+ z1iutom sluéaju y i z nisu relativno prosti. Drugim rijecima, ako je
2° +9° + 2° =0, ako su z, y i 2 u parovima relativno prosti i ako su sva tri
broja relativno prosta s 5, onda su y + z i y* — 32 +y?2? — y23 + 2* relativno

> = (—x)5, ovo

prosti. Kako je njihov produkt peta potencija y® + 2° = —a
implicira da svaki broj mora biti peta potencija cijelog broja. Simetri¢no,

isti se argument primjenjuje na —y® = 2° + 2% i —2° = 2% + y® kako bismo
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pokazali da postoje cijeli brojevi a, «, b, 3, ¢, v takvi da je

y+z:a5 y4—y3z+y222—z3+z4:a5 Tr = —ax

24 ="0 A B+l -t =p° y=—bp

r4+y=c =By +a2 -+ yt=9" 2= —cy.

Pokazat ¢emo da ovo nije moguce.

U ovom dokazu vazno je uociti da pete potencije modulo 11 daju ostatke
—1,01i 1. Prema tome, 2° + y° + 2° = 0 (mod 11) vrijedi samo ako su z ili
yili 2 =0 (mod 11) jer je £1 &1+ 1 = 0 nemoguce.

Pretpostavimo da imamo rjeSenje jednadzbe x® + 3° 4+ 2° = 0 takvo da
su z, y i z u parovima relativno prosti i 5 nije djelitelj ni jednog od tih
brojeva. Tada se mogu pronaéi a, «, b, 3, ¢, v koji zadovoljavaju gornje
jednadzbe. Jedan od brojeva x, y i z mora biti djeljiv s 11. Pretpostavimo,
bez smanjenja opcéenitosti, da je to z. Tada je 2x = b° + ¢® + (—a)® djeljiv s
11 te jedan od brojeva a, b i ¢ mora biti djeljiv s 11. Medutim, b ne moze biti
djeljiv s 11 jer je x djeljiv s 11, a onda bi z i z imali zajednicki djelitelj 11,
suprotno pretpostavci da su relativno prosti. Sliéno, ¢ ne moze biti djeljiv
s 11. Dakle, a mora biti djeljiv s 11. Medutim, ovo je takoder nemoguce
jer bi onda vrijedilo y = —z (mod 11), o® = 5y* (mod 11), dok bi s druge
strane vrijedilo z = 0 (mod 11), 4® = y* (mod 11), iz ¢ega slijedi a® = 5-4°
(mod 11). Buduéi da su 0, £1 ostaci petih potencija modulo 11 to implicira
da je a =5 =0 (mod 11) Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da su z i z
relativno prosti. Prema tome, vrijedi tvrdnja teorema.

]

Srz onoga ¢ime se Sophie Germain bavila lezi u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.2 (Teorem Sophie Germain) Neka su n i p razliciti neparni

prosti brojevi koji zadovoljavaju sljedece uvjete:
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1. Kongruencija x™ = n (mod p) nema rjesenja za nijedan cijeli broj x
2. Ako su x, y i z cijeli brojevi takvi da je
" +y" + 2" =0 (mod p),
onda p digeli x, y ili z.
Tada je prvi slucaj Fermatovog Posljednjeg teorema istinit za eksponent p.

Dokaz. Kako je p prost broj, Fermatov Posljednji teorem za p moze se
preformulirati u tvrdnju da ne postoje cijeli brojevi z, y i z razliciti od nule
takvi da je 2" + y™ + 2" = 0. Slucaj I Fermatovog Posljednjeg teorema za n
je tvrdnja da ne postoje cijeli brojevi z, y i z koji nisu djeljivi s n, a za koje
vrijedi da je 2" 4+ y" = ™.

Pretpostavimo da n i p zadovoljavaju pretpostavke teorema i da su x, y, 2z
cijeli brojevi, od kojih niti jedan nije djeljiv s n, za koje vrijedi ™ +y" 42" =
0. Pokazat ¢e se da ove pretpostavke dovode do kontradikcije.

Kao i obi¢no, moze se pretpostaviti da su x, y i z u parovima relativno
prosti cijeli brojevi. Jednadzba (—x)" = y" + 2" = (y + 2)(y" ' —y" %2 +
y" 322 — . 42" pokazuje dasuy+ziy" Tt —y" 22 +... 4+ 2" ! oba n-te
potencije jer su relativno prosti. Ako bi postojao prost broj ¢ koji dijeli oba
izraza tada bi bilo z+2z =0 (mod q), y" ' —y"22+...+2z" ' =0 (mod q),
y = 0 (mod q), ny"' = 0 (mod q) iz ¢ega slijedi da je n = 0 (mod ¢) ili
y =0 (mod ¢). Prvi slu¢aj nije mogué jer bi onda n = ¢ dijelio =, a drugi
slucéaj nije mogu¢ jer bi ¢ dijelio i y i y + z. Jednadzba (—y)* = ™ + 2"
i (—2)" = 2™+ y™ moze se faktorizirati na isti nacin te slijedi da moraju

postojati cijeli brojevi a, a, b, 5, ¢,y takvi da
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y+z=a" Yyl = T = —aq
z4+x=0" 2l 2 4 g = y=—bp
r+y=c" e T N N T z = —cy.

Promotrimo sada aritmetiku modulo p. Kako je 2"+y"+2" =0 (mod p),
drugi uvjet na p implicira da z, y ili z moraju biti kongruentni nula modulo
p. Pretpostavimo, bez smanjenja opéenitosti, da je z = 0 (mod p). Tada je
20 =b0"+ "+ (—a)” =0 (mod p) i, ponovno po drugom uvjetu na p, slijedi
da a, b ili ¢ moraju biti kongruentni nula modulo p. Ako bi b ili ¢ bili kongru-
entni nula modulo p tada bi y = =08 =0 (mod p) ili z = —cy =0 (mod p),
sto bi, zajedno s x = 0 (mod p), bilo u kontradikciji s pretpostavkom ta su
x, y 1 z u parovima relativno prosti. Prema tome, a = 0 (mod p). Medutim,
ovo implicira da je y = —z (mod p), o = ny"' = ny" (mod p). Kako je
v # 0 (mod p) onda postoji cijeli broj g takav da je yg =1 (mod p), iz Cega
slijedi (ag)™ = n (mod p), sto je u kontradikeiji s drugom pretpostavkom o

p. Ova kontradikcija dokazuje Teorem Sophie Germain. =

Teorem Sophie Germain obi¢no se iskazuje u slabijoj formi:

Teorem 3.3 (Sophie Germain) Neka je z™ + y" = 2". Ako je n neparan
prost broj i ako vrijedi da je p = 2n + 1 takoder prost broj, onda n mora
diyeliti xyz, 1 prema tome Slucaj I Fermatovog Posljednjeg teorema je istinit

2a, .

Dokaz. Dovoljno je provjeriti da prosti brojevi n i p = 2n + 1 zadovoljavaju

pretpostavku [2] Teorema [3.2]
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Ako je n = a" (mod p), racunanjem Legendreovog simbola dobit ¢emo

a

+ (—) =aP V2 =g"=n (mod p)
p

pa je p==+1 (mod ¢), $to je nemoguce.
Nadalje, pretpostavimo da je 2™ + y™ + 2" = 0 (mod p) i p { zyz. Kako

jen = (¢ —1)/2, Mali Fermatov teorem implicira da je

2 =+1 (mod p),
y* =+1 (mod p),

22 =41 (mod p).

Dakle, 0 = 2" +y" + 2" =+1+ 1+ 1 (mod q) $to je opet nemoguce. m

Brojeve oblika 2n + 1, gdje je n prost broj, nazivamo prostim brojevima
Sophie Germain.

Koristec¢i ovaj teorem Sophie Germain je uspjela dokazati Slucaj I Fer-
matovog Posljednjeg teorema za sve proste brojeve manje od 100. Drugim
rijeCima, za svaki neparni prosti broj n manji od 100, Sophie je mogla pronaci
drugi prosti broj p koji zadovoljava uvjete prethodnog teorema. Legendre je
prosirio ove rezultate na sve proste brojeve manje od 197 kao i na mnoge
druge proste brojeve. S ovim rezultatima, koji su ostvareni prije nego je
Posljednji Fermatov teorem bio dokazan, postalo je jasno da paznju treba

usmjeriti na Slucaj II.
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Slucajevin=71n=14

4.1 Povijesni uvod

Godine 1837., sedam godina nakon $to su Dirichlet i Legendre dokazali slucaj
n = 5, Dirichlet je objavio dokaz sluc¢aja n = 14. Bilo je mnogo pozeljnije
dokazati sluca n = 7 jer je svaka Cetrnaesta potencija ujedno i sedma poten-
cija. Tek je 1839. Lame uspio dokazati slucaj n = 7. Ni dokaz ovog slucaja
nije davao nadu da ¢e se pronaci opc¢enito rjesenje jer je uvelike ovisio o svoj-
stvima broja 7. Dokaz slucaja n = 14 oslanja se na tehnike slicne onima
koristenim u dokazima slucajeva n = 5 1 n = 3, ali zahtijeva znatnu kre-
ativnost u algebarskim manipulacijama. Sustina dokaza ponovno je metoda
beskonacnog spusta, ali u nesto kompleksnijem obliku. Treba naglasiti kako
je dokaz za slucaj n = 7 znatno slozeniji od dokaza za slucaj n = 14, pa

dokaz tog slucaja nece biti obraden u ovom radu.
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4.2 Kljuéni koraci dokaza

Pretpostavimo da postoje u parovima relativno prosti cijeli brojevi x, y i 2
koji zadovoljavaju jednadzbu z'* + y* = 2!, Koristedi alate teorije brojeva
pokazat ¢emo da z nije djeljiv sa 7, ali da x ili ¥ moraju biti djeljivi sa
7. Definiramo nove, relativno proste, manje cijele brojeve a i b. Kreativno
birajuéi vrijednosti za a i b mozemo pisati y'* = 7¢2(7°c® +1?) gdje je ¢ = Ta.
Imajuéi na umu da prstenovi Z[v/—d], gdje je d > 0 kvadratno slobodan,
nemaju nuzno svojstvo jedinstvene faktorizacije, mozemo faktorizirati b +
75¢5 kao (b — T*c3/=7) (b + 7*c*\/—T7) te pokazati da su ovo relativno proste
cetrnaeste potencije. Oduzimanjem ovih ¢etrnaestih potencija dobit ¢emo
jednadzbu oblika z'* — x'* te definirati nove varijable a i b. Koristenjem
kreativnije algebarske manipulacije Getrnaesta potencija oblika d 4+ ey/—7
kona¢no dovodi do jednadzbe oblika Z' — X = 24y gdje je Y djeljivo
sa 7. Zatim se proces ponavlja, obra¢ajuéi paznju na 2* koji utjeée samo na
nekoliko koraka racunanja. Dokazujemo da ako jednadzba Z'* — X4 = 2Fy14
ima rjeSenje onda Zi* — Xt = 2479y odje su Z;, X i Y; manji cijeli
brojevi, a Y djeljivo sa 7. Nakon tri ponavljanja dolazimo do druge jednadzbe
oblika Z1* — X1* = Y,}*. Time zapoc¢injemo metodu beskonaénog spusta te
dolazimo do kontradikcije. Prema tome, jednadzba x'* 4+ y'* = 2! nema

rjesenje.

4.2.1 Djelitelji brojeva z, y i z.

Pretpostavimo da postoji rjeSenje jednadzbe x'4 + ¢4 = 2. Pretpostavimo
da su x, y i z u parovima relativno prosti prirodni brojevi. Navest ¢emo

svojstva brojeva z, y i z koja ¢e nam kasnije u dokazu koristiti.

Lema 4.1 Broj z nije djeljiv brojem 7.
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Dokaz. Dokaz ¢emo provesti svodenjem na kontradikciju. Pretpostavimo
da 7 | z. Ovo implicira da 7 | z** +y'*. Kako je 14 paran broj moZzemo pisati
71 @)+ (y")% Nekajea=2"ib=y", tada T1ai714b, ali 7|a*+ b*ili
a’? +b* =0 (mod 7). Gledajuéi sve moguce slucajeve, lako je zakljuciti da
suma dva kvadrata nije ekvivalentan 0 modulo 7. Brojevi koji nisu djeljivi
sa 7 ekvivalentni su s 1,2, 3,4,5,6 modulo 7. Kvadratni ostaci modulo 7 su
1, 21 4 pa se lako provjeri da zbroj bilo koja dva broja nece biti 7. Prema
tome, 7{z. ®

Sada ¢emo navesti jos neka svojstva brojeva z, y i z.

Lema 4.2 Ako su x, y i z u parovima relativno prosti prirodni brojevi za

koje vrijedi da je 2'* — 2'* = y'* tada jedan od njih mora biti djeljiv sa 7.

Kako bismo dokazali prethodno navedenu lemu, koristit ¢emo sljedeci

teorem.

Teorem 4.3 Neka su x, y i z u parovima relativno prosti prirodni brojeuvi.

Ako za neki prosti broj p Fermatova jednadzba
o’ +yP + 2P =0
ima rjesenje uz uvjet pt xyz, tada je
2" =1 (mod p?).
U naSem je slucaju p = 7. Lako se vidi da 25 # 1 (mod 49) pa 7 mora
dijeliti x, y ili z.
4.2.2 Novi zapis jednadzbe

Nakon odredivanja nekih vaznih ¢injenica o rjeSenju, supstituirat ¢emo i fak-
torizirati rjeSenje kako bismo dobili pogodniji zapis. Sljede¢u lemu navodimo

bez dokaza jer nije od velike vaznosti za razumijevanje dokaza.
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Lema 4.4 Vrijedi z'* — 2 = a(a® + 7b%) gdje je a = 2* — 2® i b = za(2* —

222% + %),
Lema 4.5 Cijeli brojevi a i b su relativno prosti 1 razlicitih parnosti.

Dokaz. Dokazat ¢emo da su a i b relativno prosti svodenjem na kontradik-
ciju. Pretpostavimo da postoji prosti broj p takav da p | a i p | b. Kako
pl|zr(zt —222? +2") znamo dap |z, plzilip| 2* — 222? +2*. Akop| 2
mozemo iskoristiti ¢injenicu da p | 22 — 22 kako bismo zakljucili da p | z. Ovo
je kontradikcija s pocetnom pretpostavkom da su x i z u parovima relativno
prosti. Ako p | z, slicno kao u prethodnom slucaju, dolazimo do kontradik-
cije. Nadalje, pretpostavimo da p | 2 — 2222 + 2%, pt x i p{ 2. Direktnim
dokazom pokazat ¢emo da ako p | b onda p { a. Buduéi da znamo da p t 2*
znamo i da p 1 2* — 2222, Odnosno, nakon faktoriziranja p { 22(2% — 22). Ovo
znaci da pf2%ipf 22— 22 Dakle, ako p | b onda p { a. Pokazali smo da a i
b nemaju zajednicki faktor p.

Svodenjem na kontradikciju pokazat ¢emo da su a i b razli¢itih parnosti.
Najprije, znamo da a i b ne mogu oba biti parni budué¢i da nemaju zajednickog

djelitelja. Pretpostavimo da su a i b neparni brojevi. Znamo da je z'* — 2 =

4 — 2! paran broj. To

a(a® + 7b*). Ako su a i b neparni brojevi, tada je z*
znaéi da je y'* paran broj, a 2'* i z!* oba neparni. Ako je z'* neparan broj,
onda je x neparan. Ako su x i y oba neparni, onda je 22 — 2% paran broj.

2

Medutim, a = 22 — 22 i po pretpostavci, a je neparan. Dakle, svodenjem na

kontradikciju pokazali smo da a i b ne mogu oba biti neparni. Prema tome,

a i b su razlicitih parnosti. m
Lema 4.6 Neka je a definiran kao prije. Broj a je djeljiv sa 7.

Dokaz. Kako je y'* = a(a®+ 76?) i 7 | y, znamo da 7 | a(a® + 76?). Iz
¢injenice da je 7 prost broj, slijedi da 7 | a ili 7 | a® + 7b%. Bududéi da 7 | 7b?,
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ako 7| a®+ 7b* onda 7 | a®. U svakom slucaju vidimo da 7 | a, a kako su a i
b relativno prosti, znamo da 71b. m
Uvodenjem supstitucije a = 7c u nasu jednadzbu dobivamo y'* = 7¢(7%c%+

5?).

4.2.3 Trazenje novih ¢etrnaestih potencija

U ovom odjeljku pokazat ¢emo da y'* mozemo zapisati kao produkt dvije
¢etrnaeste potencije. Faktorizacijom se dobije y'* = 72¢(7°c®+b?). Odnosno,
Yyt = T2c(7(7*c*)? + b?). Ako je produkt dvaju relativno prostih cijelih bro-
jeva cetrnaesta potencija tada je svaki od njih takoder cetrnaesta potencija.

Moramo pokazati da su 7%c i b* + 7(7%c®)? relativno prosti.

Lema 4.7 Neka su c i b definirani kao prije. Vrijednosti T*c i b* + 7(7%c3)?

su relativno proste cetrnaeste potencije.

Dokaz. Dokaz provodimo svodenjem na kontradikciju. Pretpostavimo da je
p prost broj takav da p | 7?c i p | b* + 7(7%c3)%. Bududi da je ged(a,b) = 1
znamo da je ged(7e,b) = 11 prema tome ged(c,b) = 1. Takoder, 7 1 b. Kako
p| 7?czmamo dap | 7ilip|c. Akop|ctada p | 7(7%c*)?. Po pretpostavci
p | 0+ 7(7%c*)2. Ovo dokazuje da p | b*. Medutim, ovo je kontradikcija jer
su b i c relativno prosti. U drugom slucaju, p = 7. Ako 7 | b*+ 7(7%c*)? onda
7|0 jer 7| 7(7%¢*)?. Ovo je takoder kontradikcija jer znamo da 71 b.
Prema tome gcd(7%c,b? + 7(7%¢*)?) = 1 i zaklju¢ujemo da su oba broja

Cetrnaeste potencije. m

4.2.4 Operacije u prstenu Z[/—7]

Sljedec¢a lema nuzna je za dokaz slucaja m = 14, ali njezin dokaz prelazi

okvire ovog rada. Vazno je napomenuti da zakljucci nisu trivijalni jer smo u
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prstenu koji ima drukcija svojstva od prstena cijelih brojeva. Pojmovi norma
i prosti broj definirani u Potpoglavlju (2.2.2) za prsten Z[v/—3] analogno se
definiraju i u prstenu Z[/—7].

Lema 4.8 Ako je A2+ 7B? éetrnaesta potencija nekog prirodnog broja i ako
7| B onda je A+ B\/=T7 = (a+ by/=7)" za neke cijele brojeve a i b.

U Lemi dokazali smo da je b* + 7(7%c®)? ¢etrnaesta potencija. Ovo
mozemo zapisati kao b* — (—7)(7%c)? te faktorizirati koriste¢i razliku kva-

drata. Dobije se,
b2 — (=7)(7°c*)? = (b— 7>V =T)(b+ T°c*V/=T).

Neka je A = bi B = 7?¢*. Po Lemi znamo da je b + 7**/—7 =
(d+ey/—T)".

4.2.5 Trazenje novih Cetrnaestih potencija (nastavak)

Buduéi da smo pronasli nove ¢etrnaeste potencije znamo da

b+ 723V —T = (d+eV/—T)"

b— 7237 = (d— e\/—_7)14.

Oduzimanjem ovih dviju jednadzbi dobije se 2-72¢3/—7 = (d+ey/—7)"*—
(d — ey/=T7)™ §to mozemo zapisati kao z!* — z*. Pratimo iste korake, ali
zamjenimo z = d + ey/—7 1 v = d — er/—7. Kao i ranije definiramo a =
22— 221 b= zx(z* — 222 + 2*) ali koristedi supstitucije s d i e. Algebarskim

manipulacijama priblizit ¢emo se cilju pronalaska jednadzbe s tri cetrnaeste

potencije.
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Lema 4.9 Jednadzba 2 - 7°P/—T7 = (d + ev/=T)" — (d — ey/=T)™ moze se
zapisati kao

72 =2 de[2"?(=7)°d" + 7]
gdje je f = (d* + 7€?)(d* — 98d%e* + 49¢*).

Dokaz ove leme zahtijeva odredene algebarske manipulacije te nije od
velike vaznosti za razumijevanje dokaza teorema. Jedino na sto treba obratiti

paznju kako bi se razumjeli kasniji koraci jest ¢injenica da je f =b.
Lema 4.10 Cijeli brojevi d, e @ f su relativno prosti.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji prosti broj k takav da k | d i k | e.
Koriste¢i Lemu vidimo da k | 7°¢*. Buduéi da k | d i k | e znamo
da k | d + ey/=T7 dokle god smo u prstenu Z[/—7]. Norma ima svojstvo
da ako x | z u Z[/~7], onda N(z) | N(z) u Z. Kako je N(k) = k? i
N(b+T72A/=T) = b? + 728 vrijedi da ako k | (d + ev/=7)" = b+ 72c3/—T,
onda k? | b*+7°c%. Kako k | 7¢* znamo da k? | 7°c® i prema tome k? | b%. Ovo
znaci da k | b, a kako je k prost, k | b. Budué¢i da 71 b znamo da k # 7 pa
k% | 7°¢5 implicira da k | ¢. Ovo je kontradikcija jer su b i ¢ relativno prosti.
Prema tome d i e moraju biti relativno prosti. Sada ¢emo dokazati da je f
takoder relativno prost s d i e. Pretpostavimo da postoji cijeli broj k takav
dak|dik]f. Ovopovlaci da k| d*+ 7e? ili k | d* — 98d?%e? + 49¢*. Kako
k | d vidimo da k | 7e? ili k | 49¢*. Znamo da k # 7 jer 71 f. Prema tome
k | e. Ve¢ smo pokazali da su d i e relativno prosti, prema tome, dosli smo

do kontradikcije. m
Lema 4.11 Cijeli brojevi d 1 e su razli¢itih parnosti, a f je neparan broj.

Dokaz. Brojevi d i e povezani su s b i ¢ jednadzbom b + 72c3/—7 = (d +

ey/—T7)". Znamo da su b i ¢ relativno prosti i razlicitih parnosti. Ako su d i
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e oba parna, onda je b+ 72c3/—T7 paran, a b i ¢ su iste parnosti. Ako su d
i e oba neparna, onda je b+ 72c3/—7 paran i dodemo do iste kontradikcije.
Sada ¢emo ispitati broj f. Ako pretpostavimo da je d paran, a e neparan
broj, vidjet ¢emo da je f produkt neparnih brojeva, odnosno, f je neparan.
Kad zamijenimo parnosti od d i e vidimo da je f jos uvijek neparan. Znamo

da 71 f jer smo definirali f = b u gornjoj jednadzbi i znamo da 71b. m

4.2.6 Novi relativno prosti faktori

Dijeledi izraz u Lemi sa —7 dobijemo
7?® =2 Tde[f? — (2°7d%e*)?)].

Ovaj se izraz moze rastaviti kao produkt triju faktora, 2 - 7de i f 4= 267d3e3.
Veé smo pokazali da su d, e i f relativno prosti te da su d i e razlicitih

parnosti. Sada ¢emo pokazati da su ovi faktori takoder relativno prosti.
Lema 4.12 Brojevi f + 207d3%e® i f — 2°7d3e3 su relativno prosti.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati svodenjem na kontradikciju. Pretpostavimo
da k| f+257d3e® i k | f— 207d3€3, gdje je k prost broj. Prema tome, k
dijeli zbroj i razliku navedenih izraza, odnosno k | 2f i k | 277d%e3. Najprije
primijetimo da su f + 257d%e3 i f — 267d3e3 neparni pa je k # 2. Dakle, k | f
i k| 7d33. Prije smo pokazali da je f = b i da b nije djeljivo sa 7. Iz toga
slijedi k # 71k | e ili k| d®>. Ovo znaci da k dijeli f i takoder e ili d.

Medutim, ovo je kontradikcije jer su f, d i e u parovima relativno prosti. =
Lema 4.13 Brojevi 2-7d i f & 257d3e® su u parovima relativno prosti.

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati svodenjem na kontradikciju. Pretpostavimo

dak|2-7deik| f+257d®>. Ovo implicira da k | 2-7de i k | f + 257d3€?.
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Znamo da k # 2 jer je f & 267d%¢3 neparan. Kako k | 2 - 7de znamo da
k| 257d3e? i prema tome k | f. Kao i ranije, znamo da 71 f pa k # 7. Dakle,
k | 7de implicira da k | d ili k& | e. Ovo je kontradikcija jer su f, d i e u
parovima relativno prosti. m

Koristec¢i ove leme i nekoliko koraka algebarskih manipulacija, pronadi

¢emo nove cetrnaeste potencije.

Lema 4.14 Postoje cijeli brojevi Z i X takvi da je Z'* = f + 26 . 7d%e3 i
XM = f-26.7d33. Primijetimo da je Z** — X' = 27-7d3e3, gdje je 2-TPde

cetrnaesta potencija.

Dokaz. Znamo da je
72 = (2 Tde)(f £2°7d°€?).

Mnoze¢i obje strane sa 7 dobije se 76¢3 = (2 - T3de)(f 4 2° - Td3e?). Pri-
sjetimo se da je 7?c etrnaesta potencija i primijetimo da jednadzbu mozemo
zapisati u obliku (7%¢)® = (2-7°de)(f+2°-7d%e?). Znamo da izrazi f+2°-7d%e?
nisu djeljivi sa 7 jer su relativno prosti s 2 - 7de. Prema tome, faktori 2 - 73de
i f 4 267d%e3 su relativno prosti i oba moraju biti Getrnaeste potencije.

Neka je Z1* = f 4+ 20 . 7d%3 1 X4 = f — 20 . 7d%e3. Primijetimo da je
ZW - XM =97T.7d%%. =

Znamo da je 2 - 79de ¢etrnaesta potencija. Ako taj izraz kubiramo, on je
jos uvijek ¢etrnaesta potencija. Vidjet éemo da je 23 - 7d3e? - 7' cetrnaesta
potencija i prema tome je 23 - 7d3e3 takoder ¢etrnaesta potencija. Dakle,
27.7d3e3 je produkt od 2% i éetrnaeste potencije. Ove ¢emo Einjenice koristiti
u metodi beskonacnog spusta.

Pronasli smo rjesenje jednadzbe Z'* — X' = 24y gdje je Z = f + 26

Td3e? 1 X = f—20.7d3e3. Pocevsi od ove jednadzbe, ponovit ¢emo postupak
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kako bismo pronasli rjesenje jednadzbe Zi* — zl* = 2!2Y}'Y. Ponavljajuéi

postupak jos tri puta dolazimo do druge jednadzbe oblika x'* + y'4 = 214,

4.2.7 Ponovno provodenje dokaza

Lema 4.15 Brojevi X, Y i Z koji zadovoljavaju Z'* — X4 = 24V sy

parovima relativno prosti.

Dokaz. Prvo ¢emo utvrditi da su Z i X neparni kako bismo lakse rijesili
problem dodavanja 2* u jednadzbu. Znamo da je Z = f + 2 - 7d3¢? te da
je f neparan. Dakle, Z mora biti neparan. Koristeéi isti argument vidimo
da je X takoder neparan. Pretpostavimo da Z i X imaju zajednicki faktor
k. Znamo da k nije paran. Ako k| Z i k| X tada znamo da k | Z14 — X
pa k | Y. Prema tome, mogli bismo podijeliti jednakost s k kako bi ostale
u parovima reativno proste varijable. Ako k dijeli Z i Y, ili, ako k dijeli X i
Y moze se pokazati, s istim argumentu, da k dijeli i tre¢u varijablu te da se
moze izluciti. =

Pokazali smo ranije da je 21V = 27¢3¢3. Pokazat ¢emo da 7 | Y. Znamo

da7tZili Xjer 7 fiZ X = f+2% 7d%3. Prema tome, znamo da 7 | Y.

Lema 4.16 Ako je 214 —[)314 — 2ky147 (k > 0) onda je Zl4 _ X14 — 24+9ky14
gdje 7Y

Dokaz. Kao i ranije, mozemo pisati Z'* — X = a(a® + 70?) gdje su a i b
relativno prosti i razlicitih parnosti. Sljede¢u ¢emo jednadzbu malo modifi-
cirati. Ako pomnozimo obe strane jednadzbe 72¢(b* +7(7%¢)?) = 21y 5 210
mozemo zakljuciti da su 21°7%¢ i b% + 7(7%¢*)? relativno prosti. Primijetimo
da je ¢ paran, a kako je relativno prost s b27(7%c*)? znamo da mnoZenjem

219 sa 72c ne mijenja zakljucak da su brojevi relativno prosti. Faktorizira-
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njem izraza b27(7%c®)? na isti nac¢in kao i ranije, dolazimo do zakljucka da je
723 =27 -de(f +2°-7d%?®) gdje su faktori u parovima relativno prosti.
Dokaz se sada djelomic¢no mijenja. Ovaj put Kkoristimo ¢injenicu da je
210¢2 Getrnaesta potencija. Ovo implicira da je 2307%¢? takoder cetrnaesta
potencija. MnoZenjem obe strane jednadzbe 72¢* = 2.7 - de(f +2° - 7d*¢?) s
23074 dobije se
21070¢% = 231 .75 de(f £ 2° - Td°€?).

Ovi su brojevi relativno prosti pa znamo da je 2°7°de 14-a potencija.
Dakle, 29 - 7d3e? je 14-a potencija i 27 - Td3e? je, s jedne strane, razlika
14-ih potencija, a s druge, umnozak 2'2 i 14-e potencije. Dakle, pronasli
smo rjesenje jednadzbe Zi* — X = 21211 gdje 7 | Y;. Radedi istu stvar jos
jedanput pronalazimo rjeSenje jednadzbe X, + Yy = Z, te uspostavljamo
beskonacni spust. Mozemo nastaviti ovaj proces kako bismo pokazali da
opéenito jednadzba 214 —x1* = 2y (k > 0) dovodi do Z14— X4 = 24+9%ky 14
gdje 7 | Y. Novi brojevi X, Y i Z su po definiciji mnogo manji. Dakle,

14 _ ok, 14

pokazali smo metodom beskonaénog spusta da jednadzba z'* — x Y

nema rjesenje. m

4.3 Sazetak

lako je dokaz slucaja n = 14 dug i monoton, on zapravo dijeli strukturu
dokaza sa slucajevima n = 3 in = 5. Mnogo je tezi od dokaza slucajan =4
jer se uvode kompleksni prstenovi. Usporedujuci dokaze za slucajeve n = 3,
n = 51in = 14 mozemo naslutiti potesko¢e pri generaliziranju dokaza te
koristenju metode beskonac¢nog spusta kako bi se dokazao Fermatov Posljed-
nji teorem. lako dokazi imaju odredenih slicnosti, racun svakog od njih je

razli¢it i zahtijeva znatnu dozu kreativnosti. Ovakvi pristupi ne dovode do
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dokaza opcéenitog slucaja. Sophie Germain je uspjela posti¢i znacajan napre-
dak dokazujuéi Fermatov Posljednji teorem za cijelu jednu klasu brojeva, ali
je to jos uvijek bilo daleko od potpunog dokaza. Zapravo, op¢i dokaz Ferma-
tovog Posljednjeg teorema koristi mnogo naprednije i modernije tehnike koje
su izvan okvira ovog rada. On se temelji, ne na metodi beskonacnog spusta,
ve¢ koristi moderne teoreme o eliptickim krivuljama i modularnim formama.
Postoje objasnjenja ovog dokaza na nekoliko razina matematicke slozenosti,

ali njihovo razumijevanje u cijelosti je veliki matematicki podvig.
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