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1 Uvod

Problem dvaju tijela, koji se u knjigama Cesto nalazi pod nazivom “gravitacijski problem
dvaju tijela”, je model koji se primjenjuje kod gibanja planeta oko Sunca, gibanja prirodnih
satelita i smatra se osnovnim problemom nebeske mehanike [1]. Jedan od eklatantnih primjera
jest gibanje sustava Zemlje i Mjeseca. Iako je masa Mjeseca pribliZno osamdeset puta manja
od mase Zemlje njegov je utjecaj na gibanje Zemlje oko Sunca mjerljiv, odnosno, utjecaj
Mjeseca nije zanemariv te se gibanje promatra kao sustav dvaju tijela [2]. S druge strane,
promotri li se gibanje satelita oko Zemlje, masa satelita je zanemariva u usporedbi s masom
Zemlje te je ujedno utjecaj satelita na putanju Zemlje zanemariv pa se taj sustav promatra kao
problem jednog tijela [3]. Dakle, problem dvaju tijela je je model koji se primjenjuje prilikom
promatranja gibanja u sustavu dvaju tijela ¢iji omjer masa nije beskonacan ili jednak nuli.

Vazno je naglasiti da kod problema dvaju tijela tocno vrijede Keplerovi zakoni [4]:
Prvi Keplerov zakon — svi planeti gibaju se po elipsama kojima je jedno od ZariSta Sunce .

Drugi Keplerov zakon — radijvektor, odnosno spojnica, Sunce-planet (duZina koja spaja centar
Sunca i trenutni poloZaj planet), prebriSe u jednakim vremenskim razmacima jednake

povrSine .

Tre¢i Keplerov zakon — Kvadrati ophodnih vremena planeta proporcionalni su kubovima

njihovih srednjih udaljenosti od Sunca .

Objekt promatranja ovoga rada jest gibanje dvaju nebeskih tijela kod kojih se potencija
udaljenosti medu njima u izrazu za gravitacijsku silu mijenja te promatranje Keplerovih
zakona za te slucajeve. Do rjeSenja problema do¢i ¢e se redom promatranjem
najjednostavnijeg gibanja, Sunce-planet, pretpostavkom valjanosti Newtonovog zakona
gravitacija. F,~r > , uz pretpostavku kruzne orbite Zemlje. Nadalje, nakon odredenih
promjena, o kojima ¢e u samoj razradi biti rije¢, unutar simulacije moguce je putanju Zemlje
prilagoditi na elipticnu. Promjenom potencija udaljenosti planeta i Sunca unutar simulacije
elipticne putanje moguce je analizom rezultata odrediti ponaSanje Keplerovih zakona za
razlicite potencije. Od posebnog interesa u razradi bit ¢e potencije koje se uvelike razlikuje od

dva te potencije koje su pribizno jednake dva.
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2 Teorijska osnova

Promatrajuci hipotetski Suncev sustav koji se sastoji samo od Sunca i Zemlje lako je uociti da

je gravitacijska sila koja se javlja u sustavu dana Newtonovim zakonom gravitacije [5] .

MS* MZ
Fe=G———* (2.1)

gdje su Mg, M, masa Sunca i masa Zemlje redom, r udaljenost medu njima, a G gravitacijska

konstanta.

U promatranom sustavu pretpostavka je da je gibanje Sunca zanemarivo u usporedbi s
njegovim dimenzijama te je preslikavanjem hipotetskog sustava u odgovarajuci koordinatni

sustav dozvoljeno Sunce postaviti u ishodiSte sustava kao “tocku” koja miruje (slika 2.1.) .

Gravitacijska sila koja djeluje na Zemlju jest privlacna sila koja se u koordinatnom sustavu
moZe rastaviti na x i y komponentu, Sto ¢e u nastavku biti od velikog znacaja za izradu Zeljene

simulacije.

Sun

Slika 2.1. model sustava Sunce-zemlja u koordinatnom sustavu kojem je Sunce ishodiste (slika preuzeta s [5])




Ivan Koljanin : Keplerovi zakoni za hipotetsku gravitacijsku silu

3 Simulacija

3.1 Euler — Cromerova metoda

Simulacija za sustav ¢e se raditi u programskom jeziku C pomocu Euler — Cromerove metode.
Spomenuta metoda je modifikacija originalne Eulerove metode te se moZe primijeniti na

sustav diferencijalnih jednadzbi oblika [5]:

Efle,v (3.1)
& —glt,x (3:2)

s poCetnim uvjetima oblika:

x[t|=x, (33.)
v{to|= v, (34

Vremenski interval u kojem se promatra gibanje dijeli se u n jednakih vremenskih intervala

pri ¢emu vrijedi
t,=t,+nAt (3.5.)

Integracijom izraza (3.1.) i (3.2.) dobiju se sljedeci izrazi:

vn+1:vn+g tn’Xn)At (36)

X1 =X+ f

ts Voot | AL (3.7.)

Razlika izmedu ove i originalne Eulerove metode jest ta Sto se u jednadzbi (3.7.) pri
koriStenju Eulerove metode koristi v, umjesto V,,;. Spomenuta metoda se koristi jer dobro
Cuva energiju, Sto je za oscilatorne sustave u kojima vrijedi zakon saCuvanja energije
neophodno. Originalna Eulerova metoda bi s vremenom povecavala energiju, odnosno
amplitude oscilacija bi bile sve vece pa je stoga ona manje precizna. Nacin na koji se u Euler-

Cromerovoj metodi energija sacuva najbolje se vidi na primjeru matematickog njihala. Sustav
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diferencijalnih jednadZbi koji opisuje matematicko njihalo pri malim oscilacijama je sljedeci

[6] :

do

it =w (3.8
do _—g

a1 0 (3.9.)

pri cemu je 0 kut otklona njihala, @ kutna frekvencija, dok je [ duljina njihala. Primjenom

pravila iz jednadzbi (3.6.) i (3.7.) za matematicko njihalo dobiju se jednadzZbe:

a)m:a)l.—%@iAt (3.10.)
0,,,=0+ wi—%eim)m (3.11.)

Energija po umnoSku mase i kvadrata duljine matemati¢kog njihala malih oscilacija je dana s:

E:looz+192

St (3.12)

pri ¢emu je izraz (3.12.) vrijedi samo za male kuteve osciliranja. Dakle, energija njihala u
trenutku £;,, je dana s:
1

Ei+1:§wi2+1+%9?+1 (3.13)

UvrStavanjem jednadzbi (3.10.) i (3.11.) u jednadzbu (3.13.) i sredivanjem dobije se :

Ei+1:Ei'"i

21 [

wf—ﬂe?)mz (3.14.)

Izraz u zagradi u jednadzbi (3.14.) jednak je dvostrukoj razlici kineticke i potencijalne
energije u trenutku f;. Cijeli drugi clan s desne strane jednakosti predstavlja greSku jer bi

ukupna energija u svim trenucima trebala biti jednaka. No, sumiranjem po svim vremenskim
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trenucima unutar jednog perioda ukupna greska iSCezava jer je prosjecna kineticka energija
jednaka prosjecnoj potencijalnoj energiji. Dakle, ukupna energija je ocuvana. KoriStenjem
Eulerove metode, koeficijent pogreske jednak je sumi kineticke i potencijalne energije pa ne
dolazi do konacnog iSCezavanja na kraju perioda, kao Sto je to u slucaju Euler-Cromerove

metode.
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3.2 Izrada simulacije
Kratkim uvodom u Euler- Cromerovu metodu stvorena je podloga za izradu simulacije
promatranog sustava Zemlja — Sunce. Primjenom drugog Newtonovog zakona po

koordinatama za gravitacijsku silu slijedi [5]:

dZX FGx
— = 3.15.
dt2 MZ ( )
dzy Fg
—=— 3.16.
dtZ MZ ( )
gdje su F, 1 F, x i y komponente gravitacijske sile redom.
Iz jednadZbe (2.1.) i slike 2.1. Primjenom elementarne trigonometrije slijedi :
M, Mg M ,Mx
Fo=-G—F5—cos@=-G——F5— (3.17.)
r r
M,M, M,M.y
F,=-G Zrz Ssm@z—G% (3.18)

pri Cemu je negativan predznak sile podsjetnik na ¢injenicu da je sila usmjerena prema Suncu,
postavljenom u ishodiSte promatranog koordinatnog sustava. Nadalje, kombiniranjem
jednadzbe (3.15.) s jednadZbom za brzinu dv,=dx/dt te izrazom (3.17.) diferencijalna

jednadzba drugog reda (3.15.) svodi se na diferencijalnu jednadzbu prvog reda :

dv, _ Mgx 319
dt - r3 ( . )
Analogno se dobije:
dv M
gt (3.20)
dt r

Integracijom izraza (3.19.) i (3.20.) dolazi se do jednadZbi potrebnih za izradu simulacije.
Zbog jednostavnijeg vizualnog prikaza simulacije potrebno je odrediti jedinice pojedinih
veliCina. Jedna od opcija jest koriStenje SI sustava. lako je SI sustav najjednostavniji za

koriStenje, u ovom slucaju je poprilicno nezgrapan. Naime, radijus zemljine orbite priblizno
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je 1,5%10" m, Sto je za graficki prikaz izuzetno neprakti¢no . Iz tog razloga u izradi ove
simulacije najprakticnije je koristiti astronomske jedinice (astronomical units), AU, definirane
na sljedeci nacin. Jedna astronomska jedinica duZine (1 AU) jest prosjecna udaljenost Zemlje
i Sunca (1 AU ~1,5% 10" m) . Ujedno ¢e vrijeme u simulaciji biti mjereno u godinama (1 god
~3,2%10" s) . Kako bi sustav jedinica bio do kraja konvertiran u AU potrebno je prikazati
masu u istom . Zbog jednostavnosti neka je Zemljina orbita, po pretpostavci, kruZnica.
Shodno pretpostavci gravitacijska sila koja djeluje na Zemlju jednaka je centripetalnoj sili pa

vrijedi :

=G5 (3.21.)

pri ¢emu je v brzina Zemlje.

Sredivanjem izraza (3.21.) slijedi:

GM =V’r (3.22)
S obzirom na to da se Zemlja po pretpostavci giba po kruZnici za inicijalnu brzinu se uzima
vrijednost potrebna Zemlji da u jednoj godini napravi cijelu orbitu, Sto povlaci
v=2mr/1god=2n AU/god pri cemu je r=1 AU. Uvrstavanjem prethodnog u izraz (3.22.)
slijedi:

GM =47’ (3.23)

Integracijom izraza na poloZaju za x (3.19.) slijedi :

Veirt tisy lisy
( X X.
[ dv=-[ GM;“dt=- [ 4n*“Ldt (3.24.)
Vi t r G I
2 X
Viis1 =V~ 4T 3 At (3.25.)
r

1
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Nadalje integracijom izraza za brzinu slijedi :

tHl
ti

Xif dx:f vdt

X=XtV At

x,i+1

Analogno se za y koordinate dobije :

2 Yi
vy,i+1: Vi —4n ?At (328)

1

Yier=YitVyin At

gdje je vremenska promjena At, dok 4 77” ukazuje da se u simulaciji koristi AU

(3.26.)

(3.27.)

(3.29.)
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3.3 Program u C-u
S obzirom na to da su sve jednadZbe matematicki korektno izvedene te je odredena metoda
izrade i odgovaraju¢e mjerne jedinice sustava, sve za izradu koda je dostupno.

Za  pocCetak  izrade koda  potrebno je  definirati  potrebne  biblioteke.

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>

#include <math.h>

Nadalje, s obzirom da je m (u programu oznaceno kao pi) konstanta koja je potrebna pri
izvedbi izracuna najjednostavnije ju je u programu definirati na nacin na koji se definiraju
konstante.

#define pi 3.14159

Kako bi se podatci koje kod, napisan u programskom jeziku C, izracuna sacuvali te kako bi se
na temelju njih mogao napraviti graf gibanja i daljnja analiza potrebno je kreirati pokazivac

na datoteku koji ¢e omoguciti spremanje potrebnih podataka.

FILE*dat;

Nakon obavljenih pripremnih radnji moZe se zapoceti sa samim kodom.

// zbog potrebne preciznosti sve varijable su tipa double

double GMs;

double dt=0.001, t=0.000;

double xz, yz;

double vx, vy;
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double rsz, b;

// inicijalizacija pocetnih uvjeta
Xz=1.0;

yz=0.0;

vX=0.0;

vy=2*pi;

GMs=4.0*pow(pi,2);

dat=fopen("zavrsni","w");

while(t<=1)

rsz=sqrt(xz*xz+yz*yz);

vx=vX-GMs*dt*xz/(pow(rsz,3.0));

vy=vy-GMs*dt*yz/(pow(rsz,3.90));

Xz=xz+vx*dt;

yz=yz+vy*dt;

b=xz*vy-yz*vx;

t=t+dt;

fprintf(dat,"\n \t %1f \t %1f \t %1f",xz, yz,

b);

10
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fclose(dat);

return 0;

11
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3.4 Analiza rezultata

Kod napisan u programskom jeziku C odgovara kruZnoj putanji planeta te se isti mozZe
koristiti za istraZivanje Keplerovih zakona gibanja razlic¢itih nebeskih tijela promjenom

inicijalnih uvjeta.
3.4.1 Kruzna putanja za razliCite planete
Kako je putanja planeta oko Sunca po pretpostavci kruznica prvi Keplerov zakon trivijalno je

zadovoljen. Kako je gravitacijska sila, u promatranom slucaju, centralna za drugi Keplerov

zakon vrijedi sljedece [7] :

ds| L, _
(dt)—2M—const (3.30.)

Gdje je L, kutna koli¢ina gibanja, a Mmasa planeta.

ds

=4

Slika 3.1. skica izvoda drugog Keplerovog zakona.

Sada je primjenom, analitiCke geometrije, povrSina trokuta oznacena sa ds dana sa:

S PR YIS F
ds—2|rxdr\—2|rxvdt| Z\rxv\dt (3.31.)

12
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Pa slijedi:

ézl\?xfi‘z
da 2

1
2M

_ 1

o, |L|=const (3.32.)

[F x M V|
Dakle, ocito je za provjeru drugog Keplerovog zakona dovoljno provijeriti sljedece:

-

|(Fx§]|=’(xzf+yzj)x

in+vyj) :‘(xzvy—yzvx)E‘ZXZ v,—y,v,=const (3.33)

Posljedica izraza (3.33.) u napisanom kodu je izraz:
b=xz*vy-yz*vx;

Ocito iznos vrijednosti b ovisi samo pocetnim uvjetima zadanim za brzinu i poloZaj.
Tre¢i Keplerov zakon provjeri se usporedbom tabli¢nih podatke omjera kvadrata perioda s
kubom velike poluosi (u slucaju kruzne putanje velika poluos jednaka je radijusu putanje) s
vrijednostima dobivenim eksperimentalno. Kako bi pomocu koda bilo moguce provjeriti
valjanost treceg Keplerovog zakona potrebno je ispisati vrijeme potrebno da planet presjece x
os u tocki pocetka putanje. Vrijednost traZenog vremena je vrijednost vremena u kojem je
iznos prethodne y koordinata planeta manja, a iznos sljedece y koordinate planeta veca od
nule. Dakle, pri ulasku u while petlju potrebno je zapamtiti ulaznu vrijednost y na nacin a =
yz. Vrijednost vremena potrebno je zapamtiti samo jednom, dakle potrebna radnja u kodu
obavit ¢e se samo ukoliko je vrijednost u koju se sprema vrijeme jednaka nuli.

Dakle, u kodu, na kraju while petlje, prije dodavanja sljedeceg vremenskog koraka, dodaje se

sljedece:

if(c==0.0)

{
if(a<o && yz>0)
c=t;

}

Po definiciji je GM=v’r te je v=2mr/god, ofito je za razli¢ite vrijednosti udaljenosti r

vrijednost GM grazlicita. Naime, za Zemljinu putanju r=1AU pa je v=271 AU/god. Stoga je

13
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prije izvrSenja petlje u kodu potrebno, uz izmjenu pocetnog poloZaja, napraviti izmjenu u
pogledu te konstante i poCetne brzine, uz napomenu da je radijus putanje jednak pocetno

poloZaju planeta xz.

vy=2.0*pi*xz;

GMs=pow(xz,3)*4.0*pow(pi,2);

Za sve planete suncevog sustava, osim za Merkur putanje su pribliZzno kruznog oblika.

Tablica 3.1. Provodenjem koda uz naznacene izmjene te ocitavanjem perioda za svaki planet zasebno dobiju se

rezultati prikazani u tablici

2
Planet | a=r (AU)| [Fxv|=b T (god) %godAZ/AUAS
a
Venera | 0.72 3.2572 0.6091 0.994
Zemlja | 1.00 6.2832 1.000 1.000
Mars 1.52 14.5167 1.8815 1.01

Ocitavanjem podataka dobivenih nakon provedbe while petlje pokaZe se da je vrijednost
traZenog skalarnog produkta vektora (u nastavku teksta b) jednaka u svakom trenutku
vremena, odnosno da drugi Keplerov zakon vrijedi. Nadalje za trec¢i Keplerov zakon, nakon
promjena koje se dogode u kodu, vrijedi

2

2 2
I_4m _ 4n (3.34.)

@ GM; 4n°d’

Gdje je xz=a.

Slijedi da tre¢i Keplerov zakon u simulaciji vrijedi za T°=1, odnosno c=1.
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15

15

Y(AU)

-15

Slika 3.2. kruzna putanja Zemlje sa Suncem u ishodiStu koordinatnog sustava i pocetnim uvjetima xz=1.0,

yz=0.0, vx=0.0, vy=2m te vremenskim korakom dt=0.001

08

0,8

y(AU)

0.8

Slika 3.3. kruzna putanja Venere sa Suncem u ishodistu koordinatnog sustava i pocetnim uvjetima xz=0.72,

yz=0.0, vx=0.0, vy=2mxz te vremenskim korakom dt=0.001
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Y(AU)

X(AU)

Slika 3.4. kruzna putanja Marsa sa Suncem u ishodistu koordinatnog sustava i pocetnim uvjetima xz=1.52,

yz=0.0, vx=0.0, vy=2nxz te vremenskim korakom dt=0.001

14

| Mars
® Zemlja
Venera

rad

t{god)

Slika 3.5. graf prikazuje razlicite vrijednosti iznosa vektorskog produkta brzine i udaljenosti za razlicite planete;

vrijednost je konstantna za svaki planet zasebno
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S obzirom da je izraz (3.34.) jednak omjeru iznosa kutne koli¢ine gibanja i mase planeta

vrijedi da je, za jednake poCetne brzine svih promatranih planeta, za planet udaljeniji od sunca

taj omjer veci.

Tablica 3.2. vrijednosti varijable koja se koristi za potvrdu tre¢eg Keplerovog zakona u simulaciji su jednake

za sve planete pa treci Keplerov zakon za promatrane slucajeve vrijedi

Planet C

Venera 1.0
Zemlja 1.0
Mars 1.0

17
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3.4.2 Elipticna putanja Zemlje

Uocava se da Keplerovi zakoni direktno slijede iz Cinjenice da je gravitacijska sila obrnuto
proprocionalna kvadratu udaljenosti dvaju nebeskih tijela [8]. Nadalje je zanimljivo promotriti
ponasSanje putanje nebeskog tijela (u konkretnom slucaju Zemlje) s potencijom udaljenosti

razli¢itom od 2. Neka je gravitacijska sila dana sljede¢im izrazom :

(3.35.)

Vazno je naglasiti da u stvarnosti putanje nebeskih tijela nisu savrSene kruznice vec¢ elipse.
Kako bi se u napisanom kodu za putanju Zemlje dobila elipsa dovoljno je napraviti promjenu
u vidu inicijalne brzine, dok ¢e pocetni poloZaj na x osi biti vrijednost velike poluosi elipse.
Prilikom odabira inicijalne brzine za kruZnu putanju, gledano u AU, odabrana je brzina 2m.
Lako je uociti da ¢e vrijednost brzine manja od te uzrokovati “Sirenje” putanje po x osi u
desno, dok ce vrijednost veca od te uzrokovati “Sirenje” putanje po x osi u lijevo. Stoga je
oCito da je za postizanje elipticne putanje dovoljno za inicijalnu brzinu uzeti bilo koju

vrijednost brzine razli¢ituod 27 .
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Slika 3.6. Elipticna putanja Zemlje s poCetnim uvjetima vx=0, vy=3.3, x=1.0, y=0.0
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1.5

Y(AU)

-25

X(AU)

Slika 3.7. Elipticna putanja Zemlje s poCetnim uvjetima vx=0, vy=7.3, x=1.0, y=0.0

Kako su 3.6. i 3.7. prikazi elipti¢nih putanja Zemlje u Suncevom sustavu Keplerovi zakoni, za

oba problema, trivijalno su zadovoljeni. Vazno je naglasiti da za brzine veée od v2%27 ,
Sto je druga kozmicka brzina za promatrani problem, Zemlja prilikom gibanja izlazi iz sustava

, Sto se lako pokazZe uvrStavanjem odgovarajucih brzina u napravljenu simulaciju.

4.5

yiAU)

-3 -2.5 -2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15

X(AU)

-3.5

Slika 3.8. Putanja Zemlje s pocetnim uvjetima vx=0, vy=9.0, x=1.0, y=0.0
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Nadalje, za brzine manje od 2/2 orbite su iznimno nestabilne.

04

0.2 1.2

y(AU)

x(AU)

Slika 3.9. Putanja Zemlje s pocCetnim uvjetima vx=0, vy=pi/2, x=1.0, y=0.0

Nadalje, pokaZe se da je za odabir vece inicijalne brzine potreban vec¢i vremenski period while
petlje. Zbog jednostavnosti neka je elipsa pomaknuta u desno te neka je vrijednost pocetne
brzine planeta jednaka v, =5 AU/god; rezultati jednake kvalitete i teZine dobili bi se za bilo
koju vrijednost brzine oko broja 2 . Kao potvrda treceg Keplerovog zakona za elipticnu
putanju, osim izraCunavanja konstante u kodu, moZe se iskoristiti ¢injenica da u SunCevom
sustavu koji se sastoji od Sunca i jednog planeta koji slijedi elipti¢nu putanju, smijer osi elipse
nije podloZan vremenskoj promjeni, odnosno orijentacija gibanja planeta je konstantna [1].
Zbog jednostavnosti Ce se u nastavku koristiti ova metoda. S obzirom da promjena potencije
udaljenosti uzrokuje promjenu vrijednosti gravitacijske konstante zbog jednostavnosti se
uzima da za sve izbore f u (3.34) vrijedi GM =4 n’. PoCetni uvjeti i vremenska promjena
jednaki su za sve odabire f. Izraz (3.35.) povlaci odredene promjene u kodu napisanom u
programskom jeziku C. Naime, izrazi za x i y komponente brzine dobiveni su kombinacijom
izraza za gravitacijsku silu (2.1) s izrazima u (3.19.), odnosno (3.20). Provedbom potrebnih
promjena, odnosno zamjenom izraza (2.1.) izrazom (3.35.), te analognom provedbom izvoda,

u kodu dolazi do sljedecih promjena:
vx=vx-Gms*dt*xz/(pow(rsz,+1));

vy=vy-Gms*dt*yz/(pow(rsz,+1));
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Naglasak je da se zbog Cinjenice da su sve varijable u kodu tipa double za vrijednost f3
uvrStava 2.0. Nakon provedenih izmjena kod je spreman za daljnu uporabu.
Vazno je naglasiti da ¢e vrijednost b (zbog ovisnosti samo o odabiru pocetnih vrijednosti za
brzinu i poloZaj) neovisno o putanji, odnosno neovisno o odabiru potencije udaljenosti u
izrazu za gravitacijsku silu, biti konstantna, Sto ¢e se potvrditi analizom podataka dobivenih

provedbom koda

a) p=2.0

0.8

Y{AU)

0.6 1.2

Slika 3.10. Elipticna putanja Zemlje oko Sunca sa Suncem u ishodistu koordinatnog sustava za =2 nakon t=1

Iz slike 3.10. dobivene za slucaj eliptiCne putanje Zemlje oko Sunca s gravitacijskom silom
koja je obrnuto proporcionalna kvadratu udaljenosti planeta i Sunca vrijedi da Sunce nije u
centru putanje planeta, Sto je u skladu s pretpostavkom prvog Keplerovog zakona koji nalaze
da se sunce nalazi u jednom od ZariSta elipse koja predstavlja putanju planeta.

Ocitavanjem podataka za vrijednost b dobije se da je traZena vrijednost konstantna te da je
jednaka 5.0 u svakom trenutku ophoda Zemlje oko Sunca. Nadalje, ocito je da prilikom
vremenske promjene ni u jednom trenutku ne dolazi do odstupanja gibanja planeta od prvog
ciklusa, odnosno vrijedi da se putanja planeta periodicno ponavlja, Sto je u skladu s
pretpostavkom Keplerovih zakona koja nalaZze da se smjer, odnosno, orjentacija elipse ne

mijenja u vremenu. [z navedenog slijedi da za prikazani slucaj Keplerovi zakoni vrijede.
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b) B=3.0

14

1.2

0.8

y(AU)

0.6 0.4 1.2

Slika 3.11. Putanja Zemlje oko Sunca sa Suncem u ishodistu koordinatnog sustava za 3=3.0 nakon t=0.2

Za slucaj kada gravitacijska sila obrnuto proporcionalno ovisi o kubu udaljenosti planeta i
Sunca putanja se uvelike razlikuje od putanje za slucaj kvadratne ovisnosti. Naime, ocito je da
planet u sustavu uopc¢e nema stabilnu orbitu, odnosno da nakon nekog vremena biva privucen
od strane Sunca te prolazi jako blizu njega nakon Cega biva izbaCen iz sustava te svoju
putanju nastavlja “odlaze¢i” iz sustava. Analizom rezultat koda dobije se da je u svakom
trenutku vremena b=>5.0 Sto povlaci da drugi Keplerov zakon vrijedi. S obzirom da je ovakva
orbita planeta u Suncevom sustavu nestabilna slijedi da tre¢i Keplerovi zakoni za nju ne

vrijede.

Y(AU)

35 15

X(AU)

Slika 3.12. Zemljina putanja oko Sunca sa Suncem u ishodistu koordinatnog sustava za 3=3.0 nakon priblizno

pola godine od pocetka gibanja (t=0.5)
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c) p=2.5

Yy(AU)

-5 15

Slika 3.13. Zemljina putanja oko Sunca sa Suncem u ishodistu koordinatnog sustava za =2.5 nakon priblizno

godinu od pocetka gibanja (t=1)

Ocito je za slucaj 3.13. situacija bitno drugacija nego za slucaj 3.12. Putanja Zemlje veoma je
slicna obliku cikloide. Naime, putanja na pocetku prati elipticni obrazac, no nakon nekog
vremena Zemlja biva privuCena od strane Sunca, Sto uzrokuje rotaciju osi elipse te promjenu
njihovog smjera Sto uzrokuje cikloidnu putanju. Promjena smjera osi elipse nije u skladu s
posljedicom Keplerovih zakona, koja zahtjeva konstantnost smjera elipse, zbog Cega treci

Keplerov zakon za ovaj slucaj ne vrijede. Drugi Keplerov zakon zbog b=const vrijedi.

d) B=2.10

¥(AU)

0.6 12

X(AU)

Slika 3.14.. Zemljina putanja oko Sunca sa Suncem u ishodiStu koordinatnog sustava za =2.1 nakon priblizno

godinu od pocetka gibanja (t=1)
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y(AU)

0.6 1.2

Slika 3.15. Zemljina putanja oko Sunca sa Suncem u ishodistu koordinatnog sustava za =2.1 nakon priblizno

dvije godine od pocetka gibanja (t=2)

Vazno je uociti da je putanja za =2.10 bitno stabilnija od putanje u prethodno promatranom
slucaju. Svejedno ni takva putanja joS uvijek nije stabilna Sto se najbolje vidi usporedbom
slike 3.14. sa slikom 3.15. Naime, Sto je ve¢i vremenski odmak od pocetka gibanja smjer
elipse se sve viSe pomice te se potvrduje da za ovu potenciju udaljenosti u gravitacijskoj sili
tre¢i Keplerov zakon ne vrijedi. Prvi Keplerov zakon je zadovoljen jer se Sunce ocito nalazi u
fokusu svake od elipsi koju planet opisuje, dok drugi Keplerov zakon, zbog neovisnosti o

potenciji udaljenosti trivijalno vrijedi.

e) p=2.01

0.8

y(AU)

06 12

X(AU)

Slika 3.16. Zemljina putanja oko Sunca sa Suncem u ishodiStu koordinatnog sustava za =2.01 nakon pribliZzno

godine od pocetka gibanja (t=1)
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Analizom dobivenih podataka oCito je da je promjena smjera u gibanju elipse jo$ uvijek
prisutna i za $=2.01, no vazno je uociti da je ovako dobivena orbita bitno stabilnija od svih
ostalih prethodno promatranih orbita. Nakon godine od pocetka gibanja nestabilnost je
prisutna, no u usporedbi s ostalim orbitama gotovo je zanemariva. Uocljivija nestabilnost
javlja se s ve¢im vremenskim odmakom pa je tako primjerice nakon pribliZzno tri godine
gibanja promjena u smjeru elipse znatnije uocljiva, Sto potvrduje da tre¢i Keplerovi zakoni za
ovaj slucaj ne vrijedi. Prvi i drugi Keplerov zakon, iz razloga kao i za prethodne slucajeve, su

zadovoljeni.

y(AU)

0.6 12

X(AU)

Slika 3.17. Zemljina putanja oko Sunca sa Suncem u ishodiStu koordinatnog sustava za 3=2.01 nakon pribliZzno

godine od pocetka gibanja (t=3)

f) p=2.001

0.8

y(AU)

-0.6 1.2

X(AU)

Slika 3.18. Zemljina putanja oko Sunca sa Suncem u ishodiStu koordinatnog sustava za 3=2.001 nakon

priblizno godine od pocetka gibanja (t=1)
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Analizom dobivenih podataka uocava se da je promjena u smjeru gibanja elipse za $=2.001
nakon jedne godine uopce nije uocljiva. Promotri li se isto gibanje nakon perioda od pribliZno
Cetiri godine vidi se da je promjena i dalje zanemarivo mala, no prisutna. Dakle, vazno je
uociti da za vrijednosti potencije udaljenosti koje su bliZe kvadratu (odnosno dvojci) putanja
postaje sve stabilnija, odnosno, promjena u smjeru gibanja elipse postaje sve beznacajnija i

neuocljivija.

0.8

Y(AU)

-0.6 12

X(AU)

Slika 3.19. Zemljina putanja oko Sunca sa Suncem u ishodistu koordinatnog sustava za 3=2.001 nakon

priblizno Cetiri godine od pocetka gibanja (t=4)
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4 Zakljucak

Bitno je uociti da Sto je vrijednost [ bliZa vrijednosti 2, orbita planeta postaje sve stabilnija,
dok za vrijednosti koje su vece od dva putanja postaje sve nestabilnija. Ve¢ za f=3 se nakon
nekog vremena u potpunosti gubi stabilnost putanje te planet biva odbacen van sustava (kao
Sto je prikazano na slici 3.7). Nadalje, putanja za ~2 pribliZno je stabilna kao putanja za
f=2. Dakle, promotri li se f~2 zakljucak je da je devijacija u putanji zanemariva, odnosno
da je putanja za takvu potenciju udaljenosti u gravitacijskoj sili jednako stabilna kao putanja
za kvadratnu udaljenost planeta u gravitacijskoj sili. U pogledu Keplerovih zakona zakljucuje
se da drugi Keplerov zakon vrijedi neovisno o odabiru potencije udaljenosti u izrazu za
gravitacijsku silu, kao posljedica ovisnosti isklju¢ivo o brzini i poloZaju, Sto je u svim
slucajevima racunalna simulacija potvrdila. Nadalje, prvi Keplerov zakon vrijedi za sve
stabilne orbite, dok se tre¢i Keplerov zakon potvrduje za orbite kod kojih je [ blizu iznosa
broja 2. Dakle, Keplerovi zakoni za sustav dvaju tijela jednako vrijede kako za F,~r ° tako
iza F .~ r’, gdje je B ~2, no zbog jednostavnosti teorijskog koncepta gravitacijske sile kao
potencija udaljenosti uzima se kvadrat. Vazno je naglasiti da kada bi Zemlja bila jedini planet
Suncevog sustava njena orbita bila bi potpuno stabilna te bi gore napisane pretpostavke bile
toCne, no kako u stvarnosti u SunCevom sustavu postoji osam planeta koji svi medusobno
interagiraju, odnosno svaki od planeta djeluje svojom gravitacijskom silom na preostalih
sedam te time utjeCe na njihove putanje, gravitacijska sila kao ovakva postoji samo u teoriji.
Dakle, precizno izvodenje eksperimenta za odredivanje iznosa [3 za koji vrijede Keplerovi

zakoni iziskivalo bi uzimanje u obzir utjecaja svih ostalih planeta na putanju promatranog.
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