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Uvod

Usporedno s nastankom rac¢unala, nastajala je i razvijala se i ¢ovjekova zelja
za strojevima koji ¢e razmisljati, biti inteligentni. Inteligencijom smatramo
mentalnu karakteristiku koja se sastoji od sposobnosti za ucenje iz iskustva,
prilagodbe na nove situacije, razumijevanja i koristenja apstraktnih pojmova
te koristenja stecenih znanja za snalazenje u okolini. Iako su moderna racu-
nala sposobna brze i uspjesnije od ¢ovjeka rijesiti mnoge zahtjevne probleme
predstavljene kao niz matematicki slozenih pravila i dalje ne uspijevaju nad-
masiti ¢ovjeka u njemu izrazito jednostavnim, svakodnevnim zadacama kao
Sto je uocavanje lica na fotografiji ili ¢itanje tudeg rukopisa. Potreba za ra-
zvojem strojeva sa ciljem reproduciranja ¢ovjekove inteligencije oblikovala je

novu granu rac¢unarske znanosti - umjetnu inteligenciju.
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Slika 1: Rukom pisani brojevi [6]

Vratimo se sada spomenutom problemu. Zamislimo da je dan niz brojeva
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prikazanih na Slici[I] napisanih rukom od strane nekog ¢ovjeka. Velika vecina
ljudi s lako¢om ¢e procitati napisano, no to za rac¢unalo nije slucaj. Jedan
od ciljeva ovog rada bit ¢e objasniti matematicki model za ucenje rac¢unala
kako prepoznavati rukom napisane brojeve.

U tu svrhu, prisjetimo se nasih prvih susreta s brojevima. Uglavnom,
djeca se kroz odrastanje prvo upoznaju s pojmom broja i broje koristeéi se
prstima ruku, a tek potom uce iste zapisati. Pritom im je prvo pokazano
kako se koji broj pise, a kasnije je zahtjevano od njih samih da znakom izraze
zeljeni broj i prepoznaju zapisani. Ovaj proces ucenja zove se nadzirano
ucenje ili u€enje s nadzorom. Dakle, to je vrsta ucenja kod kojeg je su-
bjektu koji uc¢i prvo dan odredeni broj primjera koje ¢ine uzorci upareni s
tocnim odgovorima, a onda je od njih zahtjevana primjena znanja na nepoz-
nato. Grana umjetne inteligencija koja se bavi ovakvim procesima naziva se

strojno ucenje.

Jedan od najces¢ih zadatka koji se rjeSavaju pomocu strojnog ucenja je
klasifikacija. Taj tip zadatka trazi od racunala da specificira kojoj od k
kategorija pripada odredeni ulaz. Kako bi se ovaj zadatak rijesio potrebno
je pronadi funkciju

FiRY 5 {1,... k)

koja izrazom
y=f(z)

govori da je ulaz x klasificiran kao izlaz y. Prije spomenuti primjer prepoz-
navanja brojeva je upravo primjer klasifikacijskog problema.

S obzirom da karakteristike ljudske inteligencije Zelimo na neki nacin pre-
nijeti na racunala, ima smisla pogledati kako zaista funkcionira ljudski ziv-
Cani sustav — sustav koji je zaduZen za primanje, prijenos i pohranjivanje

informacija te za obavljanje misaonih radnji i reakcija na podrazaje.
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dendrit —

stanicno tijglo ——

sinapsa

Slika 2: Grada ziv¢ane stanice [13]

Temeljna gradevna jedinica zivéanog sustava je ziv€ana stanica(neuron)
koja se sastoji od tijela (some) s kojeg se pruza vec¢i broj kraé¢ih zivéanih vla-
kana zvanih dendriti i jedno duZze zivéano vlakno zvano akson koje zavrsava
malim zadebljanjima s pomocu kojih se stvara veza izmedu pojedinih ne-
urona ili neurona i misi¢nog vlakna koju zovemo sinapsa. Osjetilna tjelesca
na dendritima primaju podrazaje koji onda mijenjaju elektricni naboj sta-
nice. Promijenjeni elektri¢ni potencijal stanice prenosi se tijelom neurona do

zavrSetaka aksona, a onda se izluCivanjem neurohormona podrazaj prenosi

na drugi neuron ili vlakno.
Grada i funkcija zivéanog sustava ¢ovjeka inspirirala je model za strojno

ucenje - umjetnu neuronsku mrezu.
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Poglavlje 1

Neuronska mreza

1.1 Jednostavni g-perceptron

Za razumijevanje arhitekture i funkcije neuronskih mreza od iznimine je vaz-
nosti njihovo graficko predocavanje. Figura sastavljena od tocaka i linija koje
ih povezuju je geometrijska interpretacija apstraktnog matematickog objekta

- grafa.

Definicija 1.1 Graf je uredena trojka (V, E,®), gdje je V neprazan kona-
can skup cije elemente nazivamo vrhovima, E konacan skup cije elemente

nazivamo bridovima i ¢ preslikavanje
¢ E— 2(V)

koje svakom bridu e € E pridruzuje par (dvoclani skup) vrhova {u,v} €
2(V).

Definicija 1.2 Usmgjereni graf je uredena trojka iz Definicije kod koje
je ¢ preslikavange

¢ E—V XV

koje svakom bridu e € E pridruzuje uredeni par vrhova (u,v) € V x V.
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Definicija 1.3 (Usmjereni) teZinski graf je uredeni par (G,w), gdje je
G = (V,E,¢) (usmjereni) graf i

w:FE —>R

funkcija koja svakom bridu e € E pridruzuje broj w(e) € R koji nazivamo

tezinom brida.

Napomena 1.4 § obzirom da éemo ovdje promatrati samo usmjerene te-
Zinske grafove, nadalje éemo 1h, radi kratkoce, zvati samo grafovima. Jos,

umgesto ¢(e) = (u,v), pisat éemo samo e = (u,v).

Inspirirani organizacijom neuronskih mreza u zivéanom sustavu covjeka,

uvodimo sljedeé¢u definiciju:

Definicija 1.5 Jednostavni g-perceptron je uredena cetvorka
(XY, 9, S(wr,..wn,0)), 9dje je X C R", za nekin € N, Y C R, Sy, w0

funkcija koju zovemo integralnom funkcijom
8(w17._.7wn79) X >R
dana pravilom
S(wi,...,wn,0) (J?) = S(w1,...,wn,H) ({L'l, cee 7$n) = Z w;T; — Ha
j=1
gdje su wy, ..., wy, 0 € R parametri te g proizvoljna funkcija
g:R—=Y
koju zovemo aktivacijskom funkcijom.

Napomena 1.6 Radi jednostavnosti zapisa ubuduce cemo pisati s = S, w,.60)-
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Inutitivno, X je skup svih moguéih uredenih n-torki (zi,...,x,) koje

promatramo, a Y je skup svih moguéih realnih brojeva dobivenih na nacin

y=g(s(xy,...,x,)) =g (ijxj—9> )

Uredenu n-torku = = (z1,...,x,) € X najceSce ¢emo zvati ulazom, a realni
broj y € Y, dobiven kako je navedeno, izlazom. Nadalje, g-perceptron ¢emo
najcesce predocavati, i StoviSe, poistovjecivati s grafom (G, w), G = (V, E, ¢),
gdje je V.= {vy,...,vp,u}, a E = {(v;,u) : i € {1,...,n}}. Pritom ¢ce
x1,...,%, 1y predstavljati vrijednosti vrhova grafa, ali zbog jednostavnosti
i tradicije, govorit ¢emo da su to vrhovi grafova, a ne vrijednosti vrhova gra-

fova, sto bi bilo pravilnije.

e

Slika 1.1: g-perceptron [12]

Vrijednosti xq, ..., r, mozemo zamisljati kao signale koji se putem bridova
grafa, to jest sinapsa u zivéanom sustavu covjeka, prenose od jednog vrha
do drugog, to jest od jedne zivCéane stanice do druge. Jacina signala pri
prijenosu ne ovisi samo o njegovoj vrijednosti, veé¢ i o jakosti veze izmedu
zivéanih stanica koje komuniciraju. Tu jakost, odnosno tezine bridova, zo-

vemo sinaptickim tezinama i ozna¢avamo sa w;. Formalno, w; = w((vj,u)),

za j € {1,...,n}. Parametar 6 je racunarski ekvivalent praga podrazljivosti

u zivéanoj stanici. Cesto ¢emo govoriti da je funkcija g aktivacijska funkcija

3
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pridruZena vrhu y danog grafa G te da je 6 parametar vrha y umjesto da je
dan jednostavni g-perceptron s parametrom 6 predocen grafom G. Sve vrhove
grafa uglavnom c¢emo zvati neuronima. Za one koji predstavljaju ulaz reci
¢emo da ¢ine ulazni sloj (engl. input layer), a za one koji predstavljaju izlaz
re¢i ¢emo da ¢ine izlazni sloj (engl. output layer).

Zamislimo da g-perceptronom Zelimo opisati sljedeé¢i nac¢in komunika-
cije: m neurona Salje impulse vrijednosti z;, j = 1,...,n vezama jacina
w;, j = 1,...,n jednom neuronu u izlaznom sloju koji producira izlaz 1 ako
je dobiveni ulaz Z;;l w;x; presao neki unaprijed zadani parametar 60, a 0

inac¢e. U tom sluc¢aju spomenuta funkcija ¢ je step funkcija, to jest
g:R—=Y ={0,1}

1 ,akojez>0
9(z) = :
0 ,akojez<0

to jest vrijedi

1, akoje Y " jwjz; >0
9(s(x)) = g(s(x1,...,2n)) = o
0 ,akoje > i, wiz; <0
Definicija 1.7 Ako je funkcija g u Definiciji step funkcija, onda g-
perceptron nazivamo samo jednostavnim perceptronom ili McCulloch-

Pitts neuronom.

Cesto podatak koji govori ima li ili nema podrazaja nije dovoljan. Zelimo
znati koliki je intezitet podrazaja u rasponu na primjer (0, 1). Tada koristimo
sigmoidne funkcije, odnosno ogranic¢ene diferencijabilne funkcije g definirane
nad R kod kojih postoji nenegativna derivacija u svakoj tocki.

Najcesci primjeri takvih sigmoidnih funkcija su:

1. k:R—(0,1), k(x) = 1+e+mw gdje je a > 0,

2. h:R = (0,1), h(z) = (1 + tanh(x)).
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1.2 Geometrijska interpretacija i primjeri

Definicija 1.8 Za skup A C R" kaZemo da je afino separabilan od skupa
B C R™ ako postoji (wy, ..., wy,,0) € R" tako da je

n
=1

Skup H = {(x1,...,2,) € R" : > wiz; = 0} nazivamo separabilnom

>0 ,akojex e A

<0 , adkojexeB

hiperravninom.

Sada ¢emo formulirati nuzan i dovoljan uvjet za realizaciju logickih funk-

cija pomoc¢u McCulloch-Pitts neurona.

Teorem 1.9 Neka je X C R™. Funkcija f : X — {0,1} moZe se realizirati
pomocu McCulloch-Pitts neurona ako i samo ako je X, afino separabilan od
X_, gdje je

X, =f11)CcXiX =f10)CX.

Dokaz. Funkcija f se moze realizirati pomoéu McCulloch-Pitts neurona ako

i samo ako postoji (wy,...,wy,,0) € R*™ tako da je
[z, z0) =g <wa - 9) ;
i=1
za svaki (x1,...,2,) € X, gdje je g step funkcija, Sto vrijedi ako i samo ako
je

" >0 ,akojezre Xy
Z W; Ty — 0 s
i=1 <0 ,akojexr e X_
to jest ako i samo ako je X, afino separabilan od X_. =
Dakle, funkcija g o s, to jest McCulloch-Pitts neuron, dijeli elemente

ulaznog prostora X na dvije klase odvojene hiperravninom danom pravilom

Z:'Lzl W; Ty = 0.
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Primjer 1.10 Neka je dana step funkcija g @ logicka NOT funkcija f tabli-

com
x| —x

o) 1

110

Funkciju f moZemo realizirat pomocu jednostavnog perceptrona sa ulazom x,

tezinom w = —1 i pragom 0 = —%, to jest f(x) = g(—x + %)

Primjer 1.11 Neka je dana step funkcija g i logicka OR funkcija f tablicom

1 | g | 1 V )
01| 0 0
0| 1 1
10 1
1|1 1
(0,1) 4 e (1,1)
: : (0,0) ¢ (1,0)

Slika 1.2: Linearna separabilnost za OR
Funkciju f moZemo realizirati pomocu jednostavnog perceptrona sa ula-
zima Ty 1 To, tezZinama wy = 1 i wy = 1 te pragom 0 = %, to jest f(xy, o) =

g(xy + a9 — %) Na Slici prikazana je linearna separabilnost skupa X, =
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{(1,0),(1,1),(0,1)} od skupa X_ = {(0,0)} pravcem (hiperravninom) y =

1
ZE+2.

Primjer 1.12 Neka je dana step funkcija g i logicka AND funkcija f tabli-

com
T1 | Ty | 1 N\ X9
0|0 0
0| 1 0
110 0
1|1 1

Funkciju f moZemo realizirati pomocu jednostavnog perceptrona sa ulazima x;
i Ty, teZinama wy = 1 iwy = 1 te pragom 0 = %, . flxy,x9) = g(:):l—i-acg—%).
Na Slici[1.9 prikazana je linearna separabilnost skupa X+ = {(1,1)} od skupa
X_ =1{(0,1),(0,0),(1,0)} pravcem (hiperravninom)y = —x + 3.

1 1 &

1 1 T
(0,0) (1,0) '\

Slika 1.3: Linearna separabilnost za AND

1.3 Jednostavna neuronska mreza

Uvedimo jos neke osnovne pojmove iz teorije grafova:
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Definicija 1.13 Neka je G = (V, E, ¢) graf. Skup P(i) ={j € V : (j,i) €
E} nazivamo skupom svih direktnih prethodnika vrhai € V', a skup S(i) =
{j € V:(i,7) € E} nazivamo skupom svih direktnih sljedbenika vrha
i€V. Vrhi €V za koji je P(i) = 0 nazivamo izvori§tem grafa, a vrh

j €V za koji je S(j) = 0 nazivamo ponoristem grafa.

Definicija 1.14 Neka je G = (V, E, ¢) graf i neka su ig, ... i € V te neka
jee; = (ij_1,1;) € E, za j =1,...,1. Uredenu l-torku (e, ..., e) nazivamo
Setnjom od iy do i, a broj bridova | nazivamo duljinom Setnje. getnju
takvu da je ig = 1; nazivamo ciklusom. Graf koji nema cikluse nazivamo

actklickim grafom.

Na Slici [I.1] g-perceptron se sastoji samo od ulaznog i izlaznog sloja te
izlazni sloj samo od jednog neurona. Ako izlazni sloj ima viSe neurona, nastali
objekt zovemo jednostavnom neuronskom mrezom, a za njeno uvodenje nam

je potreban sljedeci teorem.
Teorem 1.15 Svaki aciklicki graf sadrzi izvoriste i ponoriste.

Dokaz. Neka je G = (V, E, ¢) aciklicki graf. Pretpostavimo suprotno, to
jest da V' ne sadrzi nijedno izvoriste. Tada za svaki vrh ¢ € V vrijedi da je
P(i) # 0, to jest svaki vrh ima direktnog prethodnika pa prema tome mozemo
pronaci Setnju proizvoljne duljine. Neka je [ € N takav da je [ > card(E)
i neka je (eq,...,e) Setnja duljine I. Zbog uvjeta | > card(E), to postoje
1 <i < j <l takavi da je e; = e;, no tada je Setnja (e;,...,e;_1) ciklus Sto
je kontradikcija s pretpostavkom da je graf G aciklicki. Dualna tvrdnja za

ponoriste dokazuje se potpuno analogno. m

Definicija 1.16 Neka je G = (V, E,¢) aciklicki graf i neka je V.= Vo U
Vi, gdje je Vi skup svih izvorista grafa G, a Vi = V \ V. Jednostavnu

8
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neuronsku mrezu % cine graf G i familija (X;,Y:,9:,8) 1 € Vi) gi-
perceptrona, gdje za svaki i € Vi jest X; C R™, za n; = card(P(1)), Y; CR
te

s; X; - R

integralna funkcija iz Definicije 7
gi:R—=Y;
aktivacijska funkcija tako da je:
1. HjeP(z‘)Yj C X, za svaki i € V;
2.1€Vo=8501)CWV
3.1e€Vi=P(i)CVy, S(i) =10

Za elemente skupa Vj kazemo da ¢ine ulazni sloj, a za elemente skupa V)
kazemo da ¢ine izlazni sloj. Primjetimo da po Teoremu vrijedi Vg # ()
VL0,

Napomena 1.17 Uyjet kompatibilnosti (uvjet 1.) iz definicije bit ce

zadovoljen ako stavimo
Xi = Qni7 Y; = Q7

za svaki i € V1 1 za proizvolini (Q C R, pa ée to ubudude i biti slucay.
Nadalje, promatrat éemo samo slucajeve kod kojih ée u uwvjetima 2. 1 3.
definicije vrigediti skupovne jednakosti. Naime, to ce inutitivno znaciti
da ée svi neuroni iz ulaznog sloja biti povezani sa svim neuronima iz izlaznog
sloja. Ukidangje neke veze formalno éemo rjesavati postavljanjem njene teZine
na nulu. No, u tom slucaju uvjet X; C R™ takoder prelazi u X; C R", gdje
jen = card(Vp).
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Kao i u g-perceptrona, jednostavna neuronska mreza ima ulaz x predstav-
ljen sa (x1,...,x,), no izlaz y je ovdje predstavljen sa (yi, ..., ym). Svaki ele-
ment izlaza y; zajedno sa (x1,...,z,) ¢ni jedan g;-perceptron. Prema tome,
svaki y; ima jednoznac¢no odredene sinapticke tezine i parametar. Parametar

od y; ¢emo znacavati sa 6;, a sinapticku tezinu brida (z;,y;) sa wj;.

Napomena 1.18 Cesto se u literaturi namijenjenoj tehnickoj sursi g-perceptron,
McCulloch-Pitts neuron 1 jednostavna neuronska mreza jednim imenom na-

zivaju jednostavnim perceptronom.

1.4 ViSeslojni perceptron

Dosada smo se bavili proucavanjem jednostavnih neuronskih mreza koje su
imale samo dva sloja - jedan ulazni i jedan izlazni. Medutim, postoje funkcije

koje takve mreze ne mogu realizirati, na primjer, logicka funkcija XOR dana

tablicom:
T1 | Ty | x1Vay
010 0
0|1 1
110 1
111 0

Teorem 1.19 Ne postoji jednostavni perceptron koji realizira logicku funk-

ciju XOR.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da postoje wy,ws,0 € R takvi da

je za svaki (z1,29) € {0,1}2
r1Vay = g(w121 + wawy — 0),

10
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gdje je g step funkcija.
Tada imamo

0=0V0=g(—0)= —-0<0
1=0V1l=g(ws —0) = wy—0>0
1=1V0=g(w; —0) = w, —0>0
0=1Vl =g(wy +wy —0) = wy; +wy — 0 <0

Zbrajanjem druge i trec¢e nejednakosti dobijamo
wy + we — 20 >0,

a zbrajanjem prve i ¢etvrte nejednakosti dobijamo
wy +wy — 20 < 0

sto je kontradikcija.
Dakle, ne postoji jednostavni perceptron koji realizira logicku funkciju XOR.
]

S obzirom da jednostavnim perceptronom ne mozemo realizirati logicku
funkciju XOR, a istu ne moZemo realizirati ni jednostavnom neuronskom
mrezom — naime, izlaz je 0 ili 1 pa nam je potreban samo jedan vrh u
izlaznom sloju — pojavljuje se potreba za slozenijom strukturom.

Neka je G = (V, E, ¢) aciklicki graf. Tada postoji cijeli broj k& > —1 i
particija od V

V=WU...UVi

konstruirana na sljede¢i nacin: Neka V[ sadrzi sva izvorista grafa G. Po
Teoremu vrijedi Vy # (). Uklonimo iz skupa F sve elemente ¢ € E takve
da postoje v; € Vo iwvy € V\ 1 takvi da je e = (vy, 1) te iz skupa V sve

elemente v € Vj. Dobiveni graf je ponovno aciklican pa ponovimo postupak.
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Poglavlje 1. Neuronska mreza

Definicija 1.20 Neka je G = (V, E,¢) aciklicki graf i neka je V.= Vy U
... U Vi1 prethodno dobivena particija. K-slojnu neuronsku mreZu %
cine graf G i familija ((X;,Y;, gi,5:) =1 € V\ W) gi-perceptrona, gdje za svaki
ieV\Vyjest X; CR™, zan; =card(P(i)), Y; CR,

si: X; >R
integralna funkcija iz Definicije 7
g R—=Y;
aktivacijska funkcija tako da vrijedi:
1. Tljepwy Ys C Xi, za svakii € V\ Vg,

2.1€V;= P(i) C V1 i5() C Vi, za svaki j =0,...,k+ 1, gdje je
V—1:Vk+2:®'

Skup V; opcenito ¢emo zvati j-tim slojem. Posebno, skup Vj ¢emo zvati
ulaznim, skup Vj., izlaznim slojem te skupove Vi, ...,V skrivenim slo-
jevima (engl. hidden layer). Primjetimo da po Teoremu i konstrukeciji
vrijedi V; # 0, za svaki j € {0,...,k + 1}.

Napomena 1.21 Uyjet kompatibilnosti (uvjet 1.) iz definicije bit ce
zadovoljen ako stavimo
Xi=Q", Y, =0Q,

za svaki i € Vi 1 za proizvolini () C R, pa ée to ubuduce i biti slucay.
Nadalje, promatrat éemo samo slucajeve kod kojih ée u uwvjetima 2. 1 3.
definicije [1.20 vrijediti skupovne jednakosti. Naime, to ce inutitivno znaciti
da cée svi neuroni iz svakog sloja sloja biti povezani sa svim neuronima iz
sljedeceg sloja (ako ga ima). Ukidanje neke veze, formalno éemo rjesavati

postavljanjem njene teZine na nulu.

12



Poglavlje 1. Neuronska mreza

Napomena 1.22 K-slojna neuronska mreZa jos se naziva i k-slojni ili vi-

seslojni perceptron.

k
vrhova skrivenog sloja

m

ulaznih vrhova izlaznih vrhova

w (2)
k+l.m

Slika 1.4: Jednoslojna neuronska mreza [7]

Promotrimo sada jednoslojnu neuronsku mrezu, danu Slikom Osim
ulaznog i izlaznog sloja, ova mreza ima jos jedan skriveni sloj. Radi suges-
tivnosti oznaka, ulaz mreze ¢emo oznacavati sa o = (01, ...,0,), izlaz prvog
sljedeceg sloja sa o)), i tako dalje. Za svaki i € V' \ V{ neka je, od sada pa
nadalje, osim ako nije naglaseno drugacije,

B 1
Cl4e

gi(z) = g(x)

Ovu funkciju odabiremo zbog njene neprekidnosti, diferencijabilnosti te jed-

nostavne derivacije, o ¢emu ¢e vise rijeci biti kasnije. Tezinu brida izmedu

1-tog vrha ulaznog sloja i j-tog vrha skrivenog sloja oznacavat ¢emo sa wz(; ), a

tezinu brida izmedu j-tog vrha skrivenog sloja i [-tog vrha izlaznog sloja oz-

. , 2)
nacavat ¢emo sa w;

;- Navedene tezine predstavljat ¢e parametre integralne

13



Poglavlje 1. Neuronska mreza

funkcije s. Prag podrazljivosti prikazat ¢emo takoder kao sinapticku tezinu.
U tu svrhu, skup ulaznih i skrivenih vrhova prosirit ¢éemo svaki sa jednim

vrhom ¢ija ¢e vrijednost biti 1. Ako je broj ulaznih vrhova n, a skrivenih k,

tada je vrijednost 0,11 = 1 te 0,&21 = 1. Uvest ¢emo oznake 6 = (01, ...,0p,1)
oM = (WM, ... og), 1).

Neka je j € {1,...,k}. Imamo: .

051) =g (Z wS)oi — 9j> =
i=1
~o(Suffor o) -
i=1

1
= {wy(z—f)—l,j = _ej} =
n+1
i=1
(2)

. . . (2) : .
Analogan ra¢un mozemo provestiza o, , za svakil € {1,...,m}, uz Wyl =

—60; pa imamo
k41 k+1 n+1
2 2) (1 2 1
= j=1 i=1

Nadalje, neka je W matrica takva da je

[W1](i’j):w§;) zat=1,....n+1,5=1,... k,

i neka je W7 matrica takva da je

Wilay =w!) zai=1,....n,5=1,... k.

)

Jos, neka je Wy matrica takva da je

i neka je W5 matrica takva da je

[Wz](i,j):wg) zai=1,....k,j=1,...,m.

14



Poglavlje 1. Neuronska mreza

Sada imamo:
o) = g(éWl)

o2 — g(é(l)Wz)_

Primjer 1.23 XOR funkciju moZemo realizirati kao jednoslojnu neuronsku

mrezu. XOR funkcija dana je logickom tablicom

T1 | Ty | x1Vs
01| 0
0| 1 1
110 1
1| 1 0

Definiramo i vrhove skrivenog sloja sa

1

y1 = g(—x1 + 29 — 5);

Y2 = 9($1 — T2 — 5)7

1 vrhove izlaznog sloja sa
1
z=g(y1 +y2 — 5);

gdje je g step funcija, dobijamo mrezu koja realizira funkciju XOR.
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Poglavlje 2
Proces ucenja

U uvodnom poglavlju postavili smo zanimljiv problem — Zelimo nauciti ra-
Ccunalo prepoznavati rukom napisane brojeve u rasponu 0 — 9. U prethod-
nom poglavlju, inspirirani gradom i funkcijom neurona u ljudskom Zivéanom
sustavu koji su zaduzeni za ucenje i koje Zelimo oponasati, definirali smo
neuronsku mrezu. Sumirano, na$ cilj je ustvari nauciti neuronsku mrezu
klasificirati dani ulaz u jednu od 10 klasa. U teoriji racunarstva, ucenje
neuronske mreze podrazumijeva proces promjene parametara mreze (si-
naptickih tezina) pod utjecajem okoline koji onda rezultira drugacijim po-
nasanjem mreze. Ve¢ smo spomenuli jednu paradigmu ucenja koja odreduje
odnos neuronske mreze prema okolini — uc¢enje pod nadzorom. Tu je

glavna ideja da je dan skup
T ={(zi,t;) : 1 <i<p}

od kona¢no mnogo ulaza i njima pridruzenih odgovarajué¢ih izlaza na temelju
kojih se moraju prilagoditi parametri mreze tako da daju ispravan odgovor na
nepoznati primjer. Taj skup se zove skup (podataka) za treniranje. Osim

ove, ostale paradigme ucenja su ucenje bez nadzora i ucenje s podrskom, no




Poglavlje 2. Proces ucenja

u njihovo proucavanje ne¢emo ulaziti jer bi to preslo okvire ovog rada. Dakle,
srz problema je ispitati na koji nacin trebamo prilagodavati sinapticke tezine

kako bismo dobili Zeljeni rezultat?

2.1 Funkcija gubitka

Neka je dan viSeslojni perceptron s proizvoljno odabranim teZinama w; i
skup za treniranje 7' = {(z;,t;) : 1 < ¢ < p}. Dovedemo li element z;,
za neki i € {1,...,p}, na ulazne vrhove mreze dobijamo izlaz mreze koji
¢emo oznacavati sa o; i koji je opcenito razli¢it od t;. Kao kriterij promjene
sinaptickih tezina namece se najve¢e moguce smanjenje razlike elemenata o;
i t;. U tu svrhu, potrebno je definirati funkciju koju ¢emo zvati funkcija
gubitka ili funkcija greske (engl. loss function ili error function) koja
¢e formalno izrazavati razliku dobivenog izlaza o; od Zeljenog izlaza t; i biti
funkcija sinaptickih tezina w;. Jedna takva funkcija koju ¢emo koristiti u

ovom radu je
p
E=>YE,
i=1
gdje je
1 2
Ei — = T tl .
Nl — ]
Osim ovako definirane funkcije E; obi¢avaju se koristiti i sljedece:

1. E; = maz(0,1 — o;t;)

2. E; =log(1+ e ")

Ne postoji univerzalna funkcija koja predstavlja najbolji izbor za svaki pro-

blem. Odabir funkcije mijenja se promjenom prirode promatranog problema.
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Poglavlje 2. Proces ucenja

2.2 Metoda gradijentnog spusta

Kljuc¢an korak u procesu ucenja neuronske mreze je odredivanje globalnog

minimuma funkcije klase C?
fR"—= R

jer, kako je prethodno receno, zelimo minimizirati £ koja je realna funkcija
svih sinaptickih tezina mreze. U praksi se najcesce, zbog vremenske i memo-
rijske povoljnosti, koriste metode iterativnog tipa. Osnovna ideja tih metoda

je generiranje niza tocaka (zj)kenuqoy tako da vrijedi
Tpp1 = Tp + apdy, za svaki k € NU {0},

gdje je ¢y € R" proizvoljna tocka, di, € R" vektor koji odreduje smjer kretanja
iz tocke xk, a o > 0 realni parametar koji odreduje duljinu koraka iz tocke
ri, u smjeru vektora dy. Niz vektora (di)renufoy 1 parametara (ay)renufoy
obi¢no biramo tako da je niz (f(xx))renufo} monotono padajudi te da konver-
gira nekom od lokalnih minimuma funkcije f, po moguc¢nosti bas globalnom
minimumau.

Neka je z € R™ proizvoljna tocka i Vf(x) gradijent funkcije f u tocki
x. Promatrajmo (Vf(z),d) za ||d|| = 1. Jer je ||d|| = 1, prema Cauchy-

Schwartzovoj nejednakosti je

(Vf(z),d) < |Vf()]-

Ako stavimo d = %, dobijamo
Vi) |
(Vf(z), ||Vf(:c)||> = [V f(@)].

Dakle, V f(z) je smjer najveceg rasta funkcije f u tocki z pa je prema tome

—V f(x) smjer najveceg pada funkcije f u tocki x, to jest minimum funkcije

18
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¢emo traziti u smjeru negativnog gradijenta i tu iterativnhu metodu zvati
metoda gradijentnog spusta.

Algoritam metode je sljededi:

Neka je xy € R™ proizvoljna pocetna tocka i ay > 0 realni broj. Prema

Taylorovom teoremu vrijedi

Fwo — oV f(20)) = f(0) — 0o |V f (o) [|* + Ri(—0V f(20)),

gdje je Ri(—aoV f(z0)) Lagrangeov oblik ostatka funkcije f u tocki zy. Ako

je Vf(xg) # 0, onda za dovoljno mali ap > 0 imamo

f(zo — a0V f(x0)) < f(20),

to jest tocka x1 = x¢g — @V f (o) predstavlja poboljsanje u odnosu na toc¢ku
2o U smislu trazenja minimuma. Pretpostavimo sada da smo u k-tom koraku,
za neki k € N pronasli tocku z,. Kako bismo pronasli tocku z;,1 od tocke
xj odmi¢emo u smjeru vektora —V f(zy) za konkretan iznos od a;V f(zy),

gdje je o, > 0 dovoljno mali realan broj nazvan veli¢ina koraka, to jest

LTet1 = T — Oszf(Ik)

Time je algoritam zavrSen.

Metoda najbrzeg spusta i metoda konstantnog spusta su podvrste metode

gradijentnog spusta. Kod metode najbrzeg spusta, veli¢ina koraka «j bira
se tako da je u svakoj iteraciji opadanje funkcije f maksimalno moguce.
Formalno,

ar = arg minf(xp —aVf(xy))
a>0

Dakle, navedena metoda pocinje od proizvoljne tocke x, a zatim se u svakom
k-tom koraku bira to¢ku na polupravcu smjera —V f () s po¢etkom u xy za

koju je vrijednost funkcije najmanja moguca. Ako je za svaki k € NU {0}
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ispunjeno «y = «, za neki unaprijed dani i fiksirani a > 0, onda se metoda
najbrzeg spusta svodi na metodu konstantnog spusta. Dakle, u potonjoj, za

proizvoljnu tocku zy € R", k-ti korak iteracije je dan sa
Tpp1 = T — aV f(xy),

za svaki k € NU {0}. Metoda konstantnog spusta je uglavnom jednostav-
nija za implementaciju od metode najbrzeg spusta, no najces¢e zahtjeva vise
iteracija te u slucaju da veli¢ina koraka a nije pogodno odabrana, ne mora
nuzno dovesti do pronalaska minimuma. U tom slucaju, najcesce se algori-
tam provodi nekoliko puta — s razli¢itim pocetnim tockama zq i veli¢inama
koraka o — pa se izmedu dobivenih rjesenja svih ponavljanja bira ono za
koje je vrijednost funkcije najmanja. Sto se tife odabira veli¢ine koraka «,
matematicari je dijele u dvije sugestivne kategorije — ,mali” « i ,yeliki” a.

Sto se oc¢ekuje od veli¢ine koraka « ovisno o kategoriji prikazuje Slika .

fix) & fix) A
"veliki” koraci

ciljani rezultat

“mali” koraci

ciliani rezultat

= Fa
Terrrrrrrrd ~ INE B N B B |

= ¥

Slika 2.1: Razlicite veli¢ine koraka [15]

Vazno je napomenuti da ponavljanje algoritama, mijenjanje pocetnih to-
caka i veli¢ina koraka ne mora dovesti do pronalaska tocke u kojem se postize
globalni minimum funkcije f. Upravo je u tome tezina i ljepota ove metode.

Jos, s obzirom na vremensku i prostornu ograni¢enost, potrebno je definirati
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kriterije zaustavljanja kontrukcije niza (x)renugoy-

Primjeri nekih kriterija su:

1. ||[Vf(zk)|| <€, za neki unaprijed dani € > 0,
2. |f(xgs1) — f(zr)] < € za neki unaprijed dani € > 0,

3. ||zks1 — x| < €, za neki unaprijed dani € > 0.

2.3 Algoritam s povratnim proslijedivanjem po-
greske

Vratimo se sad srzi problema — problemu ucenja, to jest nacinu prilago-
davanja sinaptickih tezina kako bismo dobili Zeljeni rezultat. Algoritmom
uc¢enja nazivat ¢emo nacin izra¢unavanja promjena tezina, Aw;, u svrhu do-
bijanja tezina koje minimiziraju funkciju greske F, a te tezine nazvat ¢emo
rjeSenjem problema ucenja. Kod ucenja pod nadzorom najceséi algoritmi
su LMS algoritam ili algoritam najmanjih kvadrata (engl. Least mean square
algorithm) i BP algoritam ili algoritam s povratnim proslijedivanjem
pogreske (engl. Backpropagation algorithm). U ovom ¢emo poglavlju BP
algoritmom traziti minimum funkcije greske uz pomoé¢ metode gradijentnog
spusta. Nacin trazenja bit ¢e graficke prirode i prednost pred matematickim
formalizmom davat ¢e kratkodi i slikovitosti. Ovaj pristup je zanimljiv i po-
pularan jer usputno sugerira implementaciju algoritma u sklopovlje racunala.

Veé smo naveli da ¢emo za funkciju greske za dani skup za treniranje
T=A{(zyt;): 1 <i<p},peN

gdje je x; = (zi1, .-, Tin), ti = (ti1, - -, tim), nym € N, koristiti funkciju
p
E-3 5
i=1
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gdje je

a za aktivacijsku funkciju

Ovi odabiri vrijede nadalje.

2.3.1 Arhitektura mreze

Slika 2.2: Prosirena mreza za ra¢unanje funkcije greske |7]

Prvi korak je progiriti danu neuronsku mrezu vrhovima i bridovima tako

da za ulaz

r=(21,...,2,), gdje je x; = (zs1,. .., %), zasvaki i € {1,...,p}

izlaz mreze bude
1 p ; p
B= 13 lo-ti =3,
i=1 i=1

to jest implementirati funkciju greske u neuronsku mrezu. U tu svrhu, iz-

lazni vrh koji rac¢una o;;, j-tu komponentu izlaza o; = (01, . . ., 0im ), Spojimo
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bridom sa vrhom koji ra¢una funkciju 3(o;; — t;;)?, za svaki j € {1,...,m},
te sve tako dodane vrhove — koje ¢emo ubuduce zvati vrhovima prosire-
nog sloja — spojimo bridom s vrhom ¢ija je pripadna aktivacijska funkcija

funkcija zbrajanja m varijabli. Posljednji dodani vrh, dakle, racuna

(Oim - tim)27

N | —

1
Ez’ = §(Oi1—t2‘1)2+...+

bas kako prikazuje Slika[2.2] Nadalje, ponovimo postupak p puta i izlazne vr-
hove svih p tako dobivenih mreza spojimo bridovima u vrh ¢ija je pripadna
aktivacijska funkcija funkcija zbrajanja p varijabli. Ovako je konstruirano
trazeno proSirenje mreze.

Sada, po metodi gradijentnog spusta, znamo da moZzemo minimizirati F ite-

rativno mijenjajuéi sve sinapticke tezine mreze oznacene sa w; za iznos

oE
8wi ’

Aw; = —«

gdje je a > 0 unaprijed odabrana veli¢ina koraka te da ¢emo za to trebati
izracunati gradijent funkcije E.
Dakle, sada se problem ucenja svodi na problem ra¢unanja gradijenta funk-

cije F, to jest na rac¢unanje gradijenta funkcije koju predstavlja proSirena

Slika 2.3: Podjela jednog vrha na dva vrha [7]

neuronska mreza.

Za rjeSsavanje problema definirajmo B-dijagram (od engl. Backpropa-

gation diagram) koji podrazumijeva proSirenje neuronske mreze u gradi i
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Slika 2.4: Podjela vrha na dva dijela |7]

funkciji opisanim postupkom koji slijedi. Prvo, svaki vrh koji pripada izlaz-
nom sloju ili nekom od skrivenih slojeva, rastavimo na dva vrha tako da
jedan bude pridruzen integralnoj funkciji s, a drugi aktivacijskoj funkciji g.
Sada, kada su vrhovi i pridruzene funkcije u 1-1 korespodenciji, rastavimo
svaki novi vrh na dva dijela, lijevi i desni. Neka se u desni dio pohranjuje
vrijednost pridruzene funkcije na ulazu koji je sdesna doveden u vrh, a u
lijevom dijelu neka se pohranjuje vrijednost derivacije pridruzene funkcije na
spomenutom ulazu. Ubuduce, kada iz konteksta bude jasno da nije potrebno
pohranjivati vrijednost u desni dio vrha, ne¢emo to ni raditi bez prethod-
nog naglasavanje. Dalje, kada je ulaz doveden sdesna u vrh, neka je izlaz
vrha vrijednost pridruzene funkcije na tom ulazu. Ovaj korak zovemo korak
proslyedivanja unaprijed. Kada je ulaz doveden slijeva u vrh, neka je izlaz
umnozak ulaza i vrijednosti pohranjene u lijevom dijelu vrha. Ovaj korak
zovemo korak proslijedivanja unazad. Nadalje, ukoliko u koraku proslijediva-
nja unazad jedan vrh ima viSe ulaznih bridova, neka se svi ulazi zbroje prije
mnozenja sa vrijednosti pohranjenoj u lijevom dijelu vrha. Primjetimo da
bridovi svakog vrha mijenjaju ulogu izlaza i ulaza ovisno o tome odvija li se
protok informacija slijeva nadesno ili sdesna nalijevo, to jest ovisno o kojem
od dva navedena koraka je rije¢. Jos, ako aktivacijska funkcija nekog vrha
nije istaknuta, podrazumijevamo identitetu.

Spomenute promjene mreze u svrhu definicije B-dijagrama ilustrirane su na

Slikama [2.3] i [2.4]
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Kompozicija funkcija

Neka su sad dane dvije funkcije h i f i B-dijagram koji se sastoji od
dva vrha, jednog pridruzenog funkciji h i drugog pridruzenog funkciji f, kao
na Slici 2.5] Pokazimo da ovaj dijagram ratuna kompoziciju (f o h)(z) i

derivaciju te kompozicije (f o h)'(x), za proizvoljni = € R.

Slika 2.5: Mreza za kompoziciju dviju funkcija [7]

Dovedimo prozvoljni = kao ulaz u vrh pridruzen funkciji h. Desna strana
vrha ra¢una h(z), a lijeva racuna i pohranjuje h'(z) te se izlaz vrha h(z),
prema koraku proslijedivanja unaprijed, proslijeduje vrhu pridruzenom funk-
ciji f. Tu se postupak ponavlja, to jest desna strana vrha ra¢una f(h(x)),
lijeva rac¢una i pohranjuje f’(h(x)), a trazeni izraz f(h(z)) dobija se kao izlaz
promatranog vrha. Stanje mreze nakon ovog koraka ilustrirano je na Slici

2.0l

proslijedivanje unaprr'je;_ni

X @D wb fih(x}}

Slika 2.6: Korak proslijedivanja unaprijed za kompoziciju dviju funkcija [7]

Dovedimo sada konstantu 1 na brid koji je ulaz u vrh pridruzen funkciji f.
Naravno, taj brid smo u koraku proslijedivanja unaprijed zvali izlazom vrha,
a sada, u koraku proslijedivanja unazad, zovemo ga ulazom navedenog vrha.

Dalje, konstanta 1 mnozZi se sa vrijednosti pohranjenoj u lijevom dijelu vrha,
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to jest sa f'(h(x)) i proslijeduje se unazad vrhu priduzenom funkciji h. Tu
se ponavlja postupak, to jest f'(h(x)) se mnozi sa h'(x) jer je to vrijednost
pohranjena u lijevom dijelu vrha pridruzenog funkciji h. Taj se umnozak
proslijeduje unazad i dobijamo trazeni rezultat, to jest f’(h(z))h'(x), kako
prikazuje Slika [2.7] Dakle, korak proslijedivanja unazad primjenjuje pravilo

za derivaciju kompozicije funkcija.

proslijedivanje unazad

i}
f'thix}h'(x} D @b 1

Slika 2.7: Korak proslijedivanja unazad za kompoziciju dviju funkcija [7|

Ovdje smo pokazali kako konstruirati B-dijagram koji ra¢una kompoziciju
dviju funkcija i derivaciju kompozicije. Analogno se konstruira B-dijagram
koji ra¢una kompoziciju proizvoljnog broja funkcija i derivaciju te kompozi-
cije.

Zbrajanje funkcija

Neka su sada dane dvije funkcije f; i fo i B-dijagram sastavljen od tri
vrha od kojih je jedan pridruzen funkciji f;, drugi pridruzen funkciji fy te
posljednji pridruzen funkciji zbrajanja dviju varijabli ¢ija je parcijalna deri-
vacija s obzirom na bilo koju varijablu jednaka 1. Pokazimo da ovaj dijagram
ra¢una zbroj (f; + fo)(z) i derivaciju (f1 + f2)'(x), za proizvoljni = € R.

Dovedimo element x na ulaz mreze. Vrhovi pridruzeni funkcijama f;
i fo racunaju vrijednosti funkcija i njihovih derivacija na x — vrijednosti
derivacija funkcija f](z) i f5(z) se pohranjuju u lijevim dijelovima vrhova,
a vrijednosti funkcija fi(x) 1 fo(x) se proslijeduju naprijed te se zbrajaju u

posljednjem vrhu. Izlaz mreZe je trazeni fi(x) + fo(x), kako prikazuje Slika
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28

proslijedivanje unaprijed
—_—
| f
xr— Six) + 200

[ fa

Slika 2.8: Korak proslijedivanja unaprijed za zbroj dviju funkcija [7]

Dovedimo sada konstantu 1 na izlaz mreze. Ona se mnozi s obje vrijed-
nosti pohranjenje u lijevom dijelu vrha pridruzenog funkciji zbrajanja dvije
varijable. Te se vrijednosti dalje proslijeduju unazad, jedna prema vrhu pri-
druzenom funkciji fi, a druga prema vrhu pridruzenom funkciji fo, gdje se
mnoZe sa pohranjenim vrijednostima fj(x) i fi(x), respektivno. Kada se iz-
lazni bridovi vrhova pridruzenih funkcijama f; 1 fo (te iste bridove zovemo
ulaznim bridovima u koraku proslijedivanja unaprijed) sastaju, dobijamo vri-

jednost f](z) + f5(x), §to je prikazano na Slici

- proslijedivanje unazad
K@ A

Jx)+ f3(x) 1

L) b

Slika 2.9: Korak proslijedivanja unazad za zbroj dviju funkcija [7]

Ovdje smo pokazali kako konstruirati B-dijagram koji racuna zbroj dviju
funkcija i derivaciju zbroja. Analogno se konstruira B-dijagram koji racuna

zbroj proizvoljnog broja funkcija i derivaciju tog zbroja.
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Mnozenje skalarom

proslijedivanje unaprijed

W

X O O Wx

proslijedivanje unazad

W

wO o

Slika 2.10: Korak proslijedivanja unaprijed i unazad za mnoZenje skalarom|7]

Neka je sada dana funkcija r(z) = wz, gdje su x,w € R i B-dijagram
koji se sastoji od dva vrha povezana bridom kojem ¢emo pridruzit tezinu w.
Pokazimo da ovaj dijagram rac¢una funkciju r(z) i njenu derivaciju r’(x), za
proizvoljni x € R. Tako ovo moZemo rijesiti kompozicijom funkcija, prosirit
¢emo svojstva B-dijagrama kako ne bismo morali mijenjati gradu mreze.
Neka korak proslijedivanja unaprijed mnozi izlaz prvog vrha x sa tezinom
brida w, a korak proslijedivanja unazad neka mnozi konstantu 1 s tezinom
brida kako je prikazano na Slici 2.10] Pritom su aktivacijske funkcije vrhova
identitete. Na ovaj nacin dobija se trazeno, to jest 7(x) i r'(x), za proizvoljni

r e R.

Napomena 2.1 S obzirom da sada znamo kako u mrezu implementirati
kompoziciju funkcija, zbroj funkcija i mnoZenje skalarom vise nema potrebe
za rastavljanjem vrhova grafa na dva vrha, jedan za funkciju s, a drugi za
funkciju g pa to ubuduce necemo ni raditi. Dakle, ako neki vrh ima n ulaz-
nth bridova teZina wy,...,w, koji prenose vrijednosti xi,...,x, @ vrhu je

pridruzena funkcija g o s, izlaz mu je jednak

glwrzy + ...+ wyxy,).
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Teorem 2.2 Neka je B-dijagramom dana neuronska mreZa koja za ulaz i
izlaz ima jednu realnu varijablu (ima samo jedan vrh u izlaznom sloju i samo
jedan vrh u ulaznom sloju) i koja racuna funkciju F. Neka je na ulaz mreze
doveden element x i neka su provedeni koraci proslijedivanja unaprijed v una-

zad. Tada na ulazu mreZe dobijamo vrijednost F'(x).

Fix)

Slika 2.11: Korak indukcije [7]

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom po broju vrhova mreze.
Po definiciji B-dijagrama, tvrdnja vrijedi za n = 1. Pretpostavimo da iska-
zana tvrdnja vrijedi za mrezu s n ili manje vrhova i neka je dana mreza s
n + 1 vrthom. Provedimo korak proslijedivanja unaprijed. Na izlazu mreze
dobijamo F(z) jer je mreza implementacija te funkcije. Neka je vrh izlaza
pridruzen funkciji ¢ i neka je broj vrhova povezanih bridom s vrhom izlaza
jednak m te neka su izlazi tih vrhova Fi(x),..., F,,(z) i neka su tezine tih

bridova wy, . .., Wy, kao na Slici 2.11} Sada, prema Napomeni [2.1] slijedi

F(z) = ¢(wi Fi(x) + ... + wp ().
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Prema tome, zaklju¢ujemo da na ulazu mreze moramo dobiti
F'(z) = ¢/ (s)(wi Fi(z) + ... + wn F},(2)),

gdje je s := w1 Fi(x) + ... + w,Fy(x). Promatrajmo sada mrezu koja se
sastoji od ulaznog vrha i svih Setnji kojima je on pocetak, a kojima je kraj
vrh pridruzen funkciji F;, za i € {1,...,m}. Ta mreza ima manje od n + 1
vrhova pa mozemo primjeniti pretpostavku indukcije. Dovedemo li kao ulaz
spomenutom vrhu, za korak proslijedivanja unazad, konstantu 1, na ulazu
mreze dobijamo F!(x). Prema tome, dovedemo li kao ulaz vrhu ¢'(s)w;, na
ulazu dobijamo w;F}(x)¢'(s). Sada, dovedimo konstantu 1 na izlazni vrh
mreze i provedimo korak proslijedivanja unazad. Prvo se konstanta 1 u iz-
laznom vrhu mnoZi sa ¢/(s), a zatim se proslijeduje vrhovima pridruzenim
funkcijama F}, ..., F}, i pritom mnozi sa tezinama wq, ..., w,. Kako je spo-
menuto, prema pretpostavci indukcije, svaki od tih vrhova daje na ulaznom
vrhu mreze wy F{(2)¢'(s), ..., w,F, (x)¢'(s), a oni se onda zbrajuju po defi-

niciji B-dijagrama. Dakle, na ulazu dobijamo
w F(2)d'(s) + ... + w, F (2)d'(s) = F'(x)

¢ime je dokazana tvrdnja. m

Navedeni algoritam moze se poop¢iti za slucaj kada ulazni sloj mreze ima
vise vrhova, a izlazni sloj i dalje jedan vrh, sto je slucaj kod mreze koja reali-
zira funkciju F. Neka ulazni sloj ima n vrhova. Tada za ulaz (z1, ..., z,) mo-
zemo racunati proizvoljnu parcijalnu derivaciju funkcije mreze F'(xy, ..., z,),
to jest %F(xl, ..., Ty), za proizvoljni ¢ € {1,...,n}. Korak proslijedivanja
unaprijed ostaje potpuno isti. Korak proslijedivanja unazad ponavlja se n
puta — kako bismo dobili O%Z_F(xl, ..., Zy), za proizvoljni i € {1,...,n}, pro-

vodimo standardni korak proslijedivanja unazad, ali za podmrezu dane mreze
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koju ¢ine sve Setnje koje povezuju onaj vrh ulaznog sloja koji ima vrijednost
x; saizlaznim vrhom. Na spomenutom vrhu ulaza dobijamo %F(ml, Cey Tp).

Vratimo se sada na problem ucenja. Rekli smo da Zelimo minimizirati
funkciju greske F koja je funkcija svih tezina mreze. Za potrebe sljedeceg
razmatranja oznacimo sa w;; tezinu brida koji spaja neki vrh 4 proizvolj-

nog sloja sa vrhom j sljedeé¢eg sloja. U svrhu minimizacije od £ moramo

OE
Ow;j *

izracunati Prvo izvedemo algoritam s povratnim prosljedivanjem po-
greske; oba njegova koraka, a potom se fokusiramo na vrh j i promatramo
podmrezu dane mreze koju Cine sve Setnje s pocetkom u vrhu j kojima je
kraj vrh izlaznog sloja. Ulaz takve podmreZe je upravo o;w;;, gdje je o; vri-

jednost pohranjenja u desnom dijelu vrha i. Korak proslijedivanja unazad

OF
802‘?1)1']'

zaustavljen na vrhu j daje upravo pa dobijamo

oF oF
8wij 8oiwij

1 uz oznaku

oF
5]' ==
8oiwij
imamo Zeljenu promjenu
Awij = —OéOZ'(Sj.

d; ¢emo zvati pogreskom povratnog proslijedivanja u vrhu j.

2.3.2 Primjena algoritma na jednoslojnu neuronsku mrezu

Neka je sada dana jednoslojna neuronska mreza koja ima n ulaznih vrhova, k
vrhova u svom jedinom skrivenom sloju i m izlaznih vrhova sa svim oznakama
navedenim u 1.4 i neka je dan skup za treniranje 7' = {(0;,t;) : i =1,...,p}.
Pokazat ¢emo, korak po korak, algoritam s povratnim proslijedivanje greske

primjenjen na navedenoj mrezi.
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Prvo, proSirimo mrezu na veé¢ spomenuti na¢in koristec¢i samo jedan element
skupa za treniranje (o,t) := (0;,t;), za proizvoljni j € {1,...,p}. Navedeno
prikazuje Slika [2.12] Sada je E = Ej, a kasnije se stvar generalizira za svih
p elemenata.

Za pocetak, odaberimo proizvoljne realne brojeve za sinapticke tezine

bridova. Algoritam mozemo podijeliti u ¢etiri osnovna koraka:

—_

. Proslijedivanje unaprijed
2. Proslijedivanje unazad za izlazni sloj
3. Proslijedivanje unazad za skriveni sloj

4. Promjena tezina

izlozni slof

2y _

VS

i-ti wrh
skrivenog
sloja

Slika 2.12: Prosirena jednoslojna neuronska mreza |7|

Prvi korak: Proslijedivanje unaprijed

Na ulaz mreze dovodimo 6 = (o1,...,0,,1). Mreza ra¢una vektore 6(!) =
(ogl), . 0,21), 1)io? = (0%2), .. ,05,3)) 1 pohranjuje njihove komponente u

desnim dijelovima vrhova skrivenog, odnosno izlaznog sloja jer su te kom-

ponente rezultat djelovanja aktivacijske funkcije ¢ na ulaz u odgovarajuéi
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vrh. Rezultat djelovanja derivacije aktivacijske funkcije ¢’ , za koju vri-
jedi ¢'(2) = g(2)(1 — g(z)), na ulaz u odgovarajuc¢e vrhove daje vektore
V(1 = o), o1 = 0M),0) i (0P (1 = 0o?), ..., 0 (1 — o)) koji se
takoder pohranjuju u lijevim dijelovima vrhova skrivenog, odnosno izlaznog
sloja.

Drugi korak: Proslijedivanje unazad za izlazni sloj

proslijedivanje unozod

-

pogreska proslijedivanjo unazod

{2} (2} 2)
0; (1-05")(0;" —1;)

j-ti wrh skrivenog slojo

j-ti wrh izloznog sloja

Slika 2.13: Drugi korak: proslijedivanje unazad za izlazni sloj |7]

U ovom koraku Zelimo izracunati %%)7 zai € {1,...,k+1},5€{1,...,m}.
Kako wg) oznacava tezinu brida izmedu i-toga vrha skrivenog sloja i j-tog
vrha izlaznog sloja, promatramo podmrezu koja ukljuc¢uje j-ti vrh izlaznog
sloja i Setnju kojoj je on pocetak, a kraj izlazni vrh prosSirene mreze i na njoj

provodimo korak proslijedivanja unazad. Dakle, dovodimo konstantu 1 na

izlazni vrh proSirene mreze i na j-tom vrhu dobijamo

2 2 2 2
5 = 0 (1= o) (0" 1),

Sto zovemo greskom povratnog proslijedivanja u vrhu j, a onda i trazeno

OE s m
ow'® 2
ij
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Navedeni postupak ilustriran je na Slici[2.13]i ponavljamo ga za sve sinapticke
tezine bridova izmedu skrivenog i izlaznog sloja.
Treéi korak: Proslijedivanje unazad za skriveni sloj
pogreska proslijedivanja

unazad za vrhove izloznog slojo
2)

&

pogreiko prosiijedivanjo
unozod za vrh §
(1 )y e (3 _2)
0; (1-0; )qiﬂw 8q

vrh i uloznog sloja

vrh j skrivenog sloja

proslijedivanje unozad

]

Slika 2.14: Treci korak: proslijedivanje unazad za skriveni sloj |7]

U ovom koraku Zelimo izrac¢unati 8%1)7 zai € {q,...,n+1},j€{1,... k}.
Kako wz(]1 ) oznacava tezinu brida izmedu i-toga vrha ulaznog sloja i j-tog vrha
skrivenog sloja, promatramo podmrezu koja ukljuc¢uje j-ti vrh skrivenog sloja
i sve Setnje kojima je on pocetak, a kraj izlazni vrh proSirene mreze. Vrh j po-

(2)

vezan je bridom tezine w;,’ sa vrhom ¢ izlaznog sloja, za svaki g € {1,...,m}.

Prema tome, pogreska proslijedivanja unazad za vrh j je

0 _ Mg = 1 (2)
0; =0 (1 o ij 0,
gdje su 552) pogreske proslijedivanja unazad vrhova izlaznog sloja. Trazena
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parcijalna derivacija je, prema tome,

OF
3w(1) /

ij

0;.

Pogreska proslijedivanja unazad moze se na isti na¢in izracunati za proizvoljni
broj skrivenih ¢vorova.
Cetvrti korak: Promjena tezina

Nakon izracunavanja svih parcijalnih derivacija, mijenjamo tezine mreze

Aw? = —aots?

ij (]

yzat=1,....k+1,7=1,....m

Awl = —a00{", sai=1,.. n+1,j=1,.k

uz oznake

_ @)
Ont1 =0y, = L.

|
Vratimo se sada skupu za treniranje
T ={(o;,t;) : 1 <i<p},
gdje je 0; = (0i1,...,0im), ti = (ti1,...,tim). Dosad smo promatrali samo

jedan element tog skupa i izra¢unali potrebne promjene sinaptickih tezina. S
obzirom da je ipak dano p primjera za ucenje mreze, ponovimo postupak za
svaki od njih, to jest za svaki 7 € {1,...,n+1}1j € {1,...,k} provedemo

navedeni algoritam p puta i dobijamo

Aw A

g

m

gdje je Ayw;;’, zal € {1...,p}, promjena izracunata navedenim algoritmom

koristeci primjer (o5, t;) , pa onda, jer je E = Y7 | Ej, vrijedi
Awl) = Ay + . Ayl

35



Poglavlje 2. Proces ucenja
Takoder, za svakii € {1,...,k+1}ij € {1,...,m} dobijamo

v]

. pr@)

)

pa je onda

uz sve ve¢ dogovorene oznake.

2.3.3 Matri¢na forma algoritma

Dosad smo se bavili grafickim pristupom algoritmu s povratnim proslijediva-
njem pogreske, a sad ¢emo pristupiti istom problemu matri¢no. U tu svrhu,
koristit ¢emo sve oznake uvedene u Poglavlju za jednoslojnu neuronsku
mrezu.

Neka je D,y dijagonalna matrica reda m ¢iji su elementi na dijagonali deriva-

cije pohranjene u lijevim dijelovima vrhova izlaznog sloja, to jest

0%2)(1 - 0?)) 0 . 0
0 0&2)(1 —o®) ... 0

0 0 o2 (1 - o)

i neka je Dy dijagonalna matrica reda k ¢iji su elementi na dijagonali deriva-

cije pohranjene u lijevim dijelovima vrhova skrivenog sloja, to jest

ogl)(l—ogl)) 0 0

0

1 1
A1~ o)

o)

0

(1-o0

k

(1)>
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Dalje, neka je sa e ozna¢en m-dimenzionalni vektor ¢iji su elementi derivacije

pohranjene u lijevim dijelovima vrhova prosirenog sloja, to jest

052) — tl

0;2) — tg
e =

07(73) —tm

Neka je sa 62 oznaen m-dimenzionalni vektor pogresaka proslijedivanjem

unazad za izlazni sloj, to jest

5@ — |2

Tada je
(5(2) = DQG.

Sli¢no, neka je sa 61 oznacen k-dimenzionalni vektor pogresaka proslijedi-

vanjem unazad za skriveni sloj, to jest

Tada je
5(1) - D1W2(5(2).

Uz to, za matrice AW, i AW, vrijedi

AW, = —ad@® i AW, = —asWe.
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Naprednije arhitekture

U prethodnim poglavljima promatrali smo mreze kod kojih se ulazni po-
daci prenose od ulaznog sloja preko skrivenih slojeva sve do izlaznog sloja

tako da se svaki vrh aktivira samo jednom. Takve mreze zovu se engl. feed

forward mreze. Ako bismo htjeli istrenirati spomenutu mrezu tako da moze
prepoznati rukom pisane brojeve, nakon uc¢enja na danom skupu za trenira-
nje, pokazali bismo joj dotad nevidene slike i ocekivali to¢an odgovor. Pri-
tom, slijed slika koje mreza prima ne bi bio vazan, to jest ako je mrezi kao
ulaz prvo dana slika koja prikazuje broj 4, a nakon toga slika koja prikazuje
broj 5, ponasanje mreze prilikom obrade prve slike ne bi utjecalo na pona-
Sanje mreze prilikom obrade druge slike. Dakle, engl. feed forward mreza

nema nikakvih saznanja o redoslijedu kroz vrijeme i njen izlaz ovisi samo o

trenutnom ulazu (i, naravno, teZinama mreze).

Nesto drugacije mreze su povratne neuronske mreze (engl. reccurent
neural networks). To su mreZe kod kojih postoji barem jedan povratni brid
izmedu neka dva vrha, to jest za neka dva vrha mreze u i v postoje bridovi
(u,v) i (v,u). Za njihov razvoj zasluzna je prirodna potreba implementiranja

vremena, koje je vazan ¢imbenik u procesu c¢ovjekovog ucenja i usko vezano s
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¢ovjekovom inteligencijom, u arhitekturu neuronskih mreza. U povratnim ne-
uronskim mrezama vrijeme je implicitno implementirano, to jest prikazano
je preko utjecaja koji ima na procesuiranje i to koriste¢i povratne bridove
koji omoguéuju protok informacija u oba smjera i daju mrezi memoriju. Za
razliku od engl. feed forward mreza, izlaz povratnih mreza ovisi ne samo o
trenutnom ulazu nego i o mrezinim prethodnim rezultatima, $to joj omogu-
¢uje spomenuta memorija. Postoji velik broj podvrsta povratne mreze, ali
veéina je poseban sluc¢aj potpune povratne mreze kod koje izmedu svaka dva
vrha postoji povratni brid. Ovdje ¢emo poblize prouciti Elmanovu mrezu i

povratni viSeslojni perceptron.

3.1 Elmanova mrezZa

?I izlazni vrhovi

C 1 skriveni vrhovi

—

ulazni vrhovi dodatni vrhovi

Slika 3.1: Elmanova mreza [1]

Sto se arhitekture tice, Elmanova mreza, prikazana na Slici , osim ulaz-
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nog, izlaznog i jednog skrivenog sloja, ima i dodatne vrhove (engl. context
units) koji prosiruju ulazni sloj i ¢ija je pocCetna vrijednost % te ¢iji je broj
jednak broju skrivenih vrhova s kojima su vezani korespodentnim povratnim
bridovima fiksnih tezina postavljenih na 1. Ovi vrhovi su takoder skriveni
vrhovi u smislu da ne komuniciraju izravno s okolinom, nego samo s ostalim

vrhovima mreze. Neka je sada dan niz ulaznih podataka. U vremenskom

trenutku ¢, mreza prima prvi ulazni podatak, to jest prvi element danog niza

Ulazni i

D=

podataka. Dodatni vrhovi u tom trenutku postavljeni su na
dodatni vrhovi aktiviraju skrivene vrhove ¢iji se rezultat proslijeduje izlaz-
nim vrhovima i kopira povratnim vezama u dodatne vrhove. U vremenskom
trenutku t+1 na ulazne vrhove dovodi se sljedeé¢i element niza i zajedno sa do-
datnim vrhovima, to jest rezultatima skrivenih vrhova iz trenutka ¢, aktivira
skriveni sloj. Kod procesa ucenja, nakon svakog vremenskog trenutka pro-
vodi se algoritam s povratnim proslijedivanjem pogreske i to u istom obliku
u kojem je veé¢ naveden zato Sto se tezine povratnih veza postavljaju na 1 i
ne mijenjaju kroz proces ucenja, prema definiciji Elmanove mreze.

Dakle, povratne veze izmedu dodatnih i skrivenih vrhova omogucuju skri-
venom sloju pristup prethodnom rezultatu koji oblikuje trenutni, to jest daju
mrezi memoriju. Dakle, neka je z; ulazni podatak u trenutku ¢, W matrica
tezina izmedu ulaznog i skrivenog sloja i h; rezultat skrivenog sloja u tre-
nutku ¢. Danas postoje malo promijenjene Elmanove mreze kod kojih tezine
bridova izmedu dodatnih i skrivenih vrhova nisu uvijek 1, nego su promje-

njive. U tom je slu¢aju U matrica spomenutih tezina pa je
ht = g(WﬁL‘t + Uhtfl),

gdje je g aktivacijska funkcija, a prag svakog vrha je uklju¢en u ulazne vrhove,
kako je objasnjeno u prethodnim poglavljima. Formule za izlazne vrhove su

iste kao prethodno. U slucaju dodavanja matrice tezina U, jasno je da za
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proces ucenja ne moze biti koristen standardni algoritam povratnog proslije-
divanja. O drugom nacinu ucenja vise ¢e rije¢i biti kasnije.
Pokazimo sada kako je Elman iskoristio definiranu mrezu za realizaciju

logicke funkcije XOR dane sa:

T1 | T2 | 21V
010 0
0|1 1
110 1
1|1 0

Dosad je XOR funkcija bila realizirana mrezom kod koje su ulazi bili
dvodimenzinalni vektori (0,0), (1,1), (0,1) 1 (1,0), a izlazi 0, 0, 1 i 1 redom.
Kako Zelimo realizirati XOR Elmanovom mrezom, bavit ¢emo se nizovima
konstruiranim tako da je dvodimenzionalni ulaz za funkciju XOR predstav-
ljen kao dva uzastopna elementa niza, a izlaz funkcije kao treéi element niza.
Nakon toga, istim obrascem se nastavlja konstruirati niz, s tim da je iduci

dvodimezionalni vektor odabran slu¢ajno. Na primjer:
101000011 ...

Dakle, primjenom XOR funkcije na prva dva elementa navedenog niza, 11 0,
dobijamo treéi element niza 1. Cetvrti i peti elementi, to jest 0 i 0, ne ovise
o prethodnim elementim niza niti medusobno, ali Sesti element 0 niza ovisi o
njima.

Elman je navedenim postupkom konstruirao niz koji se sastojao od 3000
elemenata. Pomocu njega je trenirao mrezu koja se sastojala od jednog
ulaznog vrha, jednog izlaznog vrha, dva skrivena vrha i dva dodatna vrha s

ciljem da ona nauci u svakom trenutku predvidjeti iduéi element niza.

Za nas primjer:
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Slika 3.2: Greska Elmanove mreze za XOR [1]

Zbog konstrukcije Elmanove mreZe, to¢nije povratnih veza izmedu dodat-
nih i skrivenih vrhova, predvidanje se ne temelji samo na trenutnom ulaznom
podatku na ulaznom vrhu nego i na prethodnom stanju skrivenih vrhova
mreze. Primjetimo da je u nasem primjeru kao prvi ulaz u mrezu doveden
broj 1 te da mreza ne moze predvidjeti sljedec¢i element jer on nije ni na kakav
nac¢in vezan s 1. Ne postoji pravilo koje veze ta dva elementa i za koje bismo
htjeli da ga mreza naudi. Eventualno ispravno predvidanje mreze u tom tre-
nutku je ¢ista slu¢ajnost (vjerojatnost da mreza ispravno predvidi je %) Tek
nakon $to dovedemo dva elementa niza na ulaz mreze, ima smisla zahtjevati
od mreze to¢no predvidanje. Elman je trenirao mrezu na spomenutom nizu

od 3000 elementa i to tako da je mrezi pokazan cijeli niz 600 puta. Nakon
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toga, mreza je uglavnom predvidala po opisanom obrascu. Testiranje mreze
na nevidenim podacima dalo je gresku prikazno na Slici [3.2

Greska je mala na onim mjestima gdje je mogucée to¢no predvidanje, a
velika gdje nije. To pokazuje da je mreza naucila ponesto o strukturi niza
i da predvida na temelju trenutnog ulaza i prethodnih vrijednosti skrivenih

vrhova.

3.2 Povratni viSeslojni perceptron

Povratni viSeslojni perceptron (engl. recurrent multilayer perceptron)
drugi je primjer povratne neuronske mreze i sastoji se od niza kaskadnih
podmreza, gdje je svaka podmreza zasebni viSeslojni perceptron i to takav
da su povratni bridovi dozvoljeni samo medu vrhovima posljednjeg sloja.

Bridovi izmedu podmreza takoder nisu povratni.

izlazni

Slika 3.3: Povratni viSeslojni perceptron sa dva skrivena sloja (8]

[ako je ovakva arhitektura mreze izrazito mocéna, ¢esto se za uspjesnu pri-
mjenu promatra s odredenim ograni¢enjima. U ovom radu proucavat ¢emo

samo one povratne viSeslojne perceptrone kod kojih se svaka podmreza sas-
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toji samo od jednog sloja. Dakle, takav perceptron ¢e i dalje imati tri vrste
slojeva, ulazni, izlazni i skriveni, kao i kod engl. feed forward mreza, ali svi
vrhovi svakog skrivenog sloja bit ¢e povezani medusobno i sami sa sobom po-
vratnim bridovima. Takoder, to ¢e vrijediti i za vrhove izlaznog sloja, kako
prikazuje Slika [3.3]

Kao i dosad, ulaz u svaki vrh j sloja ¢ u trenutku ¢ biti ¢e tezinska suma
vrijednosti vrhova iz prethodnog sloja, to jest suma umnozaka vrijednosti
vrhova iz prethodnog sloja i pripadnih sinaptic¢kih tezina, no sada ¢e se do-
davati i suma umnozaka vrijednosti vrhova tog istog sloja ¢ u trenutku ¢ — 1

i pripadnih sinapticih tezina. Dakle,

N;_1 ‘ N; .

Z w;i’;yi—l,k(t) + Z w,]j’;yi,k(t -1)

k=1 k=1

pa je
N;_1
Fji
Yij(t) = Q(Z Wy, i Yi—1, k(t) + Zw;”yz Kt —1))

k=1

gdje je y; ;(t) izlaz vrha j u sloju i u trenutku ¢, wk’; sinapticka tezina brida
izmedu vrha k£ u sloju ¢ — 1 i vrha 5 u sloju ¢, wf’j sinapticka tezina brida
izmedu vrha k i vrha j u sloju ¢ te N; broj vrhova u sloju ¢ i g aktivacijska

funkcija.

3.3 Algoritam povratnog proslijedivanja pogre-
Ske kroz vrijeme

Proces ucenja spomenutih povratnih neuronskih mreza temelji se na metodi
gradijentnog spusta bas kao i proces ucenja engl. feed forward mreza, no sami
algoritam se ipak razlikuje zbog postojanja povratnih bridova. Algoritam

povratnog proslijedivanja pogreske kroz vrijeme je adaptacija algori-
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tam povratnog proslijedivanja pogreske koja podrazumijeva transformaciju
povratne mreze u engl. feed forward mrezu. Provedbu ideje algoritma ilus-
trirat ¢éemo na jednostavnoj potpuno povezanoj povratnoj mrezi s dva vrha,

prikazanoj na Slici [3.4]

Wiz
'WH ( -) wzz
Waq
u u

Slika 3.5: 4 kopije jednostavne potpuno povezane povratne mreze [8]

Neka je dana niz duljine p koji predstavlja skup podataka za treniranje.
Prvo, transformirajmo povratnu mrezu tako da je kopiramo p puta, kako je

prikazano na Slici , uz oznake y" = y;(n), gdje je y;(n) vrijednost vrha y;
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u n-tom trenutku. Sada, primjena algoritma s povratnim proslijedivanjem
pogreske daje promjene svake pojedine tezine novonastale mreze. Medutim,
bridovi koji su nastali kopijom jednog te istog brida povratne mreze moraju
se promijeniti za isti iznos pa se zato mijenjaju za zbroj promjena tezina

dobivenih algoritmom.
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Poglavlje 4
Zakljucak

Neuronske mreze jedan su od najjacih alata umjetne inteligencije — u veéini
problema su efikasnije i primjenjivije od dosadasnjih tradicionalnih rjesenja
koje je nudila racunarska znanost. U ovome radu obraden je samo uvod u
gradu i funkciju neuronskih mreza te nekoliko konkretnih primjera. Broj
razli¢itih arhitektura je velik i primjena istih je Siroka — neuronske mreze
koriste se u prepoznavanju uzoraka, pretvorbi teksta u govor, u ekonomiji...

Veé ovakav kratak uvod u iznimno Siroko podrucje umjetne inteligen-
cije nametnuo je neka pitanja. S obzirom da postoje razne vrste neuronskih
mreza, razni algoritmi uc¢enja mreze, primjeri aktivacijskih funkcija i funkcija
greske, kako odabrati one za koje ¢e mreza raditi optimalno s obzirom na za-
dani problem? Takoder, postavlja se pitanje koliko puta mreza treba vidjeti
podatke za treniranje kako bi naucila esencijalna svojstva tih podataka, a
ne ,napamet” zapamtila dano? Na veé¢inu ovih pitanja nema jednoznac¢nog
odgovora. Racunarska znanost kao rjesenje uvijek sugerira ono za koje se
eksperimetalnim putem pokazalo da je dovoljno dobro. No veé je i to omo-
gudilo Siroku primjenu neuronskih mreza u svakodnevnom zivotu, koja ¢e,

kako se ¢ini, u buduénosti jos visSe rasti.
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