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Sažetak:
Ovaj rad istražuje osnovno energijsko stanje vezanog kvantnog sustava od tri čestice (trimera) u
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Josipa Šćurla, mag. phys.
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1 Uvod

1.1 Klasteri

Klasteri su skupovi koji se sastoje od konačno mnogo jedinki. Klaster sastavljen od dvije
čestice naziva se dimer, od tri trimer, dok se veći klasteri nazivaju tetramerima, pentamerima
i tako redom, ovisno o broju jedinki koje ih čine. U ovom diplomskom radu istražuje se
energija vezanja trimera u dvije dimenzije. Trimer, u ovom kontekstu, predstavlja kvantni sustav
sastavljen od tri čestice koje med̄usobno djeluju odred̄enim potencijalom.

Slika 1: Jednostavan trimer u 2D

Modeliranje ponašanja klastera važno je u fizici jer proučava djelovanje med̄učestičnih sila u
sustavima s više atoma i molekula, poput van der Waalsovih sila, ionskih veza i kovalentnih
veza. Takod̄er pomaže razumjeti kako se klasteri, unutar kojih su vidljivi kvantni efekti,
skaliraju i organiziraju u veće, makroskopske sustave u kojima ti efekti iščezavaju.
Proučavanje njihovih svojstava pomaže razumjeti kako se svojstva materijala mijenjaju s
veličinom sustava. Ovi prijelazi su važni za proučavanje fizike čvrstog stanja, a i za razvoj
kvantnih i nanotehnologija, gdje su poznavanje i manipulacija kvantnih stanja u manjim
sustavima ključni.

Intermolekularne veze često se radi jednostavnosti i preciznosti opisuju Lennard-Jones
potencijalom. Lennard-Jones potencijal je prilično jednostavan model interakcija jednostavnih
čestica koji unatoč tome ima vrlo široku primjenu i daje realistične rezultate jer opisuje
esenciju med̄učestičnih odnosa - jako odbijanje na malim i slabo privlačenje na velikim
udaljenostima. Zbog toga je jedan od najbolje istraženih modela med̄učestičnog djelovanja.
Izgled Lennard-Jones potencijala vidi se na slici 2.
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Slika 2: Lennard-Jones potencijal za različite parametre σ i ϵ [3]

1.2 Monte Carlo simulacije

Schrödingerova jednadžba rješiva je za atom vodika, ali ne i za više elektronske ili više atomne
sustave, poput klastera. Stoga je za proučavanje dinamike i vezanja sustava od samo tri čestice
već nužno koristiti numeričke i računalne metode. Odabrana metoda istraživanja u ovom radu
su Monte Carlo simulacije, specifično varijacijski i difuzijski Monte Carlo algoritmi.

Monte Carlo metode dobro su utemeljena tehnika u računalnoj fizici koja se temelji na
stohastičkom pristupu. Stohastičke metode koriste slučajne (nekolerirane) brojeve i nasumične
procese za rješavanje problema kroz simulacije. Primjer rješavanja matematičkog problema
pronalaska vrijednosti broja π Monte Carlo simulacijom i vizualizacija nasumičnog hoda vide
se na slikama 3 i 4. Za simulaciju i proučavanje složenih kvantnih sustava posebno učinkovitima
su se pokazale metode varijacijskog Monte Carlo (VMC) i difuzijskog Monte Carlo (DMC)
algoritma. Njima je moguće rješavati Schrödingerove jednadžbe za kvantne sustave s malim
brojem čestica i odrediti valnu funkciju i energiju osnovnog stanja s velikom preciznošću.

Cilj ovog rada je proučiti osnovno stanje kvantnog trimera u dvije dimenzije za
Lennard-Jones potencijale s različitim parametrima. Simulacija se vrši u dva dijela. Prvi dio
optimiziranja probne valne funkcije obavlja varijacijski Monte Carlo. Ovim algoritmom
variramo parametre probne valne funkcije dok ne dobijemo minimum energije. S pronad̄enim
optimalnim parametrima i konfiguracijom čestica u VMC ekvilibriju ulazimo u difuzijski
Monte Carlo koji nastavlja razvijati valnu funkciju sustava u njegovo osnovno stanje
osiguravanjem iščezavanja svih viših pobud̄enih stanja. Napokon, zbog aproksimacija
napravljenih u DMC metodi potrebno je statistički analizirati rezultate te procijeniti pogrešku i
stvarnu vrijednost energije osnovnog stanja. Dakle, kombinacijom VMC i DMC algoritama
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nadamo se egzaktno (do na statističku grešku) odrediti svojstva osnovnog stanja bozonskog
sustava ako je model potencijalne energije točan.

Slika 3: Primjer rješavanja matematičkog problema pronalaska vrijednosti broja π upotrebom Monte
Carlo metode [4]

Slika 4: Vizualizacija nasumičnog hoda u Monte Carlo metodi. Slika je preuzeta sa izvora [5]

U ovom radu, simulacije sustava varijacijskim i difuzijskim Monte Carlo algoritmima
implementirane su pomoću programskog jezika C, radi jednostavnosti pisanja i brzine
izvod̄enja programa. Poveznica na online repozitorij koji sadrži cjelokupan kod simulacije
može se naći u literaturi [6].
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2 Metoda rada

Monte Carlo simulacije temelje se na stohastičkoj metodi uporabe nasumičnosti za evaluaciju i
modeliranje složenih problema, posebno onih koji uključuju procese s velikim brojem varijabli
i neizvjesnosti. To znači da svaka Monte Carlo simulacija koristi generator nasumičnih
brojeva. Postizanje prave nasumičnosti u računalnim simulacijama predstavlja značajan
izazov, jer računala po svojoj prirodi rade deterministički. Stoga se u praksi najčešće koriste
generatori pseudonasumičnih brojeva. Oni se postižu složenim matematičkim algoritmima
dizajniranim da daju rezultate koji se na prvi pogled čine nasumičnima. Budući da se ne radi o
pravoj nasumičnosti, na većim skupovima podataka često se mogu vidjeti uzorci, koji otkrivaju
pravilnosti determinističkog rada algoritma koji ih generira. Na slici 5 vidi se razlika izmed̄u
više i manje sofisticiranog generatora pseudonasumičnih brojeva. Još jedna od karakteristika
pseudonasumičnih generatora je da, unatoč prividnoj nasumičnosti, pri svakom pokretanju
generiraju istu sekvencu brojeva. Ovo svojstvo nije nužno mana, već može biti korisno jer
omogućuje reproduciranje rezultata, što olakšava otkrivanje i ispravljanje eventualnih
problema tijekom razvijanja simulacije.

Slika 5: Usporedba dvaju generatora pseudonasumičnih brojeva. Generator na lijevoj slici dobro
je odabran jer je teško uočiti pravilan uzorak u rasporedu točaka, dok je generator na desnoj slici
nepovoljan. Slika preuzeta iz [1]

Za potrebe razvijanja VMC i DMC algoritama u ovom radu za C programski jezik korišteni
su generatori pseudonasumičnih brojeva ran1, koji generira brojeve iz jednolike raspodjele na
intervalu od 0 do 1, te gasdev, koji služi za generiranje brojeva prema Gaussovoj distribuciji.

Ključan koncept u Monte Carlo simulacijama je koncept šetač (eng. walker). U kontekstu
Monte Carlo algoritama šetač se odnosi na nasumično kretanje sustava kroz neki prostor stanja.
Na primjeru trimera u 2D šetač predstavlja set x i y koordinata svake od triju čestica. Monte
Carlo algoritam simulira nasumično kretanje velikog broja šetača po prostoru mogućih stanja
čime se, uz primjenu kriterija prihvaćanja, istražuju pogodne konfiguracije sustava. Metoda
ovog rada sastoji se od dva dijela. U prvom dijelu kontstruiran je varijacijski Monte Carlo
algoritam kojime se nasumično raspored̄eni šetači dovode u stanje ekvilibrija uz med̄učestično
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djelovanje Lennard-Jonesovog potencijala. Njime se zatim traže optimalni parametri valne
funkcije koji će se koristiti u difuzijskoj Monte Carlo metodi. Difuzijska Monte Carlo zatim
na temelju optimizirane probne valne funkcije difuzijskim procesom razvija sustav u osnovno
stanje kako bi se odredila energija osnovnog stanja.

Šetača 2D trimera u Monte Carlo algoritmima možemo označiti kao R⃗ i reprezentirati kao
skup koordinata triju čestica, pri čemu su {r⃗i} vektori položaja svake od čestica, a {(xi, yi)}
njihove koordinate u kartezijevom sustavu:

R⃗ = {r⃗i} = (r⃗1, r⃗2, r⃗3) = (x1, y1, x2, y2, x3, y3) (2.1)

Izmed̄u čestica djeluje Lennard-Jonesov potencijal prikazan na slici 6 i opisan formulom (3.1).

Slika 6: Lennard-Jones potencijal

ULJ(rij) = 4ϵLJ

[(
σLJ
rij

)12

−
(
σLJ
rij

)6
]

(2.2)

Lijevi član u formuli Lennard-Jones potencijala predstavlja jako odbijanje izmed̄u čestica pri
malim med̄usobnim udaljenostima, dok desni član predstavlja slabo privlačenje na velikim
udaljenostima. Postojanje minimuma potencijala ukazuje na mogućnost postizanja stabilnih
vezanih stanja kvantnog sustava koji med̄udjeluje ovakvim potencijalom. Lennard-Jones
potencijal ovisi samo o med̄usobnoj udaljenosti čestica rij = |r⃗j − r⃗i|.

Kvantni sistem općenito je opisan Schrödingerovom jednadžbom koja djeluje na valnu
funkciju koja opisuje stanje sustava Ψ.

iℏ
∂

∂t
Ψ(R⃗, t) = ĤΨ(R⃗, t) (2.3)
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Hamiltonijan Ĥ koji se sastoji od kinetičkog dijela T̂ i potencijalnog dijela V̂ za sustav od tri
čestice može se raspisati kao:

Ĥ = T̂ + V̂ ≡ −DR⃗∇
2
R⃗
+ V (R⃗) = −

3∑
i=1

Di∇2
i +

3∑
i<j=1

Vij(rij) +
3∑
i=1

Vp(r⃗i) (2.4)

U ovoj formuli Di predstavlja pokratu koja za i-tu česticu vrijedi Di = ℏ2/(2mi), laplasijan
sustava u članu kinetičke energije dan je sumom po svim česticama ∇2

R⃗
=
∑3

i=1 ∇2
i , a pri

modeliranju potencijala, radi jednostavnosti, uzimamo u obzir jednočestične doprinose zbog
interakcije jedinke s okolinom i dvočestične doprinose interakcije svakog para jedinki koje tvore
sustav. Tako potencijal Vij opisuje med̄udjelovanje para čestica na položajima r⃗i i r⃗j , dok su
potencijalom Vp(r⃗i) opisani vanjski utjecaji na i-tu česticu u točki r⃗i.

U problemu kojeg promatramo nema vanjskog potencijala (Vp = 0), već jedino djeluje
Lennard-Jones izmed̄u čestica stoga se hamiltonijan sustava svodi na:

Ĥ = −
3∑
i=1

Di∇2
i +

3∑
i<j=1

Vij(rij) = T̂ + V̂ (2.5)

Gdje je laplasijan u 2D dan kao:

∇2
i =

∂2

∂x2i
+

∂2

∂y2i
(2.6)

Monte Carlo metode zahtijevaju kompaktne valne funkcije koje možemo brzo izvrijedniti.
Pritom moramo uvažiti i permutacijsku simetriju ukupne valne funkcije, ovisno o tome jesu li
čestice koje promatramo bozoni ili fermioni. Za bozonski klaster kakav je promatrani trimer,
valna funkcija mora biti simetrična na zamjenu čestice. Budući da su zanemarene sve osim
dvočestičnih interakcija, možemo je zapisati kao produkt dvočestičnih korelacijskih funkcija
[1]:

ψ(R⃗) =
3∏
i<j

fij(rij) = f12(r12)f13(r13)f23(r23) (2.7)

Konstrukcija i oblik probne valne funkcije ovise o zadanom potencijalu interakcije u
promatranom sustavu. Budući da se u ovom radu koristi Lennard-Jones potencijal, dvočestične
korelacijske funkcije optimalne za male 2D klastere u zadanom potencijalu glase [1]:

fij(rij) =
e
−( α

rij
)γ−srij

√
rij

(2.8)
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Odabran je jednostavan oblik - produkt kratkodosežnih korelacija (gdje parametri α i γ
definiraju kratkodosežni oblik) i dugodosežnih korelacija (gdje parametar s definira pad repa
valne funkcije). Izgled potencijala definira koji su izbori parametara kvantnomehanički
smisleni. Na slici 7 vidi se da u dijelovima u kojim djeluje odbojno med̄udjelovanje gustoća
vjerojatnosti mora trnuti, dok iza klasičnih točaka obrata uvijek postoji i mala vjerojatnost
tuneliranja. Za vezani sustav rep valne funkcije treba trnuti to brže što je sustav jače vezan.
Oblik probne korelacijske funkcije bi naravno mogao biti i složeniji, ali onda bi se trebalo
uložiti još vremena za varijaciju i istraživanje parametarskog prostora.

Slika 7: Konstrukcija probne valne funkcije[1]

2.1 Varijacijski Monte Carlo (VMC) algoritam

2.1.1 Varijacijski princip

Rješavanjem stacionarne Schrödingerove jednadžbe sustava opisanog hamiltonijanom Ĥ

Ĥ|Ψ⟩ = E|Ψ⟩ (2.9)

dobivamo svojstvena stanja sustava |Υm⟩ sa pripadnim svojstvenim energijama Em:

Ĥ|Υm⟩ = Em|Υm⟩ (2.10)

Kad je analitičko rješenje teško odredivo može biti korisno aproksimativno pokušati odrediti
energiju En za sustav koji se nalazi u stanju |Υn⟩ čiji nam analitički oblik nije poznat.
Proizvoljni vektor stanja možemo formalno razviti koristeći ortonormiranu potpunu bazu
vlastitih vektora stanja {|Υm⟩}:

|ψ⟩ =
∑
m

cm|Υm⟩ (2.11)

Gdje vrijedi norma:

7
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∑
m

|cm|2 = 1 (2.12)

Tada se srednja vrijednost energije za proizvoljni vektor stanja može raspisati kao:

⟨Ĥ⟩ψ = ⟨ψ|Ĥ|ψ⟩ =
∑
n,m

c∗ncm⟨Υn|Ĥ|Υm⟩

=
∑
n,m

c∗ncmEm⟨Υn|Υm⟩

=
∑
n,m

c∗ncmEmδnm

=
∑
n

|cn|2En ≥ E0

∑
n

|cn|2 = E0

(2.13)

Stoga, varijacijska Monte Carlo metoda temelji se na varijacijskom teoremu prema kojem bilo
koja normirana probna valna funkcija ψ(R⃗) daje gornju granicu energije osnovnog stanja:

E0 ≤
∫
ψ∗(R⃗)Ĥψ(R⃗)dR⃗ (2.14)

U svakom koraku varijacijskog Monte Carlo algoritma predlaže se pomak šetača (koordinata
svake od čestica sustava) te se taj pomak prihvaća ili odbija na temelju kriterija prihvaćanja
prema Metropolisovom algoritmu. Varijacijski parametri u probnoj valnoj funkciji
prilagod̄avaju se kako bi se minimizirala energija, što vodi do aproksimacije osnovnog stanja
sustava. Množenjem i dijeljenjem integranda iz 2.14 možemo transformirati izraz kako bismo
uveli definiciju lokalne energije EL

EVMC[ψ] =

∫
ψ∗(R⃗)Ĥψ(R⃗)

ψ(R⃗)

ψ(R⃗)
dR⃗ =

∫
ψ∗(R⃗)

[
Ĥψ(R⃗)

ψ(R⃗)

]
ψ(R⃗)dR⃗

≡
∫
ψ∗(R⃗)ψ(R⃗)

[
EL(R⃗)

]
dR⃗

(2.15)

Lokalna energija EL, definirana kao (2.16), pogodna je za primjenu Metropolis algoritma.

EL(R⃗i) =
Ĥψ(R⃗i)

ψ(R⃗i)
(2.16)

2.1.2 Metropolis algoritam

Metropolis algoritam koristi značajan odabir kako bi generirao slučajne korake koje
konvergiraju prema zadanoj gustoći vjerojatnosti na temelju odred̄enog kriterija prihvaćanja.
Koristan je za proračun prosječnih vrijednosti oblika [1]:
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⟨f⟩ =
∫
f(x)p(x)dx∫
p(x)dx

(2.17)

Metropolis algoritam stvara slučajni hod točaka xi čija se asimptotska raspodjela vjerojatnosti
približava p(x) nakon velikog broja koraka. Slučajni hod definira se odred̄ivanjem vjerojatnosti
prijelaza od jedne tocke xi do druge točke xj tako da raspodjela točaka x0, x1, x2, ... konvergira
ka p(x). Generalna struktura Metropolis algoritma prikazana je na slici 8.

Slika 8: Metropolis algoritam [1]

Najcešće je u Metropolis algoritmu potrebno mnogo uzoraka slučajnog hoda prije postizanja
asimptotske raspodjele vjerojatnosti p(x). Postavlja se pitanje kako izabrati optimalnu veličinu
koraka δ. Ako je δ prevelik, samo će mali broj probnih koraka biti prihvaćen pa će uzorkovanje
od p(x) biti neefikasno. S druge strane, ako je δ premalen, veliki postotak probnih koraka bit će
prihvaćen pa će opet uzorkovanje p(x) biti neefikasno. Grubi kriterij za odabir veličine koraka δ
je da otprilike jedna trećina do jedne polovice koraka trebaju biti prihvaćeni kako bi Metropolis
algoritam dobro funkcionirao.

2.1.3 Implementacija VMC algoritma

U sklopu varijacijskog Monte Carlo algoritma, definicija lokalne energije ((2.16)) odgovara
obliku (2.17) te je pogodna za primjenu u Metropolis algoritmu. Metropolis algoritam
pogodan je za računanje višedimenzionalnih integrala, a u ovom je slučaju posebno koristan
zbog definicije lokalne energije. Naime nije potrebno normirati valnu funkciju jer bi se norme
u brojniku i nazivniku formule pokratile. Srednja energija EVMC odred̄uje se usrednjavanjem
lokalnih energija EL izračunatih u točkama R⃗i koje su uzorkovane tako da pomaci šetača u
prostoru mogućih stanja slijede gustoću vjerojatnosti sustava |ψ(R⃗)|2. Omjer gustoće
vjerojatnosti predloženog (R⃗p) i početnog koraka (R⃗) definira vjerojatnost prijelaza T sustava
iz jednog u drugo stanje prema formuli (2.18) te se koristi kao kriterij prihvaćanja u Metropolis
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algoritmu. VMC algoritam opisan je po koracima na slici 9 te vizualno na slici 10.

T =
ψ∗(R⃗p)ψ(R⃗p)

ψ∗(R⃗)ψ(R⃗)
(2.18)

Slika 9: Koraci VMC algoritma [1]

Slika 10: Dijagram VMC algoritma tijekom jednog koraka simulacije. Usporedbom slučajnog broja i
vjerojatnosti prijelaza T odred̄enim gustoćom vjerojatnosti sustava u početnom i predloženom koraku
odabire se prihvaćanje ili odbacivanje probnog položaja. Nakon odluke računa se lokalna energija
sustava EL. Dijagram je preuzet iz literature: [1]

Konačno, za konstrukciju algoritma potrebno je još pronaći analitički izraz za lokalnu
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energiju. On naravno ovisi o sustavu koji promatramo, to jest o probnoj valnoj funkciji ψ(R⃗)
koja ga opisuje i hamiltonijanu Ĥ . Cilj je izraz EL što više pojednostaviti u kodu budući da se
dio algoritma koji računa lokalnu energiju vrši jako puno puta, pri svakom koraku svakog
šetača. Takod̄er biramo mjerne jedinice koje će biti primjerene dimenzijama problema. Tako
se udaljenosti mjere u angstremima, energija u kelvinima putem Boltzmannove konstante, a
masa u unificiranim atomskim jedinicama. Probna valna funkcija konstruirana je pomoću
korelacijskih funkcijama opisanih ranije:

ψ(R⃗) =
3∏
i<j

fij(rij) = f12(r12)f13(r13)f23(r23) (2.19)

fij(rij) =
e
−( α

rij
)γ−srij

√
rij

(2.20)

Lokalna energija (2.16) može se razdvojiti na kinetički i potencijalni doprinos, čiji je izvod
dan u literaturi [1]:

ET+V
L (R⃗) = −

3∑
i=1

Di

 3∑
i=1
j ̸=i

fddrij (rij) +

 3∑
i=1
j ̸=i

fdrij (rij)r⃗ij


2+

3∑
i<j

Vij(rij) (2.21)

Kinetički dio lokalne energije dobiven je sumiranjem doprinosa pojedinih atoma definiranih
preko kvantne sile (2.23) i njene divergencije (2.25):

ET
L (R⃗) = −

3∑
i=1

Di

 3∑
i=1
j ̸=i

fddrij (rij) +

 3∑
i=1
j ̸=i

fdrij (rij)r⃗ij


2 (2.22)

F⃗ (R⃗) ≡ ∇2
R⃗
ln|ψ(R⃗)|2 = 2

∇R⃗ψ(R⃗)

ψ(R⃗)
(2.23)

Sila na i-ti atom dana je izrazom izvedenim u literaturi [1]:

F⃗i(R⃗) = −2
3∑
i=1
j ̸=i

fdrij (rij)r⃗ij (2.24)

∇iF⃗i(R⃗) = 2
3∑
i=1
j ̸=i

fddrij (rij) (2.25)

11
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gdje su fdrij i fddrij pokrate uvedene radi jednostavnije implementacije u algoritmu i definirane
kao derivacije korelacijske funkcije dane formulama:

fdr(r) ≡
df(r)
dr

f(r) · r
(2.26)

fddr(r) ≡ dfdr(r)

dr
· r + 2 · fdr(r) (2.27)

Uvrstimo li u gornje definicije korelacijsku funkciju 3.2 možemo dobiti eksplicitne izraze
funkcija fdr i fddr:

fdr =
1

r2

(
γ
(α
r

)γ
− sr − 1

2

)
(2.28)

fddr = − 1

r2

(
γ2
(α
r

)γ
+ sr

)
(2.29)

Slika 11: Analitički izgled derivacija korelacijske funkcije (2.28) i (2.29).

Na slici 11 vidi se da funkcija fdr(r) koja se koristi u formuli za izračun sile na i-tu česticu
(2.24) djeluje odbojno na malim udaljenostima, a slabo privlačno na velikim udaljenostima,
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slično Lennard-Jonesovom potencijalu.

Kinetički doprinos energije za Na = 3 pogodan za računalnu simulaciju dalje može biti
raspisan kao:

EK
L (R⃗) =−D1

[
fddr12 + fddr13 + (fdr12 r⃗12 + fdr13 r⃗13)

2
]

−D2

[
fddr21 + fddr23 + (fdr21 r⃗21 + fdr23 r⃗23)

2
]

−D3

[
fddr31 + fddr32 + (fdr31 r⃗31 + fdr32 r⃗32)

2
] (2.30)

gdje, budući da uzimamo da su mase sve tri čestice jednake, vrijedi:

D1 = D2 = D3 =
ℏ2

2m
(2.31)

Potencijalni dio lokalne energije je jednostavna sumacija po Lennard-Jones potencijalu izmed̄u
parova čestica:

EV
L (R⃗) =

3∑
i<j

Vij(rij) (2.32)

gdje rij predstavlja jednostavnu udaljenost izmed̄u čestica

rij = |r⃗j − r⃗i| =
√

(xj − xi)2 + (yj − yi)2 (2.33)

Kao takve, izraze (2.90) i (2.32) napokon možemo implementirati u algoritam.

Akumulaciju vrijednosti povoljno je započeti tek nakon dovoljno koraka, nakon što se sustav
stabilizirao i kad se počinje ponašati prema zadanoj gustoći vjerojatnosti |ψ(R⃗)|2. Napokon,
srednju energiju računamo statistički prema formuli (2.34) gdje je R⃗i vektor koordinata sve tri
čestice, uzorkovan Metropolis algoritmom u i-tom koraku.

EVMC[ψ] = lim
Nuk→∞

[
1

Nuk

Nuk∑
i=1

EL(R⃗i)

]
(2.34)

Efikasno je takod̄er istovremeno promatrati više nezavisnih sustava (šetača). Na taj način se
prije postiže ravnotežno stanje sustava jer se nekoreliranim putanjama brže obilazi prostor
mogućih stanja. Budući da se koristi više šetača, usrednjavanje izračunatih veličina radi se i
po svim šetačima. Takod̄er je zgodno izvod̄enje simulacije podijeliti u niz blokova, od kojih
se svaki sastoji od odred̄enog broja koraka. Na taj način moguće je pratiti srednju vrijednost
lokalne energije po svakom bloku, kao i od početka izvod̄enja simulacije. Time se smanjuje
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koreliranost podataka i dobivaju precizniji rezultati. Kad je postignuto uzorkovanje prema
|ψ(R⃗)|2 energija EVMC usrednjena po blokovima od početka simulacije postaje približno ravna
crta, a Eb

VMC oscilira oko te linije. Jednom kad se simulacija ustabili, izvršit ćemo je za niz
parametara probne valne funkcije α, γ i s kako bismo odredili optimalne parametre koji daju
najnižu energiju sustava. Osim energije, korisno je pratiti i srednju kvadratnu udaljenost čestica
⟨r2⟩ koja je definirana kao:

⟨r2⟩ = 1

3

3∑
i

|r⃗i − r⃗0| (2.35)

gdje r0 označava centar klastera. On se jednostavno računa kao aritmetička sredina vektora
položaja svih čestica unutar klastera:

r⃗0 =
1

3

3∑
i

r⃗i (2.36)

Kvadratnu udaljenost čestica korisno je pratiti za opisivanje prostorne raspodjele ili disperzije
čestica u nekom sustavu. Nakon blokiranja rezultate simulacija možemo tretirati kao Nb

nezavisnih mjerenja (jedno mjerenje odgovara svakom bloku), te računati srednju vrijednost i
standardnu devijaciju ukupne simulacije kao [2]:

x =
1

Nb

Nb∑
i=1

xi (2.37)

σx =

√∑
(xi − x)2

n(n− 1)
= ... =

√
x2 − x2

n− 1
(2.38)
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2.2 Difuzijski Monte Carlo (DMC) algoritam

Nakon postizanja minimuma energije varijacijskim Monte Carlo algoritmom, nastavljamo na
konstrukciju difuzijskog Monte Carlo algoritma kojime se u teoriji razvija i simulira osnovno
stanje sustava. U sljedećem poglavlju izložena je teorijska pozadina, koja opisuje kako se
distribucija dobivena VMC algoritmom postupno transformira u osnovno stanje.

2.2.1 Schrödingerova jednadžba u imaginarnom vremenu

Schrödingerova jednadžba za sustav koji se mijenja u vremenu

iℏ
∂

∂t
Ψ(R⃗, t) = ĤΨ(R⃗, t) (2.39)

supstitucijom u imaginarno vrijeme τ

it/ℏ → τ (2.40)

može se transformirati u jednadžbu:

−∂Ψ(R⃗, τ)

∂τ
= ĤΨ(R⃗, τ) = (−DR⃗∇

2
R⃗
+ V̂ (R⃗))Ψ(R⃗, τ) (2.41)

Vidljivo je da kinetički dio tako transformirane jednadžbe formalno liči na difuzijsku jednadžbu:

∂u(r⃗, t)

∂t
= D∇2u(r⃗, t) (2.42)

Rješenja difuzijske jednadžbe opisana su gausijanom koji se širi kroz vrijeme, to jest
opadanju i iščezava, što odgovara difuzijskom procesu. Slično, u imaginarnom vremenu
kvantne mehanike, vidjet ćemo da valna funkcija sustava opada i iščezava difuzijskim
procesom, i to tako da preostaje samo osnovno stanje sustava. U fizikalnoj interpretaciji
difuzijska jednadžba opisuje stvarne fizikalne procese poput širenja čestica ili topline iz izvora.
S druge strane, Schrödingerova jednadžba u imaginarnom vremenu ne opisuje fizičku evoluciju
valne funkcije u vremenu, već je samo matematički alat koji opisuje evoluciju sistema u
imaginarnom vremenu i služi nam za razvijanje sustava iz početnog u svoje osnovno stanje.

Formalno rješenje Schrödingerove jednadžbe u imaginarnom vremenu je

Ψ(R⃗, τ) = e−ĤτΨ(R⃗, 0) (2.43)
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Hamiltonijan sistema ima svojstvene funkcije Υi

ĤΥi(R⃗) = EiΥi(R⃗) (2.44)

pri kojima indekse označavamo tako da vrijedi E0 < E1 < ..., tako da se početno stanje sistema
zahvaljujući potpunosti baze može raspisati po svojstvenim stanjima hamiltonijana kao:

Ψ(R⃗, 0) =
∑
i

ciΥi(R⃗) (2.45)

Razvoj valne funkcije u imaginarnom vremenu onda postaje:

Ψ(R⃗, τ) =
∑
i

cie
−EiτΥi(R⃗) (2.46)

Budući da se radi o imaginarnom vremenu čija je vrijednost realna sad sva stanja s energijom
Ei > 0 eksponencijalno trnu, dok osnovno stanje energije E0 ≤ Ei, u slučaju nevezanog
stanja E0 > 0, ima najsporiju stopu trnjenja, a u slučaju vezanog stanja E0 < 0 najveću stopu
rasta. Kako bismo kontrolirali rast i pad različitih doprinosa evoluciju sistema stabiliziramo
uvod̄enjem referentne energije ER, na način da je oduzmemo od Hamiltonijana Ĥ , tj. svih
energija Ei.

−∂Ψ(R⃗, τ)

∂τ
= (Ĥ − ER)Ψ(R⃗, τ) (2.47)

Time evolucija početnog stanja postaje:

Ψ(R⃗, τ) = e−(Ĥ−ER)τΨ(R⃗, 0) =
∑
i

cie
−(Ei−ER)τΥi(R⃗) (2.48)

U limesu beskonačno dugog simulacijskog vremena (τ → ∞) ovaj izraz osigurava iščezavanje
komponenti pobud̄enih stanja za koje vrijedi Ei > ER, dok će komponente Ei < ER rasti u
imaginarnom vremenu. To znači da čak i nakon kratkog konačnog imaginarnog vremena τ u
rješenju opstaje samo stanje najniže energije Υ0(R⃗). Stoga simulaciju možemo započeti s bilo
kojim stanjem Ψ(R⃗, 0) koje će s imaginarnim vremenom evoluirati u osnovno stanje Υ0(R⃗),
ako početno stanje nije bilo ortogonalno s osnovnim Υ0. Ovime je pokazano da je evolucija
sustava iz Ψ(R⃗, 0) u osnovno stanje teorijski moguća, med̄utim, budući da su nepoznate vlastite
vrijednosti Ei potrebna je praktična metoda izvod̄enja evolucije. Operator izvod̄enja evolucije
dan je Greenovom funkcijom:

Ĝ = e−(Ĥ−ER)τ (2.49)
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koja odgovara jednadžbi:

−∂Ĝ
∂τ

= −(Ĥ − ER)Ĝ (2.50)

Njena je koordinatna reprezentacija matrica s elementima:

Ĝ(R⃗′, R⃗, τ) = ⟨R⃗′|e−(H⃗−ER)τ |R⃗⟩ (2.51)

pa je Greenova funkcija za višečestični hamiltonijan rješenje jednadžbe:

−∂Ĝ(R⃗
′, R⃗, τ)

∂τ
=
(
−DR⃗∇

2
R⃗
+ V̂ (R⃗)− ER

)
Ĝ(R⃗′, R⃗, τ) (2.52)

Ova jednadžba ne izgleda puno jednostavnije od jednadžbe (2.41) jer ne možemo istodobno
simulirati cijeli hamiltonijan Ĥ budući da operatori kinetičke energije T̂ i potencijala V̂ ne
komutiraju. Ipak, uz aproksimaciju kratkih vremenskih intervala ∆τ ona postaje približno
rješiva. Vremenski interval τ možemo podijeliti na Nuk dijelova kao:

exp(−τ(Ĥ − ER)) =

Nuk∏
k=1

exp(−∆τ(Ĥ − ER)) (2.53)

Općenita nekomutativnost operatora kinetičke energije T̂ i potencijalne energije V̂

T̂ V̂ ̸= V̂ T̂ =⇒ ∇2
R⃗
V̂ (R⃗) ̸= V̂ (R⃗)∇2

R⃗
(2.54)

prema Trotterovom teoremu [7] tijekom vrlo kratkog imaginarnog vremenskog trenutka ∆τ =

τ/Nuk može se zanemariti:

T̂ V̂ = V̂ T̂ =⇒ ∇2
R⃗
V̂ (R⃗) = V̂ (R⃗)∇2

R⃗
(2.55)

To nam omogućava pronalaženje Greenove funkcije koja odvojeno izvodi kinetičku i
potencijalnu evoluciju sustava:

Ĝ = e−(Ĥ−ER)∆τ ≈ e−T̂∆τe−(V̂−ER)∆τ
∆τ→0≡ ĜTĜV (2.56)

Ovo znači da, do na odred̄enu statističku grešku, možemo odvojeno promatrati operatore
evolucije kinetičkog i potencijalnog dijela hamiltonijana. Procjenu pogreške i popravke ovog
pristupa daje nam Baker-Campbell-Hausdorffova (BCH) formula [8]
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exp(Â)exp(B̂) = exp

(
Â+ B̂ +

1

2
[Â, B̂] +

1

12
[Â− B̂, [Â, B̂]] + ...

)
(2.57)

Prema BCH formuli, prva korekcija rješenja može se dobiti kao:

Ĝ− ĜT ĜV =
1

2
[V̂ , T̂ ]∆τ 2 + O(∆τ 3) (2.58)

Sad možemo gledati operatore kinetičke i potencijalne energije odvojeno. Budući da je operator
V̂ dijagonalan, on jednostavno djeluje na stanje kao:

⟨R̂′|V̂ |R⃗⟩ = V (R⃗)δ(R⃗′ − R⃗) (2.59)

stoga je Greenova funkcija operatora V̂ :

ĜV(R⃗′, R⃗,∆τ) = e−(V (R⃗)−ER)∆τδ(R⃗′ − R⃗) (2.60)

Ona predstavlja rješenje jednadžbe rasta ili raspada (ovisno o predznaku izraza u zagradama):

∂ĜV(R⃗′, R⃗, τ)

∂τ
= −(V̂ (R⃗)− ER)ĜV(R⃗′, R⃗, τ) (2.61)

To znači da se potencijalni dio Greenove funkcije može simulirati procesom grananja gdje
broj šetača raste ili opada ovisno o predznaku faktora ER − V (R⃗) na desnoj strani. S druge
strane, kinetički dio evolucije (2.56) nije dijagonalan jer operator ∇2

R⃗
utječe na stanje. Greenova

funkcija kinetičkog dijela odgovara rješenju difuzijske jednadžbe:

∂ĜT(R⃗′, R⃗, τ)

∂τ
= −DR⃗∇

2
R⃗
ĜT(R⃗′, R⃗, τ) ≡ T̂ ĜT(R⃗′, R⃗, τ) (2.62)

a njeni su matrični elementi dani kao:

ĜT(R⃗′, R⃗, τ) = ⟨R⃗′|e−T̂∆τ |R⃗⟩ = (4πDR⃗∆τ)
−3Na/2exp

(
−(R⃗− R⃗′)2

4DR⃗∆τ

)
(2.63)

Prema tome, GT je ekvivalentna gausijanu koji se širi u imaginarnom vremenu τ .
Kombiniranjem (2.60) i (2.76) u (2.56) napokon dobivamo ukupnu Greenovu funkciju:

G(R⃗′, R⃗,∆τ) = (4πDR⃗∆τ)
−3Na/2exp

(
−(R⃗− R⃗′)2

4DR⃗∆τ

)
exp

(
−(V (R⃗− ER)∆τ

)
+ O(∆τ 2)

(2.64)
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koja za kratki vremenski korak ∆τ daje energije s linearnom ovisnošću o ∆τ . U difuzijskoj
Monte Carlo simulaciji stanje Ψ(R⃗, 0) predstavljeno je ansamblom od Nw konfiguracija
(šetača). U svakoj konfiguraciji imamo Na = 3 čestica smještenih na položajima R⃗w, gdje je
w = 1, ..., Nw. Greenova funkcija evoluira sustav kroz 2 procesa:

• Grananje: posljedica je potencijalnog dijela hamiltonijana. Potencijal V (R⃗) računa se
za svaku konfiguraciju te u ovisnosti o predznaku faktora e−(V (R⃗)−ER)∆τ šetači bivaju
multiplicirani ili uništeni, ali se zbog δ(R⃗′ − R⃗) ne pomiču.

• Difuzija: posljedica je kinetičkog dijela hamiltonijana i predstavlja difuzni pomak R⃗ →
R⃗′, odnosno r⃗′i = r⃗i + ∆r⃗i, za gausijanovu varijablu ∆r⃗i s očekivanom vrijednošću 0 i
varijancom σ2 = 2Di∆τ .

U praksi se ovaj algoritam ne koristi zbog neefikasnosti i velikih numeričkih problema.
Potencijal obično nije ograničen i šetači mogu lako zaći u područja gdje potencijal praktički
„eksplodira”. Stoga bismo u jednom koraku morali uništiti/stvoriti puno konfiguracija pa bi
njihov ukupni broj „divlje” oscilirao. Kako bi se taj problem izbjegao simulacija se može
ustabiliti uvod̄enjem značajnog odabira.

2.2.2 Distribucija značajnog odabira

Radi smanjivanja statističkih i numeričkih fluktuacija uzrokovanih zadiranjem šetača u područja
vrlo nepovoljnih potencijala, u stohastičku simulaciju uvodimo značajni odabir konstrukcijom
nove distribucije:

Φ(R⃗, τ) = ψ(R⃗) ·Ψ(R⃗, τ) (2.65)

Ovdje ψ(R⃗) predstavlja u prethodnom koraku VMC metodom optimiziranu valnu funkciju.
Time Schrödingerova jednadžba u imaginarnom vremenu (2.41) postaje:

−∂Φ(R⃗, τ)
∂τ

= −DR⃗∇
2
R⃗
Φ(R⃗, τ) +DR⃗∇R⃗ ·

[
F⃗ (R⃗)Φ(R⃗, τ)

]
+
[
EL(R⃗)− ER

]
Φ(R⃗, τ) (2.66)

gdje je uvedena pokrata za ranije spomenutu tzv. driftnu (kvantnu) silu koja u DMC algoritmu
igra ulogu vanjske sile u difuzijskom procesu.

F⃗ (R⃗) ≡ ∇2
R⃗
ln|ψ(R⃗, τ)|2 = 2

∇R⃗ψ(R⃗)

ψ(R⃗)
(2.67)

Vidi se da izrazi za kvantnu silu i lokalnu energiju ovise o odabranoj probnoj valnoj funkciji
pa je povoljno prije samog simuliranja prevesti ih u jednostavan analitički oblik. Uloga driftne

19
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sile je da vodi difuzijski proces u smjeru gradijenta, to jest u područja gdje je optimizirana
probna valna funkcija ψ(R⃗) značajna.

Greenova funkcija koja odgovara jednadžbi (2.74) je dana sa [1]:

Ĝ(R⃗′, R⃗,∆τ) = (4πDR⃗∆τ)
−3Na/2exp

(
−
(R⃗− R⃗′ − F⃗ (R⃗)DR⃗∆τ)

2

4DR⃗∆τ

)
×exp

(
−(EL(R⃗)− ER)∆τ

)
δ(R⃗′ − R⃗) + O(∆τ 2)

(2.68)

Takav zapis je jedno od mogućih nejedinstvenih rješenja. Postavlja se pitanje kojim redosljedom
vršiti operacije - želimo li voditi šetače prije ili nakon difuzije, odnosno računamo li F⃗ (R⃗) ili
F⃗ (R⃗′)? Naime opet se pojavljuje komutacijski problem jer drift i difuzija ne komutiraju. Zbog
toga se praktično često koriste izrazi [F (R⃗) + F (R⃗′)]/2 za driftnu silu i [EL(R⃗) + EL(R⃗

′)]/2

za lokalnu energiju. Nakon konstrukcije značajnog odabira probna valna funkcija vodi šetače u
konfiguracije niskih vrijednosti EL(R⃗) čime se dobiva stabilniji DMC algoritam.

2.2.3 Algoritam drugog reda

Ako je greška ukupne energije linearna u vremenskom koraku, odnosno,

E ′
DMC(∆τ) = E0(0) + kE∆τ (2.69)

radi se o DMC algoritmu prvog reda. Poželjna je konstrukcija algoritma drugog reda gdje je
greška u kvadratnoj ovisnosti o vremenskom koraku, jer omogućava korištenje većih
vremenskih koraka pri kojima u nekim slučajevima nije potrebna ni ekstrapolacija energije u
∆τ = 0.

EDMC(∆τ) = E0(0) + aE∆τ
2 (2.70)

Kvadratnu ovisnost EDMC možemo dobiti uzastopnim primjenama BCH formule te se
neželjeni član prvog reda može ukloniti dekompozicijom produktnog operatora (2.56) na
polovice vremenskog koraka. Takvu dekompoziciju možemo simetrizirati prebacivanjem
zadnjeg operatora na prvo mjesto [9]:

Ĝ′′ = e−
1
2
∆τV̂ e−

1
2
∆τT̂ e−

1
2
∆τT̂ e−

1
2
∆τV̂ = e−

1
2
∆τV̂ e−∆τT̂ e−

1
2
∆τV̂ (2.71)

Odgovarajuća energija koja je dobivena u postupku sa značajnim odabirom i daje kvadratnu
ovisnost DMC energije o ∆τ , čiji se izvod nalazi u literaturi [1] i [9], glasi:
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EDMC = E0 +
1

24
∆τ 2

[
⟨Υ0|∆Ĥ|Υ0⟩ −

⟨ψ|[Ĥ, V̂ ]|Υ0⟩
⟨ψ|Υ0⟩

]
+ ... (2.72)

U praksi ćemo nakon izvod̄enja DMC algoritma iz podataka o postignutom minimumu energije
za različite vremenske korake moći kvadratnim fitom odrediti energiju osnovnog stanja E0 i
koeficijent koji se nalazi uz kvadratni član ∆τ 2. Do na statističku grešku, u limesu kad korak
imaginarnog vremena teži u 0, a broj šetača teži beskonačnosti (što odgovara pretraživanju
cijelokupnog prostora stanja), energija dobivena DMC simulacijom trebala bi dati egzaktnu
energiju osnovnog stanja E0.

E ≡ EDMC[∆τ → 0, Nw → ∞] = E0 (2.73)

2.2.4 Djelovanje triju operatora

Tri člana na desnoj strani jednadžbe (2.74) odgovaraju djelovanju triju operatora na funkciju
značajnog odabira Φ(R⃗, τ):

−∂Φ(R⃗, τ)
∂τ

= −DR⃗∇
2
R⃗
Φ(R⃗, τ) +DR⃗∇R⃗ ·

[
F⃗ (R⃗)Φ(R⃗, τ)

]
+
[
EL(R⃗)− ER

]
Φ(R⃗, τ)

≡ [Â1 + Â2 + Â3]Φ(R⃗, τ) ≡ ÂΦ(R⃗, τ)
(2.74)

Djelovanje ovih operatora možemo interpretirati koristeći analogone klasičnih
diferencijalnih jednadžbi. Tako, operator Â1 opisuje slobodnu difuziju s difuzijskom
konstantom DR⃗, Â2 opisuje djelovanje driftne sile kao posljedice postojanja vanjskog
potencijala, dok Â3 opisuje stvaranje i poništavanje šetača. DMC sa značajnim odabirom
temelji se na simuliranju jednadžbe (2.74). Med̄utim, pokazalo se jednostavnijim simulirati
njen integralni analogon,

Φ(R⃗′, τ +∆τ) =

∫
G(R⃗′, R⃗,∆τ)Φ(R⃗, τ)dR⃗ (2.75)

definiran Greenovom funkcijom koja predstavlja vjerojatnost prijelaza R⃗ → R⃗′ tijekom
vremenskom intervala ∆τ , čiji je matrični element zapisan u koordinatnoj reprezentaciji:

Ĝ(R⃗′, R⃗,∆τ) = ⟨R⃗′|e−Â∆τ |R⃗⟩ (2.76)

Znači, u DMC algoritmima računa se aproksimativna vrijednost Greenove funkcije
G(R⃗′, R⃗,∆τ) za kratki vremenski interval ∆τ . Sukcesivnim iteracijama nakon dovoljno
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dugog vremena postiže se asimptotsko ponašanje Φ(R⃗′, τ → ∞) kojim efektivno uzorkujemo
ponašanje osnovnog stanja.

U prvim primjenama DMC metode, korištene su primitivne aproksimacije kao u (2.68) -
koje za posljedicu imaju linearnu ovisnost energije o vremenskom koraku ∆τ . Razvojem
eksponenata operatora u više redove po ∆τ dobiva se značajno bolje ponašanje, ali to značajno
usporava simulaciju zbog složenijih algoritama. Dobar kompromis algoritamske kompleksnosti
i efikasnosti dobije se korištenjem kvadratnog DMC-a kojeg ovdje prezentiramo. Greenovu
funkciju G(R⃗′, R⃗,∆τ) aproksimiramo analogno dekompoziciji na polukorake (2.71), ali sada
koristeći tri operatora:

exp(−Â∆τ) =exp
(
−Â3

∆τ

2

)
exp

(
−Â2

∆τ

2

)
exp

(
−Â1∆τ

)
×exp

(
−Â2

∆τ

2

)
exp

(
−Â3

∆τ

2

)
+ O(∆τ 3)

(2.77)

Simulacija se započinje operatorom Â1, nakon čega se koraci suksesivno izvršavaju, a
zapisani su ovim redosljedom radi simetrije. Ponovno, operator A1 predstavlja slobodnu
difuziju, to jest pomicanje čestica nasumično odabranim gausovim pomakom, operator A2

opisuje djelovanje driftne sile, dok Â3 stvara i uništava šetače.

U integralni oblik Schrodingerove jednadžbe ova dekompozicija se prevodi kao

Φ(R⃗′, τ +∆τ) =

∫
Ĝ3

(
R⃗′, R⃗1,

∆τ

2

)
Ĝ2

(
R⃗1, R⃗2,

∆τ

2

)
Ĝ1

(
R⃗2, R⃗3,∆τ

)
×Ĝ2

(
R⃗3, R⃗4,

∆τ

2

)
Ĝ3

(
R⃗4, R⃗,

∆τ

2

)
Φ(R⃗, τ)dR⃗1dR⃗2dR⃗3dR⃗4dR⃗

(2.78)

u kojoj svaka produktna Greenova funkcija Ĝi predstavlja djelovanje jednog operatora Âi.
Djelovanje operatora Â1 opisuje Ĝ1 čije je rješenje prema (2.76)

Ĝ1(R⃗
′, R⃗, τ) = (4πDR⃗τ)

−3Na/2exp

(
−(R⃗− R⃗′)2

4DR⃗τ

)
=

3∏
i=1

(4πDiτ)
−3/2exp

(
−(r⃗i − r⃗i

′)2

4Diτ

)
(2.79)

ekvivalentno gausijanu koji se širi tijekom vremena τ . U DMC simulaciji realizira se
pomacima svih koordinata triju čestica po gausovoj razdiobi. U kontekstu simulacije u jeziku
C u ovom radu za generiranje gausovih pomaka koristi se paket "gasdev". Kako bi varijance
bile usklad̄ene, nasumično generirani broj množi se sa standardnom devijacijom

√
2Di∆τ .

Ovaj dio algoritma neovisan je o probnoj valnoj funkciji pa može odvesti čestice u bilo koji dio
prostora, čak i tamo gdje je ψ(R⃗) zanemariv i gdje se potencijali ponašaju divlje odbojno što
može dovesti do nestabilnosti algoritma. Med̄utim, ovakve nestabilnosti mogu biti poželjne jer
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upozoravaju na korištenje prevelikih vremenskih koraka ∆τ za koje ne vrijede temeljne
pretpostavke DMC metode uvedene u prethodnim poglavljima. Pomicanje koje je posljedica
pojavljivanja driftne sile u Â2 opisuje Greenova funkcija:

Ĝ2(R⃗
′, R⃗, τ) = δ(R⃗′ − R⃗(τ)) (2.80)

gdje je R⃗(τ) rješenje jednadžbe:

dR⃗(τ)

dτ
= DF⃗ (R⃗(τ)) (2.81)

koja zadovoljava početni uvjet R⃗(0) = R⃗. Kako bi se zadržala kvadratna ovisnost u
vremenskom koraku, prethodnu diferencijalnu jednadžbu moramo riješiti integracijskom
metodom 2. reda. Driftna sila (2.67), koja djeluje u smjeru gradijenta ψ(R⃗), odvlači difuzijski
proces u područja gdje je ψ(R⃗) značajan.

Treća Greenova funkcija predstavlja ključni je dio DMC metode:

Ĝ3(R⃗
′, R⃗, τ) = exp

(
−(EL(R⃗− ER)τ

)
δ(R⃗′ − R⃗) (2.82)

Analogno (2.60) ona opisuje proces stvaranja ili uništavanja šetača, ovisno o razlici referentne
energije ER i lokalne energije EL pojedinog šetača. Na taj način svakom šetaču pridružuje
statističku težinu W (R⃗). Ovisno o W (R⃗) svako se šetač R⃗w multiciplira ili eliminira s
populacijske liste {R⃗w}. Šetači lokalne energije EL(R⃗w), niže od referentne ER, multicipliraju
se nw puta, a oni energijski nepovoljniji imaju veću vjerojatnost poništavanja.

Dakle, ako se pod djelovanjem operatora Â1 i Â2 stvori kritičan broj spomenutih nepoželjnih
pomaka, djelovanjem Â3 dolazi do poništavanja i stvaranja velikog broja konfiguracija i velikih
fluktuacija ukupnog broja šetača što vodi do nestabilnosti simulacije i mogućeg prelijevanja
polja korištenih u kodu. To bi nam onda takod̄er ukazivalo na preveliku vrijednost vremenskog
koraka u simulaciji.

Optimiziramo proračun kinetičkog dijela lokalne energije ET
L(R⃗) gdje je potencijalni dio

energije dan jednostavnom sumacijom Lennard-Jones potencijala po svim parovima trimera:

EL(R⃗) =
Ĥψ(R⃗)

ψ(R⃗)
= ET

L(R⃗) + EV
L (R⃗) =

3∑
i

ET
Li
(r⃗i) +

3∑
i<j

Vij(rij) (2.83)

Lokalni kinetički doprinos i-tog atoma

ET
Li
(r⃗i) = −Di

∇2
iψ(r⃗i)

ψ(r⃗i)
(2.84)
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Primjenom transformacije

∇2
iψ

ψ
=

1

2
· ∇i(F⃗iψ)

ψ
(2.85)

postaje odrediv iz rezultata dobivenih za kvantnu silu (2.67):

ET
Li
(r⃗i) = −Di

(
1

2
· ∇iF⃗i(r⃗i) +

1

4
· F⃗i(r⃗i) · F⃗i(r⃗i)

)
(2.86)

Lokalna energija i kvantna sila računaju se analogno kao i u varijacijskom Monte Carlo dijelu
simulacije, pa ćemo ponoviti ključne rezultate. Uz probnu korelacijsku funkciju

fij(rij) =
e
−( α

rij
)γ−srij

√
rij

(2.87)

i definicije pokrata kvantne sile

fdr(r) ≡
df(r)
dr

f(r) · r
=

1

r2

(
γ
(α
r

)γ
− sr − 1

2

)
(2.88)

fddr(r) ≡ dfdr(r)

dr
· r + 2 · fdr(r) = − 1

r2

(
γ2
(α
r

)γ
+ sr

)
(2.89)

izraz za kinetičku energiju za jednake čestice opet postaje spreman za implementaciju u DMC
algoritmu:

EK
L (R⃗) =−D1

[
fddr12 + fddr13 + (fdr12 r⃗12 + fdr13 r⃗13)

2
]

−D2

[
fddr21 + fddr23 + (fdr21 r⃗21 + fdr23 r⃗23)

2
]

−D3

[
fddr31 + fddr32 + (fdr31 r⃗31 + fdr32 r⃗32)

2
] (2.90)

D1 = D2 = D3 =
ℏ2

2m
(2.91)

2.2.5 Implementacija DMC algoritma

Ulazna konfiguracija šetača u DMC algoritam pripremljena je VMC algoritmom. To jest, nije
uzeta nasumična početna konfiguracija šetača, već je preuzeta konfiguracija postignuta
varijacijskim Monte Carlom u ravnotežnom stanju gdje su oni uzorkovani prema ψ∗(R⃗)ψ(R⃗).
Nakon jednom provedene DMC simulacije, završni položaji bit će uzorkovani prema
ψ∗(R⃗)Υ0(R⃗). Gustoća vjerojatnosti Φ(R⃗, τ) stohastički je predočena skupom Nw šetača R⃗w.
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Svaki se šetač, pod djelovanjem triju mehanizama Ĝi u imaginarnom vremenu pomiče kroz
konfiguracijski prostor. Ako su ispunjeni uvjeti:

• (U0) preklop Ψ(R⃗, 0) i Υ0(R⃗) različit je od nule

• (U1) za svaki R⃗ za koji je Υ0(R⃗) ̸= 0, takod̄er je i ψ(R⃗) ̸= 0

• (U2) ansambl šetača je dovoljno velik kako bi se moglo uzorkovati
Φ(R⃗, τ) = ψ(R⃗)Ψ(R⃗, τ);

• (U3) vremenski korak ∆τ dovoljno je mali kako bi vrijedila dekompozicija

• (U4) vrijeme τ dovoljno je veliko da utrnu komponente pobud̄enih stanja Ψ(R⃗, τ) →
Υ0(R⃗)

tada populacija šetača odgovara gustoći vjerojatnosti

Φ(R⃗, τ → ∞) = ψ(R⃗)Υ0(R⃗) (2.92)

Dakle, sustav prelazi u osnovno stanje čije se karakteristike tada mogu početi odred̄ivati
analizom dovoljnog broja konfiguracija uzorkovanih prema ψ(R⃗)Υ0(R⃗). DMC algoritam
odred̄uje evoluciju ansambla šetača

{R⃗w} →

{
R⃗′i+ j = R⃗′p(w)

∣∣∣i = w−1∑
m=1

nm; 1 ≤ j ≤ nw

}
(2.93)

Konstruirani DMC algoritam drugog reda koji se koristi u ovom radu može se predočiti
koracima:

a) Gaussov pomak: R⃗m
w+∆R⃗ gdje je ∆R⃗ nasumično odabran iz 3Na Gaussove razdiobe

s eksponentom −(∆R⃗)2/(4DR⃗∆τ).

b) Računanje driftne sile: F⃗a = F⃗ (R⃗m
a ).

c) Pomoćni driftni pomak: R⃗m
b = R⃗m

a +DR⃗ · ∆τ
2
· F⃗a.

d) Računanje driftne sile: F⃗b = F⃗ (R⃗m
b ).

e) Srednji driftni pomak: R⃗′
p(w) = R⃗m

a +DR⃗ · ∆τ
2
· Fa+F⃗b

2
, pohranimo u R⃗m

b = R⃗′
p(w).

f) Računanje driftne sile i lokalne energije: F⃗ ′ = F⃗ (R⃗′
p(w)), E

′
L = EL(R⃗

′
p(w)).

g) Konačni driftni pomak: R⃗m
w = R⃗m

a +DR⃗ ·∆τ · F⃗ ′.

h) Odred̄ivanje statističke težine: W (R⃗′
p(w)) = exp

(
−
[
1
2
(EL + E ′

L)− ER
]
∆τ
)
.

i) Stohastička procjena broja potomaka: nw = int
[
W (R⃗′

p(w)) + ran1
]
.

j) Akumulacija lokalnih energija:
∑
Ek,w =

∑
Ek,w + nwE

′
L.

k) Kopiranje potomka R⃗′
p(w), odnosno njihovih identifikacijskih parova u novi ansambl:
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S ′ = S ′ ∪

{(
R⃗m
i+j, E

′
L

) ∣∣∣i = w−1∑
m=1

nm; 1 ≤ j ≤ nw

}
(2.94)

Korak pod brojem 1. unutar koda izvodi se generiranjem nasumičnog broja iz Gaussove
distribucije korištenjem paketa gasdev preuzetog sa izvora [10], te množenjem koraka sa
standardnom devijacijom gausijana (

√
2D∆τ ). Što se tiče prepisivanja šetača u novi ansambl

nakon svakog koraka, važno je u kodu pažljivo pratiti da liste ne prelaze dozvoljene granice –
broj šetača ne smije pasti ispod odred̄enog minimuma niti premašiti zadani maksimum. U
slučaju prevelikog smanjenja broja šetača, potrebno je odabrati one koji će ostati, dok se u
slučaju prekomjernog rasta umnožavanje skalira kako bi se spriječilo prekoračenje
raspoloživog prostora liste. U 9. koraku koristi nasumičan broj generiran koristeći paket ran1,
preuzetog sa izvora [10]. U svakom dijelu simulacije možemo pohranjivati vrijednosti veličina
od interesa ili usrednjene veličine (u ovom radu lokalne energije). Analogno VMC metodi i
ovdje simulaciju cijepamo na Nb blokova kako bismo lakše kontrolirali što se dogad̄a s
energijom tijekom simulacije. Znači, sukcesivne nepreklapajuće nizove od Nk koraka k

dijelimo u Nb blokova b. Nakon svakog bloka pohranimo prosječne vrijednosti energije.
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3 Rezultati i rasprava

VMC algoritam pokrenut je za dva odabrana Lennard-Jones potencijala.

ULJ(rij) = 4ϵLJ

[(
σLJ

rij

)12

−
(
σLJ

rij

)6
]

(3.1)

Za prvi ispitani potencijal, prikazan na slici 12 odabrani su parametri σLJ = 4Å i ϵLJ = 12K.
Masa identičnih čestica je uzeta kao m = 4u, u unificiranim atomskim jedinicama. Energija
je ovdje izražena u kelvinima preko Boltzmannove konstante kB = 1.380649 · 1023J/K, čija je
vrijednost preuzeta iz baze NIST-a [11]. Za drugi potencijal, prikazan na slici 13 izabrani su
parametri σ = 8Å i ϵ = 20K. Pri odred̄ivanju početnih probnih parametara korelacijske funkcije
biramo parametre koji izgledom dobro odgovaraju funkciji potencijala. To znači da valna
funkcija mora oštro padati u područjima klasično zabranjenog područja. Za odabir parametara
prikladno je koristiti matematičke alate poput Geogebre [12], gdje se pomoću klizača mogu
prilagod̄avati parametri funkcije, i time mijenjati njen izgled. Treba uzeti u obzir da kvadrat
valne funkcije i potencijalna jama nisu izražene u istim mjernim jedinicama, tako da slike 12 i
13 služe primarno vizualizaciji gustoće vjerojatnosti probne valne funkcije nad potencijalom.

fij(rij) =
e
−( α

rij
)γ−srij

√
rij

(3.2)

Za prvi potencijal odabrani su početni parametri α = 4.55Å, γ = 4.77 i s = 0.3Å
−1

. Za drugi
su potencijal odabrani početni parametri α = 9.2Å, γ = 7.75 i s = 0.75Å

−1
.

Slika 12: Prvi ispitani potencijal, Lennard-Jones s parametrima σLJ = 4Å i ϵLJ = 12K, te
odgovarajuća probna korelacijska funkcija.
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Slika 13: Drugi ispitani potencijal, Lennard-Jones s parametrima σ = 8Å i ϵ = 20K, te odgovarajuća
probna korelacijska funkcija.

3.1 Rezultati VMC algoritma

Na slici 14 vidi se energija dobivena za prvi potencijal VMC simulacijom, ljubičastom linijom
usrednjena po šetačima i blokovima, a zelenom usrednjena od početka simulacije. U ovom
slučaju korišteno je 150 šetača i 200 blokova od kojih se svaki sastoji od 500 koraka. Vidljivo
je da se prosječna energija stabilizira oko dobivene vrijednosti EVMC = (−5.000± 0.002)K.

Slika 14: Srednja vrijednost energije u VMC simulaciji, po blokovima i od početka simulacije, za
potencijal s parametrima σ = 4Å i ϵ = 12K.

Slika 15 prikazuje kretanje srednje vrijednosti kvadrata udaljenosti čestica trimera tijekom
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VMC simulacije. Vrijednost po blokovima se takod̄er prilično brzo stabilizira, oko dobivene
srednje vrijednosti < r2 >= (15.121± 0.007)Å

2
. Uz to, konačna dužina maksimalnog koraka

šetača unutar simulacije dobivena je kao ∆xmax = 1.38Å.

Slika 15: Srednja kvadratna vrijednost udaljenosti čestica u VMC simulaciji, po blokovima i od početka
simulacije, za potencijal s parametrima σ = 4Å i ϵ = 12K.

3.1.1 Varijacija parametara

Nakon što se simulacija s odabranim početnim parametrima stabilizirala, možemo početi
mijenjati parametre korelacijske funkcije. Variranjem parametara cilj je pronaći optimalnu
kombinaciju koja daje minimum energije. Onaj skup parametara koji najbolje minimizira
energiju i njenu pogrešku postaje referentna vrijednost za sljedeći interval. Na slici 16 vidi se
ovisnost srednje energije dobivene VMC simulacijom o parametrima γ i s, uz konstantni
parametar α. Na slici 17 na isti način variramo parametre α i s, uz konstantni γ, dok na slici 18
uz konstantni s variramo parametre α i γ.
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Slika 16: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima s i γ, uz konstantni parametar α.
Simulacija je odrad̄ena za 10 vrijednosti parametara s i 5 vrijednosti parametra γ. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametru s uz konstantnu vrijednost γ.

Slika 17: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima α i s, uz konstantni parametar γ.
Simulacija je odrad̄ena za 10 vrijednosti parametara α i 5 vrijednosti parametra s. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametru α uz konstantnu vrijednost s.
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Slika 18: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima α i γ, uz konstantni parametar s.
Simulacija je odrad̄ena za 5 vrijednosti parametara α i 10 vrijednosti parametra γ. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametra γ uz konstantnu vrijednost α

Iz dobivenih grafova 18, 17 i 16 vidi se da su početni parametri α = 4.55Å, γ = 4.77 i
s = 0.3Å

−1
prilično dobro izabrani. Minimum energije VMC algoritma nalazimo negdje oko

EVMC = −5.00K. Na grafovima ga možemo iščitati pri približnim parametrima α = 4.55Å,
γ = 4.80 i s = 0.30Å

−1
. Za detaljnije odred̄ivanje optimalnih parametara bilo bi dobro izvršiti

više iteracija simulacije za različite parametre i još veću količinu koraka i blokova. Nažalost,
to postaje vrlo zahtjevno za računalne resurse i vremenski budući da se radi u ugniježdenim
petljama i budući da su parametri probne valne funkcije u med̄usobnoj zavisnosti. Veći broj
šetača svakako doprinosi preciznosti i stabilnosti rezultata, no značajno usporava izvršavanje
simulacije u svakom koraku. Na grafovima se vidi kako su već za 300 šetača greške relativno
male i jasno je vidljivo kako energija doseže minimum za optimalne parametre. Na slikama
17 i 16 jasno je prikazano kako se linije spuštaju prema minimumu dok parametri s, odnosno
γ, dosežu svoje optimalne vrijednosti, te kako se udaljavaju od minimuma nakon što parametri
prelaze optimalne vrijednosti.

3.1.2 VMC distribucije

Osim ovisnosti energije o variranju parametara probne valne funkcije, takod̄er je zanimljivo
proučiti distribucije šetača kako bismo analizirali fizički oblik koji trimer poprima u svom
vezanom stanju. Budući da se radi o tri identične čestice očekujemo da će konfiguracija većine
šetača u 2D ravnini jednostavno težiti jednakostraničnom trokutu. Na slikama 19, 20 i 21
prikazane su distribucije udaljenosti čestica r12, kutova izmed̄u r12 i r13, te 2D projekcija
distribucije vjerojatnosti šetača u ovisnosti o r12 i r13, redom.
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Slika 19: Distribucija udaljenosti r12 izmed̄u čestica šetača

Slika 20: Distribucija kutova izmed̄u udaljenosti čestica r12 i r13, iscrtana za sva tri kuta.
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Slika 21: Distribucija čestica šetača u med̄usobnoj ovisnosti parametara r12 i r13.

Na slici 20 iscrtana su sva tri kuta izmed̄u triju čestica trimera. Očekivani kut izmed̄u triju
jednakih čestica je naravno 60◦. Na slici vidimo da se sva tri kuta točno preklapaju što znači
imaju jednake distribucije i teže jednakostraničnom trokutu. Naizgled može biti čudno što vrh
razdiobe ne odgovara 60◦, no valja imati na umu da se ne radi o simetričnoj razdiobi. Slično
tomu, na slikama 19 i 21 vidi se da srednja vrijednost dana simulacijom, r12 = 6.5091Å ne
odgovara vrhu razdiobe udaljenosti r12. Na slici 22 vidi se matematička razlika koncepata moda,
medijana i srednje vrijednosti razdiobe. Mod razdiobe odgovara najčešće mjerenoj vrijednosti,
medijan točku koja dijeli populaciju na pola, dok je "mean" srednja vrijednost.

Slika 22: Mod, medijan i srednja vrijednost u pozitivno asimetričnim distribucijama. Slikovni materijal
je preuzet s izvora [13]
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3.2 Rezultati DMC algoritma

Nakon optimiziranja parametara valne funkcije varijacijskim Monte Carlom, ulazimo u
difuzijski Monte Carlo algoritam. Očekivanje je da će DMC algoritam davati nižu energiju od
one dobivene VMC algoritmom, budući da u teoriji matematički razvija sustav u njegovo
osnovno stanje. Srednja energija dobivena DMC algoritmom iznosi E = −(5.239 ± 0.006)K,
što je niže od srednje energije dobivene za iste parametre navedene u rezultatima VMC
algoritma, stoga odgovara teorijskom očekivanju. Na slici 23 vidi se stabilizacija srednje
energije DMC algoritma kroz 200 blokova simulacije, iako s nešto većim oscilacijama od
VMC algoritma. To može ukazati na neke računalne probleme i potencijalna područja
unaprijed̄enja. Naime, zbog esencijalnog mehanizma umnožavanja čestica, te vremenskog
koraka ∆τ s kojim DMC algoritam operira, može doći do nestabilnosti i zadiranja simulacije u
nepovoljne prostore iz kojih je teško brzo izići. Na slici 24 vidi se razvoj srednje udaljenosti
izmed̄u čestica. Iako se srednja vrijednost naizgled ustabilila u 200 blokova, i na ovom grafu
vide se značajne oscilacije u vrijednosti tijekom toka simulacije. Srednja vrijednost udaljenosti
čestica dobivene je kao < r2 >= (14.72± 0.03)Å

2
.

Slika 23: Srednja vrijednost energije u DMC simulaciji, po blokovima i od početka simulacije, za
potencijal s parametrima σ = 4Å i ϵ = 12K.
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Slika 24: Srednja kvadratna vrijednost udaljenosti čestica u DMC simulaciji, po blokovima i od početka
simulacije, za potencijal s parametrima σ = 4Å i ϵ = 12K.

3.2.1 DMC distribucije

Na grafovima distribucija DMC simulacije vidi se da čestice još uvijek imaju dobar prostorni
raspored, koji odgovara razdiobi iz VMC algoritma. Razdiobe ipak djeluju malo neurednije
nego kod VMC-a. Na slici 26 vidi se da razdiobe triju kutova trimera ne odgovaraju toliko
dobro kao na slici 20 kod VMC simulacije, slično kao što se primjećuje i na kretanjima
srednjih vrijednosti kroz blokove simulacije. Simulacija je stabilna, no vjerojatno bi se mogla
unaprijediti kako bi se postigla bolja pravilnost s manjim oscilacijama, primjerice značajnim
povećavanjem broja šetača (što bi značajno utjecalo na trajanje simulacija), te korištenjem
čistih estimatora. Na slici 27 vidi se da je raspored čestica više raspršen nego kod VMC
algoritma zbog difuzijskog člana.
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Slika 25: Distribucija udaljenosti r12 izmed̄u čestica šetača

Slika 26: Distribucija kutova izmed̄u udaljenosti čestica r12 i r13, iscrtana za sva tri kuta.
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Slika 27: Distribucija čestica šetača u med̄usobnoj ovisnosti parametara r12 i r13.

Prije daljnjeg diskutiranja rezultata DMC algoritma, pogledajmo drugi primjer potencijala,
sa slike 13. Parametri izabranog potencijala sad su σ = 8Å i ϵ = 20K, a početni parametri
probne valne funkcije namješteni su na α = 9.2Å, γ = 7.75 i s = 0.75Å

−1
. Simulacija se vrši

sa 150 šetača kroz 200 blokova po 500 koraka.

Slika 28: Srednja vrijednost energije u VMC simulaciji, po blokovima i od početka simulacije, za
potencijal s parametrima σ = 8Å i ϵ = 20K.
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Slika 29: Srednja kvadratna vrijednost udaljenosti čestica u VMC simulaciji, po blokovima i od početka
simulacije, za potencijal s parametrima σ = 8Å i ϵ = 20K.

Variranjem parametara probne funkcije vidi se da su početni parametri za drugi potencijal
približno dobro odabrani. Na slikama 30, 31 i 32 minimum energije, ali s najnižim standardnim
devijavijama, nalazi se bliže parametrima α = 9.2Å, γ = 6.6 i s = 0.64Å

−1
. Ovdje su srednje

vrijednosti dobivene kao EVMC = (−32.783± 5 · 10−3)K i < r2 >= (31.448± 4 · 10−3)Å
2
, te

je konačna dužina maksimalnog koraka šetača ∆xmax = 0.881Å.

Slika 30: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima s i γ, uz konstantni parametar α.
Simulacija je odrad̄ena za 10 vrijednosti parametara s i 5 vrijednosti parametra γ. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametru s uz konstantnu vrijednost γ.
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Slika 31: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima α i s, uz konstantni parametar γ.
Simulacija je odrad̄ena za 10 vrijednosti parametara α i 5 vrijednosti parametra s. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametru α uz konstantnu vrijednost s.

Slika 32: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima α i γ, uz konstantni parametar s.
Simulacija je odrad̄ena za 5 vrijednosti parametara α i 10 vrijednosti parametra γ. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametra γ uz konstantnu vrijednost α.

U usporedbi s prvim proučenim potencijalom, vidi se da što je sustav jače vezan, odnosno što
je potencijalna jama dublja, to brže rep valne funkcije treba trnuti, to jest s mora rasti. Vidi se
da je s za drugi potencijal, s dubljom jamom, veći od optimalnog parametra u prvom primjeru
sa slabijim potencijalom, što potvrd̄uje teorijsku pretpostavku. Parametri α i γ takod̄er rastu s
dubinom jame ϵ i parametrom σ.
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Nakon VMC algoritma na zadani potencijal s optimiziranim parametrima valne funkcije opet
primjenjujemo DMC algoritam. Simulacija se, kao i kod VMC, vrši sa 150 šetača kroz 200
blokova po 500 koraka.

Slika 33: Srednja vrijednost energije u DMC simulaciji, po blokovima i od početka simulacije, za
potencijal s parametrima σ = 8Å i ϵ = 20K.

Slika 34: Srednja kvadratna vrijednost udaljenosti čestica u DMC simulaciji, po blokovima i od početka
simulacije, za potencijal s parametrima σ = 8Å i ϵ = 20K.

Ovdje su primjenom DMC algoritma srednje vrijednosti dobivene kao EDMC = (−33.68 ±
0.05)K i < r2 >= (31.86 ± 0.02)Å

2
, što su opet niže energije od onih dobivenih VMC

algoritmom, kao što je i očekivano. Ipak, opet su primjetne puno jače oscilacije i moguća
koreliranost srednjih vrijednosti simulacije po blokovima nego što je slučaj kod VMC algoritma.
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3.2.2 Procjena osnovnog stanja sustava

Parametar o kojem DMC algoritam jako značajno ovisi je korak u imaginarnom vremenu ∆τ .
O njemu bi, prema formuli (2.70) trebala kvadratno ovisiti statistička greška procjene energije
DMC algoritma od stvarne energije osnovnog stanja sustava E0. Na grafu 35 promatra se
ovisnost energije dobivene DMC algoritmom u ovisnosti o vremenskom koraku ∆τ . Ovisnost
se istražuje simultano na nekoliko redova veličine koraka, kao što je prikazano na grafu 35.
Naime, na priloženom grafu vidljivo je da vrijednost ∆τ ne smije biti niti prevelika niti premala.
Razlog tomu je to što bi, za ∆τ koji bi bio previše mali, simulacija mogla previše oscilirati
jer se prostor stanja presporo istražuje, to jest presporo trnu viša pobud̄ena stanja sustava.
Primjer istraživanja vremenskog koraka na premalim redovima veličine može se identificirati
na grafu 36. S druge strane, za preveliki vremenski korak ∆τ prestaje vrijediti aproksimacija
komutativnosti (2.56) pa ne nalazimo očekivano ponašanje.

Slika 35: Ovisnost srednje energije dobivene DMC algoritmom o vremenskom koraku ∆τ za širok
raspon redova veličine.

Slika 36: Ovisnost srednje energije dobivene DMC algoritmom o vremenskom koraku ∆τ za jako male
korake.

Ipak, izmed̄u dvaju ekstrema u odred̄enom rasponu veličina ∆τ energija poprima kvadratnu
ovisnost o imaginarnom vremenskom koraku kakva je predvid̄ena formulom (2.70). Kvadratni
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fit dobivenih podataka prikazan je na slici 37, sa dobivenom procijenjenom vrijednosti
osnovnog stanja trimera u zadanom potencijalu E0 = (−33.661 ± 0.003)K, te parametrom
a = (3490± 60)K, definiranim formulama (2.70) i (2.72).

Slika 37: Kvadratni fit ovisnosti energije dobivene DMC algoritmom o vremenskom koraku ∆τ .

Napokon, kad smo identificirali predvid̄enu kvadratnu ovisnost simulirane energije sustava
o vremenskom koraku, preostaje istražiti kako broj šetača utječe na preciznost i jedinstvenost
rezultata. Na slici 38 gornji graf prikazan je za više različitih vrijednosti početnog broja šetača
u simulaciji. Na slici se vidi da vrijednosti rastom broja šetača konvergiraju istoj liniji, kao što
je i očekivano budući da postoji realna vrijednost kojoj bi rezultati simulacije trebali težiti.

Slika 38: Utjecaj broja šetača na krivulju ovisnosti energije dobivene DMC simulacijom o vremenskom
koraku ∆τ .
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Ana Ćavar: Veza energije i širine kvantnih trimera u 2D

Rezultati DMC algoritma pokazuju da je on donekle stabilan i da zbilja snižava energiju
sustava što ukazuje da je fizikalna implementacija algoritma smislena. Ipak, fluktuacije i
nepravilnosti unutar simulacije govore da ima i prostora za napredak. Bilo bi korisno raditi na
identificiranju potencijalnih tehničkih i numeričkih problema koji dovode do nestabilnosti
simulacije. Prema identificiranju problema u DMC simulaciji trebalo bi krenuti od VMC
simulacije. Razdioba učitana iz VMC algoritma trebala bi odgovarati ψ∗(R⃗)Υ0(R⃗). Trebalo bi
procijeniti tu energiju DMC algoritmom sa isključenim grananjem i difuzijom, budući da su to
glavni procesi koji dalje razvijaju stanje sustava prema osnovnom. Radi li dobro dio simulacije
koji se bavi driftom, on bi trebao očuvati razdiobu dobivenu VMC algoritmom, budući da
driftna sila (2.67), koja djeluje u smjeru gradijenta ψ(R⃗), odvlači difuzijski proces u područja
gdje je ψ(R⃗) značajan. Med̄utim, driftna sila takod̄er ima divergentan karakter koji u
područjima gdje je ψ(R⃗) zanemariv može uzrokovati nestabilnost simulacije ako nerealno
razbaci šetače predaleko tako da je potreban ogroman broj malih vremenskih koraka kako bi se
ponovno uspostavilo ravnotežno stanje. Takod̄er, korisno bi bilo istražiti metode za
konstrukciju nekih bolje vod̄enih stohastičkih procesa koji bi, i dalje u duhu stohastičkih
metoda, sofisticiranije odabirali koje šetače s nepovoljnim energijama treba reducirati, a koje
ne.

3.3 Skaliranje energije i širine trimera

Nakon procjene osnovnog stanja sustava pomoću VMC i DMC metoda, može se dalje
proučavati veza energija i širina promatranog sustava. Hiperradijus sustava ρ definiran je kao
srednja udaljenost čestica od centra mase sustava, prema formuli 2.35, čiju se srednja
kvadratnu vrijednost u ovom radu već prati kroz simulacije kao < ρ2 >≡< r2 >. Njegova
vrijednost daje širinu promatranog klastera. Na slici 39 prikazana je med̄usobna ovisnost
apsolutne vrijednosti energije dobivene VMC simulacijom i srednje vrijednosti kvadrata
hiperradijusa, za različite dubine Lennard-Jones potencijala. Vidi se da što je sustav jače
vezan, to je njegova širina manja, a što je sustav slabije vezan to njegova širina
eksponencijalno raste. Za svaku točku na ovom grafu bilo je potrebno primjeniti VMC te
varirati parametre funkcije kako bi se našla optimalna korelacijska funkcija koja daje
minimum energije sustava. Točke na grafu mogle bi biti i preciznije, kad bi se uz veću
računalu snagu mogao bolje istražiti prostor parametara koji daju optimalnu energiju.
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Slika 39: Ovisnost apsolutne vrijednosti minimalne energije sustava i srednje kvadratne udaljenosti
dobivene simulacijom za različite dubine potencijala ϵ.

Kako bi med̄usobna ovisnost širine i energije bila jasnija, korisno je skalirati obje vrijednosti te
ih predočiti na logaritamskim skalama. U svrhu skaliranja hiperradijusa uvodimo neke veličine
karakteristične za sustav u Lennard-Jones potencijalu. Prva veličina je rmin = 21/6σ, udaljenost
izmed̄u čestica za koju je potencijal minimalan (ULJ(rmin) = −ϵ) [14], te time Lennard-Jonesov
potencijal (3.1) možemo pisati kao:

ULJ(rij) = ϵ

[(
rmin

rij

)12

− 2

(
rmin

rij

)6
]

(3.3)

Druga karakteristična duljina koju uvodimo je van der Waalsov radijus RvdW, koji se nalazi na
točki izjednačavanja kinetičke energije i doprinosa potencijalne energije dugodosežnog
privlačnog dijela Lennard-Jones potencijala:

ET =
ℏ2

2µR2
vdW

=
2ϵr6min
R6

vdW
= EV (3.4)

gdje smo laplasijan aproksimirali sa izrazom 1/r2. Budući da u Lennard-Jones potencijalu
promatramo interagirajuće parove čestica, uzimamo da je reducirana masa µ = m/2, te uz
pokratu:

Cϵ =

√
2mϵ

ℏ2
(3.5)

slijedi:
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RvdW =
√
Cϵr3min (3.6)

Nakon što smo uveli karakteristične jedinice za sustav u Lennard-Jones potencijalu, možemo
definirati širinu u bezdimenzionalnom obliku (koju ćemo prikazati na y osi) kao:

Yr ≡
< r2 >

R2
vdW

(3.7)

Budući da klasični sustav miruje u minimumu potencijala vrijedi < r2 >= r2min pa konačno
vrijedi:

Yr =
r2min

R2
vdW

=
r2min

Cϵ · r3min
=

1

Cϵ · rmin
(3.8)

Preostalo je još skalirati energiju sustava. Budući da u trimeru imamo tri interagirajuća para
čestica, minimalna potencijalna energija sustava jednaka je sumi potencijala interagirajućih
parova, odnosno:

Ebind = 3 · |ULJ(rmin)| = 3ϵ (3.9)

Definiramo skaliranu energiju koju ćemo prikazati na x-osi kao:

XE =
Ebind

ET
=

3ϵ · 2µR2
vdW

ℏ2
=

3 · 2mϵCϵr3min

2ℏ2
=

3C3
ϵ r

3
min

2
=

3

2Y 3
r

(3.10)

Iz čega se dobije ovisnost XE i Yρ koja predstavlja klasičnu liniju za trimere:

Yρ =

(
3

2
· 1

XE

) 1
3

(3.11)

Nakon skaliranja širine i energije sa grafa 39 možemo na logaritamskoj skali usporediti s
klasičnom linijom (3.11):
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Slika 40: Prikaz ovisnosti skalirane energije XE o skaliranoj srednjoj kvadratnoj udaljenosti Yρ za
različite sustave trimera s obzirom na dubinu potencijala ϵ. Klasična linija je Yρ = [3/(2XE)]

1/3

Na grafu 40 vidi se prikaz med̄uovisnosti energije i širine sustava na logaritamskoj skali.
Vidljivo je da za jako vezane sustave s velikom dubinom potencijala rezultati dobro prate
klasičnu liniju (3.11). S druge strane, kod slabo vezanih sustava ulazimo u područje kvantne
fizike te se tu rezultati odvajaju od klasične linije. Ipak, vidi se da rezultati i u tom području
slijede istu liniju što ukazuje da bi mogla postojati univerzalna linija odnosa energije i širine za
klaster tri čestice u 2D kao što je slično pokazano za klastere u 3D [15].
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4 Zaključak

Cilj ovog rada bio je istražiti osnovno energijsko stanje vezanja kvantnog sustava od tri čestice,
poznatog kao trimer, u Lennard-Jones potencijalu. Ovaj potencijal koristi se za modeliranje
med̄udjelovanja neutralnih atoma ili molekula te se često primjenjuje u istraživanju kvantnih
sustava niske energije. U ovom istraživanju primijenjene su dvije stohastičke metode:
varijacijski Monte Carlo (VMC) i difuzijski Monte Carlo (DMC) algoritmi. Ove su metode
odabrane zbog svoje sposobnosti da rješavaju kompleksne kvantne sustave za koje analitička
rješenja nisu lako dostupna. Simulacija varijacijskog Monte Carlo algoritma dala je stabilne i
realistične rezultate, te je primjenjena na nekoliko primjera Lennard-Jones potencijala s
različitim parametrima σ i ϵ, dok su dva analizirana detaljnije. Procjenjena je gornja granica
vrijednosti energije osnovnog stanja prema varijacijskom teoremu (2.14) te su za oba
potencijala odred̄eni optimalni parametri probne korelacijske funkcije oblika (3.2).

Nakon dobivenih rezultata VMC simulacije, trebalo je primijeniti difuzijski Monte Carlo
algoritam kako bi se sustav matematički razvio iz početnog u svoje osnovno stanje. Dobiven
je rezultat koji konzistentno snižava energiju ispod VMC vrijednosti, no u većini slučajeva vrlo
malo, u redu veličine 10−1K. Izgled DMC simulacije nešto više fluktuira od VMC simulacije,
no to je očekivano zbog djelovanja difuzijskog člana. Za veću preciznost bilo bi korisno
značajno povećati početni broj šetača koji sudjeluju u simulaciji, te uvesti korištenje čistih
estimatora kako bi se postigli precizniji rezultati u procjeni osnovnog energijskog stanja trimera
[16]. Bilo bi korisno proširiti VMC simulaciju na veći broj parametara, što bi omogućilo
precizniju identifikaciju optimalne kombinacije koja dovodi do minimalne energije. Oblik
probne korelacijske funkcije takod̄er bi mogao biti složeniji, što bi uvelo još više parametara za
istraživanje VMC algoritmom.

Na kraju je iz rezultata, dobivenih primjenom VMC i DMC algoritma na niz potencijala
energija izmed̄u ϵ ∈ [4K, 50K], istražena veza širine i energije tročestičnih sustava. Jako
vezani trimeri dobro prate klasičnu liniju (3.11), dok za slabije vezane sustave postaju sve
izraženiji kvantni efekti, te se vrijednosti odvajaju od klasične linije. Ipak, mjerenja i dalje
slijede jedinstvenu liniju. Bilo bi korisno uložiti još vremena i računalnih resursa za nalaženje
više minimuma uz optimalne parametre probnih valnih funkcija kako bi se bolje utvrdio izgled
linije med̄uovisnosti širine i energije kvantnih trimera koju ocrtavaju mjerenja na grafu 40. Za
potvrdu univerzalnosti odnosa skalirane širine i energije trimera u 2D trebalo bi istražiti još
više različitih sustava te provjeriti strukturne karakteristike koristeći DMC algoritam s čistim
estimatorima [16], što je bilo izvan opsega ovog rada.
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