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Uvod

U ovom radu bavimo se diferencijabilnim jednadzbama u dinamickim susta-
vima. Kako su diferencijalne jednadzbe u sirokoj upotrebi u znanosti, od bi-
ologije, ekonomije, fizike, itd. glavno usmjerenje ovog rada bit ¢e na razumije-
vanju linearnih sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi. U prvom poglavlju
upoznat ¢emo se s metodama koje su korisne za rjesavanje linearnih sustava
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Pocevsi od jednostavnih nespojenih sus-
tava i njihovih faznih portreta kojima vizualiziramo dani sustav, dolazimo do
raznih tehnika koje nam pomazu pri svodenju linearnog sustava na neupa-
reni sustav. Jedan od tih alata je metoda dijagonalizacije opisana u ovom
radu. Nakon dijagonalizacije razmatramo eksponencijalne operatore preko
kojih definiramo matricu e4*. Nadalje, bavimo se fundamentalnim teoremom
za linearne sustave koji nam pruza uvid u jedinstvenost rjeSenja linearnog
sustava. Posebni sluéajevi linearnih sustava u R? i njihovi pripadajuéi fazni
portreti opisani su u ovom radu. U radu se takoder bavimo kompleksnim
svojstvenim vrijednostima matrice A, viSestrukim svojstvenim vrijednostima
matrice A i pronalasku matrice E4* u tim slucajevima. Uvodimo Jorda-
novu kanonsku formu matrice koja nam daje uvid u formu rjesenja linearnog
sustava diferencijalnih jednadzbi. U teoriji stabilnosti, istrazit ¢emo uvjete
pod kojima su potprostori linearnih sustava stabilni, nestabilni ili centralni.

Osim neuparenih linearnih sustava, rjeSavamo nehomogene linearne sustave.



Na kraju promatramo nelinearne sustave te dajemo fundamentalni teorem o

egzistenciji i jedinstvenosti nelinearnih sustava.
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Poglavlje 1
Linearni sustavi

Rjesenje linearnog sustava obic¢nih diferencijalnih jednadzbi
T = Ax (1)

gdje je x € R", A kvadratna matrica reda n i

dxy
dt
dx

xZE—

dzy,
dt

dano je s
z(t) = e,

t n x n matriéna funkcija definirana

uz pocetni uvjet z(0) = zy gdje je e?
svojim Taylorovim redom. U ovom poglavlju napravljen je osvrt na izracun
matrice e’ preko svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora kvadratne

matrice A.



1.1. Neupareni linearni sustavi

1.1 Neupareni linearni sustavi

Metoda separacije varijabli moze se koristiti za rjesavanje linearnih diferen-

cijalnih jednadzbi prvog reda

Opce rjesenje dano je s

x(t) = ce™,

gdje je konstanta ¢ = x(0) vrijednost funkcije z(t) za t = 0.

Promotrimo sljedeci neupareni linearni sustav.
Ty = —11
jﬁ'g = 2.1'2.
Sustav se moze zapisati u matricnoj formi
T = Ax (1.1)
gdje je
-1 0
0 2

A je dijagonalna matrica u ovom slucéaju, A = diag[—1,2], i opéenito, kad
god je A dijagonalna matrica, sustav (1.1) svodi se na neupareni linearni
sustav. Do opceg rjeSenja danog neuparenog linearnog sustava mozemo doci

metodom separacije varijabli. RjeSenje je dano s

z1(t) = cre?
(1.2)
To(t) = cpe®,
ili ekvivalentno
et 0
x(t) = ¢, (1.2')
0 €2t



1.1. Neupareni linearni sustavi

gdje je ¢ = x(0). Primijetimo da krivulje rjesenja (1.2) leze na algebarskim
krivuljama y = k/2?%, gdje je konstanta k = cicy. Rjesenje (1.2) ili rjeSenje
definira kretnju duz ovih krivulja, tj. svaka tocka ¢ € R? kreée se
prema tocki z(t) € R? danoj s u vremenu ¢t. Ova kretnja moze se
geometrijski opisati crtanjem krivulje rjesenja (1.2) u zy25 ravnini, odnoseéi
se na tu ravninu kao faznu ravninu i koristeéi strelice koje pokazuju smjer
kretanja duz krivulja s rastué¢im vremenom t. Vidi Sliku 1.1.

Zacy =cy =0, 21(t) = 01xy(t) = 0 za svaki t € R. Ishodiste (0, 0) se naziva
tocka ravnoteze u ovom primjeru. Rjesenja koja poc¢inju na osi z; priblizavaju
se ishodistu kada t — o0, a rjeSenja koja poc¢inju na osi xy priblizavaju se

ishodistu kada t — —o0.

Xz
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)

Slika 1.1: Fazni portret sustava (1.2)

SN

Fazni portret sustava diferencijalnih jednadzbi kao u (1.2), gdje je = €
R™ je skup svih krivulja rjesenja od (1.2) u faznom prostoru R". Slika 1.1

daje geometrijsku reprezentaciju faznog portreta gore navedenog neuparenog



1.1. Neupareni linearni sustavi

linearnog sustava. Dinamicki sustav definiran linearnim sustavom (1.2) u
ovom primjeru je preslikavanje ¢ : R x R? — R? definirano rjesenjem (¢, c),

tj. dinamicki sustav za ovaj primjer dan je s

Geometrijski, dinamicki sustav opisuje kretanje tocaka u faznom prostoru

duz krivulja rjesenja definiranih sustavom diferencijalnih jednadzbi.
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Slika 1.2: Vektorsko polje sustava (1.2)

Funkcija

flx) = Az

s desne strane (1.1) definira preslikavanje f : R* — R? (u ovom slucaju line-
arno). Ovo preslikavanje (koje ne mora nuzno biti linearno) definira vektorsko

polje nad R?, tj. svakoj tocki x € R? preslikavanje f pridruzuje vektor f(z).



1.2. Dijagonalizacija

Ako se svaki vektor f(x) nacrta sa svojom polaznom tockom u tocki z € R?,
dobije se geometrijska reprezentacija vektorskog polja kako je prikazano na
Slici 1.2.

U svakoj tocki z u faznom prostoru R? krivulje rjesenja (1.2) su tangente
vektora u vektorskom polju Az. Ovo slijedi jer u trenutku ¢t = ty3, brzina

vektora vy = #(tg) je tangenta na krivulju x = z(t) u tocki xg = x(to).

1.2 Dijagonalizacija

Algebarska tehnika dijagonalizacije kvadrtane matrice A moze se koristiti
kako bi se linearni sustav

T = Ax (1.3)

reducirao do neuparenog linearnog sustava. Prvo razmotrimo slucaj kada
A ima realne, razlicite svojstvene vrijednosti. Sljedeé¢i teorem iz linearne

algebre omoguéuje nam rjesavanje linearnog sustava (1.3).

Teorem 1.1 Ako su svojstvene vrijednosti A1, \a, ..., A\, kvadratne matrice
n X n realne i razlicite, tada svaki sustav odgovarajucih svojstvenih vektora

{v1,v9,...,0,} tvori bazu za R™, matrica P = [vy vy ... v,] je invertibilna i
PYAP = diag[\, ..., M.

Ovaj teorem tvrdi da ako je linearna transformacija 7" : R® — R"™ prika-

zana n X n matricom A u standardnoj bazi {e, ey, ..., e,} u R" tada u bilo
kojoj bazi svojstvenih vektora {vq,vs,...,v,} T je prikazan dijagonalnom
matricom svojstvenih vrijednosti, diag[Ar, Az, . .., Ay].

Kako bi se sustav (1.3) sveo na neupareni linearni sustav koriste¢i gornji

teorem, potrebno je definirati linearnu transformaciju koordinata

y=Plz,



1.2. Dijagonalizacija

gdje je P invertibilna matrica definirana u Teoremu [1.1} Tada vrijedi
xr = Py,
y=P i =P 'Ax = P"'APy.
Prema teoremu, dobijemo neupareni linearni sustav

y = diag[A1, Aa, .., Anly.

Ovaj neupareni linearni sustav ima rjesenje

y(t) = diag[e™?, et

L ey(0).
Kako je y(0) = P71x(0) i z(t) = Py(t), slijedi da (1.3) ima rjeSenje

x(t) = PE(t)P~'x(0), (1.4)
gdje je E(t) dijagonalna matrica

E(t) = diag[e™t, e, ... 1]

Korolar 1.2 Pod pretpostavkama Teorema 1.1, rjesenje linearnog sustava

(1.3) dano je funkcijom x(t) definiranom s
x(t) = PE(t)P~'z(0).

Primjer 1.3 Promotrimo linearni sustav
I"l = —T1 — 31‘2
.i?g ZZIQ

koji se moze zapisati u obliku (1.3) s matricom

-1 -3
0 2

A=



1.2. Dijagonalizacija

Svojstvene vrijednosti matrice A su Ay = —1, s = 2. Par odgovarajucih

vektora dan je

1 —1
v = , Vg =
0 1

Matrica P 1 njezin inverz dani su s

1 -1 . 11
P = , P =
0 1 01
Provjerimo da vrijedi
-1 0
P'AP =
0 2

Koordinatnom transformacijom y = P~'x dobijemo sljedeéi neupareni line-

arni sustav:
yl = —VYi,
Y2 = 2yo

ije je opée riesenje y1(t) = cre™, yo(t) = coe®. Prema navedenom korolaru,

opce rjesenje originalnog linearnog sustava ovog primgjera dano je s

gdje je ¢ = x(0), ili ekvivalentno
r1(t) =cre™t + cyle — )
(1.5)

Ty (t) =coe®.

Fazni portret za linearni sustav ovog primjera moze se dobiti skicirajuéi

krivulje rjesenja definirane pod (1.5). Fazni portret na Slici 1.4 takoder se

7



1.2. Dijagonalizacija
2 X

2NN

N

k\

/
Nl

Slika 1.3: y = P~z Slika 1.4: x = Py

9

NN

moze dobiti iz faznog portreta Slike 1.3 primjenjujudci linearnu transformaciju
koordinata x = Py. Potprostori koje razapinju svojstveni vektori v; i vy
matrice A odreduju stabilni i nestabilni potprostor linearnog sustava (1.3)

koje navodimo u sljedecoj definiciji:

Definicija 1.4 Pretpostavimo da n X n matrica A ima k svojstvenih vri-

jednosti A1, ..., A\ s negativnim realnim dijelom i n — k svojstvenih vrijed-
nostt A\gi1, - .-, An S pozitivnim realnim dijelom 1 da su svojstvene vrijednosti
razlicite. Neka je {vy,...,v,} odgovarajuéi skup svojstvenih vektora. Stabilni

i nestabilni potprostori linarnog sustava (1.3), E* i E*, su linearni potpros-

tori razapeti s {vy, ..., v} @ {Vks1, ..., 0} Tedom.
E* = [{v,...,v}]

E" = [{Vks1, -, vn}]

Ako matrica A ima samo cisto imaginarne svojstvene vrijednosti, kazemo da

ima centralni potprostor E°.



1.3. Eksponencijalni operatori

1.3 Eksponencijalni operatori

Kako bismo na linearnom prostoru R" definirali eksponencijalni linearni ope-
rator 7' : R" — R", potrebno je definirati konvergenciju u prostoru L(R™)
linearnih operatora na R™. Norma linearnog operatora 7' : R® — R" defini-
rana je s

T| = max |T
1T = max|T(z)]

gdje |z| oznacava euklidsku normu od = € R™, tj.

|| = /22 + ... 22,

Operatorska norma ima sva uobi¢ajna svojstva norme. Za S,T7 € L(R") vri-
jedi:

i) |IT|| > 01 ||T|| =0 ako i samo ako T = 0,

i) KT = |k[|[T]] za k € R,

i) S +TI<[[SI+ 7.

Neka je A n x n matrica i a; = (a;1, a0, ...,ay,) ¢ — ti redak matrice.

Duljina ¢ — tog retka matrice A je

laall = Ja? + a4+ + a2,
Neka je [ maksimalna duljina retka matrice A, tj.
[ = maxlgignHaiH.

Uzmimo bilo koji vektor € R™ za koji vrijedi ||z| = 1. Tada vrijedi

n
Ax:g a;rj, 1=1,...,n
Jj=1

gdje je aj; i-ti redak matrice A, a x; je j-ta komponenta od x. Euklidska

norma od Ax dana je s



1.3. Eksponencijalni operatori

14x|* =

E :a”:c]

Primjenjujuci Cauchy—Schwarz nejednakost dobivamo

| Ax|]* < (Z ||aij||2> <Z x?) , 1=1,...,n.
p= =1

Kako je Y7 2% = [|x||* = 1 vrijedi

j=1"J
n n
A2 <> flagl? < Y fla?
j=1 i=1

, 1=1,....,n.

Kako je ||a;|| <1

|Ax|* <> " 1F = ni?
=1
[Ax|| < v/n -1
IAll = llrn@fl\AxH < vnl
Al < vn-1

Iz Cauchy-Schwartz nejednakosti slijedi da ako je T € L(R") prikazan ma-
tricom A postujuéi poredak standardne baze za R™, tada je | A|| < /nl gdje
je | maksimalna duljina redaka matrice A. Konvergencija niza operatora

T, € L(R™) tada se definira u smislu operatorske norme na sljedeéi nacin:

Definicija 1.5 KazZemo da niz linearnih operatora T € L(R™) konvergira
prema linearnom operatoru T' € L(R™) kada k — oo, i pisSemo
lim T, =T,

k—o0

ako za svaki € > 0 postoji N takav da za k > N, vrijedi | T — Ti|| < e.

10



1.3. Eksponencijalni operatori

Lema 1.6 Za S,T € L(R") i x € R" vrijedi:
) T@) < 1T Jal,

o) |7 < 7] 5]

3) T <|IT|* 2a k=0,1,2,...

Dokaz. 1) je ocito istina za z = 0. Za x # 0 definiramo jedini¢ni vektor

y = x/|z|. Tada iz definicije operatorske norme slijedi
1Tl = T(y)| = [T ()]
2) Za |x| <1, slijedi iz 1) da
I T(S(x)| < | T[S(x)]
<TNIS ||
< TS

Stoga,
ITS|| = max |75 (z)| < 1T |51

i 3) je direktna posljedica 2). m

Teorem 1.7 Neka je T € L(R") ity > 0. Red

> Tkik
k!

k=0

je apsolutno i uniformno konvergentan za svaki |t| < to.

Dokaz. Neka je ||T'|| = a. Tada iz prethodne leme za [t| < ¢, slijedi

THE TR atE
Ali
o0
aktlg _ eato
ko
k=0

11



1.3. Eksponencijalni operatori

Stoga iz Weierstrassovog M-Testa slijedi da je red

> Tkik
k!

k=0
apsolutno i uniformno konvegrentan za svaki |t| <t;. ®
Eksponencijalni linarni operator T definira se pomoc¢u apsolutno konver-

gentnog reda
sy
k!
k=0
Iz svojstva limesa slijedi da je e’ linearni operator na R" i iz dokaza slijedi
da vrijedi ||| < el
Kako je glavni osvrt u ovom poglavlju na rjesenju linearnih jednadzbi u
obliku

T = Az,

pretpostavit ¢emo da je linearna transformacija 7' na R™ dana n X n matricom

A postujuéi poredak standardne baze za R™ i definirat ¢emo eksponencijalnu
funkciju et

Definicija 1.8 Neka je A n x n matrica. Tada za t € R definiramo

0 pktk
At A%t

© = el
k=0

Za n x n matricu A4, e’ je n x n matrica koja se moze izracunati koristeéi
svojstvene vrijednosti i svojstvene vektore od A.

U dokazu Teorema pokazano je da vrijedi |[e?|| < elAlY gdje je
Al = ||| i T je linearna transformacija T'(z) = Ax.

Potrebno je ustanoviti osnovna svojstva linearne transformacije e? kako

bi bilo moguée olaksati racunanje n x n matrice e?, odnosno e”.

Propozicija 1.9 Ako su P i T linearne transformacije na R™ 1 S = PT P!,

onda vrijedi e® = PeT P71,

12



1.3. Eksponencijalni operatori
Dokaz. Slijedi iz definicije e¥ da

S _ 1 (PTP _ — Tp-1
= S T = p i St et

Sljedeéi rezultat slijedi direktno iz Propozicije [1.9]1 Definicije [I.8] =
Korolar 1.10 Ako je P7'AP = diag[)\;], onda je e = P diag[e*'] P~

Propozicija 1.11 Ako su S i T linearne transformacije na R" koje komu-

tiraju, tj. ST =TS, tada je e5T = eJeT.

Dokaz. Ako vrijedi ST =TS, onda po binomnom teoremu

SITk
S+T)" =nl —.
( ) j;n Jk!

Stoga,

aoy Sl z zk.=

n=0 j+k=n

Koristimo ¢injenicu da je produkt dva apsolutno konvergentna reda apsolutno
konvergentan red koji je dan svojim Cauchyevim produktom. mZa S = —T

iz Propozicije [1.11] vrijedi sljede¢i korolar.

Korolar 1.12 Ako je T linearna transformacija na R™, inverz linearne tran-

formacije €T dan je s (7)™t = e T.

Korolar 1.13 Ako je

a —b
A= ,
b «a
tada je
cosb —sinb
et =e

sinb cosb

13



1.3. Eksponencijalni operatori

Dokaz. Ako je A = a + ib, indukcijom slijedi:

a —b ' Re(\F)  —Im(\F)

b a Im(N\*)  Re(AF)
gdje je Re realni dio kompleksnog broja A, a Im imaginarni dio broja A.

Prema tome,

eA:i Re(%) _Im()\k_T) _ Re(e*)  —Im(e) _ cosb —sinbd
k=0 ]m(L?) Re(’\—f) Im(e*)  Re(e) sinb  cosb

mPrimijetimo da ako je @ = 0 u Korolaru [1.13] onda je e? rotacija za b

radijana.

a b 10
Korolar 1.14 Ako je A = , onda je e = e°
0 a 01

Dokaz. Neka je A =al + B gdje je

B =
0 0

Tada al komutira s B i po Propoziciji [1.11] e4 = e*e? = e%eP. Iz definicije
eB=1+B+B?2'+--- =1+ Bjervrijedi B2=B*=---=0. m

Definicija 1.15 Vektor v naziva se generaliziranim svojstvenim vektorom

matrice A koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A ako zadovoljava:

(A= M)fv =0

za neki pozitivan cijel broj k, gdje je I jedinicna matrica.
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1.4. Fundamentalni teorem linearnih sustava

Sada mozemo izrac¢unati matricu e’ za bilo koju 2 x 2 matricu A. U dijelu
1.8 ovog poglavlja pokazano je da postoji invertibilna 2 x 2 matrica P (¢iji

su stupci generalizirani svojstveni vektori od A) takva da matrica

B=P'AP
ima jednu od sljedec¢ih formi
A0 Al a —b
B = , B= ili B=
0 n 0 A b a

M0 1t ‘ . |cosbt  —sinbt
0 e 01 sinbt  cosbt

ovim redoslijedom. Prema Propozicij matrica e?? je tada dana s
et = peBtpt,

U narednim poglavljima vidjet éemo da je ra¢unanje matrice e?* ekviva-

lentan rjesavanju linearnog sustava (1.2) u poglavlju 1.1.

1.4 Fundamentalni teorem linearnih sustava

Neka je A n x n matrica. Uspostavit ¢emo osnovne ¢injenice da za xg € R”

problem pocetne vrijednosti

T = Ax
(1.6)
z(0) = xo
ima jedinstveno rjesenje za svaki t € R, dano s
z(t) = e, (1.7)
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1.4. Fundamentalni teorem linearnih sustava

Primijetimo slicnost u formi rjesenja (1.7) i rjesenja z(t) = ez osnovne
diferencijalne jednadzbe prvog reda & = ax i pocetnog uvjeta z(0) = xo.
Da bismo ovaj teorem dokazali, najprije racunamo derivaciju eksponenci-
jalne funkcije e’ koriste¢i osnovne ¢injenice iz analize da dva limesa koji
konvergiraju mogu zamijeniti mjesta ako jedan konvergira uniformno. Ovo

je poznatije kao Mooreov teorem.

Lema 1.16 Neka je A kvadratna matrica. Tada je

d
%eAt = AGAt.
Dokaz. Kako A komutira sa sobom, iz Propozicije [1.11] i Definicije (1.8 u

poglavlju 1.3 slijedi

ieAt i eA(t-i—h) — oAt
dt h—0 h
Ah _ T
= lim e
h—0
A2h Akhk—l
_ At :
St
— AGAt

U Poglavlju 1.3 vidjeli smo da red koji definira e konvergira uniformno
za |h| < 11 zbog toga vrijedi zadnja jednakost jer mozemo zamijeniti dva

limesa. m

Teorem 1.17 (Fundamentalni teorem za linearne sustave) Neka je A

n x n matrica. Tada za dant xg € R™ jednadzba
T = Ax (1.8)
s pocetnim uvjetom z(0) = x¢ ima jedinstveno rjesenje dano s
z(t) = e, (1.9)
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1.4. Fundamentalni teorem linearnih sustava

Dokaz. 1z Leme vrijedi ako je z(t) = ez, onda

d
T'(t) = ae’“azo = AeMay = Ax(t)

za svaki t € R. Takoder, #(0) = Izy = x¢. Dakle, z(t) = exq je rjesenje
problema. Kako bismo dokazali da je ovo jedino rjesenje, pretpostavimo da

je z(t) bilo koje rjesenje pocetne vrijednosti problema (1.8) i definirajmo
y(t) = e Ma(t).
Iz Leme i ¢injenice da je z(t) rjesenje sustava (1.8) slijedi

Y (t) = —Ae Mg (t) + e /(1)
= —AeYMa(t) + e Ax(t)
=0

za svaki t € R jer e~

i A komutiraju. Slijedi da je y(t) je konstanta. Za
vrijednost ¢t = 0 vidimo da je y(t) = o i stoga je bilo koje rjesenje problema

(1.8) dano s z(t) = etly(t) = eMzy. m

Primjer 1.18 Rijesi problem pocetne vrijednosti

1
0

= Az, x(0)=

za

i skiciraj rjesenje u faznoj ravnini R2.

Iz Teorema[1.17 i Korolara[1.13 u zadnjem poglaviju, rjesenje je dano s

cost —sint 1 cost
x(t) — €At.fL'0 _ 672t _ e,gt

sint cost 0 sint

17



1.5. Linearni sustavi u R2

Slijedi da je |z(t)] = e % i da je kut O(t) = tan 'zy(t)/z1(t) = t. Krivulja
riesenja je spirala koja se priblizuje ishodistu kao sto je prikazano na Slici

1.5.

Slika 1.5: Krivulja rjesenja

1.5 Linearni sustavi u R?

Razmotrit ¢emo razne fazne portrete koji su mogudi za linearni sustav
T = Ax (1.10)

kada je z € R?1i A je 2 x 2 matrica. Zapoc¢injemo opisivanjem faznog portreta
za linearni sustav

i = Bz (1.11)

gdje matrica B = P7'AP ima jednu od formi danu u poglavlju 1.3. Fazni
portret za linearni sustav (1.10) tada se dobije iz faznog portreta za sustav
(1.11) pod linearnom transformacijom koordinata x = Py kao sto je prika-

zano na Slici 1.3 i Slici 1.4 u poglavlju 1.2.
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1.5. Linearni sustavi u R2

Ako je

A0 Al a —b
B = B = ili B =

Y Y

0 u 0 A b a

iz Teorema i forme matrice eP' u poglavlju 1.3, slijedi da je rjeSenje

problema pocetne vrijednosti (1.11) s z(0) = xy dano s

odnosno

. | cos bt —sinbt
x(t) = e .
sinbt  cosbt

Iz ovih rjesenja proizlaze razni fazni portreti koji su grupirani prema svom
topoloskom tipu s detaljnijom klasifikacijom izvora i koji poniru u razne

tipove nestabilnih i stabilnih ¢vorova i zarista.

Definicija 1.19 Sedlo je ravnoteina tocka sustava koja se javlja ako neke
(ne sve) svojstvene vrijednosti matrice sustava imaju realne dijelove vece
od nula, a ostale svojstvene vrijednosti imaju realne dijelove manje od nula.
Centar je ravnotezna tocka sustava koja se javlja ako su svojstvene vrijednosti

matrice sustava ¢isto imaginarne.

Definicija 1.20 Stabilni ¢vor je ravnotezna tocka sustava koja se javlja kada
sve svojstvene vrijednosti matrice sustava imaju negativne realne dijelove.
Nestabilni cvor je ravnoteina tocka sustava koja se javlja kada sve svojstvene

vrigednosti matrice sustava imaju pozitivne realne dijelove.

Definicija 1.21 Stabilni évor ili Zariste u (1.10) naziva se ponor linearnog

sustava, a nestabilni cvor ili Zariste u (1.10) naziva se izvor linearnog sustava.
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1.5. Linearni sustavi u R2

A0
Sluéaj 1. B = , gdje je A < 0 < p. Fazni portret za line-

0w
arni sustav (1.11) dan je u ovom slucaju na Slici 1.6. Sustav ima sedlo u

ishodistu u ovom slucaju. Ako vrijedi p < 0 < A, strelice idu u obrnu-
tom smjeru. Kad god A ima dvije realne svojstvene vrijednosti suprotnog
predznaka, A < 0 < pu, fazni portret za linearni sustav (1.10) je linearno ekvi-
valentan faznom portretu prikazanom na Slici 1.6, tj. dobije se primjenjujuci
linearnu transformaciju koordinata na fazni portet prikazan na Slici 1.6. Sta-
bilni i nestabilni potprostori su odredeni svojstvenim vektorima od A kao u
Primjeru 1.3 u poglavlju 1.2. Cetiri nenul trajektorije ili krivulje rjesenja
koje se priblizavaju ravnoteznom polozaju u ishodistu zovu se separatrise

sustava kada t — Fo0.

X2

X1

Y
|

Slika 1.6: Sedlo u ishodistu
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1.5. Linearni sustavi u R2

: A0 L . Al .
Sluéaj 2. B = ,gdjeje A < pu<0ili B = , gdje je
0 u 0 A

A < 0.
Fazni portreti za linearni sustav (1.11) u ovim sluc¢ajevima dani su na

sljede¢im slikama redom. Ishodiste se ponasa kao stabilni ¢vor u svakom od

Slika 1.7: A = p Slika 1.8: A < p Slika 1.9: A < 0

ovih sluc¢ajeva. U prvom slucaju, uz uvjet A\ = p, naziva se pravilni ¢vor, a
u druga dva slucaja naziva se nepravilni ¢vor. Akoje A > pu > 0ili A > 0
u Slucaju 2, strelice na slikama su obrnute i ishodiste se ponasa kao nesta-
bilni ¢vor. Kada A ima dvije negativne svojstvene vrijednosti A < p < 0,
fazni portret linearnog sustava (1.10) je linearno ekvivalentan jednom od faz-
nih portreta prikazanim na slikama. Stabilnost ¢vorova odredena je znakom
svojstvenih vrijednosti: ¢vor je stabilan ako A < p < 0, a nestabilan je ako
A > p > 0. Primijetimo da se svaka trajektorija na slici priblizava rav-
noteznoj tocki u ishodistu duz dobro definirane tangente 6 = 6, odredenom

svojstvenim vektorima od A kada t — oc.

a —b
Slucéaj 3. B = , gdje je a < 0.
b a

Fazni portret za linearni sustav (1.11) u ovom je slucaju dan na slikama 1.10
i 1.11. Ishodiste se odnosi kao stabilno zariste u ovim slucajevima. Ako

je a > 0, trajektorije se spiralno udaljavaju od ishodista s pove¢anjem t i
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1.5. Linearni sustavi u R2

ishodiste se naziva nestabilno zariste. Kada A ima par kompleksno konju-
giranih svojstvenih vrijednosti s realnim dijelom razlicitim od nule, gdje je
a < 0, fazni portreti za sustav (1.10) linearno su ekvivalentni jednom od faz-
nih portreta prikazanih na slikama 1.10 1 1.11. Primijetimo da se trajektorije
na slikama ne priblizavaju ishodistu duz dobro definiranih tangentnih linija,
tj. kut 0(t) koji vektor z(t) ¢ini s x; — osi ne priblizava se konstanti 6, kada

t — o0, nego |A(t)] — oo kada t — oo i |z(t)] — 0 kada ¢ — oo u ovom

slucaju.
) AN
N\ N2,
Slika 1.10: b < 0 Slika 1.11: b >0
—b
Slucaj 4. B =
b 0

Fazni portret za linearni sustav (1.11) u ovom slu¢aju prikazan je na sli-
kama 1.121 1.13. Sustav (1.11) u ovom slu¢aju ima centar u ishodistu. Kada
matrica A ima par ¢istih imaginarnih kompleksno konjugiranih svojstvenih
vrijednosti, £ib, fazni portret linearnog sustava (1.10) je linearno ekvivalen-
tan jednom od faznih portreta prikazanih na danim slikama. Primijetimo

da trajektorije ili krivulje rjesenja leze na krugovima |z(t)| = konstanta.
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1.5. Linearni sustavi u R2

Opéenito, trajektorije sustava (1.10) leze na elipsama, a rjeSenje z(t) od
(1.10) zadovoljava m < |z(t)] < M za sve t € R. Kut 6(t) takoder zadovo-
ljava |6(t)| — oo kada t — oo u ovom slucaju.

Ako je jedna (ili obje) svojstvene vrijednosti od A jednaka nuli, odnosno
det A = 0, ishodiste se naziva degenerirana ravnotezna tocka linearnog sus-

tava (1.10).

X2 X2

1 .

{ N )
1/

Slika 1.12: b < 0 Slika 1.13: b >0

Definicija 1.22 Linearni sustav (1.10) ima sedlo, ¢vor, Zariste ili centar u
ishodistu ako je matrica A slicna jednoj od matrica B u slucajevima 1,2,3
ili 4 redom, tj. ako je njezin fazni portret linearno ekvivalentan jednom od

faznih portreta na slikama u tim slucajevima.
Primjer 1.23 Linearnt sustav s centrom wu srediStu Linearni sustav

T = Az,

0 —4
1 0

A=

23



1.5. Linearni sustavi u R2

ima centar u ishodistu jer matrica A ima svojstvene vrijednosti A = +2i.

20
Invertibilna matrica P dana je s P = . Rjesenje linearnog sustava

0 1
& = Az, kako je odredeno u poglavljima 1.3 i 1.4, dano je s

cos2t —sin2t . cos 2t —2sin 2t

sin2t  cos 2t 1/2sin2t  cos2t
gdje je ¢ = x(0), ili ekvivalentno s

x1(t) = ¢1 cos 2t — 2¢q sin 2t

xo(t) = 1/2¢ sin 2t + co cos 2t.

Rjesenja sustava zadovoljavaju
o1 (t) + 4x3(t) = & + 4c;

za svaki t € R, tj. trajektorije ovog sustava leze na elipsama prikazanim na

slici 1.14.

X2

X1

S
\*_/
~— .|  —

Slika 1.14: Centar u ishodistu
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1.5. Linearni sustavi u R2

Napomena. Ako je matrica A slicna matrici B, tj. ako postoji nesingularna
matrica P takva da P~'AP = B, tada se sustav (1.10) transformira u sustav
(1.11) linearnom transformacijom koordinata x = Py. Ako B ima formu 3,
tada se fazni portret za sustav (1.11) sastoji od pokreta u smjeru suprotno
od kazalje na satu (za b > 0) ili pokreta u smjeru kazalje na satu (za b < 0)
na kruznicama (za a = 0) ili spiralama (za a # 0). Nadalje, smjer rotacije
trajektorije za fazni sustav (1.10) i (1.11) bit ¢e isti ako je det P > 0 (tj. ako
P cuva orijentaciju), a bit ¢e suprotan ako je det P < 0 (tj. ako P mijenja
orijentaciju). Ako je det A # 0, onda postoji lagana metoda za utvrdivanje
ima li linearni sustav sedlo, ¢vor, zariste ili centar u ishodistu, Sto je prikazano
u sljede¢em teoremu. Primijetimo, ako je det A # 0, onda je Az = 0 ako i

samo ako x = 0, tj. ishodiste je jedina ravnotezna tocka linearnog sustava

(1.10) kada je det A # 0.
Teorem 1.24 Neka je 0 =det A « 7 = trA i neka je dan linearni sustav
&= Au. (1.12)
1. Ako je 6 <0, onda (1.12) ima sedlo u ishodistu.

2. Ako je 6 > 0 i 12— 45 > 0, onda (1.12) ima cvor u ishodistu, stabilan

je ako T < 0, a nestabilan ako vrijeds T > 0.

3. Ako je § >0, 7> =45 < 0 i1 # 0, onda (1.12) ima Zariste u ishodistu.

Stabilan je ako vrijedi T < 0, a nestabilan ako vrijedi T > 0.
4. Ako je 6 >0 17 =0, onda (1.12) ima centar u ishodistu.
Lako se primijeti da v sluc¢agu 2.) vrijedi 7% > 4|6| > 0, tj. 7 # 0.

Dokaz. Svojstvene vrijednosti matrice A dane su s

PV D

A= 9
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1.5. Linearni sustavi u R2

. Ako je 6 < 0, postoje dvije realne svojstvene vrijednosti suprotnog

predznaka.

. Ako je & > 01i 72 — 45 > 0, onda postoje dvije realne svojstvene

vrijednosti istog predznaka kao znak 7.

.Akoje d > 0,72 —46 < 0i 71 # 0, onda postoje dvije komplesko

konjugirane svojstvene vrijednosti A = a =+ ib i matrica A je slicna

matrici B u slucaju 3 iznad i a = 7/2.

. Ako je 6 > 0i 7 = 0, postoje dvije ¢isto imaginarne kompleksno ko-

njugirane svojstvene vrijednosti. Osim toga, slucajevi 1., 2., 3. 1 4. u
ovom teoremu odgovaraju slucajevima 1, 2, 3 i 4 koji su razmotreni

ranije i imamo sedlo, ¢vor, zariste ili centar ovim redoslijedom.

Potonji rezultati mogu se sazeti bifurkacijskim dijagramom prikazanim na

slici 1.15. (7, )—ravnina razdvojena je u tri komponente u kojima rjesenja

0

[

®

>

S

O

O

ponor 1zvor
degenerirano kriticna tocka
0
SEDLO

Slika 1.15: Bifurkacijski dijagram za linearni sustav (1.10)

linearnog sustava (1.10) imaju iste kvalitativne strukture. U opisivanju to-

poloskog ponasanja ili kvalitatvinih struktura ne pravimo razliku izmedu
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1.6. Kompleksne svojstvene vrijednosti

zariSta i ¢vorova, nego samo razlikujemo jesu li stabilni ili nestabilni. Postoji
osam razlicitih toploskih tipova ponasanja koji su moguéi za linearni sustav

ovisno o tome je li 9 # 0 i ima li izvor, ponor, centar ili sedlo.

1.6 Kompleksne svojstvene vrijednosti

Ako 2nx2n matrica A ima kompleksne svojstvene vrijednosti, onda se one po-
javljuju u kompleksno konjugiranim parovima i ako A ima 2n razli¢itih kom-
pleksnih svojstvenih vrijednosti, sljedeci teorem iz linearne algebre pomaze
nam rijesiti linearni sustav

T = Ax.

Teorem 1.25 Ako 2n X 2n matrica A ima 2n razlicitih kompleksnih svoj-
stvenih vrijednosti \; = a; + ib; 1 Xj = a; — 1b; i odgovarajuce kompleksne
svojstvene vektore w; = u; +iv; ¢ W; = u; — w;,j = 1,...,n, onda je

UL, V1, . . ., Up, Uy baza za R®™, matrica
P = vy uy vy ug...0, uy

je invertibilna 1
a; —b.

PYAP = diag | ’ !

b.

i a4

J

realna 2n x 2n blok matrica s 2 X 2 blokovima duz dijagonale.
Primijetimo da ako umjesto matrice P koristimo invertibilnu matricu
Q = [ug v1 Uz Vg ... Uy, Uy,

onda
. | a; b
Q1 AQ = diag

—b; a;
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1.6. Kompleksne svojstvene vrijednosti

Sljedec¢i korolar slijedi iz prethodnog teorema i Fundamentalnog teorema u

poglavlju 1.4.

Korolar 1.26 Pod pretpostavkama prethodnog teorema, rjesenje problema
pocetne vrijednosti
T = Ax

(1.13)
z(0) = xg

dano je s

B . |cosbit —sinbit|
x(t) = P diag €% P~ xy.
sinb;jt  cosb;t

Lako se primijeti da matrica

cosbt —sinbt

sinbt cosbt

predstavlja rotaciju za bt radijana.

Primjer 1.27 Rijesi problem pocetne vrijednosti (1.13) za

1 -1 0 O

1 1 0 0
A—

0O 0 3 -2

0O 0 1 1

Matrica A ima kompleksne svojstvene vrijednosti \y = 1+1i i Ay = 241 (kao

iA =1—1i) =2—1.) Odgovarajuéi par kompleksnih svojstvenih vektora

Jje - L
1 0
‘ 1 . . 0
Wy = Uy + 1w = 1 Wy = U + Wy =
0 1+
0 1
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1.6. Kompleksne svojstvene vrijednosti

Matrica

je invertibilna,

1
0
P = Vi U1 Vg Ug| —
0
0
100 O
0100
001 -1
000 1
1 -1 0
1 1 0
P'AP =
0 0 2
0 0 1

OOO-
1 00
011
001_
O_
0
-1
2

Rjesenge problema pocetne vrijednosti (1.13) dano je na sljedeci nacin

el cost
elsint
0
0

el cost
elsint
0
0

—elsint
el cost
0
0

—elsint
el cost
0
0

0
0

0
0
e? cost

e?sint

e*(cost + sint)

e?sint

0
0
Pilxo
—eZtsint
e cost
0
0
xo.
—2¢e?tsint
e*(cost — sint)

Ako A ima realne i kompleksne svojstvene vrijednosti koje su razlicite, do-

bije se sljedeci rezultat: Ako A ima razlicite realne svojstvene vrijednosti \;

29



1.6. Kompleksne svojstvene vrijednosti

i odgovarajuce svojstvene vektore v;,j = 1,...,k 1 razlicite kompleksne svoj-
stvene vrijednosti A\; = a;+1b; i\ = a; —1b; i odgovarajuce svojstvene vektore

wj = u; +1; 1 W; = u; —w;,J =k+1,...,n, tada matrica

P:[Ul eeo Vg UVkg1 Ugg1... Up un]

je invertibilna 1
P7'AP = diag [)\1, e My Brat, - Bn}

gdje su Bj 2 x 2 blokovi

zaj=k+1,...,n.

Primjer 1.28 Dana je matrica na sljedeci nacin

-3 0 0
A=10 3 =2
0 1 1
Svojstvene vrijednosti matrice A su Ay = =3, X = 24+ (i Ay = 2 — ).
Odgovarajuci svojstveni vektori su:
1 0
v =10 i Wy =uUs+ 1= |1+43
0 1
Lako se pokaze da je invertibilna matrica P jednaka
100 10 0
P=1011{,P'=]0 1 -1
0 01 00 1
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1.7. ViSestruke svojstvene vrijednosti

Vrijeds
-3 0 0
P'AP=|0 2 -1
0 1 2

Rjesenje problema pocetne vrijednosti (1.13) dano je s

e 3t 0 0
v(t)=P | 0 eXcost —eXsint| P 'ag

0 e*sint e?*cost

e 3t 0 0
=1 0 e*(cost+sint)  —2e*sint | Zo.
0 e sint e?(cost —sint
1
Stabilni potprostor E® je x1 — os jer vektor v = |0]| pripada svojstvenoj
0
vrijednosti Ay = —3 koja ima negativni realni dio. Nestabilni potprostor
0 0
je xo,x3 ravnina jer vektori ug = |[1| @ ive = |[1]| pripadaju svojstvenoj
1 0

vrijednosti Ay = 2 4+ 1 koja ima pozitivni realni dio.

1.7 ViSestruke svojstvene vrijednosti
Prema fundamentalnom teoremu za linearne sustave, sustav
i = Az (1.14)
zajedno s pocetnim uvjetom x(0) = xy ima rjeSenje
z(t) = e,
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1.7. ViSestruke svojstvene vrijednosti

Razmotrili smo kako pronaé¢i kvadratnu matricu e4* kada A ima razlicite
svojstvene vrijednosti. Sada ¢emo pokazati kako pronaéi matricu e4* kada A

ima visestruke svojstvene vrijednosti.

Definicija 1.29 Neka je \ svojstvena vrijednost n X n matrice A kratnosti

m <n. Tada za k =1,...,m, bilo koje nenul rjesenje v za koje vrijedi
(A= XDk =0
naziva se generalizirani svojstveni vektor matrice A.

Definicija 1.30 KazZemo da je kvadratna n x n matrica N nilpotentna reda

k ako vrijedi N¥=1 #£ 0 i N¥ = 0.

Teorem 1.31 Neka je A realna n x n kvadratna matrica s realnim svoj-
stvenim vrijednostima A, ..., \, koje se ponavljaju prema svojim kratnos-
tima. Tada postoji baza generaliziranih svojstvenih vektora za R"™. Ako je
vy, ..., 0, bilo koja baza generaliziranih svojstvenih vektora za R™, matrica

P = [v1...v,] je invertibilna i vrijedi
A=S+N, gdje je P7'SP = diag[\;],

matrica N = A — S je nilpotentna reda k < n, te S i N komutiraju, tj.
SN = NS.

Ovaj teorem skupa s propozicijama u poglavlju 1.3 i Fundamentalnim teore-

mom u poglavlju 1.4 dovodi nas do sljedeceg korolara.

Korolar 1.32 Pod pretpostavkama prethodnog teorema, linearni sustav (1.14),
zajedno s pocetnim uvjetom z(0) = o, ima rjesenje

Nk—ltk—l

— ' At p1 e —
z(t) = P diag[e™'|P™" |I + Nt +--- + = 1)1

Zo-.
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1.7. ViSestruke svojstvene vrijednosti

Dokaz.
w(t) = ety = Vg, = StelNig
= Pdiagle™' | P~ N,
N]C—ltk—l
= agle?t| P! P S
= Pdiagle™'|P™" |I + Nt +---+ = 1) x.
u

Ako je A svojstvena vrijednost kratnosti n m x n matrice A, onda je

posebno lako primijeniti gornji rezultat jer je
S =diag[]\] 1 N=A-25.

Rjesenje danog problema pocetne vrijednosti (1.14) zajedno s uvjetom z(0) =
xo dano je na sljede¢i nacin
ktk

z(t)=eM | I+ Nt+---+ I

Zg.

Promotrimo sljede¢e primjere u kojem kvadratna matrica A ima svoj-
stvene vrijednosti kratnosti jednake redu matrice. U ovim primjerima nema
potrebe za ra¢unanjem baze generaliziranih svojstvenih vektora kako bismo

rijesili problem.

Primjer 1.33 Rijesimo problem pocetne vrijednosti (1.14) ako je matrica A

zadana na sljedeci nacin

3 1
A —
-1 1
Svojstvena vrijednost dane matrice X = 2 ima kratnost jednaku redu matrice,

l7. M1 = Ay = 2. Stoga je matrica S dana na sljedeci nacin

S = :
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1.7. ViSestruke svojstvene vrijednosti

a matrica

1 1
N=A-S5=
-1 -1
Za matricu N wvrijedi N> = 0 pa je rjeSenje problema pocetne vrijednosti

(1.14) dano na sljedeéi nacin

1+t t
z(t) = eMxy = e¥[I + NtJzg = e* .
-t 1-t
Primjer 1.34 Neka je dana matrica
0 -2 -1 -1
1 2 1 1
A=
0 1 1 0
0O 0 0 1

A =1 je svojstvena vrijednost matrice A kratnosti 4. Stoga je matrica S = Iy,

-—1 -2 -1 —1-
NeA_§— 1 1 1 1
o 1 0 0
I 0O 0 0 0 |
Primijetimo da je
_—1 -1 -1 —1_
N 0O 0 0 0
11 1 1
I 0O 0 0 0 |

i N3 =0, tj. N je nilpotentna reda 3. Tada je rjesenje pocetnog problema za
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1.7. ViSestruke svojstvene vrijednosti

(1.14) dano na sljedeéi nacin

x(t) = e'[I + Nt + N*t* /2],

1—t—t2/2 =2t —t2/2 —t—t%/2 —t—1t2/2
. t 1+t t t
= e QZO.
22 t+t2/2 1+1%)2 t2/2
0 0 0 1

U opc¢em slucaju prvo odredujemo bazu generaliziranih svojstvenih vektora za
R™, nakon toga ratunamo S = P diag[\;|P~* te N = A—S prema formulama
iz Teorema 1.31 i onda nalazimo rjesenje problema pocetne vrijednosti za

(1.14) kao u prethodnom korolaru.

Primjer 1.35 Rijesi problem pocetne vrijednosti za (1.14) ako je dana ma-

trica
1 00
A=1-1 2 0
1 1 2

Svojstvene vrijednosti dane matrice su Ay = 1, s = A3 = 2. Odgovarajuci

svojstvent vektori su

0
V1 = 1 ? v2 = |0
-2 1

Nenul visekratnici ovih svojstvenih vektora su jedini svojstveni vektori koji
odgovaraju svojstvenim vrijednostima A\ = 1 © Ay = A3 = 2 redom. Potrebno

je pronaci jedan generalizirani svojstveni vektor koji odgovara svojstvenom

vrigednosti A = 2 1 koji je nezavisan od vs.
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1.7. ViSestruke svojstvene vrijednosti

1 00
(A-2D)*v=1{1 0 0|v=0.
-2 0 0

Lako se primijeti da moZemo uzeti v = (0,1,0)T. Stoga,

1 00 1 00
P=|1 01| i P'=]2 01
-2 1 0 -1 1 0
Tada racunamo
1 00 1 00
S=Plo 2 0o|P'=|-1 2 of,
00 2 2 0 2
0O 00
N=A-S=10 0 0},
-1 1 0
a N? = 0. Rjesenje je dano na sljedeéi nacin
et 0 0
x(t)=P |0 e 0| P '+ Ntz
0 0 e*
et 0 0
— et_€2t €2t 0 o

—el + (2 —t)e? te? e

Ako imamo viSestruke kompleksne svojstvene vrijednosti, vrijedi sljededi te-

orem koji je dan bez dokaza.
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1.7. ViSestruke svojstvene vrijednosti

Teorem 1.36 Neka je A realna 2n X 2n matrica s kompleksnim svojstvenim

vrijednostima \; = a;+1b; ixj =a;—1b;,7 =1,...,n. Tada postoje generali-
zirant kompleksni svojstvent vektori w; = u;+iv; 1 W; = uj—w;,j =1,...,n
takvi da uy,vq, . .., Up, v, tvore bazu za R*™. Za bilo koju takvu bazu, matrica
P = vy uy ...v, uy,] je invertibilna,
A=S+N,

gdje je

. - la; =D

PSP = diag ,
bj a,

matrica N = A — S je nilpotentna reda k < 2n, a S ¢ N komutiraju.

Sljededi korolar slijedi iz Fundamentalnog teorema u poglavlju 1.4 i rezulta-

tima u poglavlju 1.3.

Korolar 1.37 Pod pretpostavkama prethodnog teorema, rjesenje pocetnog

problema (1.14) uz uvjet x(0) = xq, dano je na sljedeci nacin.

cosb;t —sinb;t NF¢E
2(t) = P diag e™" ! 7 pt {I—I—----i— ' }xo
sinb;jt  cosb;t k!
Dokaz.
Ql(t) _ eAtSCO — €(S+N)t£l:0 — GStJrNtJJO — €St€Ntl‘0
cosb;, —sinb;
= Pdiag e™" ! Tl PNy,
sinb;  cosb;
cosbh; —sinb; NFE-1gh=1 Nk
:Pdiageait I g p! I+Nt+---+ | + | Zo.
sinb;  cosb; (k—1)! k!
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1.7. ViSestruke svojstvene vrijednosti

Primjer 1.38 Rijesi sljedeéi problem pocetne vrijednosti za (1.14) ako je

zadano _ -
0 —1.0 O
1 0 0 0
A —
0 0 0 -1
2 0 1 0
Svojstvene vrijednosti dane matrice A su X =i i X = —i kratnosti 2.
—i =1 0 0 2
1 —1 0 0 Z9
0 0 —u —1| |z
Slijedi z1 = z9 i 23 = iz4. Prvi svojstveni vektor jednak je wy = (0,0,4,1)T.
Iz sljedece jednakosti dobijemo drugi svojstveni vektor.
-2 21 0 0 21
) -2t =2 0 0 29
-2 0 =2 2| |z
—4i =2 =2 =2| |z
Vrigedi zy = izo 1 23 = 124 — 21. Generalizirani svojstveni vektor wy =

(4,1,0,1)T. Tada je uy = (0,0,0,1)", v; = (0,0,1,0)T, uy = (0,1,0,1)7,

vo = (1,0,0,0)T, i prema prethodnom teoremu vrijedi

o = O O

01 O-
0 01
000
1 01

0 0 1
0 -1 0
1 0 0
0 1 0

o o o O
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1.8. Jordanova forma

0 -1 0 O 0 -1 0 O
1 0 0 0 L 1 0 0 O
S=P P = ,
0O 0 0 -1 0O 1 0 -1
0O 0 1 O 1 0 1 0
0O 0 00
0O 0 00
N=A-5=
0 -1 0 0
1 0 00
i N2 = 0. Rjesenje problema pocetne vrijednosti je
cost —sint O 0
sint cost 0 0 1
z(t) =P P~ [I + Nt]zo
0 0 cost —sint
0 0 sint cost
cost —sint 0 0
sint cost 0 0
= Zo-
—tsint sint —tcost cost —sint
sint + tcost —tsint sint cost

Napomena 1.39 Ako A ima @ realne i kompleksne svojstvene vrijednosti

koje se ponavljaju, onda mozZemo kombinirati prethodna dva teorema kao u

rezultatu i primgjeru pri kraju poglavlja 1.6.

1.8 Jordanova forma

Jordanova kanonska forma matrice daje nam uvid u formu rjesenja linearnog
sustava diferencijalnih jednadzbi. Kako ra¢unanje baze generaliziranih svoj-

stvenih vektora matrice A koji svode matricu na njezinu Jordanovu formu




1.8. Jordanova forma

moze biti zahtjevno, rac¢unanje Jordanove kanonske forme matrice ne mora
biti najbolji nac¢in rjesavanja srodnog linearnog sustava. S druge strane, moze
se koristiti bilo koja metoda opisana u prethodnom poglavlju. Jordanova ka-
nonska forma daje jednostavnu formu za nilpotentni dio N matrice A te je

korisna u teoriji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

Teorem 1.40 (Jordanova knanonska forma) Neka je A realna matrica
s realnim svojstvenim vrijednostima A;, j = 1,...,k i kompleksnim svoj-
stvenim vrijednostima \; = a; + ib; ¢ Xj =a; —ibj, j = k+1,...,n
Tada postoji baza {vy, ..., Vg, Vki1, Ukily - - Un, Un } 206 R*F gdje suv;, j =
1,...,k twj, 3 =k+1,...,n generalizirani svojstveni vektori matrice A,
u; = Re(w;) i v; = Im(w;), za j = k+1,...,n, takvi da je matrica

P =[v1... 0% Ukt Upsq - Vp U] invertibilna i vrijedi

B,
P 'AP = (1.15)
B,

gdje elementarni Jordanov blok B = B;, j = 1,...,r 1ma oblik

(A 1 0 ... 0]

0 A 1 0
(1.16)

0 Al

0 0 A

gdje je X jedna od realnih svojstvenih vrijednosti od A, ili ima oblik
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1.8. Jordanova forma

D I, 0 ... 0
0O D I, ... 0
, (1.17)

0 D I,
0 0 D

a —b 1 0 0 0

D= L= i 0=
b a 01 0 0

za X = a + ib koja je jedna od kompleksnih svojstvenih vrijednosti od A.

Jordanova kanonska forma n x n matrice A jedinstvena je do na poredak ele-
mentarnih Jordanovih blokova. Jedinice u slu¢aju (1.16) i jedini¢ne matrice
I uslucaju (1.17) mogu se pojaviti iznad ili ispod glavne dijagonale. U ovom
radu Jordanova kanonska forma matrice A odnosit ¢e se na slucajeve kad su
jedinice u (1.16) i jediniéne matrice I u slucéaju (1.17) iznad glavne dijago-
nale. Jordanova kanonska forma daje eksplicitne podatke o obliku rjesenja

problema pocetne vrijednosti

T = Ax
(1.18)
z(0) = xg
koje je dano s
z(t) = P diag[e®"| P x. (1.19)
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Ako je B; = B m x m matrica koja ima oblik (1.16) i A je svojstvena

vrijednost matrice A, tada je B = Al + N i vrijedi

(1 22 = 1)
0 1 t e ™2/ (m—2)!
B NNt _ 0 0 1 e ™3/ (m - 3)!
0 1 t
| 0 0 1 |
jer je m x m matrica
| o 1 0 - 0_
0 0 1 0
N =
0 0 1
| 0 0 0
nilpotentna reda m i vrijedi
(0 0 1 0 - 0 00 - 0 1
N? 0O 0 0 1 O7 N - 00 0 0
0 0 0 0

Slicno, ako je B; = B 2m x 2m blok matrica koja ima oblik (1.17) i A = a+1ib

kompleksna svojstvena vrijednost od A, tada vrijedi

R Rt Rt*/2! -+ Rt '/(m—1)!
0 R Rt - Rt"™Z%/(m—2)
s w0 0 R -+ Rt™3/(m - 3)!
€ =€
0 R Rt
0 0 R
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1.8. Jordanova forma

gdje je R matrica rotacije

jer je 2m x 2m blok matrica

nilpotentna reda m i vrijedi

0 0 b
e |0 00
0

0

I

cosbt sinbt

sinbt cosbt

) Nmfl —

0 I
0 0
0

Gornji oblik rjesenja (1.19) problema pocetne vrijednosti (1.18) dovodi nas

do sljedeceg korolara.

Korolar 1.41 Svaka koordinata u rjesenju z(t) problema pocetne vrijednosti

(1.18) je linearna kombinacija funkcija oblika

t* e cos bt

tF e sin bt

gdje je A = a + ib svojstvena vrijednost matrice A 10 <k <n — 1.

Prije opisivanja metode koja pronalazi bazu koja matricu A svodi na

Jordanovu kanonsku formu, dajemo sljedece definicije.
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Definicija 1.42 Neka je A svojstvena vrjednost n X n matrice A kratnosti

n. Defekt indeksa 6y definiran je s
S = dim Ker(A — \I)".
Ok je dimenzija jezgre matrice (A — NI)*.
Jezgra linearnog operatora 7' : R™ — R" je skup
Ker(T) ={z e R" | T'(x) = 0}.

Defekt indeksa o moze se izracunati Gaussovim transformacijama. dy je broj

redova nula u reduciranom obliku od (A — AI)*. Ocito,
51 S(SQS 5n:n

Neka je v, broj elementarnih Jordanovih k& x k blokova u Joradanovoj
kanonskoj formi (1.15) matrice A. Tada iz Teorema 1.40 i Definicije 1.42
slijedi da vrijedi

h=wn+r+-+1,
52:I/1+2V2—|—"'+2Vn

53:V1+2V2+3V3+"'+3Vn

1= +2+3v3+--+n—1v,_1+(n—1uy,

Oop =142+ 303+ + (n— 1)vp_q1 + nv,.
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Rjesavajuéi jednadzbe dobivamo

V= 2(51 —52

1/2:252—(53—(51

VEp = 26k — 5k+1 _6k—1 zal <k <n

Vp = 5n - 5n—1'

Primjer 1.43 Jedine gornje Jordanove kanonske forme za 2 x 2 matricu s
realnom svojstvenom vrijedno$éu kratnosti 2 i odgovarajuéim defektima in-

deksa dane su na sljedeci nacin

5, =0y =2 5, =1,85 = 2.

Primjer 1.44 (Gornje) Jordanove kanonske forme za 3 X 3 matricu s real-
nom svojstvenom vrijedno$céu \ kratnosti 3 i odgovarajucim defektima indeksa

dane su na sljedeci nacin

A0 0 A1 0 A1 0
0 A O 0 A0 0 X1
0 0 A 0 0 A 0 0 A
0 =0=03=3 01 =2,00=03=3 0 =1,00=2,03=3.

Sada dajemo algoritam za pronalzak baze B generaliziranih svojstvenih
vektora n x n matrice A takvih da A s realnom svojstvenom vrijednoséu A
kratnosti n poprimi svoju Jordanovu kanonsku formu J s obzirom na bazu

B.
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1. Pronadi bazu {v 51 ', za Ker(A — AI), tj. pronadi linearno nezavisni
skup svojstvenih vektora od A koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti

A

2. Ako je o > 4y, izabrati bazu {V 1 L, za Ker(A — \) takvu da

(A— )\I) @ _ @

J

ima ds — d; linearno nezavisnih rjesenja v( ) ,j=1,...,05 —0;. Tada je

(0P, = (VIO U{oP )20 baza za Ker(A — M)

3. Ako je 93 > 09, izabrati bazu {V( )} 2, za Ker(A— \I)? gdje je V}(Z) =

span{v ;52 % zaj=1,...,0, — 6 takvu da
(A— )oY =V
ima 03 — do linearno nezavisnih rjesenja v§.3),j =1,...,03 — 0. Ako

vrijedi Vj(Z) = Zfi;dl c,;vz@, za j = 1,...,09 — 01, onda je Vg.l) =

Z?:él cﬂ/;(l) i vrijedi v = Vj(l) za j = 02 — 01 + 1,...,0;. Tada

J
je

e, = Vs U2t Ul

baza za Ker(A — \)3.

4. Nastaviti ovaj proces do k — tog koraka kada je 6 = n kako bismo

()™

jop A R™. Matrica A tada poprima svoju Jor-

pronasli bazu B = v,

danovu kanonsku formu postujuéi poredak baze.

Dijagonalizabilna matrica P = [v; ... v,] iz teorema o Jordanovoj kanon-
skoj formi koja zadovoljava P~*AP = .J konstruira se pravilnim poretkom
elemenata baze B. Nacin na koji se matrica P dobiva iz baze B je naznacen

u sljedeé¢im primjerima. Opcéenito govoreéi, svaki generalizirani svojstveni
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vektor v koji zadovoljava (A — AT )UJ(-i) = VJ-(FU slijedi iza generaliziranog

svojstvenog vektora Vj(i_l).

Primjer 1.45 Pronadi bazu za R? koja svodi matricu

2 1 0
A=10 2 0
0 -1 2

na njezinu Jordanovu kanonsku formu. Svojstvena vrijednost je X = 2 krat-

nosti 3 1 vrijedi

Slijedi, 01 = 2 i (A — M)v = 0 je ekvivalentno s xo = 0. Izaberemo sljedece

vektore

kao bazu za Ker(A — AI). Dalje rjesavamo

0 1 0 1
0 0 ojv=cvl’+ef’ =10
0 -1 0 Ca|
Ovo je ekvivalentno s xo = ¢y @ —T9 = Co, tJ. ¢; = —Co. Lzaberemo
1 0 _1
Vl(l) — 1o 7U§2) 1 i Vz(l) — |o
-1 0 0

Ova tri vektora, kojima éemo dati oznaku (radi jednostavnosti) vy, ve i vs

redom, su baza za Ker(A — X )? = R3. (Primijetimo da smo mogli izabrati

47



1.8. Jordanova forma

Vi =y = (0,0, )T ¢ dobili bismo isti rezultat.) Matrica P = [vy,vq,v3] i

njezin inverz su dani S

1 01 00 —1
P=|0 10/ ¢« P'=]0o1 0
-1 0 0 10 1
Vrijedi jednakost
2 1 0]
PT'AP = |0 2 0

00 2

Rjesenje pocetnog problema (1.18) za ovaj primjer dano je s

1 ¢ 0

z(t) = eMay = Pe!'P'ug = Pe* |0 1 0] P 'z
_O 01
1 ¢t 0
=0 1 0|0
0 —t 1
Primjer 1.46 Pronadi bazu za R* koja svodi
-O -1 -2 —1-
1 2 1 1
0 0 1 0
0o 0 1 1

na njezinu Jordanovu kanonsku formu. Svojstvena vrijednost je A = 1 krat-

nosti 4 1 vrijeds

-—1 -1 -2 —1-
11 1 1
o 0 0 O

I o 0 1 O |
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Koristeéi Gaussovu eliminaciju, dobijemo &, = 2. Sljedeci vektori

—1 —1

1 0
vgl) = 1 vél) =

0 0

0 1

razapinju Ker(A — AI). Dalje racunamo (A — A)v = clvg) + czvél). Ove
jednadzbe ekvivalentne su s x3 = cg i X1+ T+ T3+ x4 = ¢1. MoZemo izabrati

c1=1,¢c=0 21=1, 29 =23 =124 =0 1 pronaci
(2 _ T
v, =(1,0,0,0)

(s Vl(l) = (-=1,1,0,0)T.) Nadalje, mozemo izabrati c; =0, ¢y =1 = 23, 11 =

—1, 29 = x4 = 0 ¢ dobijemo
v3(2) = (—1,0,1,0)"

(s ViV = (=1,0,0,1)7. Vektori Vv ViV o$? | koje éemo oznaciti s

V1, Ua, U3, U4 Tedom, tvore bazu B za R*. Matrica P = [v1 ... v4] @ njezin inverz

dani su s
-1 1 -1 -1 0100
1 0 0 O L 1111
P = i P'=
0 0 0 0 0 001
0O 0 1 0 0010
Vrijedi jednakost i )
1 100
. 0100
P AP =
0011
0 001
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U ovom slucaju imamo 61 = 2, ,00 =03 =04 =4, 11 =201 — 1, =0, 1p, =
209 — 03 — 01 = 2 i v3 = vg = 0. Rjesenje pocetnog problema (1.18) za ovaj

primjer dano je s

1 ¢t 00
01 00
z(t) = ety = Pe’!'P'xy = Pe! Ptz
00 1 ¢
0 0 01

Primjer 1.47 Pronadi bazu za R* koja svodi

0 -2 -1 —1

1 2 1 1
A=

0 1 1 0

0 O 0 1

na njezinu Jordanovu kanonsku formu. Svojstvena vrijednost je A = 1 krat-

nosti 4 1 vrijedi

-1 -2 -1 -1

1 1 1 1
A— )N =

o 1 0 0

o 0 0 O
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Koristeéi Gaussovu eliminaciju, dobijemo 61 = 2.Sljedeci vektori

—1 —1

0 0
vgl) = 1 vél) =

1 0

0 1

razapinju Ker(A—\I). Dalje racunamo (A—X)v = clv§1)+cw§1). Dobivamo

da je co =0, xo =1, x1 + 29 + 23+ x4 = 0. Dakle, Vl(l) = v%l) 1 izaberemo

o = (=1,1,0,0)7.

Gaussovom eliminacijom pronalazimo da je do = 3 i {Vf”,uf), VQ(U}, gdje

je ‘/2(1) = vgl), razapinju Ker(A — XI)2. Sli¢no dolazimo do 63 = 4 i moramo

pronaci 63 — 09 = 1 koje je rjesenje od
(A=) =V

gdje je Vl(z) = vf). Treci red ove jednadzbe implicira xo = 0 i ostale jednadzbe

su ekivalentne s x1 + x3 + x4 = 0. lzaberemo
(3) _ T
v, =(1,0,0,0)".

Tada je B = {v§3),0§3),v§3),v£3)} = {‘/'1(1),‘/1(2),1151), ‘/.2(1)} baza za Ker(A —
A )3 =R Matrica P = [vy ... vy, sv1 = 1(1),1)2 = \/1(2),113 =0l o, = 2(1)

i njezin inverz dan je s

-1 -1 1 -1 0010

0 1 0 O , L 01 00
P = . P =

1 0 0 0 1111

0 0 0 1 0 0 01
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1.9. Teorija stabilnosti

Vrijedi jednakost

P TAP =

o O = =
(e B e )
_ o O O

0
0
U ovom sluc¢aju imamo 6, = 2, , 0y :_3, 03 = 4 — 4, 1 =201 —02 =1, vy =
200 —03—01 =0, v13=203— 04— 09 = 11 vy = 04— 03 = 0. Rjesenje pocetnog

problema (1.18) za ovaj primjer dano je s

1t t3/2 0

01 ¢ 0
z(t) = ety = Pe!'P7lxy = Pe! Pl

00 1 0

00 0 1

1—t—t%/2 =2t —+#%/2 —t—+t2/2 —t—1t2/2

. t 1+t t t
=€ xo.

t2/2 t+12/2 1+t%)2 t2/2

0 0 0 1

1.9 Teorija stabilnosti

U Poglavlju 1.2 definirani su stabilni, nestabilni i centralni potprostori line-
arnog sustava

T = Ax (1.20)
kada matrica A ima razlicite svojstvene vrijednosti. U ovom poglavlju da-
jemo vazna svojstva navedenih potprostora.
Neka je w; = u; + iv; generalizirani svojstveni vektor (realne) matrice A koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti A\; = a; +1b;. Ako b; = 0, onda v; = 0. Neka
je

B = {uy, ... U, U1, Vi1 -« -y U, Uy }
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1.9. Teorija stabilnosti

baza za R™ (gdje je n = 2m — k.) Baza B ima k svojstvenih vektora koji
pripadaju realnim svojstvenim vrijednostima. Imamo m — k kompleksnih
svojstvenih vrijednosti. Kako svaka kompleksna svojstvena vrijednost ima
svojstveni vektor s dvije komponente, jednu koja odgovara realnom dijelu
i drugu koja odgovara imaginarnom dijelu, baza B ima 2(m — k) svojstve-
nih vektora koji odgovaraju kompleskim svojstvenim vrijednostima. Iz toga
slijedi n = k4 2(m — k) = 2m — k.

Definicija 1.48 Neka je \; = aj+ibj, w; = uj+iv; i B = {u1,. .., u, Upy1,
Ukt 1y - -+ U, U . Stabilni, centralni i nestabilni potprostori definirani su s
E® = Span{u;,vjla; < 0}

E°¢ = Span{u;,vjla; =0}

E* = Span{u;,vjla; > 0},
t3. B°, E°, E" su potprostori od R™ razapeti realnim 1 imaginarnim dijelovima
generaliziranth svojstvenih vektora w; koji odgovaraju svojstvenim vrijednos-

tima \; s negativnima, nul © pozitivnim realnim dijelovima redom.

Primjer 1.49 Matrica

-2 -1 0
A=11 -2 0
0o 0 3

ima svojstvene vektore

0
wy=ur+ww;= |1 + (0
0

0
koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti \y = —2 41 1 ug = |0
1
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1.9. Teorija stabilnosti

koji odgovara svojstvenoj vrijednosti Ay = 3. Stabilni potprostor E* od (1.20)

je x1, Xy ravnina, a nestabilni potprostor EV je os xs.

Primjer 1.50 Matrica

0 -1 0
A=11 0 0
0 0 2

ima svojstvenu vrigjednost Ay = i s pripadajucim svojstvenim vektorom u, =
(0,1,0)7,v; = (1,0,0)T i svojstvenu vrijednost Ay = 2 s pripadajuéim svoj-
stvenim wvektorom uy = (0,0,1)T. Centralni potprostor od (1.20) je xy, x5
ravnina, a nestabilni potprostor je os wz. Sva rjesenja leZe na cilindrima
2?2 + 23 = . U ovom primjeru vidimo da se sva rjesenja v E* pribliZavaju
tocki ravnoteze x = 0 kada t — 00, a da se sva rjesenja u E* pribliZavaju
tocki ravnoteze v = 0 kada t — —oo. Rjesenja u E° su ogranicena 1, ako

vrijedi x(0) # 0, tada su odvojeni od x = 0 za svaki t € R.

Slika 1.16: Centralni i nestabilni potprostori linearnog sustava (1.20)
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1.9. Teorija stabilnosti

Primjer 1.51 Promotrimo linearni sustav (1.20) gdje je

0 0
A= , ]
10
Zt'l == 0
fjig =T
Svojstvene vrijednosti su Ay = Xy = 0, a uy = (0,1)T svojstveni vektor i

uy = (1,0)T generalizirani svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrije-
dosti A = 0. Vrijedi E¢ = R%. Rjesenje od (1.20), gdje je x(0) = ¢ = (c1,¢2)7,

dano je s

T (t) = C

l'g(t) = Clt + Co.

Dalje opisujemo pojam toka sustava diferencijabilnih jednadzbi. Pokazat
¢emo da su stabilni, nestabilni i centralni potprostori sustava (1.20) invari-
jante toka od (1.20).

Prema Fundamentalnom teoremu (Teorem u poglavlju 1.4 rjeSenje

problema pocetne vrijednosti (1.20) dano je s

z(t) = ey,

Ar moze se

Familija preslikavanja ¢; : R” — R™ definirana sa ¢;(z) = €
smatrati kao opisivanje kretanja tocaka zy € R" duz trajektorije od (1.20).
Ovaj skup preslikavanja {p; }icr zove se tok linearnog sustava (1.20). Dalje

opisujemo koncept hiperbolickog kretanja:

Definicija 1.52 Ako sve svojstvene vrijednosti n x n kvadratne matrice A
imaju nenul realni dio, tada se tok et : R™ — R™ zove hiperbolicki tok i

(1.20) se zove hiperbolicki linearni sustav.
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1.9. Teorija stabilnosti

Definicija 1.53 KaZemo da je potprostor E C R" invarijanta u odnosu na

tok et : R™ — R™ ako vrijedi e'E C E za svakit € R.

Pokazat ¢emo dalje da su stabilni, nestabilni i centralni potprostori inva-
rijante pod tokom e linearnog sustava (1.20), tj. bilo koje rjeSenje koje
pocinje u E*, E" il E° u trenutku ¢t = 0 ostaje u E*, E* ili E° redom za

svaki t € R.

Lema 1.54 Neka je E generalizirani svojstveni prostor od A koji odgovara

svojstvenog vrijednosti A. Tada vrijedi AE C E.

Dokaz. Neka je {vy,..., v} baza sastavljena od generaliziranih svojstvenih

vektora za E. Tada za v € F vrijedi jednakost

k
v = E CjUj
Jj=1
i zbog linearnosti
k
Av = E CJA'UJ
J=1

Kako svaki v; zadovoljava

(A= AD)Mv; =0
za neki minimalni k;, vrijedi

(A= A)v; =V

gdje je V; € Ker(A—XI)*~! C E. Zbog indukcije slijedi Av; = \v;+V; € F
te kako je E potprostor od R", vrijedi

k
ZC]‘AU]' < E,
j=1

tj. Ave E,Vve E,paje AECFE. =
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1.9. Teorija stabilnosti

Teorem 1.55 Neka je A realna n x n matrica. Tada vrijedi
Rn — Es D Eu D Ec

gdje su E* E", E° stabilni, nestabilni i centralni potprostori od (1.20) redom.

At

Takoder su E°, E*, E° invarijante u odnosu na tok e redom.

Dokaz. Kako je baza B = {uy, ..., uk, Ugt1, Vkt1, Um, Um }, OPisSana na pocetku
ovog poglavlja, baza za R", iz definicije stabilnih, nestabilnih i centralnih

potprostora slijedi

R"=FE*® E" ¢ E-.

Ako je xy € E*, tada vrijedi

Ns

o = ZCj‘/j

j=1
gdje je V; = v; ili u; i {V;}72, C B je baza za stabilni potprostor E* opisan
u Definiciji 1.48. Tada, zbog linearnosti od e, slijedi

Ns

eAyy = Z cjeAtV}.
j=1
Medutim,
Ak k
eV = lim [I+ At +---+——|V, € E*.

Ovo vrijedi jer je iz prethodne leme A*V; € E* za j = 1,...,n, i jer je
E?® potpun. Za svaki t € R, ez, € E* i eME* C E*, tj. E*® je invarijanta
pod tokom e, Sli¢no se dokaze da su E* i E¢ invarijante pod tokom e“’,

Definicija 1.56 Ako sve svojstvene vrijednosti matrice A imaju sve nega-
tivne (pozitivne) realne dijelove, tada se ishodiste naziva ponor (izvor) za

linearni sustav (1.20).
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1.9. Teorija stabilnosti

Primjer 1.57 Promotrimo linearni sustav (1.20) ako

-2 -1 0
A=11 -2 0
0o 0 -3
Svojstvene vrijednosti su \y = —2 411 Ay = —3, a svojstvent vektori
0 1
wy=ur+ww; = |1 + 2|0
0 0
koji odgovaraju svojstvenoj vrijednosti \y = —2 41 te
0
uz = (0
1

Es = R3 i ishodiste je ponor u ovom primjeru.

Teorem 1.58 Sljedece tvrdnje su ekvivalente:
a) Za svaki xg € R™, limy_,o ey = 04 za 79 # 0, lim,_,_ [eAz0| = 0o0.
b) Sve svojstvene vrijednosti imaju negativne realne dijelove.
c) Postoje pozitivne konstante a,c,m i M takve da za svaki xg € R™ vrijedi

leMag| < Me™ o], zat >0

leAag| > me™ |z, zat < 0.

Dokaz. (a = b) : Ako jedna od svojstvenih vrijednosti A = a + ib ima

pozitivni realni dio, @ > 0, onda po Teoremu 1.40 i Korolaru 1.41 u poglavlju
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1.9. Teorija stabilnosti

1.8, postoji g € R", xg # 0, takav da je |e“zo| > eA|xg|. Stoga vrijedi
leAt x| — oo kada t — oo, tj.

lim ez # 0.

t—00

Ako jedna od svojstvenih vrijednosti matrice A ima nul realni dio, npr. A =
1b, tada po Korolaru 1.41 u poglavlju 1.8, postoji o € R", xy # 0, takav da
barem jedna komponenta rjeSenja ima oblik ct* cosbt ili ct*sinbt,k > 0. U
tom slucaju vrijedi
tlgilo ey # 0.

Ako nemaju sve svojstvene vrijednosti matrice A negativne realne dije-
love, tada postoji zy € R” takav da e?*zy - 0 kako t — oo, tj. a = b.

(b = ¢) : Ako sve svojstvene vrijednosti imaju negativne realne dijelove,
iz teorema o Jordanovoj kanonskoj formi i korolara 1.41 u poglavlju 1.8 sli-
jedi da postoje pozitivne konstante a,c,m, M takve da za svaki xqg € R”

leAtzg| < Me=xo| za t > 0 |eao| > me™ || za t < 0.
(¢ = a) : Ako je par nejednakosti pod 3) zadovoljen za svaki z, €
R™ uzimajuéi limes kada ¢t — +00 na svakoj strani nejednakosti, dobivamo
lim |e*zo] =04 lim |e*zy| = 0o
t—o0 t——o00
zaxyg#0. m
Teorem 1.59 Sljedece tvrdnje su ekvivalente:
a) Za svaki xg € R, lim;_,_o eMzg = 0 i za 9 # 0,lim;_,o |eMxg| = 0.
b) Sve svojstvene vrijednosti od A imaju pozitivne realne dijelove.

c) Postoje pozitivne konstante a,c,m, M takve da za svaki xy € R"™ vrijedi
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1.10. Nehomogeni linearni sustavi

leag| < Me ||, zat <0

leag| > me ||, zat > 0.

Korolar 1.60 Ako je xy € E*, tada je eMxy € E* za svakit € R i vrijedi

A

lim ez, = 0.
t—o00

Ako je xo € E¥, tada je eMxg € B za svakit € R i vrijedi

lim e
t——o0

t.l’o =0.

MozZemo primijetiti da sva rjeSenja sustava (1.20) koja pocinju u stabilnom
potprostoru E?, ostaju u E° za svaki ¢ i priblizavaju se ishodistu eksponen-
cijalno kad ¢ — oo. Analogno, sva rjesenja od (1.20) koja pocinju u nesta-
bilnom potprostoru E", ostaju u E" za svaki t i priblizavaju se ishodistu

eksponencijalno kad ¢t — —oo.

1.10 Nehomogeni linearni sustavi

U ovom poglavlju rjeSsavamo nehomogeni linearni sustav
T = Az + b(t) (1.21)
gdje je A n x n matrica i b(t) neprekidna vektorska funkcija.
Definicija 1.61 Fundamentalno matricno rjesenje od
T = Ax (1.22)
je bilo koja nesingularna n x n matricna funkcija ®(t) koja zadovoljava
O'(t) = AD(t), za svakit € R.
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1.10. Nehomogeni linearni sustavi

Primijetimo da prema Lemi u poglavlju 1.4, ®(t) = e je fundamen-
talno matri¢no rjesenje koje zadovoljava ®(0) = I. Bilo koje fundamentalno
matricno rjesenje ®(¢) od (1.22) dano je s ®(t) = e!*C za neku nesingularnu
matricu C. Kada izra¢unamo fundamentalno matricno rjesenje od (1.22),

lako je rijesiti nehomogeni linearni sustav (1.21).

Teorem 1.62 Ako je ®(t) bilo koje fundamentalno matricno rjesenje od
(1.22), tada je rjesenje nehomogenog linearnog sustava (1.21) uz pocetni uvjet

x(0) = xq jedinstveno i dano s
x(t) = ®()d 1 (0)xo + /Ot O(t)® ! (7)b(7)dT. (1.23)
Dokaz. Za funkciju z(t) definiranu u iskazu ovog teorema vrijedi
7' (t) = &' (1) H(0)zo + P(1)P()b(2) /Ot ' (1) (7)b(7)dT.

Kako je ®(t) fundamentalno matriéno rjesenje od (1.22), slijedi

zasvakit € R. m

Napomena 1.63 Ako je ®(t) = e, rjesenje nehomogenog linearnog sus-

tava (1.21), kao $to je dano u Teoremu 1.62, ima oblik
t
z(t) = ety + eAt/ e~ ATh(T)dr.
0
Primjer 1.64 Rijesi problem prigusenog harmonijskog oscilatora

i+u= f(t).
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1.10. Nehomogeni linearni sustavi

Jednadzba se moZe zapisati kao nehomogeni sustav

.I.'l = —XT2
Tg =11 — f(t)
ili ekvivalentno u obliku (1.21) gdje je
0 —1| 0
A= i b(t) =
L0 f(t)
U ovom slucaju
cost —sint
e = = R(t)
sint cost
je matrica rotacije v vrijeds
cost sint
e = = R(—1).
—sint cost

Rjesenge sustava s pocetnim uvjetom x(0) = xo dano je s
t
z(t) = Moy + eAt/ e~ Ah(1)dr
0

— R(t)zo + R(1) / C[fsinT)

f(r)cosT
Slijedi da je rjesenje u(t) = x1(t) originalnog problema prigusenog harmonig-
skog oscilatora dano s
u(t) = u(0) cost — u(0) sint + /t f(r)sin(r — t)dr.
0
Kako bismo rijesili sljedec¢i primjer, potrebna nam je sljede¢a lema.

Lema 1.65 Ako je v svojstveni vektor pozitivno definitne matrice K sa svoj-
stvenom vrijednoséu A\ = w? > 0, tada su funkcije u(t) = cos (wt)v i u(t) =
sin (wt)v rjesenja homogenog sustava diferencijalnih jednadzbi drugog reda

i+ Ku=0.
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1.10. Nehomogeni linearni sustavi

Pozitivno definitna n x n matrica K je uvijek potpuna pa postoji ma-
trica sastavljena od svojstvenih vektora vy, ..., v, koji odgovaraju svojstve-
nim vrijednostima Ay, ..., \, matrice K. To znaci da postoji 2n nezavisnih

trigonometrijskih svojstvenih rjeSenja:

u;(t) = cos (wit) v; = cos (v/Ait) v,

(1.24)
@; () = sin (w;t) v; = sin (v/ M\t) v, i =1,...,n.

Opce rjesenje jednadzbe i+ Ku = 0 moze se zapisati kao linearna kombinacija
svojstvenih rjesenja.

n

u(t) = Z[Cl cos (w;t) + d; sin (w;t)] v; = Z ricos (wit) — &) v (1.25)

i=1

Koeficijenti ¢;,d;,7; > 01 0 < §; < 27 jedinstveno su odredeni pocetnim
uvjetima.

Pokazimo da ova jednakost vrijedi. Definirajmo ¢; = rycosd; i d; = r;sin é;.
Sada vrijedi

n

u(t) = Z[CZ cos (w;t) + d; sin (w;t)] v;

= Z[rl cos 0; cos (w;t) + 1 sin d; sin (w;t)] v,

=1

n
= Z ri cos (wit — &;) v;.
i=1

Primjer 1.66 Promotrimo lanac koji se sastoji od dvije jednake jedinicne
mase spojene ma gornje i donje nosace s tri opruge, kao na slici 1.20, s

matricom incidencije

A=

Ako su konstante opruga ki, ko, ks (oznacene slijeva nadesno), tada je ma-
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1.10. Nehomogeni linearni sustavi

trica krutost:

1 1 0 00 ! ! ki +k k
K=ATCA= 0k 0] ]=1 1]=]""" ?
0O 1 -1 0 o0k 0 . —ko ko + ks
; B

Svojstvene vrijednosti i vektori matrice K odredit ée normalne modove i vi-
bracijske frekvencije naseg lanca s dvije mase. Pogledajmo detaljno slucaj

kada su opruge identicne, 1 odaberimo jedinice tako da je ki = ko = kg = 1.
2 -1

Rezultirajuéa matrica krutosti K = 1ma svojstvene vrijednosti i
-1 2
vektore
1 -1
)\1:]-7 U1 = ) A2:37 Vo =
1 1

Prema jednadzbi (1.25) slijedi da je opce rjeSenje sustava dano s:

1
u(t) = rycos(t — o1) + 1 cos(\/gt )

1 1
x1 x2
kl k2 k3
SEKLLL2A
NGLALUATY ol 77T
.
L
Slika 1.17: Lanac s dvije jedinicne mase spojene oprugama

(physics.stackexchange, bez dat.)
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Poglavlje 2

Nelineari sustavi: Lokalna

teorija

U prvom dijelu pokazali smo da bilo koji linearni sustav
T = Ax (2.1)

ima jedinstveno rjesenje kroz svaku tocku xy u faznom prostoru R". Rjesenje

A

je dano s z(t) = e?xq i definirano je za svaki t € R. U ovom dijelu proma-

tramo nelinearne sustave diferencijalnih jednadzbi

i = f(2) (2.2)

gdje je f : E — R™ i FE je otvoreni podskup od R". Pokazat ¢emo da uz
odredene uvjete na funkciju f, nelinearni sustav (2.2) ima jedinstveno rjesenje
kroz svaku tocku zy € E definiranu na maksimalnom intervalu egzistencije

(e, B) C R. Opéenito, nije moguce eksplicitno rijesiti nelinearni sustav (2.2).



2.1. Osnovni pojmovi i definicije

2.1 Osnovni pojmovi i definicije

Razmatrat ¢emo samo autonomne sustave obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

i = f(z) (2.3)

za razliku od neautonomnih sustava

i = f(z,1) (2.4)
gdje funkcija f moze ovisiti o neovisnoj varijabli t. Medutim, bilo koji ne-
autonomni sustav (2.4) s * € R™ moze se zapisati kao autonomni sustav
(2.3) s x € R™™! ako stavimo x,,1 =t i #,41 = 1. Primijetimo da je rjesenje
osnovne diferencijalne jednadzbe
&= f(t)

dano s

t

x(t) = z(0) +/ f(s)ds
0

ako je f(t) integrabilna. Opcenito, diferencijalne jednadzbe (2.3) ili (2.4)
imat ¢e rjeSenje ako je funkcija f neprekidna. Medutim, neprekidnost funk-

cije nije dovoljna za jedinstvenost rjesenja.
Primjer 2.1 Problem pocetne vrijednosti

i =3x¥3, 2(0)=0
ima dva razlicita rjesenja u tocki (0,0)

u(t) =t> i v(t)=0

za svakit € R. Svaka od ovih funkcija zadovoljava diferencijalnu jednadzbu uz
pocetni uvjet £(0) = 0. Prvo rjesenje u(t) = t3 dobije se metodom separacije
varijabli. Primijetimo da je funkcija f(x) = 32%3 neprekidna u tocki x = 0,

ali u toj tocki nije diferencijabilna.
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2.1. Osnovni pojmovi i definicije

Jos jedna znacajka nelinearnih sustava koja se razlikuje od linearnih sustava
jednadzbi je da ako je funckija f u (2.3) definirana i neprekidna za svaki
x € R™, rjeSenje x(t) moze postati neograni¢eno u nekom trenutku t = f3, tj.
rjesenje moze samo postojati na nekom odredenom podintervalu («, 5) C R.

Ovo je opisano sljedeé¢im primjerom.

Primjer 2.2 Promotrimo sljedeci problem pocetne vrijednosti
s 2 _
=z z(0)=1.

Do rjesenja se moze doci metodom separacije varijabli i dano je s

Ovo je rjesenge definirano samo za t € (—oo, 1) i

i t) = 0.
Jim 2(t) = oo

Interval (—oo, 1) se zove maksimalni interval egzistencije rjesenja ovog pro-
blema pocetne vrijednosti. Primijetimo da funkcija x(t) = (1 —t)~' ima
jos jednu granu definiranu na intervalu (1,00). Ova grana nije dio rjesenja

problema pocetne vrijednosti jer pocetni trenutak T =0 ¢ (1, 00).

Prije fundamentalnog teorema o egzistenciji i jedinstvenosti teorema za
nelinearne sustave (2.3), potrebno je uvesti pojmove i oznake o derivaciji D f

funkcije f : R* — R™.

Definicija 2.3 Funkcija f : R™ — R" je diferencijabilna u tocki ro € R"
ako postoji linearna transformacija D f(xo) € L(R™) za koju vrijedi

o @0+ 1) = S () = Df o)

= 0.
|h|—0 |h|

Linearna transformacija D f(xq) zove se derivacija od f u x.
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2.1. Osnovni pojmovi i definicije

Sljedeci teorem daje nam metodu za rac¢unanje derivacije u koordinatama.

Teorem 2.4 Ako je f: R™ — R" diferencijabilna u tocki xo, tada parcijalne

derivacije gf' 1,7 =1,...,n, postoje u xg © za svaki x € R™,
J
n
af; .
Df(xo)x = Z 8_:;(x0)xj’ zai=1,2,...,n.
j=1 "

Ako je f diferencijabilna funkcija, derivacija D f dana je s n x n Jacobi-

jevom matricom

os- [2%]

8xj

Primjer 2.5 Pronadi derivaciju funckije

2
fz) =
—To + T1Z2
i izracunaj je u tocki xg = (1,—1)T. Prvo racunamo Jacobijevu matricu
parcijalnih derivacija
ofh Of _
Df = |0 0|~ L T2
e o Ty —14+x
pa zatim
1 2
Df(L _1) =
-1 0

Ovdje pretpostavljamo da je funkcija neprekidno diferencijabilna, tj. de-
rivacija D f(z) kao preslikavanje Df : R" — L(R™) je neprekidna funkcija od
x u nekom otvorenom skupu £ C R". Linearni prostori R” i L(R™) su snab-
dijevani Euklidskom normom |- | i operatorskom normom || - [|. Neprekidnost

se onda definira kao i obic¢no.
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2.1. Osnovni pojmovi i definicije

Definicija 2.6 Pretpostavimo da su Vi 1 Vo dva normirana linearna prostora

s normama || - ||1 @ || - |2 redom. KaZemo da je funkcija
F:Vi—=V

neprekidna u tocki xy € Vi ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za

e Vil — x| <0 slijedi
1 (x) = Fzo)ll2 < e

Ako je F neprekidna u svakoj tocki x € E, kaZemo da je neprekidna na

skupu E C Vy. Ako je F neprekidna na skupu E C Vi, pisemo F € C(E).

Definicija 2.7 Pretpostavimo da je f : E — R™ diferencijabilna na E. Tada
je f € CHE) ako je derivacija Df : E — L(R") neprekidna na E.

Sljede¢i teorem nam daje jednostavni test koji odreduje je li funckija

f:E—R"uCY(E).

Teorem 2.8 Pretpostavimo da je E otvoreni podskup od R™ i f : E — R".

Ofi

Tada je f € CY(E) ako i samo ako parcijalne derivacije gt

1,7 =1,...,n

postoje i neprekidne su na F.

Napomena 2.9 Za otvoreni podskup E od R", derivacije viseq reda D* ()
funkcije f : E — R" definirane su na slican nacin i pokaze se da je f € C*(E)
ako i samo ako parcijalne derivacije

0" f;

al'jl e al’jk

0,91,k = 1,...,n postoje i neprekidne su na E. Posebno, druga deriva-
cija je dana s D*f(xg) : E x E — R"
" 9% f(x
DQf(Io)({L',y) = Z ﬁxﬁyﬁ? (xay) € EXE.
J1,jo=1 J1 J2
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

KazZemo da je funkcija f : E — R™ analiticka na otvorenom skupu E C R"
ako je svaka komponenta f;(x),j = 1,...,n analiticka u E, tj. ako za j =
1,....,n ixg € E, fi(x) ima Taylorov red koji konvergira prema f;(x) na

nekoj okolini tocke xo u E.

2.2 Fundamentalni teorem o egzistenciji i je-

dinstvenosti

U ovom odjeljku dokazujemo fundamentalni teorem egzistencije-jedinstvenosti

za nelinearni autonomni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

&= f(z) (2.5)

pretpostavljajuéi da je f € CY(E) gdje je E otvoreni podskup od R". Za
dokazivanje ovog teorema koristi se Picardova klasi¢na metoda uzastopnih
aproksimacija. Moderniji pristup temeljen na principu kontrakcijskog presli-
kavanja nalazi se na kraju ovog poglavlja. Metoda uzastopnih aproksimacija
koja se koristi u dokazu egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja problema pocetne
vrijednosti (2.5) takoder se koristi u dokazivanju neprekidnosti i diferencija-
bilnosti rjesenja problema pocetne vrijednosti (2.5) s obzirom na pocetne
uvjete i parametre. Metoda uzastopnih aproksimacija jedan je od osnovnih

alata koristenih u kvalitativnoj teoriji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

Definicija 2.10 Pretpostavimo da je f € C(FE) gdje je E otvoren podskup
od R"™. Funkcija x(t) je rjesenje diferencijalne jednadzbe (2.5) na intervalu I

ako je x(t) deriwabilna na I, ako je x(t) € E, za svaki t € I, i ako vrijedi
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

Neka je x¢ € E. RjeSenje problema pocetne vrijednosti

l’(to) = 29

na intervalu I je funkcija x(t) uz wyjet to € I i x(to) = xo. Nadalje, z(t) je

rjesenje problema pocetne vrijednosti (2.5) na intervalu 1.

Da bismo primijenili metodu uzastopnih aproksimacija za utvrdivanje
postojanja rjesenja jednadzbe (2.5), potrebno je definirati pojam Lipschitzo-

vog uvjeta i pokazati da su C! funkcije lokalno Lipschitzove.

Definicija 2.11 Neka je E otvoreni podskup od R™. KaZemo da funkcija f :
E — R"™ zadovoljava Lipschitzov uvjet na E ako postoji pozitivna konstanta

K takva da za sve x,y € E vrijedi

|f(x) = f(y)] < K|z —yl.

Kazemo da je funkcija f lokalno Lipschitzova na E ako za svaku tocku xg € E
postoji e-okolina tocke xy, Nc(z9) C E, i konstanta Ky > 0 takva da za sve
x,y € Ne(zo) vrijedi

|f(@) = f(y)| < Kolz —yl.

Pod e-okolinom tocke zy € R™ podrazumijevamo otvorenu kuglu pozitivnog
radijusa €, tj.

Ne(zg) = {z € R" | |x — x| < €}.

Lema 2.12 Neka je E otvoreni podskup od R™ i neka je f : E — R". Ako
je f € CY(E), onda je f lokalno Lipschitzova na E.

Dokaz. Budu¢i da je E otvoren podskup skupa R"™ i zy € E, postoji € > 0
takav da je Nc(xy) C E. Neka je
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

K= max [[Df(x)l,

|o—zo|<e/2
maksimum neprekidne funkcije D f(z) na kompaktnom skupu |z — 20| < §.
Neka Ny oznacava g-okolinu oko zg, N, /2(20). Tada za z,y € Ny definiramo
u =y — x. Bududéi da je Ny konveksan skup, slijedi da je x + su € Ny za
0 < s <1. Definirajmo funkciju F': [0,1] = R", F' = (f1,..., f) kao

F(s) = f(z + su).
Prema pravilu derivacije kompozicije, imamo:
F'(s) = Df(x + su) - u.

Zapisimo potonji izraz po komponentama za F. Kako je f(z) = (fi(x), ..., fa(x))
iu=(ug,...,u,), vrijedi

(Df(x+ su)); = gxfz (x + su).

Stoga se izraz F'(s) = D f(x 4 su) - u moze zapisati po komponentama od F

na sljedeci nacin:

(F'(s)); = Z aj(x—l—su)uj, i=1,...,n,
j=1 ="
odnosno: ~ _
> g—g(as + su) u,
n dfo
i — | S B sy

Ofn
> a—ij(x + su) u; |

Tada vrijedi:

1 1
:/ F’(s)ds:/ Df(z + su) - uds.
0 0
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

Tada iz Leme 1.6 u poglavlju 1.3 slijedi da
1
16) = @) < [ 105G+ suyul ds
0

1
< [ 104+ su)llulds
0
< Klu| = K|y — z|.
]
Picardova metoda uzastopnih aproksimacija temelji se na ¢injenici da je
x(t) rjeSenje problema pocetne vrijednosti
&= f(z)
x(0) = xo,

(2.6)

ako 1 samo ako je z(t) neprekidna funkcija koja zadovoljava integralnu jed-
nadzbu
t
x(t) = xo —I—/ f(z(s)) ds.
0
Uzastopne aproksimacije rjesenja ove integralne jednadzbe definirane su ni-

zom funkcija

Uo(t) =29
¢ (2.7)
U1 (t) = xo +/ fug(s)) ds
0
za k = 0,1,2,.... Na sljede¢em jednostavnom primjeru ilistrirat ¢emo me-

todu uzastopnih aproksimacija.

Primjer 2.13 Metodom uzastopnih aproksimacija rijesi problem pocetne vri-
jednosti

& =ax, x(0)= .
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

Neka je ug(t) = xo. Nadalje, racunamo sljedeée aproksimacije
t
uy(t) = xo + / axods = xo(1 + at)
0
t a2t2
us(t) = xo + / azo(l + as)ds = xg (1 + at + —)
0

2
¢ 2
us(t) = o + / axg (1 + as + aQE) ds
0

ot 5t
= I (1—|—at+a a—l—a 5)

Matematickom indukcijom pokaZe se da je

a’t? atk
w(t) = 20 (1+at+7+---+ﬂ)

pa zakljucujemo

lim uk(t) = $0€at.
k—o0

To znaci da uzastopne aproksimacije konvergiraju prema rjesenju z(t) =
xoe® problema pocetne vrijednosti.

Kako bismo pokazali da uzastopne aproksimacije (2.7) konvergiraju prema
rjesenju problema pocetne vrijednosti (2.6) na intervalu I = [—a, a|, prvo je
potrebno podsjetiti se ¢injenica u vezi potpunosti linearnog prostora C([)

neprekidnih funkcija na intervalu I = [—a, a]. Norma na C(I) definirana je s
lull = sup u(?)].
Konvergencija u ovoj normi ekvivalentna je uniformnoj konvergenciji.

Definicija 2.14 Neka je V' normirani linearni prostor. Tada se niz {uy} C
V' naziva Cauchyjev niz ako za svako € > 0 postoji N takav da za k,m > N
vrijedi:

lug — uml|| < e.
Prostor V' naziva se potpunim ako svaki Cauchyjev niz u'V' konvergira prema

elementu u V.
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

Sljedeéi teorem govori nam o potpunosti normiranog linearog prostora C'(I)

za I = [—a,al.
Teorem 2.15 Prostor C(I), I = [—a,al, je potpuni normirani linearni pros-
tor.

Sada mozemo dokazati fundamentalni teorem egzistencije i jedinstvenosti za

nelinearne sustave.

Teorem 2.16 (Fundamentalni teorem egzistencije-jedinstvenosti)
Neka je E otvoren podskup od R"™ koji sadrzi xy i neka je f € CY(E). Tada

postoji a > 0 takav da problem pocetne vrijednosti
&= f(x), (0) =z
ima jedinstveno rieSenje x(t) na intervalu [—a, a).

Dokaz. Bududi da je f € C'(E), iz Leme 2.12 slijedi da postoji e-okolina
N(zy) C E i konstanta K > 0 takva da za sve z,y € Nc(zo),

[f(2) = f(y)| < Kz —yl.

Neka je b = €/2. Tada je neprekidna funkcija f(z) ograni¢ena na kompakt-
nom skupu

No={x € R" | |z — 0| < b}.

Neka
M = max|f(z)].

€Ny
Neka su uzastopne aproksimacije wuy(t) definirane prema (2.7). Tada, pod
pretpostavkom da postoji a > 0 tako da je u(t) definirano i neprekidno na
[—a, a] i zadovoljava

max |ug(t) — zo| < b, (2.8)

[70'70'}
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti
slijedi da je f(ux(t)) definirana i neprekidna na [—a, al, i stoga

WM®=%+AﬂW@MS

definirana i neprekidna na [—a, a] i zadovoljava

wmdﬂ—ﬂﬂﬁl|ﬂw@DMS§Ma

za svaki t € [—a,a]. Stoga, birajuéi 0 < a < b/M, slijedi indukcijom da je
uy(t) definirana, neprekidna i zadovoljava (2.8) za svaki t € [—a,a] i k =
1,2,3,.... Nadalje, bududi da za svaki t € [—a,a] i k=0,1,2,3,..., u(t) €

Ny, iz Lipschitzova uvjeta koje zadovoljava f slijedi da za svaki t € [—a, a]

uat) = (0] < [ 1701(5) ~ Fuals)) s
< & [ Jls)) ~ Cuos) s
< Kamex | (t) — o
< Kab.

Pretpostavimo indukcijom da je

max [u; (t) — w1 (1)) < (Kay™'b (2.9)

[—a.a]

za neki cijeli broj j > 2. Onda za svaki t € [—a, a], imamo

520~ w01 < [ 150s5) = Flug-a(5) s
SK/MM@—Wﬂﬂw

< Kamax |u;(t) —uj_1(t)|

—a.a]

< (Ka)]b.
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

Indukcijom slijedi da (2.9) vrijedi za j = 2,3,.... Ozna¢imo a = Ka i

odaberimo 0 < a < 1/K. Vidimo da zam >k > N it € [—a,a], vrijedi

[y

[ (t) = un(t)] = 2 _ [ (t) — v (0)]

3

<
I

WE

< : |uja (t) — u;(t)]

Il
=z

J
00 N
. «
< alb = b.
- Z 11—«
j=N
Vidimo da se izraz priblizava nuli kada N — co. Stoga, za svaki ¢ > 0 postoji

N takav da m, k > N vrijedi

[ = up|| = max fup, () — ur(t)] <e,

tj. {ux} je Cauchyjev niz neprekidnih funkcija u C([—a,a]). Iz gore nave-
denog teorema slijedi da ug(t) konvergira prema neprekidnoj funkeiji wu(t)
uniformno za svaki ¢ € [—a,a] kada k — co. Zatim, uzimajuéi limes kada
k — oo obiju strana jednadzbe (2.7) koja definira uzastopne aproksimacije,

vidimo da neprekidna funkcija

u(t) = lHm wug(t). (2.10)

k—o00

zadovoljava integralnu jednadzbu

u(t) = o —{—/0 flu(s))ds (2.11)

za svaki t € [—a, a]. Ovdje smo koristili ¢injenicu da se integrali i limesi mogu
zamijeniti bududi da je limes u (2.10) uniforman za svaki ¢ € [—a, a]. Bududi
da je u(t) neprekidna, f(u(t)) je neprekidna, i prema osnovnom teoremu in-
tegralnog racuna, desna strana integralne jednadzbe (2.11) je diferencijabilna

i
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

za svakit € [—a,a]. Nadalje, u(0) = z¢ iiz (2.8) slijedi da u(t) € Ne(xy) C E
zasvakit € [—a,a]. Dakle, u(t) je rjesenje problema pocetne vrijednosti (2.6)
na [—a,a]. Ostaje nam pokazati da je to jedino rjesenje. Neka su u(t) i v(t)
dva rjesenja problema pocetne vrijednosti (2.6) na [—a, a]. Tada neprekidna

funkcija |u(t) —v(t)| postize svoj maksimum u nekoj tocki t; € [—a, a]. Slijedi

lu — vl = max |U( ) — w(t)]

(v(s))ds

|t1
< / (uls)) — S0l ds

[t1]
<K/ o(s)| ds

< Kamax |u(t) — v(t)|

[—a.a]
< Kallu — vl
Medutim Ka < 1 pa ova posljednja nejednakost moze biti zadovoljena samo
ako je ||u — v|| = 0. Dakle, u(t) = v(t) na [—a,a]. Pokazano je da uzastopne
aproksimacije definirane pod (2.7) uniformno konvergiraju prema jedinstve-
nom rjesenju problema pocetne vrijednosnti (2.6) na intervalu [—a, al, gdje

je a bilo koji broj koji zadovoljava 0 < a < min(%, %)

Napomena 2.17 Na isti nacin se pokazuje da problem pocetne vrijednosti
&= f(z), x(to) = o
ima jedinstveno rjeSenje na nekom intervalu [ty — a,ty + al.

Nakon sto smo dokazali Fundamentalni teorem egzistencije-jedinstvenosti ko-
riste¢i uzasopne aproksimacije, pomoc¢u principa kontrakcijskog preslikava-
nja pokazat ¢emo da jednadzba (2.11) ima jedinstveno rjesenje na intervalu

[—a, al.
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

Definicija 2.18 Neka je V' normirani linearni prostor. KaZemo da je T :
V' — V' kontrakcijsko preslikavangje ako postoji konstanta c, 0 < ¢ < 1, takva
da vrijedi

1T (u) = T()|| < cllu—wvll

za svaki u,v € V.

Teorem 2.19 (Princip kontrakcijskog preslikavanja) Neka je V' potpuni
normarani prostor + T :'V — V' kontrakcijsko preslikavanje. Tada postoji je-

dinstveni u € V' takav da T'(u) = wu.
Neka je f € C'(E) i zg € E. Oznacimo I = [—a, a]. Vrijedi:
T(u —xg—i—/ flu(s))ds, gdje je u € C(I). (2.12)

Pokazimo da ova integralna jednadzba ima jedinstveno rjesenje u(t) za svaki
t € [—a,a] pod uvjetom da je konstanta a proizvoljno mala. Kako je f
lokalno Lipschitzova funkcija na E i o € E, postoje pozitivne konstante € i
Ky takve da zadovoljavaju uvjete iz Definicije 2.11 na N (xy) C E. Neka je
V={ueC): |lu—u1z <e€}. V jepotpun jer je zatvoren podskup od
().

Pokazimo da vrijedi T'(u) € V, za svaki v € V, tj. [|T(u) — xo|| < €. Neka

je u € V. Iz integralne jednadzbe (2.12) dobivamo

T(u)(t) —xo = /f

Primjenjujuc¢i uniformnu normu na ovaj izraz dobivamo

/f

S obzirom da je funkcija f Lipschitzova s konstantom Ky na K (zg) vrijedi:

[T () (t) = ol = Sup

|f(u(s))| < Ko,za u(s) € K(zo).
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2.2. Fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti

Dakle,
t
17 () (#) — o] = sup / Fods| = Kosuplt] < Koa.
tel tel
Kako bi vrijedilo T'(u) € V, moramo uzeti Koa < €, odnosno a < 7. Ovime

smo pokazali da ako izaberemo a proizvioljno malen (a < = ) VI‘lJedl T(u) €
V.

Pokazimo da je preslikavanje T' kontrakcijsko. Neka su u,v € V.

T(u)(t) — T(v)(t) = / (f(u(s)) — Flul(s)))ds.

Primijenimo uniformnu normu.

1T (u)(t) = T(v)(#)]| = sup

tel

/0 (F(uls)) — F(u(s)))ds]

Koristeéi Lipschitzovo svojsvo funkcije f dobivamo:

[ (uls)) = fu(s))] < Kolu(s) = v(s)].

[ Haluts) = v9ids| < Kosup ( A ~ o))

Prema definiciji uniformne norme vrijedi:
[T (u) = T(0)|| < Koalu — .

Tada vrijedi:

1T (u)=T(v)]| < sup

tel

Ako odaberemo a < 4, onda vrijedi:
1T (w) = T(v)]| < (Koa)|lu— ol < u—wv.

Ovime smo pokazali da je preslikavanje T kontrakcijsko.
Primijenimo sada princip kontrakcijskog preslikavanja. Prema Teoremu
kontrakcijskog preslikavanja (Teorem [2.19)), postoji jedinstveni u € V' za koji

vrijedi: T'(u) = u. Za integralnu jednadzbu

u(t) = xo +/0 f(u(s))ds

vrijedi da ima jedinstveno rjeSenje za svaki ¢t € [—a,a], za proizvoljno mali

a >0 (a <min(, ).
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Zakljucak

Kvalitativnom analizom deiferencijalnih jednadzbi u linearnim i nelinearnim
sustavima ovaj rad upoznaje nas s raznim metodama rjesavanja problema u
tim sustavima i pojednostavljivanju istih. Temeljita obrada linearnih sustava
u prvom dijelu rada potrebna je za razumijevanje kvalitativnog ponasanja di-
namickih sustava. U drugom dijelu, uz osvrt na osnovne pojmove nelinearnih
sustava, fundamentalni teorem o egzistenciji i jedinstvenosti sustava kljucan
je za razumijevanje nelinearnih sustava. Ovaj rad na sistematiziran nacin

daje uvid u dinamicke sustave.
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