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Uvod

U vrijeme globalne pandemije koja je pocela 2020. godine, dvije osnovne si-
gurnosne mjere diljem svijeta bile su socijalno distanciranje i drzanje sigurne
udaljenosti na javnim povrsinama. Kao posljedica iste, pojavila se potreba za
odredivanjem maksimalne sigurne udaljenosti koju dvije osobe moraju drzati
u svakom vremenskom trenutku. Mnoge zivotne situacije mozemo reprezen-
tirati grafom no one kod kojih bi imalo smisla promatrati sigurnu udaljenost
bile bi primjerice planiranje putovanja, sigurnost u prometu, organizacija
javnih dogadanja, razmjena tajnih informacija.

I. Bani¢ i A. Taranenko su u svojem radu [I] uveli potpuno novi pojam ras-
pona grafa, temeljenog na ideji raspona kontinuuma predstavljenog u radu
[3] A. Leleka. Vise o kontinuumu i njegovom rasponu moze se pronaéi u Po-
glavlju[l] Koristili su raspon grafa kako bi odredili maksimalnu sigurnu uda-
ljenost koju bi dva igraca trebala drzati dok obilaze graf, postujuéi odredena
pravila kretanja i s ciljem obilaska svih vrhova ili svih bridova danog grafa.
Definirali su vise varijanti raspona povezanog grafa i za svaku pokazali da se
rjeSenje, odnosno trazena udaljenost, moze dobiti promatrajué¢i samo pove-
zane podgrafove produkta grafova i projekcija na faktore tog produkta.
Takoder su karakterizirali grafove u kojima nije moguce ni u jednom trenutku
drzati pozitivnu sigurnu udaljenost te su predstavili polinomijalni algoritam

koji odreduje odabranu varijantu raspona danog grafa.



Hoehn je u svojem radu [4] dokazao da postoje kontinuumu raspona jednakog
nuli koji nisu lancasto povezani, a I. Bani¢ i A. Taranenko su dokazali da,
kada umjesto kontinuuma promatramo graf, to nije sluc¢aj. Posebno, dokazali
su da je put jedini graf za rasponom jednakim nuli.

S druge strane, G. Erceg, T. Vojkovié i A. Subagi¢ su u svojem radu [2] pro-
matrali isti problem kao i I. Bani¢ i A. Taranenko, ali su mu pristupili na
malo drugaciji nac¢in. Direktno su definirali maksimalnu sigurnu udaljenost
za razlicita pravila kretanja te su umjesto slabih homomorfizama promatrali
tzv. l-obilaske. Koristeéi neke rezultate rada [1], uspjeli su dokazati relacije
izmedu nekih varijanti raspona i odrediti konkretnu vrijednost raspona za
neke klase grafova.

U poglavlju [1] kratko prolazimo kroz pojmove raspona i lanc¢asto povezanih
kontinuuma u skladu sa definicijama navedenim u radovima [3] i [4], kako bi
bar donekle razumjeli temelje istrazivanja i analizu rada [1]. U poglavljimal2]i
uvodimo osnovne pojmove iz podrucja teorije grafova te se upoznajemo sa
slabim homomorfizmima, jakim, direktnim i Kartezijevim produktom gra-
fova. Poglavlja |§| opisuju pristup rada [I], a poglavlja m i [8 opisuju
pristup rada [2]. Na samom kraju, u poglavlju @, usporedujemo pristupe

navedenih radova.
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Poglavlje 1
Kontinuum

Sljede¢a definicija i napomene su preuzete iz [3].

Definicija 1.1 Zadan je metricki prostor (X,d). Neka su py i py projekcije
Kartezigeva produkta X x X na prou © drugu koordinatu redom, tj. vrijedi
p1(x1, z2) = x1, pa(T1, x2) = T 2a svaki (x1, 1) € X X X.

Definiramo raspon o(X) od X kao supremum skupa svih € > 0 za koje postogi

povezani podskup Z skupa X X X sa svojstvima:
1. p1(Z) = po(2)
2. d(xy,x2) > €, za svaki (v1,19) € Z.
Napomena 1.2 MoZemo pretpostaviti da je skup Z zatvoren skup.

Napomena 1.3 Raspon je monotona funkcija, tj. vrijedi o(X) < o(Y), za
svakt Y C X.

Napomena 1.4 Neka je A povezani prostor i fi, fo : A — X funkcije takve

da vrijedi f1(A) = fo(A). Tada za € = in£ d(f1(A), f2(A)) vrijedi nejednakost
ac

o(X) > e. Dovoljno je za Z odabrati skup Z = {(f1(a), f2(a)) : a € A},



Sada raspon mozemo definirati na sljede¢i nacin:
o(X) = sup infd(fi(a), f2(a),
A f1.f2 9EA
pri ¢emu A prolazi svim povezanim prostorima, dok f; i fy prolaze kroz sve
funkcije definirane na gore navedeni nacin.

Sljedeca definicija preuzeta je iz [4].

Definicija 1.5 Kontinuum je neprazan, povezan i kompaktan metricki pros-

tor.
Sljede¢a definicija preuzeta je iz [5].

Definicija 1.6 Potkontinuum je podskup kontinuuma koji je i sam konti-

nuum.

Kada promatramo kontinuum, definicija [1.1] ostaje ista, osim Sto ¢e X biti

kontinuum, a Z potkontinuum. Tada raspon mozemo zapisati kao:

o(X)=sup inf d(x1,x9).
A (z1,22)€Z

Sljedece je preuzeto iz [4].

Definicija 1.7 Lancasti pokrivac kontinuuma X je konacni otvoreni po-
kriva¢ U = (U;,0 < 1 < L) takav da vrijedi Uy, NU,, # 0 ako i samo ako je

1l — I < 1.

Definicija 1.8 Kontinuum X je lanc¢asto povezan ako se svaki otvoreni

pokrivac moZze prosiriti do lacnastog pokrivaca.

Posljedica Lelekovog rada [3] je da svi lanc¢asto povezani kontinuumi imaju
raspon jednak nuli. No, Hoehn je u svojem radu [4] dokazao da obrat ne

vrijedi, tj. dokazao je da postoji kontinuum raspona jednakog nuli koji nije



lancasto povezan (str. 4 u [4]).
Drugim rije¢ima, Lelek je za lancasto povezani kontinuum X promatrao

sljedece:

Tvrdnja 1 Ako je A kontinuum i fi1, fo : A — X neprekidne funkcije takve
da je f1(A) = fa(A), onda postoji tocka a € A takva da je fi(a) = fa(a).

Pojam raspona, Lelek je uveo kako bi izracunao koliko je kontinuum X ”da-
leko” od zadovoljavanja tvrdnje
Napomena 1.9 Raspon o(X) = sup inf d(fi(a), f2(a) je jednak nuli kada

A fr,f2 €A
kontinuum X zadovoljava turdnju[1]

U slucaju kada bi X bio graf, promatrali bi dvije osobe koje se kre¢u grafom
i raspon bi bila najveca udaljenost o takva da su te dvije osobe uvijek na

udaljenosti barem «.



Poglavlje 2
Osnovni pojmovi

Sljedeéi odjeljak preuzet je iz [6].

2.1 Grafovi

Definicija 2.1 Graf G je uredena trojka (V, E, ¢) gdje je V neprazan skup
cije elemente nazivamo vrhovima, E je skup cije elemente nazivamo bri-
dovima i ¢ je preslikavanje koje svakom bridu pridruzuje neuredeni par (ne

nuzno razlic¢itih) vrhova. Preslikavanje ¢ naziva se incidencijska funkcija

grafa G.

Napomena 2.2 Uobicajeno je skup vrhova i skup bridova grafa G redom

oznaciti kao V(G) i E(G).

Napomena 2.3 Kada je ¢(e) = {u,v}, koristimo oznaku e = uv i kaZemo

da su vrhovi u i v krajevt brida e.

Definicija 2.4 KaZemo da je graf H podgraf grafa G i pisemo H C G ako

vrijeds sljedece:

1. V(H) CV(G),



2.1. Grafovi

2. E(G) C E(G),
3. Svaki brid grafa H ima iste krajeve u H kao sto ih ima u G.

Definicija 2.5 Ako je H podgraf grafa G i vrijedi V(G) = V(H), onda kazemo
da je H razapinjuéi podgraf grafa G.

Definicija 2.6 Ciklus je neprazni graf ¢ije je vrhove moguce oznaciti tako
dajeV =Avy,...,u,} i E = {0109, 0903, ..., Uy 10U, Va1 } pri cemu jen > 1.

Ciklus sa m vrhova oznacava se sa C,, i naziva se n-ciklus.

Definicija 2.7 Put je graf koji se dobije iz ciklusa uklanjanjem tocno jednog

brida. Put sa n vrhova oznacava se sa P, ¢ ima n-1 bridova.

Definicija 2.8 Setnja W u grafu G je konacan niz vrhova v; i bridova e;
oblika vy, e1,v1,ea,...,¢€,v pri cemu su krajevi brida e; vrhovi v;_1 i v;. Vrh
vo naziwamo pocetni vrh, vrh v; zavrsni vrh, a svi ostali vrhovi se nazivaju

unutarngi vrhovi Setnje W.

Definicija 2.9 Vrhovi u i v grafa G su povezant, ako postoji put izmedu
njih.
Definicija 2.10 Graf G je povezan, ako su svaka dva njegova vrha pove-

zana putem.

Definicija 2.11 Udaljenost povezanih vrhova u i v grafa G, u oznaci

dg(u,v), je duljina najkraceg puta izmedu njih.

Definicija 2.12 Podgraf grafa G induciran skupom vrhova U C V(G)
je graf (U) ¢ ¢iji skup bridova sadrzi sve bridove iz E(G) kojima su oba kraja
u U. KaZemo da je podgraf H grafa G inducirani podgraf ako vrijedi da

su svaka dva vrha v H susjedncﬂ u H ako i samo ako su susjedna u G.

Vrhovi su susjedni ako su spojeni bridom.
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Definicija 2.13 Komponenta povezanosti (ili krace komponenta) gra-
fa G je povezani podgraf koji nije pravi podgraf ni jednog drugog povezanog
podgrafa grafa G. Drugim rijecima, komponenta grafa G je povezani podgraf
maksimalan po inkluziji. Broj komponenti povezanosti grafa G oznacavamo

sa c(G).
Definicija 2.14 Povezani graf bez ciklusa nazivamo stablo.

Definicija 2.15 Razapinjuci podgraf grafa G koji je stablo, naziva se raza-

pinguce stablo grafa G.
Teorem 2.16 Graf je povezan ako i samo ako ima razapinjuce stablo.

Definicija 2.17 Za proizvoljan vrh v stabla T sa P(v) oznac¢imo oznac¢imo
jedinstveni put od v do korijena. Vrh puta P(v) susjedan vrhu v je njegov

rodaitely ili prethodnik, a ostali vrhovi njemu susjedni su njegova djeca.

Definicija 2.18 k-stablo je korjensko stabl(ﬂ u kojemu svaki vrh ima k il
mangje sljednika (djece), k > 2.

Definicija 2.19 Uredeno stablo je korjensko stablo u kojemu su sljednici

svakog vrha oznaceni zadanim uredajem.

Definicija 2.20 Binarno stablo je uredeno 2-stablo u kojemu je svaki sli-

jednik vrha oznacen ili kao lijevi ili kao desni.

Definicija 2.21 Razina ili dubina vrha v je duljina puta P(v), odnosno

njegova udaljenost od korjena.

Definicija 2.22 Visina korjenskog stabla T je maksimalna duljina puta

P(v) zav € V(T), odnosno najveéa dubina u stablu.

Definicija 2.23 Jednostavni graf je graf bez petljf)| i visestrukih bridovd’]

2Korjensko stablo je stablo u kojem izabrani vrh oznagavamo sa r i nazivamo korjen.
3Petlja je brid kojemu se krajevi jednaki.
4Vigestruki brid je skup bridova koji imaju iste krajeve.



2.1. Grafovi

Definicija 2.24 Brid e grafa G nazivamo most ili rezni brid ako je ¢(G —

e) > (G}

Definicija 2.25 Stupanj vrha v grafa G, u oznaci deg(v), je broj bridova

grafa G koji su mcidenmﬂ sa v, pri cemu se za petlju broje dvije incidencije.
Definicija 2.26 List v grafa G je vrh za kojeg vrijedi deg(v) = 1.

S obzirom na temu rada, primijetimo da ima smisla promatrati samo jed-
nostavne povezane grafove stoga ¢e se pojam grafa u daljnjem odnositi na

povezani jednostavni graf.

5Graf G — e je graf dobiven uklanjanjem brida e iz grafa G.
6Brid je incidentan nekom vrhu v ako je v jedan kraj tog brida.



Poglavlje 3
Sigurna udaljenost

Ovo poglavlje je, izuzev slika 3.4 preuzeto iz [1].

3.1 Uvodni primjer

Neka su Alice i Bob dva igraca koja se kre¢u grafom. Oboje bi zeljeli posjetiti
ili sve vrhove ili sve bridove danog grafa drze¢i maksimalnu mogucéu sigurnu
udaljenost jedno od drugoga. Kretanja igraca mogli bi opisati tako da njihove
pozicije u fiksnom trenutku ¢ reprezentiramo parom (ay, b;) pri ¢emu su a; i
b; vrhovi danog grafa. Oba igrac¢a imaju opciju ostati na trenutnom vrhu ili
se pomaknuti na susjedni vrh.

Na slici prikazan je primjer grafa G i pozicije, tj. Setnje, oba igraca u 5
uzastopnih vremenskih trenutaka, prikazanih grafom W. Za svaki vremenski
trenutak, pozicije od Alice i Boba redom su prikazane crvenom i plavom

strelicom.



3.1. Uvodni primjer

W

Alice’s position to 1 ||

Bob’s position
—_— |

f4

+ G

1 ra 3 T4

Slika 3.1: Primjer Setnje grafom dvaju igraca (Slika preuzeta iz [I])

Promotrimo pozicije od Alice i Boba i odredimo na kojoj se sigurnoj udalje-

nosti nalaze u svakom od vremenskih trenutaka:

e U trenutku ¢y Alice se nalazi u vrhu r, a Bob se nalazi u vrhu r3 pa
njihove pozicije mozemo reprezentirati parom (r1,73). Igraci se nalaze

na sigurnoj udaljenosti koja je jednaka 2.

e U trenutku ¢; Alice se pomice u vrh 79, a Bob ostaje u vrhu r3 pa
njihove pozicije mozemo reprezentirati parom (ry,73). Igraci se nalaze

na sigurnoj udaljenosti koja je jednaka 1.

e U trenutku ¢y Alice se pomice u vrh r3, a Bob se pomice u vrh r4 pa
njihove pozicije mozemo reprezentirati parom (r3,r4). Igraci se nalaze

na sigurnoj udaljenosti koja je jednaka 1.

e U trenutku 3 Alice ostaje u vrhu 73, a Bob se pomice u vrh 73 pa
njihove pozicije mozemo reprezentirati parom (r3, o). Igraci se nalaze

na sigurnoj udaljenosti koja je jednaka 1.



3.1. Uvodni primjer

e U trenutku t4 Alice se pomice u vrh r4, a Bob se pomice u vrh r; pa
njihove pozicije mozemo reprezentirati parom (r4, 7). Igraci se nalaze

na sigurnoj udaljenosti koja je jednaka 2.

Dakle, u ovom primjeru, kretanja oba igraca u 5 uzastopnih vremenskih tre-
nutaka mozemo reprezentirati petorkom ((r1,73), (r2,73), (13, 74), (73, 72),
(r4,71)). Uoéimo da su u prethodnom primjeru oba igraca posjetili sve vr-
hove te da je maksimalna udaljenost, koju su bili u moguénosti zadrzati u
svakom vremenskom trenutku, bila jednaka 1.

Opcenito, zelimo zadrzati najve¢u mogucu sigurnu udaljenost izmedu igraca
u svim mogucim Setnjama danog grafa G.

Za dani povezani graf W koji predstavlja Setnju (uzastopni vremenski tre-
nutci predstavljeni su susjednim vrhovima), preslikavanje sa V(W) u V(G)
nazivamo slabi homomorfizam. Takvo preslikavanje prikazuje poziciju od-
govarajuceg igraca - dva susjedna vrha iz W moraju se preslikati ili u isti
vrh iz G (igra¢ se nije pomaknuo) ili u vrhove koji su susjedni u G (igrac se
pomaknuo na susjedni vrh).

Nadalje, pretpostavljamo da oba igraca zele posjetiti sve vrhove i/ili sve bri-
dove danog grafa te u skladu s time definiramo tri razli¢ita skupa pravila

kretanja:

1. Tradicionalna pravila kretanja: oba igraca mogu se neovisno jedan

o drugome pomaknuti na susjedni vrh ili ostati u istom vrhu.

2. Aktivna pravila kretanja: oba igraca moraju se pomaknuti na su-

sjedni vrh.

3. Lijena pravila kretanja: tocno se jedan igra¢ moze pomaknuti na

susjedni vrh.

10



3.2. Terminologija

Nas problem odrzavanja sigurne udaljenosti izmedu dva igraca podsjeca na
igru policajca i pljackasa, predstavljenu u knjizi The game of cops and robbers
on graphs autora A. Bonato i R. Nowakowski. U takvoj igri, policajac (ili
vise njih) i pljackas nalaze se na grafu. U svakom vremenskom trenutku,
svi igrac¢i mogu se kretati prema odredenim pravilima kretanja. Cilj je da
policajac uhvati pljackasa u konacno mnogo koraka. U ovoj igri, i mnogim
slicnim, igrac¢i imaju razlicite ciljeve - policajac hvata pljackasa, a pljackas
bjezi od policajca. Mi promatramo na neki nacin dualan problem u kojem dva
igraca dijele zajednicki cilj: odrzati maksimalnu mogucu sigurnu udaljenost

u svakom vremenskom trenutku.

3.2 Terminologija

Definicija 3.1 Ekscentricitet vrha v povezanog grafa G u oznaci eccg(v)

je maksimalna udaljenost vrha v do ostalih vrhova iz G:
eccg(v) = max{dg(v,u) : u € V(G)}.

Definicija 3.2 Radijus grafa G u oznaci rad(G) je najmangi ekscentricitet

medu svim vrhovima 1z G:
rad(G) = min{eccg(v) : v € V(G)}.

Definicija 3.3 Dijametar grafa G u oznaci diam(G) je najveéi ekscentri-

citet medu svim vrhovima iz G:
diam(G) = max{eccg(v) : v € V(G)}.
Napomena 3.4 Sa H Co G oznacavamo da je H povezani podgraf grafa G.

Napomena 3.5 Neka je H C G. Za graf G — H wvrijedi V(G — H) =
VG)\V(H) i E(G—H)=EG)\{uw € E(G) :uecV(H)} .

11



3.2. Terminologija

3.2.1 Homomorfizam grafova
Sljedeca definicija preuzeta je iz [7].

Definicija 3.6 Homomorifzam grafova G i H je preslikavanje ¢ : V(G) —
V(H) za koje vriedi (¢(u), p(v)) € E(H) dako je (u,v) € E(G).

U sekciji na stranici [10] spomenuli smo slabi homomorfizam. Iskazimo

formalnu definiciju:

Definicija 3.7 Slabit homomorfizam grafova G i H je preslikavanje f :
V(G) = V(H) za koje vrijedi: ako suu,v € V(G) i uv € E(G) onda vrijedi
fw)f(v) € E(H) ili f(u) = f(v).

Napomena 3.8 Kada je rije¢ o slabom homomorfizmu, uobicajeno je umje-

sto f:V(G) —» V(H) pisati f: G — H.

Za potrebe sljede¢ih definicija i napomene, neka je f : G — H slabi homo-

morfizam.

Definicija 3.9 KazZemo da je f:
1. surjektivan, ako je f (V(G)) = V(H),

2. bridno surjektivan, ako je surjektivan te za svaki uwv € E(H) postoji

brid zy € E(G) takav da je u = f(z) i v = f(y).

Definicija 3.10 Slika f(G) grafa G je graf za kojeg vrijedi V(f(G)) =
{f(uw) - ueV(G)}, E(f(G)) ={f(u)f(v) : uv € E(G) i f(u) # f(v)}.

Definicija 3.11 Neka je K C G. Restrikcija f|x : K — H definirana je
sa flx(u) = f(u) za proizvoljni u € V(K).

Napomena 3.12 Vrijedi: f(G) C H.
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3.2. Terminologija

Lema 3.13 Neka je f : G — H slabi homomorfizam. Ako je G povezan
graf, onda je f(G) takoder povezan graf.

Dokaz. Kako je f slabi homomorfizam, to vrijedi:

dye)(f(u), f(v)) < da(u,v),

za proizvoljne u,v € V(G). Dakle, postoji put u f(G) izmedu vrhova f(u) i

f(w), za proizvoljne u,v € V(G). m

3.2.2 Produkt grafova

Neka su G i H proizvoljni grafovi. Promatrat ¢emo Kartezijev, direktni i jaki
produkt grafova G i H. Iskazat ¢emo njihove definicije i svaku potkrijepiti
primjerom.

Sljede¢a definicija preuzeta je iz [6].

Definicija 3.14 Kartezijev produkt grafova G i H, u oznaci GUH, je
jednostavni graf za kojeg vrijedi V(GOH) = V(G) x V(H), pri ¢emu su dva
vrha (uy,v1) @ (ug,v2) iz V(GOH) povezana bridom ako i samo vrijedi toéno

jedno od sljedeceg:

1. ujuy € E(G) 1 U] = Vg

2. V1Vg € E(H) Zu1 = U9.
Definicija 3.15 Direktni produkt grafova G @ H, u oznact G x H, je graf
za kojeg vrijedi V(G x H) = V(G) x V(H), pri ¢cemu su dva vrha (uy,v;)

i (u2,v9) iz V(G x H) povezana bridom ako i samo ako je uyus € E(G) i

vive € E(H).
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3.2. Terminologija

Ul v2 (ul:'Ul) (ulﬂlz) ('u'l:'v3)

M

W
Uy v v3 (ug,v1)  (u2,v2) (u2,v3)
G H GUOH

Slika 3.2: Primjer Kartezijevog produkta grafova G i H

(u1,v1) (u1,v9) (u1,v3)
(u2,v1)  (u2,v2)  (uwa,v3)
G H GxH

Slika 3.3: Primjer direktnog produkta grafova G i H

Definicija 3.16 Jakti produkt grafova G i H, u oznaci GX H, je graf za
kojeg vrijedi V(GRH) =V(G)xV(H) i E(GKH) = E(GOH)UE(G x H).

Autori R. Hammack, W. Imrich i S. Klavzar su u svojem radu Handbook
of Product Graphs (second edition) opazili da su projekcijeﬂ grafova GUH,
G x H, GX H slabi homomorfizmi.

"Funkcije p1 : V(G) x V(H) = V(GQ), p2 : V(G) x V(H) — V(H) definirane sa
p1(u,v) = u, pa(u,v) = v, za svaki (u,v) € V(G) x V(H) redom nazivamo prva i druga

projekcija.
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3.2. Terminologija

(u,v1)  (ug,v2)  (wy,v3)

AN

(ug,v1)  (u2,v2) (u2,v3)

G H GXH

Slika 3.4: Primjer jakog produkta grafova G i H

Definicija 3.17 Udaljenost slabth homomorfizama f,g : G — H, u

oznaci mg(f, g), definiramo na sljedeéi nacin:

me(f, ) = min{dg (f(u), g(u)) : v € V(G)}.

Pojam udaljenosti slabih homomorfizama koristit ¢emo u poglavlju |4 za

uvodenje razlicitih varijanti raspona grafa.

Napomena 3.18 Primijetimo da ako je G povezan, onda vrijedi ma(f,g) <

diam(H). Ako G nije povezan, onda je mg(f,g) = oo.

Lema 3.19 Neka je G povezan graf i f,g : G — H surjektivni slabi homo-

morfizmi. Tada vrijedi sljedece:
mG(f7 g) < rad(H)

Dokaz. Neka je G povezan grafi f,g : G — H surjektivni slabi homomor-
fizmi. Neka je u € V(H) vrh takav da vrijedi ecc(u) = rad(H). Kako je
f surjektivno preslikavanje, to postoji vrh v € V(G) takav da je f(v) = w.
Slijedi d (f(u), g(u)) < rad(H) sto implicira mg(f,g9) <rad(H). =

Definicija 3.20 Neka je G proizvoljan graf i H graf takav da vrijedi V(H) C
V(G) x V(G). Definiramo eq(H) = min{dg(u,v) : (u,v) € V(H)}.
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Poglavlje 4
Raspon

Ovo poglavlje preuzeto je iz [1].

U ovom poglavlju uvodimo Sest razlicitih varijanti raspona danog grafa: jaki
bridni raspon, jaki vrsni raspon, direktni bridni raspon, direktni vrsni raspon,
Kartezijev bridni raspon i Kartezijev vrsni raspon. Dokazat ¢emo da se svaki
raspon moze dobiti iz odgovaraju¢eg produkta grafova. Vrijednost raspona
grafa mozemo interpretirati kao maksimalnu sigurnu udaljenost koju dva
igraca mogu drzati obilaze¢i graf sa danim pravilima kretanja. Vazno je

naglasiti sljedece:

1. U vrsnoj varijanti raspona, oba igraca moraju posjetiti sve vrhove grafa

barem jednom.

2. U bridnoj varijanti raspona, oba igraca moraju pro¢i kroz sve bridove

barem jednom (to povlac¢i da moraju posjetiti i sve vrhove).

Prisjetimo se jos jednom - pojam grafa, osim ako nije drugacije naglaseno,
podrazumijeva jednostavni povezani graf.
U sljedecoj sekciji uvodimo pojmove jakog, direktnog i Kartezijevog raspona

promatrajuéi pravila kretanja definirana na stranici [L0]



4.1. Jaki raspon

4.1 Jaki raspon

Kada promatramo varijante jakog raspona, onda podrazumijevamo da igraci

moraju postivati tradicionalna pravila kretanja.

Definicija 4.1 Jaki bridni raspon i jaki vrsni raspon grafa H defini-

ramo redom na sljedeci nacin:

on(H) = max{mp(f,q): f,g: P — H su bridno surjektivni

slabi homomorfizmi i P je put}.
ov(H) = max{mp(f,g): f,g: P — H su surjektivni

slabi homomorfizmi © P je put}.
Prisjetimo se definicije [3.17 mp(f,9) = min{dy(f(u),g(u)) : u € V(P)}.

Napomena 4.2 Primijetimo da su skupovi s desne strane jednakosti u pret-
hodnoj definiciji zapravo neprazni podskupovi skupa 7, odozgo omedeni s

rad(H). Dakle, 0%(H) i 0%(H) iz prethodne definicije su dobro definirani.
Napomena 4.3 Neka je H proizvoljan graf. Primijetimo da vrijedi sljedece:
oR%(H) < o (H) < rad(H).

U prethodnoj definiciji put se moze zamijeniti povezanim grafom pa mozemo
zakljuciti kako je raspon grafa zapravo primjena raspona kontinuuma defi-
niranog u poglavlju [I} gdje raspon prolazi kroz sve kontinuume, a ne samo
kroz lukove (put P)[]

Upravo nam o tome govori sljede¢a propozicija.

1Za topologki prostor kazemo da je luk ako je homeomorfna slika jedini¢nog segmenta

0, 1].
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4.1. Jaki raspon

Propozicija 4.4 Neka je H proizvoljan graf. Tada jaki vrsni raspon i jaki

bridni raspon grafa H moZemo redom definirati na sljedeci nacin:

ov(H) = max{mg(f,9): f,9: G — H su surjektivni

slabi homomorfizmi i G je povezan},

on(H) = max{ma(f,q) : f,g: G — H su bridno surjektivni

slabi homomorfizmi i G je povezan}.
Dokaz. Definiramo skupove A i B na sljede¢i nacin:

A={mp(f,9): f,g: P — H su surjektivni
slabi homomorfizmi i P je put},
B={mg(f,9): f,9: G — H su surjektivni

slabi homomorfizmi i G je povezan graf}.

Put je ujedno i povezan graf pa ocito vrijedi A C B sto implicira max A <
max B. Trebamo jos dokazati da vrijedi max A > max B.

Neka je G proizvoljan povezani graf i f, g : G — H surjektivni slabi homo-
morfizmi. Zelimo pokazati da postoji put P i surjektivni slabi homomorfizmi
f'.q : P — H takvi da je mp(f',¢") = ma(f,g).

Neka je W = (wg, wy, ..., wy) proizvoljna Setnja grafa H koja prolazi svim
njegovim vrhovima, pri ¢emu vrijedi w;w;1 € E(G), za svakii € {0,..., k—
1}. Neka je P put u grafu H sa skupom vrhova {py, ..., px}, pri ¢emu vrijedi
pipiy1 € E(P), za svakii € {0,...,k — 1}. Neka je h : P — G preslikavanje
definirano sa h(p;) = w;, za svaki i € {0,...,k}.

Uoc¢imo da su f o h i go h surjektivni slabi homomorfizmi sa P u H za koje
vrijedi mp(f oh,goh)=min{dy(f(h(u)),g(h(u))):ue V(P)}.

Uocimo, mp(foh,goh)=mg(f,g) =min{dy(f(u),g(u)) :u € V(G)}.

Time smo pokazali da vrijedi prva jednakost. Dokaz druge jednakosti ide

18



4.1. Jaki raspon

analogno, osim Sto Setnja W nece prolaziti svim vrhovima, veé¢ svim brido-
vima grafa G. =

Sljedec¢a dva teorema tvrde da je prilikom odredivanja jakog raspona grafa
H dovoljno promatrati povezane podgrafove Z produkta H X H i projekcije
p1,p2 - HX H — H. Posebno, mozemo smatrati da je 7 C H X H podgraf
induciran skupom svih vrhova (u,v) takvih da se u nekom trenutku igre na
grafu H, Alice nalazi na vrhu u, a Bob na vrhu v. p;(Z) tada predstavlja
podgraf of H koji se sastoji od vrhova koje je posjetila Alice, a ps(Z) pred-
stavlja podgraf of H koji se sastoji od vrhova koje je posjetio Bob. ey (Z)
definiran u definiciji tada predstavlja minimalnu udaljenost Alice i
Boba.

Teorem 4.5 Neka je H proizvoljan graf. Tada vrijedi sljedece:
o3(H) =max{ey(Z): Z Cc HRH ip(V(Z2)) = p2(V(2)) = V(H)}.

Dokaz. Sliéno kao u dokazu propozicije [4.4] zelimo pokazati da vrijedi jed-
nakost max A = max B, pri ¢emu su skupovi A i B definirani na sljedeci
nacin:

A={en(Z):Z Cc HRH i p1(V(Z)) = p2(V(2)) = V(H)},

B={mg(f,9): f,9: G — H su surjektivni

slabi homomorfizmi i G je povezan graf}.

Da bi dokazali jednakost max A = max B, dokazat ¢emo jednakost skupova
Ai B. Prisjetimo se, projekcije p; i ps su preslikavanja sa H X H u H.
Dokazimo najprije inkluziju A C B. Neka je a € A proizvoljani Z Co HXH
takav da vrijedi p1(V(Z2)) = p2(V(Z)) = V(H). Stavimo ey(Z) = a. Neka
je G=127, f=pile, g = pa|lg. Tada vrijedi sljedece:

1. G je povezani graf,
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4.1. Jaki raspon

2. f,g: G — H su surjektivni slabi homomorfizmi,

3. mg(f,g) = min{dy(f(u), g(u)) : u € V(G)}
= min{dy(p1(u),p2(v)) : u € V(Z)}
= min{dy(z,y) : (x,y) € V(Z)}

Dakle, a € B pa zaista vrijedi A C B.

Dokazimo sada inkluziju B C A. Neka je b € B proizvoljan. Neka su
f,g : G — H surjektivni slabi homomorfizmi takvi da je mg(f,g) = b.
Definirajmo preslikavanje ¢ : V(G) — V(H X H) sa ¥ (u) = (f(u), g(u)), za

svaki u € V(G). Zelimo pokazati da vrijede sljedeée dvije tvrdnje:
a) 1 je dobro definiran slabi homomorfizam.
b) Za 7 = Y(G), viijedi pr(V(Z)) = po(V(Z)) = V(H).

Dokazimo najprije tvrdnju a). Prisjetimo se definicije slabog homomor-
fizma - ako je uv € E(G), onda je f(u)f(v) € E(H) ili f(u) = f(v),
u,v € V(G). Ocito vrijedi ¢(u) € V(H KX H), za v € V(G). Neka je

wv € E(G) proizvoljan. Mogu nastupiti sljedeca ¢etiri slucaja:

L fu) = f(v) i g(u) = g(v)
Ocito je ¥(u) = (v).

2. f(u)f(v) € E(G) i g(u) = g(v)
P(u) = (f(u),g(u)) = (f(u), g(v)), ¥(v) = (f(v), g(v))
Dakle, ¥(u)y(v) € E(HX H).

3. f(u) = f(v) 1 g(u)g(v) € E(G)

Analogno kao 2. slucaj.
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4.1. Jaki raspon

4. f(u)f(v),9(u)g(v) € E(G).

Analogno kao 2.slucaj.

Dakle v je dobro definiran slabi homomorfizam sa G u H X H.

Dokazimo sada tvrdnju b). Neka je Z = 1(G). 1z definicije skupa B slijedi da
je G povezani graf sto implicira da je Z povezani podgraf produkta H X H.
Neka je z € V(H) proizvoljan. f i g su surjektivni slabi homomorfizmi
pa postoje u,v € V(G) takvi da vrijedi f(u) = g(v) = x. Tada vrijedi
pi(f(u),g(u)) = x i pa(f(v),g(v)) = . Ako se prisjetimo definicije [3.20]
slijedi:

en(Z) = min{dy(z,y) : (z,y) € V(Z)}
= min{dp(f(u), g(v)) : u € V(G)}
=mg(f.9)
= b.

Dakle, b € A pa zaista vrijedi B C A.

Dokazali smo jednakost skupova A i B pa slijedi max A = max B. Koristedi
propoziciju tvrdnja teorema je u potpunosti dokazana. m

Drugim rije¢ima, teorem tvrdi da jaki vrsni raspon povezanog grafa H
mozemo definirati kao maksimalnu udaljenost medu svim minimalnim uda-
ljenostima dvaju igra¢a na nekom grafu Z koji je povezani podskup produkta
H X H. Uocimo da uvjet py(V(Z2)) = p2(V(Z)) = V(H) osigurava da igraci

moraju posjetiti sve vrhove pocetnog grafa H.
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4.1. Jaki raspon

Teorem 4.6 Neka je H proizvoljan graf. Tada vrijedi sljedece:
oB(H) =max{ey(Z): Z Cc HRH ip(Z) = py(Z) = H}.

Dokaz. Sli¢no kao u dokazu prethodnog teorema [4.5] dokazujemo jednakost

sljede¢ih skupova:
A={en(2): Z Cc HRH ipi(V(Z)) = p2(V(2)) = V(H)},

B={mg(f,9): f,9: G — H su surjektivni

slabi homomorfizmi i G je povezan graf}.

Dokaz inkluzije A C B je analogan dokazu iste inkluzije u teoremu 4.5 osim
sto umjesto uvjeta p1(V(2)) = po(V(Z)) = V(H) imamo uvjet p1(2) =
p2(Z) = H, koji osigurava da su igraci prosli preko svih bridova pocetnog
grafa H.

Dokazimo sada inkluziju B C A. Neka je b € B proizvoljan. Neka je G
povezan graf i neka su f,g : G — H bridno surjektivni slabi homomorfizmi

takvi da je ma(f,g) = b. Neka je Z graf za kojeg vrijedi sljedece:

a) V(Z) ={(f(u),g(u)) : u e V(G)}.
b) Za svaka dva vrha (u,v), (v',v") € Z, vrijedi (u,v)(u',v") € E(Z) ako i
samo ako je zadovoljen jedan od sljede¢ih uvjeta:
l.uvw/ € E(H)iv="1,
2. e BE(H)iu=1,
3. uu',vv' € E(H).

Definirajmo preslikavanje ¢ : V(G) — V(Z) sa (u) = (f(u), g(u)), za sve

u € V(G). Uocimo da je v bridno surjektivni slabi homomorfizam sa G' u
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4.2. Direktni raspon

Z paje Z = ¢(G). Kako je G povezan, prema lemi [3.13] slijedi da je i Z
takoder povezan graf. Dakle, Z Co H X H. Slijedi:

en(Z) = min{dg(z,y) : (z,y) € V(Z)}
= min{dp(f(u), g9(v)) : v € V(G)}
= mG<f7 g)

=b.

Dakle, b € A pa zaista vrijedi B C A.
Dokazali smo jednakost skupova A i B pa slijedi max A = max B. Koristedi

propoziciju tvrdnja teorema je u potpunosti dokazana. m

Napomena 4.7 Ako je iz konteksta jasno o kojem grafu je rijec, skraceno

éemo pisati 0%, 0%.

4.2 Direktni raspon

Kada promatramo varijante direktnog raspona, onda podrazumijevamo da
igrac¢i moraju postivati aktivna pravila kretanja. Ova pravila mozemo opisati

tzv. uskladenim slabim homomorfizmima ¢ija definicija slijedi u nastavku.

Definicija 4.8 Neka su f,g: G — H slabi homomorfizmi. KaZemo da su fi

g uskladeni slabi homomorfizmi ako za svaki uwv € E(G) vrijedi sljedece:

f(u)f(v) € E(H) ako i samo ako g(u)g(v) € E(H).
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4.2. Direktni raspon

Definicija 4.9 Neka je H proizvoljan graf. Direktni bridni raspon i di-

rektni vrini raspon grafa H definiramo redom na sljedeci nacin:

ox(H) =max{mp(f,g): f,g: P — H su bridno surjektivni
uskladeni slabi homomorfizmi i P je put},
op(H) =max{mp(f,g): f,g: P — H su surjektivni

uskladeni slabi homomorfizmi i P je put}.

Napomena 4.10 Neka je H proizvoljan graf. Primijetimo da vrijedi sljedece:
o} (H) < o3 (H) < rad(H).

Napomena 4.11 Primijetimo da direktni bridni raspon i direktni vrsni ras-

pon grafa H moZemo redom definirati na sljedeéi nacin:

on(H) =max{mg(f,9): f,g: G — H su bridno surjektivni
uskladeni slabi homomorfizmi i G je povezan},

op(H) =max{ma(f,g9): f,g: G — H su surjektivni

uskladeni slabi homomorfizmi i G je povezan}.
Ovo se moZe dokazati na analogan nacin kao i propozicija 4.4

Sljedeéi teorem tvrdi da prilikom odredivanja direktnog raspona grafa H,
nije potrebno promatrati sve odgovarajuce slabe homomorfizme svih moguéih
povezanih grafova GG, ve¢ je dovoljno promatrati samo povezane podgrafove

produkta H x H i projekcije p1,ps: H x H — H.

Teorem 4.12 Neka je H proizvoljan graf. Tada vrijedi sljedece:
op(H)=max{ey(Z): Z Cc Hx H ipi(Z)=ps(Z) = H},
op(H)=max{ey(Z2) : Z Cc Hx H ip(V(Z)) =p2(V(Z)) =V (H)}.
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4.3. Kartezijev raspon

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teorema [4.5] i a razlika je jedino u
konstrukciji odgovarajuéih povezanih podgrafova, u ovom slucaju, produkta

HxH. =n

Napomena 4.13 Ako je iz konteksta jasno o kojem grafu je rijec, skraceno

éemo pisati oy;, 0.

4.3 Kartezijev raspon

Kada promatramo varijante Kartezijevog raspona, onda podrazumijevamo da
igraci moraju postivati lijena pravila kretanja. Ova pravila mozemo opisati

tzv. suprotnim slabim homomorfizmima ¢ija definicija slijedi u nastavku.

Definicija 4.14 Neka su f,q : G — H slabi homomorfizmi. KaZemo da su f

i g suprotni slabi homomorfizmi ako za svakiuwv € E(G) vrijedi sljedece:
f(u)f(v) € E(H) ako i samo ako g(u) = g(v).

Primijetimo razliku u definiciji uskladenih i suprotnih slabih homomorfizama

- kod uskladenih vrijedi g(u)g(v) € E(H), a kod suprotnih g(u) = g(v).

Definicija 4.15 Neka je H proizvoljan graf. Kartezijev bridni raspon i

Kartezijev vrsni raspon grafa H definiramo redom na sljedeci nacin:

on(H) = max{mp(f,q): f,g: P — H su bridno surjektivni

suprotni slabi homomorfizmi i P je put},
ov(H) = max{mp(f,q): f,g: P — H su surjektivni suprotni

slabi homomorfizmi i P je put}.
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4.3. Kartezijev raspon

Napomena 4.16 Neka je H proizvoljan graf. Primijetimo da vrijedi sljedece:
oB(H) < oP(H) <rad(H).

Napomena 4.17 Primijetimo da Kartezijev bridni raspon i Kartezijev vrsni

raspon mozemo redom definirati na sljedeci nacin:

op(H) = max{ma(f,q) : f,g: G — H su bridno surjektivni

suprotni slabi homomorfizmi i G je povezan},
0

oy (H) = max{me(f,9) : f,g: G — H su surjektivni suprotni

slabi homomorfizmi i G je povezan}.
Ovo se moze dokazati na analogan nacin kao i propozicija[f.4).

Sljededi teorem tvrdi da prilikom odredivanja Kartezijevog raspona grafa H,
nije potrebno promatrati sve odgovarajuce slabe homomorfizme svih moguéih
povezanih grafova G, ve¢ je dovoljno promatrati samo povezane podgrafove

produkta HUH i projekcije py,pe : HUOH — H.
Teorem 4.18 Neka je H proizvoljan graf. Tada vrijedi sljedece:

op(H) =max{ey(Z) : Z Coc HOH ip\(Z) = pa(Z) = H},
o (H) = max{ey(Z) : Z Cc HOH ip (V(Z)) = po(V(2)) = V(H)}.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teorema [.5] i a razlika je jedino u
konstrukciji odgovarajuéih povezanih podgrafova, u ovom slucaju, produkta

HUOH. =

Napomena 4.19 Ako je iz konteksta jasno o kojem grafu je rijec, skraceno

éemo pisati 0}, 02
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Poglavlje 5

O-raspon i grafovi sa jednakim

vrsnim 1 bridnim rasponom

Ovo poglavlje je, izuzev slike [.2] preuzeto je iz [1].

U ovom poglavlju ¢emo se fokusirati na grafove sa rasponom jednakim nuli,
tzv. O-rasponom. Kod takvih grafova, promatrajuéi bilo koju varijantu ras-
pona spomenutu u prethodnom poglavlju, nije moguée u svakom vremenskom
trenutku odrzati pozitivnu sigurnu udaljenost. Takoder ¢emo konstruirati be-
skona¢nu familiju grafova ¢iji su vrsni i bridni raspon jednaki. Karakterizirat
¢emo svaku varijantu O-raspona (jaki, direktni, Kartezijev) i nakon dokaza,
kojeg provodimo konstrukcijom odgovarajuéeg podgrafa sa (bridno) surjek-
tivnim projekcijama, rezultat teorema ¢emo takoder iskazati i u terminima

Alice i Boba i njihovih Setnji grafom.

5.1 Karakterizacije jakog raspona

Teorem 5.1 Neka je H proizvoljan graf. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:



5.1. Karakterizacije jakog raspona

3. |V(H)| =1

Dokaz. Implikacije [V(H) =1 = o%(H) =01i|V(H) =1 =
o¥(H) = 0 su trivijalne. Dokazimo da iz oc%(H) = 0 (6% (H) = 0) slijedi
V() =1

Neka je 0% (H) = 0 (6%(H) = 0). Zelimo dokazati da vrijedi |V (H)| = 1.
Dokaz provodimo kontradikcijom. Pretpostavimo da je V/(H) > 1. Neka su

u,v € V(H) proizvoljni takvi da je wv € E(H).

1. [V(H)|=2,tj. V(H) = {u,v}
Neka je graf Z definiran sa V(Z2) = {(u,v), (v,u)}, E(Z) = {(u,v)(v,u)}.
Ako se prisjetimo definicije [3.20} slijedi e4(Z) = 1. Prema karakteriza-
ciji jakog vrsnog raspona i jakog bridnog raspona iz teorema [£.51
slijedi o®(H) > 0, 0%(H) > 0. No, to je kontradikcija sa pocetnom
pretpostavkom o%(H) = 0 (6%(H) = 0).

2. [V(H)| > 2
Neka je graf G definiran na sa V(G) = {ug, v}, E(G) = {uovo}, pri
¢emu je u,vg € E(H). Neka su Hy, ..., H,, komponente grafa H — G.
Kako je V(H) # {uo,v0}, slijedi m > 0. Za svaki i € {1,...,m},

definirajmo skupove U; i V; na sljedeéi nacin:

Prisjetimo se, N(u) je oznaka za skup svih susjeda vrha u. Definiramo
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5.1. Karakterizacije jakog raspona

graf Z kako slijedi.

(:nlv o, m) (

(LmJE (H; X G) > ( E(G@HZ‘)) U {(uo, o) (vo, up) U

(( U{ u, Vo) (ug, Vo }) U (U{(v,uo)(vo,uo)}>> U
(( U{ Vo, U vo,uo)}) U (U{(uo,v)(uo,vo)}>> :

Na sljedecoj slici je prikazan primjer dodavanja vrhova i bridova

s

V(GK Hi)> U {(u0, v0), (vo, uo) },

s
I
—

@

<
Il
—

INGE ||C3

grafu Z za proizvoljnu komponentu H;. Z je oc¢ito povezani graf i

vrijedi p1(Z) = pa(Z) = H, odnosno py(V(2)) = pa(V (2)) = V(H).

Slika 5.1: Vizualizacija konstrukcije grafa 7

Za svaki u € V(H) vrijedi (u,v) ¢ V(Z) pa slijedi eg(Z) > 0. To
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5.1. Karakterizacije jakog raspona

povlaci o%(H) > 0, 0¥ (H) > 0. No, to je kontradikcija sa pocetnom
pretpostavkom o®(H) =0 (c%(H) = 0).

]

Da bi iskazali rezultat teorema, to¢nije dio dokaza kada promatramo |V (H)| >
2, u terminima Setnje Alice i Boba grafom, najprije se prisjetimo da kod jakog
raspona promatramo tradicionalna pravila kretanja. Pokazat ¢emo da Alice
i Bob mogu posjetiti sve vrhove i bridove grafa bez da se istovremeno nadu
na istom vrhu. To ¢emo napraviti tako sto ¢emo promatrati njihova kretanja
po grafu H tako da vrijedi 0% (H) # 0i o%(H) # 0. Neka su pocetne pozicije
(vrhovi grafa) Alice i Boba dani sa u i v tako da je u # v. Alice moze posje-
titi sve vrhove grafa H redoslijedom odredenim BFY|algoritmom, s obzirom
na pocetni vrh u. Za svaki vrh w u BFS poretku, Alice se pomice sa u na
w. Zatim se za svaki susjed x vrha w, Alice pomice na x pa opet na w. Na
kraju se vraca u pocetni vrh u. Alice je sada posjetila sve bridove pa tako i
sve vrhove grafa H. Ako se Alice nade u situaciji da mora prije¢i u vrh na
kojem se nalazi Bob, odnosno ako se nalaze na susjednim vrhovima, onda ¢e
istovremeno zamijeniti vrhove prolazec¢i preko zajednickog brida. Ako nema
potrebe za zamjenom vrhova, onda Bob ne mijenja vrh dok Alice obilazi graf.
Kada Alice zavrsi svoje putovanje grafom, isto napravi i Bob postujuéi pra-
vilo zamjene vrhova. O¢ito su Alice i Bob u svakom vremenskom trenutku
na udaljenosti barem 1 pa slijedi 0% (H) > 01 o%(H) > 0.

Na slici je primjer grafa na kojem je ilustrirana Setnja od Alice koju smo
upravo opisali. Crveni i plavi krug redom predstavljaju trenutnu poziciju od

Alice i Boba. Primijetimo da u koraku f), odnosno g) dolazi do istovremene

Vige informacija o Breadth First Search algoritmu dostupno je na stranici https:
//www.hackerearth.com/practice/algorithms/graphs/breadth-first-search/

tutorial/ [Pristup stranici: 23. ozujka 2024.]
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5.1. Karakterizacije jakog raspona

zamjene vrhova Alice i Boba.

% u b) U 2 u

% v %
d) u & U ) u

% v v
g u A u 2 u

% v v

Slika 5.2: ITlustracija Setnje grafom opisane u dokazu teorema|5.1
Sljededi teorem daje nam jos jednu karakterizaciju jakog vrsnog i jakog brid-
nog raspona.

Teorem 5.2 Ako graf H ima samo jedan vrh ili je rad(H) = 1, onda vrijedi:

Dokaz. Ako je H graf sa samo jednim vrhom, onda tvrdnja slijedi iz pret-

hodnog teorema [p.1] Neka vrijedi rad(H) = 1. Tada iz teorema slijedi
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5.2. Karakterizacije direktnog raspona

oS(H) # 01 0%(H) # 0 jer graf radijusa 1 mora imati barem dva vrha. Iz

¢injenice da je rad(H) = 1 i napomene |4.3|slijedi 0% (H) = o%(H)=1. m

Napomena 5.3 Primijetimo da za put P,, za proizvoljan n, vrijedi

oR(P,) = 0%(P,). Stovise, za n > 1 vrijedi 0%3(P,) = oi3(P,) = 1.

Napomena 5.4 Za n > 3 vrijedi rad(P,) > 1.

Prethodne dvije napomene su nam dokaz da postoje grafovi ¢iji su jaki vrsni
raspon i jaki bridni raspon jednaki, ali pritom im radijus nije jednak 1. Time

smo pokazali da obrat teorema [5.2] ne vrijedi.

Napomena 5.5 Ako smo u stablu T posjetili sve vrhove, onda smo ujedno

posjetili i sve bridove pa vrijedi oo(T) = o5(T).

5.2 Karakterizacije direktnog raspona

Teorem 5.6 Neka je H proizvoljan graf. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. o (H) =0
2. oX(H) =0
3. |V(H)| =1

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teorema [5.1] osim u slucaju kada je
|V(H)| > 2. Taj slucaj necemo formalno dokazati kao u teoremu [5.1], nego
¢emo dokaz provesti u terminima Alice i Boba i njihovih Setnji grafom. Po-
kazat ¢emo da oni mogu posjetiti sve vrhove i bridove grafa bez da se isto-
vremeno nadu na istom vrhu i da pritom vrijedi o5(H) # 01 op(H) # 0.

Princip Setnje je slican onome opisanom na stranici 30 s malom promjenom.
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5.3. Karakterizacije Kartezijevog raspona

Najprije se prisjetimo da kod direktnog raspona promatramo aktivna pravila
kretanja. Sada ¢e pocetne pozicije (pocetni vrhovi) Alice i Boba biti susjedni
vrhovi, tj. ako je vrh u pocetna pozicija od Alice, a vrh v pocetna pozicija
od Boba, onda mora vrijediti e = uwv € E(H). Obilazak grafa H Alice radi
na isti nacin kako je opisano ranije. Bob, koji prije nije mijenjao vrh dok
se Alice kretala, sada alternira izmedu vrhova u i v jer je rije¢ o aktivnim
pravilima kretanja. Ako se dogodi situacija u kojoj Alice i Bob zZele posjetiti
isti vrh (u ili v), to rade vracajuéi se unatrag do pocetnih pozicija i tek tada
mijenjaju vrhove. Nakon sto Alice posjeti sve vrhove i bridove grafa H, oboje
se vrac¢aju unatrag do pocetnih pozicija i njihove uloge su opet zamijenjene.
Bob na isti nac¢in moze posjetiti sve vrhove i briodve grafa H bez da susretne

Alice na istom vrhu. To implicira 05(H) #0iop(H) #0. =

Teorem 5.7 Ako graf H ima samo jedan vrh ili je rad(H) = 1, onda vrijedi:

Dokaz. Ako je H graf sa samo jednim vrhom, onda tvrdnja slijedi iz pret-
hodnog teoremal[5.6] Neka vrijedi rad(H) = 1. Iz prethodnog teorema slijedi
o (H) # 01 05(H) # 0. Iz éinjenice da je rad(H) = 1 i napomene [4.10]
slijedi ops(H) =0p(H)=1. =

Napomena 5.8 Analogno kao u napomeni zakljucujemo da za stablo T

vrijedi oy (T) = o5 (T).

5.3 Karakterizacije Kartezijevog raspona

Dokaz sljedeéeg teorema izostavljamo no isti se moze pronaci u radu [I] na

stranici 14 (Theorem 4.7).
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5.3. Karakterizacije Kartezijevog raspona

Teorem 5.9 Neka je H proizvoljan graf. Sljedece turdnje su ekvivalentne:

3. Postojin € Z* takav da je H = P,

Teorem 5.10 Ako je graf H put ili je rad(H) = 1, onda vrijedi:

Dokaz. Ako je H put, tvrdnja slijedi iz prethodnog teorema [5.9) Neka je
H graf koji nije put i neka vrijedi rad(H) = 1. Iz teorema tada slijedi
o (H) # 01 0F(H) # 0. Iz ¢injenice da je rad(H) = 1 i napomene [4.16]
slijedi 02 (H) = oP(H)=1. m

Napomena 5.11 Analogno kao u napomeni|5.5, zakljucujemo da za stablo

T vrijedi o2(T) = o (T).

Beskonac¢ne familije grafova ¢iji su vrsni i bridni raspon jednaki, a koje smo

spominjali na samom pocetku ovog poglavlja, upravo su dane teoremima (5.2

b7 b.10
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Poglavlje 6

Algoritam za izracun

maksimalne sigurne udaljenosti

Ovo poglavlje preuzeto je iz [1].

U ovom poglavlju pokazat ¢emo da se izracun maksimalne sigurne udaljenosti
koju dva igraca mogu drzati u svakom vremenskom trenutku moze izvrsiti
u polinomijalnom vremenuﬂ bez obzira koja pravila kretanja promatramo.
Algoritmi su napisani pod pretpostavkom da je cilj unaprijed poznat - igraci
moraju posjetiti ili sve vrhove ili sve bridove danog grafa.

Sljedeéi algoritam za dani ulaz (H, D, R), provjerava postoji li na grafu H
sigurna udaljenost jednaka barem D koju igra¢i mogu zadrzati obilazeci sve

vrhove ili sve bridove grafa H, postujuéi pravila kretanja R.

TAlgoritam je rjesiv u polinomijalnom vremenu ako je broj koraka, potrebnih za
izvrsavanje algoritma za dani ulaz, jednak O(n*), pri éemu je n slozenost ulaza, a k € Z*.

(Preuzeto sa https://mathworld.wolfram.com/PolynomialTime.html]).


https://mathworld.wolfram.com/PolynomialTime.html

Algoritam 6.1

10

11

12

13

14

15

Ulaz: graf H, sigurna udaljenost D, pravila kretanja R

Izlaz: true ako igrac¢i mogu drzati maksimalnu udaljenost barem D
obilazeci vrhove ili bridove grafa H postujuci pravila kretanja
R, inace false

Naziv algoritma: SigurnaUdaljenost (H, D, R)

// Stvaranje odgovarajuéeg produkta ovisno o skupu pravila kretanja

if R = tradicionalna pravila kretanja then

G=HXH

else if R = aktivna pravila kretanja then
G=HxH

else

G = HUOH
// Stvaranje odgovarajuéeg podgrafa induciranog skupom vrhova [
I=9
foreach (u,v) € V(G) do
if dy(u,v) > D then
| I=1U{(w,0)}

Gr=<1>¢

// Provjera postoji li komponenta grafa (G; koja se projicira na
V(H) i1i H

foreach komponenta C' grafa G; do
if C' se projicira na V(H) ili H then

L return true

return false
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Sljede¢i algoritam, koriste¢i prethodni algoritam [6.1] za dani ulaz (H, R)

vraca vrijednost raspona grafa H u skladu sa pravilima kretanja R.

Algoritam 6.2

Ulaz: graf H, pravila kretanja R
Izlaz: maksimalna sigurna udaljenost koju dva igra¢a mogu zadrzati
obilazeci sve vrhove ili sve bridove grafa H u skladu sa
pravilima kretanja R
Naziv algoritma: Raspon (H, R)
1 for i =rad(H) to 1 do
2 if SigurnaUdaljenost (H,i, R) == true then

3 L return ¢

4 return 0

I. Bani¢ i A. Taranenko su u svojem radu [I] (stranice 16,17) dokazali da
se prethodni algoritmi mogu izvrsiti u polinomijalnom vremenu. Svoj rad
zakljucili su sa nekoliko otvorenih problema koje zainteresirani citatelj moze
pronadi u [I] (stranica 18).

Kroz sljede¢a dva poglavlja, 7] i , upoznajemo se sa pristupom rada [2].
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Poglavlje 7

Maksimalna sigurna udaljenost

1 vrsni rasponi

Ovo poglavlje je, izuzev primjera , preuzeto iz [2].

7.1 Terminologija

Kretanja igraca na nekom grafu G, opisat ¢emo funkcijama sa skupa N; =
{1,...,1}, koji predstavlja pozicije igraca, u skup V(G). Iz prijasnjih poglav-
lja jasno je da igraci mogu prelaziti iz vrha u vrh jedino ako su ta dva vrha
susjedna. U narednim poglavljima koristimo pravila kretanja definirana na
stranici [10] Definicije vrsnih raspona, drugacije od onih navedenih u radu
[1], mogu se pronadi u sljedecoj sekciji [7.2]

Prisjetimo se jos jednom - pojam grafa, osim ako nije drugacije naglaseno,

podrazumijeva jednostavni povezani graf.

Definicija 7.1 Neka je G graf il € N. KaZemo da je surjektivna funkcija
fi : Ny = V(G) l-obilazak na G, ako vrijedi f(i)f(i + 1) € E(G) za svaki
ie{l,....,l—1}.



7.1. Terminologija

Definicija 7.2 Neka je G graf i | € N. KaZemo da je surjektivna funkcija
fi : N, = V(G) lijent l-obilazak na G, ako vrijedi f(i)f(i +1) € E(G) ili
f@)=fli+1) za svakii e {1,...,1—1}.

Primijetimo da definicija lijenog l-obilaska podsjec¢a na definiciju slabog

homomorfizma.

Napomena 7.3 Svaki l-obilazak na G ujedno je @ lijeni l-obilazak na G.

Napomena 7.4 Za lijeni l-obilazak f, mora vrijediti | > |V(G)| jer u su-

protnom f; ne bi bila surjekcija.

Primjer 7.5 Neka je graf G zadan sa V(G) = {uy,us,us,us} te E(G) =
{ugug, ugus, uguy, uguq . Neka je I=5 i definirajmo f; na G na sljedeéi nacin:
fi() = w, fi(2) = ug, i(3) = us, fi(4) = w4, fi(5) = ws. Ocito vrijedi
L A(2), fi(2) [i(3), fi(3) fi(4) € E(G) i fi(4) = fi(5). Dakle, fi je lijens
l-obilazak na G.

Propozicija 7.6 Neka je G graf. Tada postoji | € N takav da postoji funk-
cija fi : Ny — V(G) koja je lijeni l-obilazak na G i za svaki ' > 1 postoji

lijeni 1’-obilazak na G.

Dokaz. G je povezani graf pa ocito postoji Setnja kroz sve vrhove sto povlaci
da postoji I € N takav da postoji funkcija f; : N; = V(G) koja je lijeni [-
obilazak na G. Neka je !’ > [. Funkcija f] : N) — V(G) za koju je f/(i) = fi(i)
zasvakii e {1,...,1} i f/(1) = fi(l) zal < i <1 je lijeni I'-obilazak na G. =
Sliéno kao u definiciji udaljenosti slabih homomorfizama definiramo uda-

ljenost lijenih [-obilazaka.

Definicija 7.7 Neka je G graf. Udaljenost ligenih l-obilazaka f i g de-

finiramo na sljedeéi nacin:
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7.2. Definicije maksimalne sigurne udaljenosti

ma(f, 9) = min{da(f(i), 9(2)) i € Ni}.

Za lijene [-obilaske vrijedi slican rezultat kao kod slabih homomorfizama koji

je dokazan u lemi [3.19]

Lema 7.8 Neka je G graf @ neka su f i g lijeni l-obilasci na G. Tada vrijedi

sljedece:
me(f,9) < rad(G)

Dokaz. Neka je G grafinekasu f i g lijeni [-obilasci na G. Neka je v € V(G)
vrh za koji vrijedi ecc(v) = rad(G). Kako je f surjektivna funkcija, to postoji
i € N; takav da je f(i) = v. No, tada vrijedi dg(f(7),9(i)) < rad(G) pa

tvrdnja slijedi. m

7.2 Definicije maksimalne sigurne udaljenosti

Promatrat ¢emo samo vrsne raspone i definirati maksimalnu sigurnu uda-
ljenost koju dva igraca mogu drzati prilikom posjec¢ivanja svih vrhova grafa
u skladu sa danim pravilima kretanja. Prisjetimo se da su oznake za jaki
vréni, direktni vréni i Kartezijev vréni raspon redom jednake ot (H), oy (H),
o (H). U poglavlju 4 naglasili smo da kretanja igraca prilikom promatranja
jakog, direktnog, odnosno Kartezijevog raspona redom postuju tradicionalna,
aktivna, odnosno lijena pravila kretanja. To naravno i dalje vrijedi pa nece

biti posebno naglaseno kod sljedec¢ih definicija.

7.2.1 Jaki vrsni raspon

Neka je G graf il € N takav da postoji barem jedan [-obilazak na G. Prema
propoziciji [7.6, jedan takav sigurno postoji. Definiramo sljedece:
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7.2. Definicije maksimalne sigurne udaljenosti

MP = max{mg(f,g) : f i g su lijeni l-obilasci na G}.

Postojanje MP slijedi iz leme .
Primijetimo da smo u definiciji [4.1] jakog vrsnog raspona koristili surjektivne

slabe homomorfizme, a sada koristimo lijene [-obilaske.

Definicija 7.9 Neka je G graf ¢S C N takav da sadrzi svel € N za koje pos-
toji barem jedan lijeni l-obilazak na G. Definiramo maksimalnu sigurnu

udaljenost na sljedeci nacin:
M%(G) = max{M}* : 1 € S}.

Napomena 7.10 Uocimo da je skup S 1z prethodne definicije neprazan zbog

propozicije [7.6

Sljededi korak je dokazati da je definicija maksimalne sigurne udaljenosti

jednaka definiciji jakog vrsnog raspona definiranog u teoremu

Teorem 7.11 Neka je G graf. Tada vrijedi sljedeca jednakost:

Dokaz. Neka je G graf i S skup iz definicije [7.9 Neka su skupovi 4 i B

definirani na sljedec¢i nacin:

A={MP: 1S},
B ={eg(H): HCc GXRG tako da vrijedi p; (V(H)) = po(V(H)) = V(G)}.

Prisjetimo se, £¢(H) smo definirali na stranici[L5]u definiciji[3.20] Za dokazati

jednakost max A = max B, dokazat ¢emo jednakost skupova A i B.
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7.2. Definicije maksimalne sigurne udaljenosti

Dokazimo najprije inkluziju A C B. Neka je r € A proizvoljan. Neka su f i

g lijeni [-obilasci takvi da je mg(f,g) = r. Neka je graf H definiran sa:

V(H) = {(f(@),9(i)) - i € Ni},
E(H) ={f(i)g(z) - i € N;}.

Zbog definicije funkcija f i g slijedi da je H zaista povezani podgraf jakog
produkta GXG te da vrijedi p1(V(H)) = p2(V(H)) = V(G). Slijedieg(H) =
r, tj. r € B. Dakle, A C B.

Dokazimo sada inkluziju B C A. Neka je r € B proizvoljan. Konstruirat
¢emo Setnju kroz vrhove grafa H koja ¢e nam omoguciti da definiramo lijene [-
obilaske na G i zakljué¢imo da je r € A. Neka je (u1,v1) € V(H) proizvoljan.
H je povezani graf pa prema teoremu [2.16] on ima razapinjuée stablo sa
korijenom (uy,v;). Konstruiramo Setnju kroz sve vrhove grafa H pocevsi
od korijena (ui,v;) i korake Setnje redom oznac¢avamo brojevima 1,...,[.
Dakle, u koraku ¢ nalazimo se u vrhu (u;, v;). Primijetimo da za i i j takve
da je i # j vrhovi (u;,v;) 1 (u;,v;) mogu biti jednaki. [ ne mora nuzno biti
najmanji moguci broj koraka potreban za obilazak svih vrhova grafa H, ali
vrijedi V(H) = {(u;,v;) : i € N;}. Definirajmo funkcije f,g: N, = V(G) sa
f(i) = w;, g(i) = v;. Iz definicije jakog produkta i pretpostavke p;(V(H)) =
p2(V(H) = V(G), slijedi da su f i g lijeni l-obilasci na G. Nadalje, vrijedi

sljedece:

ma(f,9) = min{da(f(i),9(i) : i € Ni}
= min{dg(u;,v;) : (us,v;) € V(H)}
= EC;(H)

Dakle, mqg(f,g9) =71, tj. r € A.

Dokazali smo jednakost skupova A i B pa slijedi max A = maxB. =
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7.2. Definicije maksimalne sigurne udaljenosti

7.2.2 Direktni vrsni raspon

Neka je G graf i [ € N takav da postoji barem jedan [-obilazak na G. Prema
propoziciji [7.6] jedan takav sigurno postoji. Definiramo sljedece:

M = max{m¢(f,g): f i g su l-obilasci na G}

Postojanje M;* slijedi iz leme
Primijetimo da smo u definiciji[4.9)direktnog vrsnog raspona koristili uskladene

surjektivne slabe homomorfizme, a sada koristimo [-obilaske.

Definicija 7.12 Neka je G graf ¢ D C N takav da sadrzi sve | € N za
koje postoji barem jedan l-obilazak na G. Definiramo maksimalnu sigurnu

udaljenost na sljedeéi nacin:
M*(G) = max{M; : l € D}.

Teorem 7.13 Neka je G graf. Tada vrijedi sljedeca jednakost:

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teorema (7.11} m

7.2.3 Kartezijev vrsni raspon

Definicija 7.14 Neka je G graf te f,g : Ny — V(G) lijeni l-obilasci na G.

Kazemo da su f i g suprotni ligent l-obilasct na G ako vrijedi sljedece:
f@) f(i+1) € E(G) ako i samo ako g(i) = g(i + 1), za svakii € N;_;.

Uoc¢imo analogiju prethodne definicije sa definicijom [4.14] suprotnih slabih
homomorfizama.

Neka je G graf i [ € N takav da postoji barem jedan par suprotnih lijenih
l-obilazaka na G. Prema propoziciji [7.0] jedan takav par sigurno postoji.

Definiramo sljedece:

43



7.3. Relacije izmedu vrs$nih raspona

M = max{mg(f,g) : f i g su suprotni lijeni [-obilasci na G}.

Postojanje M slijedi iz leme .
Primijetimo da smo u definiciji Kartezijevog vrsnog raspona koristili

suprotne slabe homomorfizme, a sada koristimo suprotne lijene [-obilaske.

Definicija 7.15 Neka je G graf i C C N takav da sadrzi sve | € N za
koje postoji par suprotnih lijenih l-obilazaka na G. Definiramo maksimalnu

stgurnu udaljenost na sljedeci nacin:
MP(G) = max{M : 1 € C}.

Teorem 7.16 Neka je G graf. Tada vrijedi sljedeca jednakost:

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu teorema [7.11] m
Definicije maksimalnih sigurnih udaljenost M®(G), M*(G), MY (G) koje smo

naveli u ovom poglavlju su, prema teoremima [7.11} [7.13] [7.16], redom ekviva-

lentne definicijama vrsnih raspona o%(G), o4 (G), 03 (G), definiranim u po-
glavlju [ Sukladno tome, u sljede¢im poglavljima koristimo ozanke o%(G),
o (G), 03/(G), ali pritom misleé¢i na definicije navedene u ovom poglavlju u

kojima se umjesto slabih homomorfizama spominju [-obilasci.

7.3 Relacije izmedu vrsnih raspona
Propozicija 7.17 Neka je G graf. Vrijedi sljedeca nejednakost:
o (G) = max{oy(G), op(G)}

Dokaz. Iz definicije i teorema [7.13] slijedi da postoje [-obilasci f i g
na G takvi da je mg(f,g9) = oy (G). Prema napomeni slijedi da su fig
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7.3. Relacije izmedu vrs$nih raspona

lijeni l-obilasci na G pa iz definicije[7.9]1 teorema slijedi o%(G) > o (G).
Analogno za 0% (G) > 0(G). =

Tvrdnja sljedeceg teorema jedan je od glavnih rezultata autora rada [2].
Teorem 7.18 Neka je G graf. Vrijedi sljedeca nejednakost:
03(G) — dHG) < 1.

Dokaz. Ako je graf G trivijalan EL onda je oy (G) = 0} (G) = 0 pa nejedna-
kost ocito vrijedi.
Neka je G netrivijalni graf. Nejednakost |0y (G) — 0(G)| < 1 dokazujemo

tako sto ¢emo pokazati da vrijede sljedece dvije nejednakosti:

Dokazimo najprije da vrijedi 1. nejednakost, tj. da vrijedi 0}(G) > o (G) —
1. Neka je oy;(G) = r. Prema definiciji |7.12| postoje [-obilasci f i g na
G takvi da za svaki ¢ € N; vrijedi dg(f(7),g(i)) > r. Definirajmo funkcije
1. q : Ng_1 — V(G) na sljedeéi naéin:

f’(@zf(ﬁéﬂ)
)

(*) Tvrdimo da su f’1i ¢’ suprotni lijeni l-obilasci na G te da za svaki i € Ng;_;

vrijedi dg(f'(i),¢'(7)) > r — 1.

LGraf je trivijalan ako ima samo jedan vrh i nema niti jedan brid.
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7.3. Relacije izmedu vrs$nih raspona
Za svaki neparni 7, tj. za i = 2k — 1, k € N vrijedi sljedece:

raravn=r(15)) 7 (|25]) = o ese. o

g'(i) :g(sz_lD = g(k) ZQG%D =g(i+1), (2)
arngiy =i (s (|5])o(|#5])) = atrwnam =

Analogno, za svaki parni ¢, tj. za ¢ = 2k, k € N vrijedi sljedece:

ri=r([257]) = rwen=r ([52]) = ravn.
sog+n=g(|5])o ([252]) =swa+ves@. o)

arngin=a(s(|*52]) o (|5])) =atrter nam. ©

Iz jednakosti (1)), ([2), (4), i definicije[7.2] slijedi da su fi ¢’ lijeni (20 —1)-

obilasci na GG. Uoc¢imo da za svaki ¢ € Ny, vrijede sljedece logicke implika-

<
—~

W
~—

cije:
F@f(i+1) € B(G) = (i) =4(i+1),
g(i)g'(i+1) € E(G) = [f'(i)=[f(i+1).

Dakle, "1 ¢’ su zaista suprotni lijeni [-obilasci na G.
Uocimo da za svaki k € N;_; vrijedi f(k)f(k+ 1) € E(G) pa vrijedi sljedeca

nejednakost:

d(f(k+1),9(k)) = d(f(k),g(k)) =1 =r—1. (7)

Sada iz (@), (6) i (7) slijedi trazena nejednakost: d(f(i),¢'(i)) >r — 1.

Ovime smo dokazali tvrdnju (*), odnosno 1. nejednakost.
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7.3. Relacije izmedu vrs$nih raspona

Dokazimo sada da vrijedi 2. nejednakost, tj. da vrijedi oy (G) > o} (G) — 1.
Neka je 0 (G) = r. Prema definiciji , slijedi da postoje suprotni lijeni
l-obilasci f i g na G takve da za svaki i € N; vrijedi d(f(),g(i)) > r.
Kako su f i g suprotni lijeni [-obilasci, to mozemo definirati preslikavanje
X :N;_; — {1, 2} na sljedeéi nacin:
(i) = 1, ako je f(i)f(i + 1) € E(G)
2, ako je g(i)g(i+ 1) € E(G)
Za svaki k € NLL%J, promatrat ¢emo parove (X (2k—1), X (2k)). Akojel—1
neparan, vrijednost X (I — 1) ne sparujemo. O¢ito ¢e vrijednosti promatranih
parova biti elementi skupa Z = {(1,1), (1,2),(2,1),(2,2)}. Neka je a broj
pojavljivanja parova (1,2) i (2,1). Definiramo funkcije f’,¢' : N,_, = V(G),

za koje ¢emo pokazati da su (I — a)-obilasci na G, sljede¢im algoritmom:

Algoritam 7.19

1 (1) = f(1)
2 g'(1) = g(1)
3b=0
41=1

5f0rk€NLl;lj do
2

6 | if (X(2k—1),X(2k))=(1,1) then
7 1 =1+2
s | | Fli-10=fli-1+0)
o f'() = f(i+b)
10 g'(i—1)=x // = je proizvoljan susjed od g(i + b)
no || g =gli+b)
| // Uotimo da vrijedi sljedece: f'(i—1)f'(i),g'(i—1)g'(i) € E(G)
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7.3. Relacije izmedu vrs$nih raspona

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

// Nastavak algoritma

for k € NV_TIJ do
if (X(2k—1),X(2k)) = (2,2) then
1 =142
fl(i—1)=x// = je proizvoljan susjed od f(i+b)
f'li) = fi+b)
gi—1)=g(i—1+4+0)
g'(i) = g(i+b)
| // Uotimo da vrijedi sljedece: f'(i—1)f'(i),q'(i—1)g'(i) € E(G)
if (X(2k—1),X(2k)) €{(1,2),(2,1)} then
i=i+1
b=0b+1
f'(@) = f(i+b)
) =gl +D)
if [ — 1 neparan then
1=1+1
if X(1—1)=1 then
f'(i) = fi+0)
g'(i) =x // = je proizvoljan susjed od g(i+b)
if X(1—1)=2 then
f'(i) =y // y je proizvoljan susjed od f(i+b)
) =g+ D)
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7.3. Relacije izmedu vrs$nih raspona

Uoc¢imo da je na kraju algoritma b = a, pri cemu je 0 < a < V‘le te da je u
zadnjem koraku i = [ — a. Dakle, domena funkcija f' i ¢’ je skup N;_,,.

(**) Tvrdimo da su f"i ¢’ (I —a)-obilasci na G te da za svaki i € N;_, vrijedi
de(f'(i),g'(i)) = —1.

Dokazimo da je f’ (I — a)-obilazak na G, tj. da vrijedi f'(i)f'(i+ 1) € E(G)
za svaki ¢ € N;_, ;. Neka je 7 € N;_,_1 proizvoljan i neka je by vrijednost
parametra b u koraku u kojem je f’(j) definiran. Ocito je by € {0,...,a}.
Ako je rije¢ o paru (1,1) ili (2,2), tj. ako je f'(j + 1) definiran u istom paru
kao f'(7), tada je ocito f'(j)f'(j +1) € E(G).

Promatrajmo slucaj kada je f'(j) definiran u jednom paru, a f'(j + 1) u
drugom ili u zadnjem nesparenom X (I — 1). Neka je f'(j) € Z. Tada je
f'G+1)= f(j+ by). Promotrimo sljedeéa cetiri slucaja:

1. f'(j +1) je definiran u paru (1,1)
Tada je f'(j+1) = f(j+1+bo). Vrijedi f(j+bo)f(j+1+4+by) € E(G)
pa slijedi f'(j)f'(j + 1) € E(G).

2. f'(j +1) je definiran u paru (1, 2)
Tada je f'(j+1) = f(j+1+bo+1) = f(j+1+bo) paslijedi f'(5)f'(j+
1) € E(Q).

3. f'(j +1) je definiran u paru (2,1)
Tada je f'(j+1) = f(j+1+bg+1). Takoder vrijedi f(j+1+by) = f(j+
bo) 1 f(j4+14b0)f(j+14+bo+1) € E(G) paslijedi f'(j)f'(j+1) € E(G).

4. f'(4 + 1) je definiran u paru (2, 2)
Tada je f'(j + 1) definiran kao susjed od f'(j +2) = f(j + 1+ by + 1).
Vrijedi f(j+14+bo+1)=f(j+1+by) = f(5+bo) = f'(j) pa slijedi
PG +1) e BG).
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7.3. Relacije izmedu vrs$nih raspona

Dakle, f’ je zaista (I — a)-obilazak na G. Analogno se moze dokazati za ¢'.
Ovime smo dokazali tvrdnju (**), odnosno 2. nejednakost.

Iz dokaza 1. i 2. nejednakosti, slijedi tvrdnja teorema. m

Kao sto smo komentirali rezultat teorema [5.1] tako ¢emo i sada promotriti
drugi dio dokaza prethodnog teoremal[7.18 u terminima Alice i Boba i njihovih
Setnji grafom. U tom slucaju, kada nam nije od tolike vaznosti formalno
definirati odgovarajuce [-obilaske, koristit ¢emo izraze: lijena Setnja, setnja,

suprotna lijena Setnja.

Napomena 7.20 Izrazi lijena Setnja, setnja @ suprotna lijena Setnja redom

odgovaraju tradicionalnim, aktivnim i lijenim pravilima kretanja.

Prisjetimo se da kretanja igraca reprezentiramo funkcijama (l-obilascima)
koje predstavljaju lokacije igraca u odredenom koraku - domena N; pred-
stavlja redni broj koraka, a kodomena V(G) predstavlja vrh na kojem se
igrac¢ nalazi u trenutnom koraku.

Kada su Alice i Bob u suprotnim lijenim Setnjama, odnosno kada postuju
lijena pravila kretanja, tocno jedan od njih obilazi graf dok drugi stoji na
istom vrhu i obratno. Dakle, ako imamo njihove lijene Setnje koje omogucuju
drzanje sigurne udaljenosti r, onda mozemo dobiti njihov redoslijed obilazenja
grafa. Kada konstruiramo njihove Setnja postujuc¢i aktivna pravila kretanja,
pocinjemo od one pozicije koju bi imali da promatramo lijena pravila kreta-
nja, i zatim obilazimo graf redoslijedom kojim su se kretali. Mogu nastupiti

dva slucaja:

1. Prvo se pomaknuo jedan igra¢, a zatim drugi.
Ove dvije kretnje dogoditi ¢e se istovremeno, ako je rije¢ o aktivnim
pravilima kretanja. Igraci ¢e zavrsiti u onoj poziciji u kojoj bi bili da
smo promatrali lijena pravila kretanja, jos uvijek na sigurnoj udalje-

nosti r.
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7.3.

Relacije izmedu vrsnih raspona

. Jedan igra¢ se pomaknuo dvaput zaredom, dok je drugi dva koraka

zaredom ostao na istom vrhu.

Ovakvu kretnju mozemo izraziti u terminima aktivnih pravila kretanja
- onaj igra¢ koji je ostao na istom vrhu ¢e se pomaknuti na susjedni
vrh i vratiti natrag. Moguce je da se sigurna udaljenost smanji za 1,

ali svakako nece biti manja od r — 1.
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Poglavlje 8
Rasponi nekih klasa grafova

Ovo poglavlje preuzeto je iz [2].

Koristit ¢emo pojam reznog brida, spomenutog u definiciji 2.24] kako bi
problem odredivanja vrijednosti raspona grafa sveli na odredivanje vrijed-
nosti raspona njegovih podgrafova odredenim reznim bridovima. Rezultat
koji ¢emo predloziti, mogao bi voditi ka algoritmu za izracun gornje granice

vrijednosti raspona, koji bi za neke grafove imao vise smisla nego radijus.

Propozicija 8.1 Neka je G graf sa barem tri vrha, tj. |V(G)| > 3. Neka je
xy rezni brid v G te G1 1 Gy podgrafovi grafa G inducirani komponentama

G — xif] tako da je v € V(Gy) te y € V(Gs). Tada vrijedi sliedede:

o¥(G) < max{eccg, (), ecca, (y)}-

Dokaz. Dokaz provodimo u terminima Alice i Boba i njihovih Setnji grafom.

Ovisno o poziciji sa koje pocinje Setnju, razlikujemo tri slucaja:

1. Oba igraca zapocinju Setnju iz nekog vrha u Gj.

U nekom trenutku oboje ¢e morati posjetiti vrhove grafa G5, a to mogu

LGraf G — zy je graf dobiven uklanjanjem brida xy iz grafa G.



jedino ako produ reznim bridom zy. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da Alice prva prelazi u Gy. Kada Alice dode do vrha z,
Bob se i dalje nalazi u GGy pa je u tom sluc¢aju njihova udaljenost manja

ili jednaka eccg, (z) pa tvrdnja vrijedi.

. Oba igraca zapocinju Setnju iz nekog vrha iz G,.
Analogno kao u prethodnom slucaju, kada se jedan od igraca nalazi
u vrhu y, drugi se i dalje nalazi u G5 pa je u tom slucaju njihova

udaljenost manja ili jednaka eccg,(y) pa tvrdnja vrijedi.

. Igraci zapocinju Setnju u vrhovima razlicitih podgrafova G, i Gj.
Bez smanjena opcenitosti pretpostavimo da Alice zapoc¢inje svoju Setnju
u GG, a Bob u G3. Oboje ¢e morati pro¢i reznim bridom zy kako bi

dosli do drugog podgrafa. Moze se dogoditi sljedece:

e Mozemo zavrsiti u situaciji opisanoj u slucaju 1
e Mozemo zavrsiti u situaciji opisanoj u slucaju 2

e Obaigraca ¢e istovremeno preéi u drugi podgraf (Alice u Go, a Bob
u (1), a to znaci da ¢e se u istom koraku Alice i Bob nalaziti u vrhu
x 1y redom. U tom trenutku, njihova udaljenost je jednaka 1 te
vrijedi 1 < max{eccg, (), eccq, (y)}. To vrijedi jer iz pretpostavke
da je |V(G)| > 3 slijedi da je barem jedan od grafova G i G5 ne-

trivijalan.

Time je propozicija u potpunosti dokazana. m

Prisjetimo se napomene |4.3| koja kaze da vrijedi 029(G) < rad(G). Prirodno

je usporediti vrijednost max{eccq, (), eccq,(y)} iz prethodnog teorema sa

vrijednoséu rad(G) i zapitati se jesmo li prethodnim teoremom dobili po-

boljsanje u odnosu na napomenu [£.3] Na sljedecoj slici mozemo vidjeti pri-
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mjer grafova za koje su ove dvije vrijednosti razli¢ite, odnosno neusporedive.

Slika 8.1: Primjer grafova koji ilustriraju razliku radijusa grafa i maksimuma

ekscentriteta krajeva reznog brida

Uocimo da za graf G vrijedi rad(G) = 2, max{eccq, (z),eccq,(y)} = 1, dok
za graf H vrijedi rad(H) = 3, max{eccg, (), eccq,(y)} = 4.

Autori rada [2] su se prilikom proucavanja raspona razli¢itih familija grafova
Kartezijevom vrsnom rasponu. To ih je potaknulo da pokusaju pronaéi fa-
miliju grafova za koje se moze posti¢i veta sigurna udaljenost promatrajuci
lijena pravila kretanja, kojih se inace pridrzavamo prilikom proucavanja Kar-
tezijevog raspona. Jedna takva familija grafova su tzv. suncevi grafovi ciju

definiciju navodimo u nastavku.

Definicija 8.2 Neka je C,, ciklus sa skupom vrhova {vy,...,v,}. Graf koji
se dobije dodavanjem n listova {uy,...,u,} ciklusu C, na nacin da je u;v;

brid za svaki i € N, nazivamo n-sunéev graf i oznacavamo sa SC,,.

Napomena 8.3 Lako se vidi da vrijedi sljedece:
[V(SC,)| = 2n, rad(SC,,) =rad(C,,) + 1= [ %] + 1

Teorem 8.4 oy(SC,,) = |2],0¥(5C,) = 0/(SC,,) = [%]

2
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Dokaz. Neka je SC, n-suncev graf iz defincije [8.2 Uocimo da vrijednosti

raspona ovise o parnosti broja n pa vrijedi sljedece:

O'; (502k+1) = k,0§(502k+1) = 05(502k+1) =k +1 za k Z 1,

O'v>< (SCQk) = 05—(8(]%) = O’E(SOQ}C) =kzak Z 2.
Tvrdnju teorema dokazujemo naprije za SCoy1.

1. o(SCoy1) =k +1

Dokazujemo u terminima Alice i Boba i njihove setnje grafom SCoxiq
postujudi lijena pravila kretanja drzeéi udaljenost barem k + 1.
Znamo da vrijedi o5} (SCa11) gad(SCQkH) = L2k2_+1J +1=k+1.
Treba jos pokazati da vrijedi o3} (SCory1) > k + 1.

Primijetimo da za svaki list u; postoje tocno dva vrha ciklusa Co 1 koji
su od njega udaljeni za k+ 1. Lako se moze uociti da suzai # k+1 to
vrhovi vy, 1 Upq1 pri cemu je m = (i+k)mod(2k+1). Akojei =k+1,
onda je rije¢ o vrhovima vy i vopyy. Sljede¢om tablicom ¢emo opisati

prvih nekoliko koraka od Alice i Boba.

1 2 3 4 3 6 7

Pozicija od Alice | wuy Uy Uy Uy U1 Vo Us

Pozicija od Boba | Ui | Vkg1 | Vg2 | Ukt | Ukg2 | Upyo | Ukto

Tablica 8.1: Tablica prvih sedam koraka Alice i Boba u grafu SCy,, drzeci

udaljenost barem k + 1 te postujuci lijena pravila kretanja

2Slijedi iz napomene
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Na grafu SC5 koji slijedi, ilustrirani su ovi koraci pri ¢emu je k =
2. Uocimo da ¢e u koracima koji slijede, u konacnici i Alice i Bob
posjetiti sve vrhove grafa SC5 drzeéi udaljenost vecu ili jednaku k + 1.
Ovime smo dokazali da vrijedi 03/ (SCa;11) > k+ 1, odnosno da vrijedi

O'E(SCQk_H) =k + 1.

Koraci 1-4 Koraci 5-7

Slika 8.2: Prvih sedam koraka Alice (crveno) i Boba (plavo) u grafu SCj

drzeci udaljenost barem 3 te postujuci lijena pravila kretanja

2. 0B(SCo1) =k + 1
Iz napomena slijedi da su rasponi % (SCoy1 1), o (SCari1)
i 0(SCyr11) manji ili jednaki radijusu grafa SCyy 1 za koji znamo da je
jednak k+ 1 pa koristeéi rezultat propozicije slijedi 0% (SChry1) =
E+1.

3. U;(SOQk_i_l) =k
Najprije ¢emo dokazati da je o (SCo41) < k + 1.
Ako se Alice i Bob u isto vrijeme nalaze na vrhovima ciklusa, nji-

hova maksimalna udaljenost moze biti najvise k, zbog rad(Cor11) = k,
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tj. udaljenost im je manja od k 4+ 1. Pretpostavimo sada da igraci
mogu cijelo vrijeme drzati udaljenost barem k + 1. Ako Alice i Bob
zapoc¢inju svoju Setnju iz listova, onda ¢e se u sljede¢em koraku oboje
nalaziti na vrhovima ciklusa. Zaklju¢ujemo da jedan od njih mora
zapoceti u nekom od listova u;, a drugi u nekom od vrhova ciklusa
v;. S obzirom da zelimo posti¢i maksimalnu udaljenost, igraci se mo-
raju nalaziti na suprotnim stranama ciklusa. Bez smanjena opcenitosti,
mozemo pretpostaviti da Alice zapocinje Setnju u listu u;. Tada Bob
zapocinje svoju Setnju u vrhu vgy; zbog ve¢ spomenute maksimalnosti
(d(u1,vk41) = k+1). U sljede¢em koraku, Alice ima samo jednu opciju

(prijeéi u vrh vy), a Bob ima tri opcije.

a. Ako Bob prijede u vrh vy, ili vg, o, tada se oboje nalaze na vrhovima
ciklusa.
b. Ako Bob prijede na vrh uy, 1, tada imamo opet pocetnu situaciju.

Dakle, o (SCar11) < k+ 1. Pokazali smo da je 0/(SCoxy1) = k+1 pa
iz teorema slijedi oy (SCoxi1) = k.

Dokazimo sada tvrdnju teorema za SCsyy.

Analognim zakljuc¢ivanjem kao kod dokazivanja tvrdnje za SCyy 1, mozemo

zakljuciti da je rad(SCy) = k+ 1 te da je to maksimalna moguca vrijednost

za sve raspone, tj. o, ov, 00 < k+ 1.

Ako se Alice i Bob u isto vrijeme nalaze na vrhovima ciklusa, njihova mak-

simalna udaljenost moze biti najvise k, zbog rad(Cy) = k, tj. udaljenost im

je manja od k + 1. Navedeno vrijedi za sva tri skupa pravila kretanja.

1. 0X(SCo) = k

Promatrajudi aktivna pravila kretanja, dokaz nejednakosti o (SCo) <

k+1 proveli bi na analogan nac¢in kao u slucaju SCs,_;. Da bi dokazali
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da je 05 (SCq) = k, opisat ¢emo Setnju Alice i Boba grafom SCy,
drzeé¢i udaljenost k£ te postujuéi aktivna pravila kretanja. Sljedecom

tablicom ¢emo opisati prvih nekoliko koraka od Alice i Boba.

1 2 3 4 ) 6

Pozicija od Alice | wuy V1 Vo Ua Vo Vs

Pozicija od Boba | w1 | kg1 | kg2 | Ukt2 | Vki2 | Ukes

Tablica 8.2: Tablica prvih Sest koraka Alice i Boba u grafu SCy, drzeci

udaljenost k te postujuci aktivna pravila kretanja

Nastavljajuci korake na nalogan nac¢in kao u prethodnoj tablici, vidimo
da ¢e u konacnici Alice i Bob posjetiti sve vrhove grafa SCoy, drzedi
udaljenost k& pa smo time dokazali oy; (SCy) = k.

Na grafu SCg, koji je prikazan na sljedecoj stranici, ilustrirani su prva

tri koraka koja smo opisali u prethodnoj tablici, pri ¢cemu je k = 3.

2. 0J(SCy) =k
Promatrajmo tradicionalna pravila kretanja. Alice i Bob ne moraju se
nuzno istovremeno nalaziti na vrhovima ciklusa. Pokazat ¢emo da vri-
jedi nejednakost 0% (SCy) < k + 1. Dokaz provodimo kontradikcijom,
tj. pretpostavljamo suprotno - da postoje lijene Setnje Alice i Boba
koje ih drze na udaljenosti k£ + 1. Bez smanjena opcéenitosti mozemo
pretpostaviti da Alice zapocinje svoju Setnju u listu u;. Tada Bob svoju
Setnju moze sapoceti u vrhu ciklusa vy, ili listu ug, . Lako se vidi da
jedini vrhovi ciklusa na koje se igraci mogu pomaknuti su vy ili vy
(zbog udaljenosti koja mora biti barem k+1). Slijedi o3}(SCyy) < k+1.
Da bi dokazali da je of/(SCa;) = k, konstruiramo Setnje Alice i Boba

na slican nacin kao kod aktivnih pravila kretanja, osim Sto se igraci
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pomicu na sljedec¢i vrh u svakom drugom koraku. Slijedi o{}(SCq) = k

pa iz teorema zakljucujemo o%(SCy;) = k.

3. 0¥(SCy) = k

Upravo dokazano.

Korak 1 Korak 2

Korak 3

Slika 8.3: Prva tri koraka Alice (crveno) i Boba (plavo) u grafu SCg drzedi

udaljenost barem 3 te postujuci aktivna pravila kretanja
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Propozicija 8.5 Graf SC5 je graf sa najmanjim brojem vrhova za kojeg

vrijedi o} (SCs) > o1 (SC3).

Dokaz. Neka je G graf za kojeg vrijedi 0/(G) > o4(G). Prema teoremu
znamo da za svaki graf H ¢iji je direktni vréni raspon jednak nuli, vrijedi
|[V(H)| = 1 pa je onda ocito i Kartezijev vréni raspon jednak nuli. Drugim
rijecima, oy (H) = 0 = o (H) = 0. Stoga, o (G) mora biti barem 1,
odnosno ¢%(G) mora biti barem 2.

Povezani grafovi koji imaju najvise 3 vrha imaju radijus jednak najvise 1.

Cy. Za njih vrijedi sljedece:

oy (Py) =1, oy (Py)

0,
oy (Cy) =2, o} (Cy) =1

jednak 2. To su Ps, C5 za koje vrijedi:

Q

06(P5) =1, 5(P5) =0,
oy (Cs) = 2, o (Cs) =2

i 8 grafova prikazanih na sljedecoj slici, zajedno sa svojim Kartezijevim i
direktnim vr$nim rasponom. O¢ito na$ polazni graf G mora imati barem 6

vrhova pa je time tvrdnja dokazana.
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op =1 oy =1 op =2 op =2

0'15,21 0'5:1 Uilj,:l O'ID/:].
op =1 op=1 oy =2 op =2
O'V:]. O'V:]. O'V:]. O'V:].

Slika 8.4: Povezani grafovi za 5 vrhova radijusa 2 (Izuzev Ps i Cs)
]

Sljedeéa klasa grafova koji su autori promatrali u radu [2] su binarna stabla.
Ona su korisna za promatranje hijerarhijskih struktura pa tako primjerice
imaju primjenu u podatkovnoj znanosti i rjeSavanju mreznih problema. Kon-
kretnu vrijednost raspona dobili su za savrsena binarna stabla ¢iju definiciju

navodimo u nastavku.

Definicija 8.6 Savrseno binarno stablo je korjensko stablo u kojem unu-
tarngi vrhovi imaju tocno dvoje djece i svi listovi se nalaze na jednakoj uda-

ljenosti od korijena. Oznacavamo ga sa BTy, pri cemu je h njegova visina.
Napomena 8.7 Uocimo da je rad(T) = h.
Teorem 8.8 Neka je h > 1. Tada vrijedi sljedece:

o¥(BT}) = op(BTy) = 0 (BTy) = h — 1.

Dokaz. Dokazat éemo da vrijedi o (BT},) < h pa ¢e zbog rezultata kojeg
smo dokazali u propoziciji [7.17] slijediti da su oy (BT},) i 0f}(BT},) manji od
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h. Zatim ¢emo konstruirati Ssetnju od Alice i Boba kroz takve grafove na
na¢in da drze udaljenost h — 1 uz razli¢ita pravila kretanja.

Oznacimo korjen stabla BT} sa x. Graf BT}, — x ima dvije komponente na
koje ¢emo se referencirati sa ”lijeva grana” i ”desna grana”. Moze se dogoditi

neka od sljedecih situacija:

1. Alice i Bob zapoc¢inju svoju Setnju u istoj grani
U nekom trenutku ¢e jedan od njih morati prijeé¢i u drugu granu, od-
nosno morat ¢e proc¢i kroz korjen grane u kojoj se nalazi. Tada ce

udaljenost igraca biti najvise h — 1.

2. Alice i Bob zapocinju svoju Setnju u razlicitim granama
U nekom trenutku ¢e jedan od njih morati prije¢i u drugu granu, dok
drugi ili ostaje u grani kojoj je bio na pocetku ili prelazi na korjen .
Razlog tomu je Sto pravila kretanja ne dopustaju istovremenu zamijenu
grana jer prvo moraju proci kroz korjen x. Prilikom prelaska u drugu

granu kroz korjen, njihova udaljenost moze biti najvise h — 1.

3. Jedan od igraca zapocinje svoju Setnju u korjenu x
Udaljenost igraca moze biti h jedino ako se jedan igrac¢ nalazi u korjenu,
a drugi u listu stabla BTj. Kako bi osigurali udaljenost od barem h,
onaj igra¢ koji se nalazio u x mora prije¢i u granu suprotnu od one u
kojoj se nalazi drugi igra¢. No sada opet imamo situaciju opisanu pod

2.

Dakle, nemoguce je da Alice i Bob obidu sve vrhove grafa BT), visine h, a
da cijelo vrijeme drze sigurnu udaljenost jednaku h pa vrijedi oo(BT},) < h.
Stoga ¢emo opisati njihove Setnje koje ¢e ih drzati na udaljenosti h — 1.

Zelimo pokazati da vrijedi o$}(BT},) = h — 1. Kako je rije¢ o Kartezijevom
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vrsnom rasponu, to promatramo lijena pravila kretanja, odnosno suprotne

lijene Setnje. Opisimo ih:

Neka Alice zapocinje svoju Setnju u proizvoljnom listu lijeve grane, a

Bob u proizvoljnom listu desne grane.
Alice obilazi vrhove lijeve grane, dok Bob ostaje u mjestu.
Primijetimo da je Alice od Boba udaljena barem A + 1.

Alice se vraca u proizvoljan list lijeve grane, dok Bob obilazi vrhove

desne grane.

Sada treba zamijeniti grane - Alice se nalazi u listu lijeve grane pa
Bob moze preko korjena x preéi u lijevu granu i spustati se do listova,
uvijek birajuci vrh koji je najudaljeniji od Alice. Na ovaj nacin, Bob
¢e biti najblizi Alice kada se bude nalazio u korjenu lijeve grane i tada

¢e njihova udaljenost biti jednaka h — 1.

Sada se Alice moze popeti do korjena lijeve grane, prije¢i u desnu i na

isti nacin kao i Bob, spustiti se do proizvoljnog lista desne grane.

Primijetimo da smo sada u pocetnoj situaciji. Alice i Bob mogu naiz-
mjeni¢no posjetiti sve vrhove odgovarajucih grana drzeéi se uvijek na

udaljenosti barem h — 1.

Dakle, of(BT},) = h — 1. Zbog h — 1 = ¢(BT},) < o%(BT;) < slijedi
oB(BT;) = h — 1.

Sada zelimo pokazati da vrijedi oy (BT}) = h — 1. Kako je rije¢ o direktnom

vrsnom rasponu to promatramo aktivna pravila kretanja. Opisimo ih:

3Slijedi iz propozicije [7.17
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e Setnju konstuiramo na slican na¢in kao u prethodnom kad smo pro-
matrali lijena pravila kretanja, osim Sto sada nije dopusteno da jedan

igra¢ miruje dok se drugi krece.

e Dok Alice obilazi vrhove lijeve grane u kojoj se nalazi, Bob alternira
izmedu lista desne grane u kojem se nalazi i njegovog susjeda. Isto

vrijedi i za Alice dok Bob obilazi vrhove desne grane.

e Prilikom prelaska iz jedne grane u drugu, kada se Bob nalazi u korjenu
lijeve grane, Alice se mora nalazi u listu jer bi inac¢e njihova udaljenost

bila manja od A — 1. Da bi to bilo moguce, moramo osigurati sljedece:

1. Ako je h neparan, Alice se mora nalaziti u listu iz kojeg je zapocela
svoju Setnju.
2. Ako je h paran, Alice se mora mora prijeéi u susjed lista u kojem

je zapocela svoju Setnju.

e Na ovaj nacin moguce je zamijeniti grane pa se daljnji obilazak odvija

na analogan nacin kao kod lijenih pravila kretanja.

Na sljedecoj slici je primjer za h = 3.

Slika 8.5: Bobu (plavo) trebaju 4 koraka da iz lista desne grane dode do
korjena lijeve grane. Istovremeno, Alice (crveno) alternira izmedu lista i

njegovog susjeda.
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Dakle, o, (BT},) = h — 1.

Time je teorem u potpunosti dokazan. m

Iz teorema [5.2] [5.7} slijedi da su vrsna i bridna varijanta svakog od
raspona jednake, ako je radijus promatranog grafa jednak 1.

Neka je G graf sa n vrhova. Uoc¢imo da ako postoji vrh v grafa G stupnja
d(v) = n — 1, onda vrijedi: rad(G) = 1,0%(G) < 1.

Vrijedi sljedece: potpuni graf K,,,n > 3, kota¢ W,,,n > 41 zvijezda S,,,n > 4
imaju vrijednost svih raspona jednaku 1. Definicije navedenih grafova ne
navodimo, ali iste se mogu pronaéi u [6].

Sljedeca tablica je rezultat promatranja radijusa i raspona nekih drugih klasa

grafova. Definicije grafova @, i K, s se takoder mogu pronadi u [6].

Klasa Radijus | o% oy oy Slijedi iz
P,n>2 | 2] 1 1 0 [
Cn,n>3 2] 2] 2] [], n neparan [1], Teorem [7.18

5 — 1, n paran
Qn,n > 2 n n n n—1 [1], Teorem [7.18
K, r,s>2 2 2 2 1 [1], Teorem [7.18
SC, L%J +1 (%-‘ [%J (%-‘ Teorem [8.4
BT, h h—1|h-—1 h—1 Teorem [8.8

Tablica 8.3: Raspon nekih drugih klasa grafova
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Poglavlje 9
Komparativna analiza

Radovi [1] i [2] proucavaju isti problem - odredivanje maksimalne sigurne uda-
ljenosti koju dva igra¢a mogu drzati obilazec¢i dani graf u skladu s odredenim
pravilima kretanja. Kroz prethodna poglavlja detaljno smo se upoznali sa
pristupom rada [1] (poglavlja [6) i sa pristupom rada [2] (poglavlja
. Sada nam je cilj usporediti navedene radove - ustanoviti postoje li
razlike, uociti potencijalnu analogiju u definicijama, prouciti rezultate i/ili
karakterizacije dobivene odredenim pristupom.

Na samom pocetku rada naglasili smo da ima smisla promatrati samo jednos-
tavne povezane grafove. U poglavlju |3 opisali smo tri vrste pravila kretanja
- tradicionalna, aktivna i lijena. Ista se koriste u analizama promatranih
radova. S obzirom da [2] promatra samo vr$ne raspon, bridni raspon, s ko-
jim se upoznali kroz analizu rada [I], neée nam posluziti u svrhu usporedbe
promatranih radova. Ipak, treba naglasiti njegovu vaznost u Sirem kontekstu
promatranja raspona grafa i rezultate koje smo dokazali u ovom radu kao i
rezultate koji se mogu pronadi u 8] i [9].

Za razliku od [1] koji koristi slabe homomorfizme prilikom definiranja ras-

pona, [2] direktno definira maksimalnu sigurnu udaljenost pomocu l-obilazaka,



tj. istu direktno povezuje sa rasponom. Prisjetimo se spomenutih definicija.
Definicije iz [I]:
o (H) = max{mp(f,g): f,g: P — H su surjektivni
slabi homomorfizmi i P je put},
— max{en(2) : Z Co HRH i ;(V(2)) = paV(2)) = V(H)),
op(H) = max{mp(f,9) : f,g: P — H su surjektivni
uskladeni slabi homomorfizmi i P je put},
— max{en(2) : Z Co H x H i p(V(Z)) = p(V(2)) = V(H)),
ov(H) = max{mp(f,g): f,g: P — H su surjektivni suprotni
slabi homomorfizmi i P je put}

— max{eq(Z) : Z Co HOH i m(V(Z)) = po(V(2)) = V(H)}.
Definicije iz [2]:

M®(G) = max{M} : | € S},

MP = max{mg(f,g) : f i g su lijeni l-obilasci na G},
M*(G) = max{M;,* :l € D},

M) = max{m¢(f,g) : f 1 g su l-obilasci na G},
M2(G) = max{M : | € C},

M = max{mg(f,g) : f i g su suprotni lijeni {-obilasci na G}.

Dokazali smo da su navedene definicije zaista ekvivalente, tj. da vrijedi
ot = M¥ (Teorem [7.11)), oyt = M* (Teorem [7.13)), o) = M" (Teorem [7.16)).
Vidjeli smo da definicije lijenog [-obilaska i suprotnih lijenih /-obilazaka re-
dom podsjecaju na definicije slabog homomorfizma i suprotnih slabih ho-
momorfizama. Udaljenost [-obilazaka takoder definiramo na analogan nacin

kao i udaljenost slabih homomorfizama te smo dokazali da obe udaljenosti
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maksimalno mogu biti jednake radijusu promatranog grafa. Dakle, iako se
definicije raspona doimaju jako razlicite, slicnosti ipak postoje.

Neki od rezultata iz [1], a koji su se koristili u [2] su sljededi:
1. o%(H) < rad(H) (Napomena [4.3)
2. oy (H) < rad(H) (Napomena [£.10)
3. 0 (H) < rad(H) (Napomena [4.16)
4. [V(H)| =1 < o%(H) =0 (Teorem 5.1)
5. [V(H)| =1 <= o, (H) =0 (Teorem |5.6))
6. |V(H)|=1 <= oy(H) =0 (Teorem [5.9)

Vidjeli smo kod teorema 4.12] da su autori rada [I] vrsne raspone

definirali kao maksimalnu udaljenost medu svim minimalnim udaljenostima
e (Z) (Definicija dvaju igrac¢a na nekom grafu Z koji je povezani pod-
skup odgovarajuceg produkta - H X H (jaki vrsni raspon), H x H (direktni
vréni raspon) ili HOH (Kartezijev vrsni raspon). U svakoj od definicija
javlja nam se uvjet p1(V(Z)) = po(V(Z)) = V(H) koji osigurava da igraci
moraju posjetiti sve vrhove pocetnog grafa H. Primijetimo da je taj uvjet, u
definicijama iz [2], osiguran time $to smo [-obilaske definirali kao surjektivne
funkcije cija je kodomena skup vrhova promatranog grafa.

Navedimo neke od rezultata dokazanih u [I:

1. Za grafove radijusa 1 i grafove sa samo jednim vrhom vrijedi

o = 0%, 0y = oy (Teoremi [5.2} [5.7).
2. Za put i grafove radijusa 1 vrijedi 0%} = o' (Teorem [5.10)).

3. Za put koji ima barem dva vrha vrijedi o = 0% = 1.
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4. Za stablo vrijedi 0¥ = 0%, 0 = 0}, 0 = 0F.

5. Put je jedini graf za koji vrijedi o5} = 0 = 0 (Teorem .

Iz 1. i 2. slijedi da postoje beskonacne familije grafova ¢iji su vrsni i bridni
raspon jednaki.

Navedimo sada dva vazna rezultata dokazana u [2]:

1. 0¥ > max{oy, oy} (Propozicija [7.17),
2. oy — o} <1 (Teorem [7.18))

U tablici 8.3 su detaljno raspisane vrijednosti odgovarajuéih raspona za neke
klase grafova. Rezultate dobivene iz [I] i [2] ne bi imalo smisla poredati
po nekoj vaznosti no ipak treba istaknuti da su se koriste¢i pristup sa (-
obilascima uspjele izracunati konkretne vrijednosti raspona na neke klase
grafova, dok je u [I] naglasak bio na O-rasponu i beskona¢nim familijama
grafova sa jednakim vrsnim i bridnim rasponom.

Matematicka definicija raspona iz [I] ipak je malo sloZenija nego li ona iz
[2] no jedna ne iskljucuje drugu. Kako smo veé vidjeli, neki rezultati iz [1]
neophodni su u dokazivanju tvrdnji iz [2] stoga nije potrebno postavljati
strogu granicu izmedu ova dva pristupa. U daljnoj analizi, mozda ¢e se vise
rezultata o rasponu grafa uspjeti dokazati koristeci pristup sa [-obilascima

umjesto slabih homomorfizama no takva tema prelazi okvire ovog rada.
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