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Uvod

Pojam linearnog programiranja (LP) uveden je 1950-ih godina. Koristi se
kao matematicki alat za rjeSsavanje optimizacijskih problema u raznim po-
druc¢jima, ukljucujuéi matematicku ekonomiju, racunarstvo, logistiku, pro-
izvodnju i brojna druga polja.
Pojam linearno oznacava vise vaznih karakteristika. Naime, koristimo line-
arne jednadze i nejednadzbe kako bismo ogranicili izvedive planove, osim
toga, koristimo i linearnu funkciju za mjerenje kvaliteta planova (npr. traja-
nje ili troskovi) promatranih koli¢ina.
Kroz pregled definicija, matematickih teorema, algoritama i prakti¢nih pri-
mjera, prikazat ¢emo kako se linearno programiranje koristi za rjesavanje
slozenih problema optimizacije. Poseban naglasak bit ¢e stavljen na primjene
LP-a u stvarnim scenarijima.

Jedna od najvaznijih metoda za rjeSavanje linearnih problema je simpleks
metoda. Tema ovog diplomskog rada je upravo simpleks metoda.
Glavni cilj simpleks metode je pronalazenje optimalne vrijednosti funkcije
cilja, koju obi¢no zelimo minimizirati ili maksimizirati, uz postivanje linear-
nih ogranicenja. Kako optimizacija nailazi na dobru primjenu u stvarnom
svijetu, ograni¢enja se najceS¢e odnose na raspolozive resurse ili kapacitete,
a cilj je pronaci vrijednosti varijabli koje ¢e optimizirati funkciju cilja uz

postivanje tih ogranicenja. Osim simpleks metode, postoji jo§ mnogo me-



toda za rjesavanje linearnih problema. Neke od njih su: metoda dualnosti,
metoda gradijentnog spusta, metoda potencijala i druge. Usprkos velikom
broju metoda, simpleks metoda se i dalje vodi kao jedan od najucinkovitijih

algoritama za pronalazak optimalnog rjesenja.
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Poglavlje 1
Linearni program

Zapocnimo sa jednostavnim primjerom.
Primjer 1.1

Maksimizirajmo vrijednosti 1+ To

medu svim vektorima (z,xs) € R?

uz ogranic¢enja 1 >0
T9 >0
—x1+ 219 < 4
4z 4+ x5 < 20

2I1—$2§8

U koordinatnom sustavu crtamo presjek svih ograni¢enja, odnosno:
{(z1,79) €ER? : 1 > 0} N {(x1,m9) € R? : 29 >0} N {(wy,12) € R?: —y +
2r9 < 4} N {(ZE1,$2) ceR?: dr1 4+ 29 < 20} N {(ZL’1,$2) ceR?: 201 —x9 < 8}

Trebali bismo dobiti sljedeci konveksni poligon:



£ 1)

_ -
3 ik im <2 dritm<20 )

Zadatak je pronaci tocku koja maksimizira vrijednost funkcije x1 + z9. Za to
nam je potreban vektor (1,1). Promatramo pravac okomit na vektor (1,1),
zatim ga translatiramo u smjeru vektora dok ne dosegnemo najudaljeniju
tocku poligona. Ta tocka je rjeSenje zadatka. U ovome slucaju rjesenje je

tocka (4,4).




Zelimo pronaéi vektor z* € R™ koji maksimizira (minimizira) vrijednost
linearne funkcije medu svim vektorima z € R™ koji zadovoljavaju zadani
sustav linearnih jednadzbi i nejednadzbi. Funkcija cilja je funkcija koju
maksimiziramo (minimiziramo), a ima sljedeci oblik:

e =cix+... + cpxn, c€R™

Linearne jednadzbe i nejednadzbe nazivamo ogranic¢enjima.

Definicija 1.1 Neka suc e R", a; e R*", b e R, 1€ M CN, te f: R* - R

definirana sa f(x) = c'x. Promatramo optimizacijski problem

f(z) ="z — max (1)
uz sljedece uvjete

ajx >b;, i€ M (2)

alx <b;, i€ My (3)

ajx=b;, i€ My (4)

gdje je My UMy UMy = M, te My N M; =0, zai # j. Problem koji za-
dovoljava svojstva (1) - (@) nazivamo problem linearnog programiranja
(linearni program). Vektor x € R"™ sa svojstvima - zovemo dopus-
tivo rjesenge. Skup svih dopustivih rjesenja zovemo dopustivo podrucje.

Dopustivi vektor x* € R™ ce biti optimalno rjesenje problema ako vrijedi
f(z*) =cla* > "o = f(x), za svaki dopustivi .

Napomena 1.1 1. Linearni program moZe biti i program minimiziranja

zadane linearne funkcije, jer je minimizacija funkcije cilja c'x ekviva-

T

lent maksimizaciji funkcije —c' x, odnosno:

f(x)=c'r = mar <= f(z) = —c'x = min,



jer prema Definicija[1.1], da bismo rijesili problem linearnog programi-

ranja moramo pronaci optimalno rjesenje:
flx*) =cla* > "o = f(2), 2za svaki dopustivi z, ili ekvivalentno
—f(z*) = —c'z* < —c"w = —f(x), za svaki dopustivi .
2. Uvjet 1z definicije moZemo zamijeniti njegovim ekvivalentom:

aiT:c > b — —aiT:L’ < —b;.

3. Uvyjet 1z definicije moZemo zamijenili njegovim ekvivalentom:
alr=0b = alx>b & alz<b.

Sada, zahvaljujuc¢i prethodnoj napomeni, linearni program mozemo inter-
pretirati na sljedeci nacin:

Maksimizirajmo vrijednosti 'z

medu svim vektorima x € R™ koji zadovoljavaju Ax <b,

gdje je A € R™*" zadana realna matrica dimenzija mxn, a c € R" i b € R™
zadani vektori.
Neka su A € R™" ¢ e R"ib e R™, tada sljedeé¢i problem maksimizacije

zovemo standardni oblik problema linearnog programiranja:

Maksimizirajmo c’x
uz uvjete Ax =b,
x> 0.

Uvjet z > 0 je uvjet nenegativnosti. Za r € R" uvjet nenegativnosti znaci
sljedece:

r; >0,5€{0,1,...,n}.

Pogledajmo sljedece primjere:



Ukoliko iz primjera ukinemo ogranicenja 4x; +xo < 201 221 — x5 < 8 do-

bijemo linearni program u kojem dopustivo podrucje nije ograniceno. Takav

linearan program nazivamo neogranicenim.

—n+2m <4

Mijenjaju¢i ogranicenja prvoga primjera, dobit ¢emo linearni program

koji nema dopustiva rjesenja, jer ne postoji presjek ogranicenja, pa ni dopus-

tiv prostor. Takav linearan program nazivamo nedopustivim/neizvedivim.

(0.,0)

2220

—mdm 4 4
\dzy + 20 < 20

(1.1

Ukoliko vektor ¢ iz po¢etnog primjera zamijenimo vektorom (1, %)7 trans-

latiranjem pravca okomitog na vektor ne dobijemo samo jedno optimalno



rjesenje (tocku), veé segment. Svaka tocka toga segmenta je optimalno

rijeSenje. Dakle mozemo imati i vise optimalnih rjesenja.

—T1 + 21| 4

2z 32 <8



Poglavlje 2

Geometrija linearnog

programiranja

Ovaj pristup omogucuje vizualizaciju problema optimizacije u obliku mno-
gokuta ¢iji su vrhovi ograniceni linearnim nejednakostima, a ¢iji unutarnji
dio predstavlja dopustivo podrucje, odnosno skup mogucih rjesenja. Ideja
simpleks metode je kretanje kroz vrhove ovog mnogokuta kako bi se pronaslo
optimalno rjesenje. Medoda zapocinje sa poc¢etnom tockom unutar dopus-
tivog podrucja, a prolaskom kroz vrhove mnogokuta se povecava vrijednost
funkcije cilja, postupno se priblizavajuci optimalnom rjesenju. Algoritam ima
kona¢no mnogo koraka, dok ne dosegnemo optimalno rjesenje, ili utvrdimo
da rjesenje ne postoji.

Da bismo pronasli algoritam za rjeSavanje linearnog problema, najprije
se moramo upoznati sa osnovnim pojmovima. Najvazniji pojam u ovom

poglavlju bit ¢e konveksnost.



2.1. Linearna algebra i linearno programiranje

2.1 Linearna algebra i linearno programira-

nje

U linearnoj algebri proucavaju se sustavi linearnih jednadzbi. RjeSenje tak-
vog sustava je afin potprostor. S druge strane u linearnom programiranju
proucavamo sustave linearnih nejednadzbi, ¢ije je rjesenje konveksni poliedar

koji predstavlja dopustivo podrucje.

Definicija 2.1 Za skup K C R" éemo reéi da je afin ako za svake dvije

tocke x,y € K wvriyedi
{M+1-Ny: e R} CK.
Definicija 2.2 Za tocke x, y € R™ skup
[yl ={dz+(1—=Ny:Ae€|0,1]}
nazivamo segment(spojnica) s krajevima x iy, oznaka Xy.

Definicija 2.3 Za skup S C R™ éemo reéi da je konveksan ako za svake
dvije tocke x,y € S skup S sadrZava i segment Xy. Odnosno, ako vrijedi

Vo, Yy € S, vVt € [0,1] vrijedi tx + (1 —t)y € S.

Primjer 2.1 e S sa Slike[2.1] je konveksan skup, jer Va,y € Sy vrijedi
Xy € 5.

o S, sa Slike nije konveksan skup, jer 3xy,y1 € So za koje X1y1 ¢ Ss.



2.1. Linearna algebra i linearno programiranje

Slika 2.1: konveksni i nekonveksni skupovi

Definicija 2.4 Neka je skup S C R™ konveksan. Za funkciju f : S — R
kazemo da je konveksna na skupu S ako za svaki x,y € S i svaki t € [0, 1]
vrijeds

flz+ @ —=t)y) <tf(x)+1-1)f(y).
Neka je skup S C R™ konveksan. Za funkciju f : S — R kaZemo da je

konkavna na skupu S ako za svaki x,y € S i svakit € [0,1] vrijedi

flz+Q—=t)y) >tf(x)+ (1 —1)f(y).

Napomena 2.1 [z Definicije slijedi da je funkcija f konveksna ako i

samo ako je funkcija —f konkavna.

Definicija 2.5 Neka su x1,x9,...,x, € R", te neka su A\, Aa, ..., A\ € R,

te Y-\, = 1. Tada svaku tocku oblika M\yx1 + Aaxe + ... + Ny, zovemo
i=1

afinom kombinacijom tocaka x1,xs, . .., T,. Skup svih afinth kombinacija

skupa S C R™ zovemo afinom ljuskom skupa S. Oznacavamo je s affS.

Definicija 2.6 Neka su xq,xs,...,T, € R"?, te neka su ti,ts,...,t,, >0, te

m

Y t; = 1. Tada svaku tocku oblika tyxq + toxs + . . . + tyx,, zovemo konvek-
i=1



2.1. Linearna algebra i linearno programiranje

snom kombinacijom tocaka x1,%s,...,Ty. Skup svih konveksnih kombi-
nacija skupa S C R™ zovemo konveksnom ljuskom skupa S. Oznacavamo

je s convs.

Znamo da je rjeSenje sustava linearnih jednadzbi afin potprostor. Upoz-

najmo se sa definicijom.

Definicija 2.7 Vektorski (linearni) prostor nad poljem F je skup X na kojem

su definirane dvije operacije:

+: X x X = X (zbrajanje vektora)

R Xx X — X (mnoZenje vektora skalarom,),

za koje vrijede sljedeca svojstva:

VP1) (Vz,y € X)x +y =y +x (komutativnost zbrajanja)

VP2) (Vx,y,z € X))z + (y+ 2) = (x + y) + 2 (asocijativnost zbrajanja)
VP3) (30 € X) (Vx € X)x 4+ 0 =0+ = = = (postojanje neutralnog vektora)
VP}) (Vx € X) (32" € X))z + 2’ =2’ + 2 =0 (postojanje suprotnog vektora)
VP5) (Yo, B € R) (Vo € X) a(fz) = (af) z (uskladenost mnozenja skalara
vektorom,)

VP6) (Va € R) (Vz,y € X) a(x +y) = ax + ay (distributivnost mnoZenja
prema zbrajanju u X )

VP7) (Va, B € R) (Vo € X) (a+ ) v = ax + ay (distributivnost mnoZenja

prema zbrajanju u R)

VP8) 1-x = x (netrivijalnost mnoZenja,).

Definicija 2.8 Neka je X wvektorski prostor. Podskup W C V' je vektorski
potprostor prostora V ako je i on sam vektorski prostor uz iste operacije

koje su definirane na prostoru V.

10



2.2. Hiperravnine i poliedri u R”

Napomena 2.2 Skup R" = {(xy,29,...,2,) : x; € Rji = 1,2,...,n} je

vektorski prostor uz sljedeée operacije:

(T1, @0, ..y xn) + (2, 2h, . 2)) = (v + 2, 0+ 2h, . 2y + 1)

May, Toy .o x,) = Az, Az, o ATy,) .

Definicija 2.9 Neka je V. C R™ vektorski potprostor od R™ i u € V' proizvo-
ljan vektor. Afin potprostor je skup oblika

u+V={ut+v: veV}CR"

2.2 Hiperravnine i poliedri u R"

Kao sto smo ve¢ naglasili, jedan od najvaznijih pojmova linearnog programi-
ranja je dopustivo podruéje (rjesenje sustava linearnih nejednadzbi), odnosno
konveksni poliedar, unutar kojega se nalazi rjeSenje problema. Sada ¢emo na-

vesti definicije potrebne za razumijevanje pojma konveksnog poliedra.

Definicija 2.10 Neka jea € R", takav da nisu svi ai,as, ..., a, jednaki nula, te b €

R. Skup svih rjesenja linearne jednadzbe a1x1+asxs+. . .4+a,x, = b, odnosno
{r€R": "z =0} ={r €R": a1z +asxy + ... + apz, = b}y C R,

zovemo hiperravnina. Svaka hiperravnina dijeli prostor na dva polupros-

tora:
{reR": a’v <b}={z €R": ayx; +asry+... +a,z, <b} CR"
1

{r eR": "z >0} ={r €R": ayx; +aywy + ...+ ayz, > b} CR"

11



2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

Definicija 2.11 Poliedar u R" je presjek konacno mnogo poluprostora u

R™, definiramo ga kao skup

{r e R": Ax <b} CR", gdje su A € R™", beR™

Napomena 2.3 Poluprostori iz Definicije [2.10] su zatvoreni poluprostori,
a presjek konacno mnogo zatvorenih poluprostora zovemo konveksni po-

liedar.

2.3 Bazi¢no dopustivo rjeSenje

Medu svim dopustivim rjeSenjima linearnog problema poseban status ima
bazicno dopustivo rjesenje. Takvo rjesenje ¢e uvijek biti vrh skupa svih
dopustivih rjesenja. Dopustivo bazicno rjesenje je kljucan pojam za simpleks
metodu jer se algoritam kreée od jednog dopustivog bazi¢nog rjeSenja do
drugog, postupno povecavajuci vrijednost funkcije cilja.

U ovom dijelu su nam bitne matrice. Matrice omogucavaju prikaz sustava
linearnih jednadzbi u preglednijem obliku, olakSavajuci analizu i rjeSavanje
problema linearnog programiranja. Prisjetimo se osnovnih pojmova vezanih

za matrice.

2.3.1 Matrice

Definicija 2.12 Matrica je preslikavanje A : D,,, — F, gdje je D,,, =
{1,2,...,n} x{1,2,...,m}, a F polje. Koristimo oznaku A(i,j) = a;.

Matrice prikazujemo kao tablice pravokutnog oblika koje se sastoje od realnih

ili kompleksnih brojeva. Za matricu sa m redaka i n stupaca ¢emo reci da je

12



2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

tipa m X n, a zapisujemo je u sljede¢em obliku

a1 a19 Ce A1n

a921 a922 e A9y,
A=

Am1 Am2 ... (Omn

ili kra¢e A = (a;;). Element (a;;) nazivamo opé¢im elementom matrice. Pod-
matrica matrice A je bilo koja matrica koja se moze dobiti iz matrice A

brisanjem njenih redaka ili stupaca.

Definicija 2.13 MnoZenje matrica definiramo za ulanéane matrice(matrice
kod kojih je broj stupaca prve matrice jednak broju redaka druge matrice).
Neka je A matrica tipa m X n, te B matrica tipa n X p. Tada je umnoZak

C = AB definiran, © rezultat je matrica tipa m X p,

Cij = ailblj + ai2b2j + ...+ ambnj = Z aikzbk’j'
k=1

Napomena 2.4 Neka je A matrica tipa m X n, x € R" ¢ b € R™. Vektor
x je zapravo matrica tipa n X 1, pa moZemo mnozZiti matricu A i vektor x
rezultat je vektor iz R™. Zahvaljujuéi tome, sustav od m linearnih jednadzbi

moZemo zapisati matricno Ax = b.

a1 + 122 + ... + A1pTy = bl

(911 + Q999 + ... + Aonly = bg

A1 L1 + AmaTo + ...+ Gy = bm

Neka je A matrica tipa m x n, tada je AT transponirana matrica. Kod
takve matrice zamijenimo retke i stupce, (AT)Z.]. = ajj.

Kvadratna matrica je matrica sa istim brojem redaka i stupaca, tj. matrica
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

tipa n X n.
Dijagonalna matrica je kvadratna matrica D, za koju vrijedi d;; = 0, za
svaki ¢ # j. Jedini¢na matrica je dijagonalna matrica I sa jedinicama na

dijagonali.

Definicija 2.14 Kvadratna matrica A je invertibilna, reqularna ili nesingu-

larna ako postoji matrica B istog reda, takva da vrijedi
AB=BA=1.
Inverznu matricu oznacavamo sa B = A™L

Napomena 2.5 Ako ne postoji matrica B iz Definicije matricu A

nazivamo singularnom.

2.3.2 Bazi¢no dopustivo rjesenje standardnog oblika

problema linearnog programiranja

Od sada definiramo matricu A kao matricu tipa m x n (n > m). Za podskup
B C {1,2,...,n} definiramo matricu Ag kao matricu koja se sastoji od

stupaca matrice A, ¢iji indeksi pripadaju skupu B. Nastanak matrice Apg

prikazan je u sljede¢em primjeru.

1 2 3 4
Primjer 2.2 Za matricu A = i skup B = {1,3}, matrica Ap
5 6 7 8
je sljedeca matrica:
1 3
Ap =
5 7

Definicija 2.15 Bazi¢no dopustivo rjesenje standardnog linearnog pro-

blema

14



2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

Maksimizirajmo c'x
uz uvjete Ax =0,
x>0

je dopustivo rjesenje x € R™ za koje postoji skup B C {1,2,...,n} od m

elemenata takav da:

1. kvadratna matrica Ag je nesingularna, odnosno stupci indeksirani sku-

pom B su linearno nezavisni
2. ;=0 za sve j ¢ B.

1 5346
, b= (14,7) i skup B = {2,4}.
01 35 6

Pronadimo bazicno dopustivo rjesenje.

Primjer 2.3 Neka je A =

Prema Definiciji matrica Ag mora biti nesingularna, tj. njeni stupci

moraju biti linearno nezavisni.

5 4
Ap =
1 5
) 4 0 doa+45 =0 5(—956) +45 =0
1 ) 0 a+58=0 —218 =0

Prvi wvjet definicije je zadovoljen. Sada iz drugog uvjeta slijedi: x; = 0,
T3 = 01 Ty = 0.

Jos moramo iz Ax = b dobiti x9 i x4.

15
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

0
T2
1 53 4 6 14 Sre +4z4 = 14
01 3 5 6 7 To+bry =7
Ty
0
5(7 — bxy) + 4xy = 14 —2lz, = —21 To=T—5x1
= =
35—25$4+4£L‘4:14 1’4:1 33'2:2

Dakle bazicno dopustivo rjesenje je : x = (0,2,0,1,0).

Varijable x;, 7 € B zovemo bazicnim varijablama, dok ostale varijable

zovemo nebaziénim.

Lema 2.1 Dopustivo rjesenje x linearnog problema u standardnom obliku je

baziéno ako i samo ako su stupci matrice Ax linearno nezavisni, K = {j €

{1,2,...,n} 1 z; > 0}.

Dokaz. Jedan smjer je oc¢it. Neka je x baziéno dopustivo rjesenje linearnog
problema, te neka je B skup koji se sastoji od m elemenata, zadan kao u
definiciji. Odnosno stupci matrice Ag su linearno nezavisni. Tada je ocito
K C B i stupci matrice Ax su takoder linearno nezavisni.

S druge strane, neka je x dopustiv i stupci matrice Ax linearno nezavisni.

Mogu nastupiti dva slucaja:
1. |K| =m = tada jednostavno stavimo B = K.

2. |K| < m = prosirujemo K do m-clanog skupa B dodavajuéi m — | K|

indeksa takvih da su stupci matrice Ap linearno nezavisni.
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

Algoritam drugog slucaja:

Najprije stavimo B = K, te ponavljamo sljedeci korak: ako matrica A ima
stupac koji nije u linearnom rasponu stupaca matrice Ag, indeks takvog
stupca dodamo u skup B. Cim ovaj koraj vise nije moguée provesti, tada
stupci matrice Ag ¢ine bazu prostora stupaca matrice A. Dodatno, kako je
matrica A matrica ranga m, to je |B| = m, kao $to po definiciji i treba biti.

Propozicija 2.1 Bazicno dopustivo rjesenje na jedinstven je nacin odredeno
bazom B. Odnosno, za svaki skup B C {1,2,...,n} koji ima m elemenata,
takav da je Ag nesingularna, postoji najvise jedno dopustivo rjesenje x € R,

x; =0 za svaki j ¢ B.

Dokaz. Da bi z bio dopustiv, mora vrijediti Az = b. Stavimo N =
{1,2,...,n}\B. Tada je Ax = Aprp + Ayzy. Da bi x bio bazi¢no do-
pustivo rjeSenje vektor xxy nebazi¢nih varijabli mora biti nula. Zbog toga
vektor bazi¢nih varijabli zp zadovoljava Agzrp = b. Kako je Ap nesingu-
larna matrica, to sustava jednadzbi Agxp = b ima to¢no jedno rjesenje Tpg.
Ako su sve komponente vektora Ip nenegativne, onda imamo tocno jedno
bazi¢no dopustivo rjesenje za promatrani skup B, u suprotnom nemamo ni-
jedno rjesenje. m

Skup B C {1,2,...,n} koji ima m elemenata i za koji je Ap nesingularna,
nazivamo baza.
Dodatno, ako B odreduje bazi¢no dopustivo rjesenje, tj. jedinstveno rjeSenje

sustava Agxp = b je nenegativno, tada B zovemo dopustiva baza.
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

2.3.3 Vrhovi i baziéna dopustiva rjeSenja

Najprije definirajmo ekstremnu tocku, kao tocku koja se ne moze prikazati
kao konveksna kombinacija nikoja dva vektora koja pripadaju poliedru. Te

njoj alternativnu definiciju vrha poliedra.

Definicija 2.16 Neka je P konveksan skup. Za tocku x € P kaZemo da
je ekstremna tocka poliedra P ako ne mozZemo pronaci vektore u,v € P,

u,v # x i skalar X € [0, 1], takve da je x = Au+ (1 — \) v.

Definicija 2.17 Neka je P poliedar. Za tocku x € P kaZemo da je vrh

poliedra P ako postoji neki c € R™, ¢ # 0 takav da cTx > c'y, za svakiy € P

Primjer 2.4 1. Ekstremne tocke:

Na Slici imamo primger tocke koja je ekstremna i jedne koja nije.
Naime tocka v nije ekstremna tocka poliedra, jer se moze zapisati kao
konveksna kombinacija tocaka u @ w.

S druge strane tocka x je ekstremna tocka poliedra, jer da x moZemo
zapisati kao konveksnu kombinaciju neke dvije tocke, npr. y i z. x =
Ay+ (1 =Xz, A €[0,1], tada bi nastupio jedan od sljedeéih slucajeva:
y¢ P, z¢ P,y=uiliz=x, a to je kontradikcija sa definicijom.
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

v,/ W X
u
y
» X
|
iz

Slika 2.2: ekstremne tocke

2. Vrhovt poliedra:
Na Slici[2.3 imamo primger tocke koja je vrh poliedra i jedne koja nije.
Iz Definicije zakljucujemo da je tocka vrh poliedra ako postoji hi-
perravnina koja dira zadani poliedar v samo toj tocki.

Dakle zakljucujemo da tocka v sa slike nije vrh poliedra, jer ne postoji
hiperravnina koja dira poliedar samo u tocki v.

S druge strane tocka x je vrh poliedra.

Slika 2.3: vrhovi poliedra
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje
Neka su M, M5, M3 C R konac¢ni skupovi, a; € R", b, € R, te P € R"
poliedar definiran sljede¢im sustavima linearnih jednadzbi i nejednadzbi:

a?xzbi, 1€ M,

aiTx S bi, 1€ M2

S

CL(L’:bl‘, ieMg.

Definicija 2.18 Ako za vektor x* € R™ 1 za neki ic € My, My ili M3 vrijedi
a%x* = bi,, kaZemo da je odgovrajuci vvjet aktivan uvjet u vektoru z*.
Definicija 2.19 Neka je P € R" poliedar definiran sljedecim sustavima li-
nearnih jednadzbi 1 nejednadzbi:
alz > b, 1€ M,
CLZT.I S bi; 1€ M2
zTZE = bi7 1€ Mg,
te neka je z* € R™.
1. Za vektor x* € R™ éemo reci da je baziéno rjesenje ako vrijedi:
(a) svi uvjeti koji sadrze jednakosti su aktivni u x*,
(b) od svih ogranicenja koji su aktivni u x*, n njih je linearno neza-

VISNO.

2. Ako je x* baziéno rjeSenje koje zadovoljava sva ogranicenja, tada ga

nazivamo bazié¢no dopustivo rjesenje.

Sljede¢i teorem govori o vezi izmedu ekstremnih tocaka, vrhova poliedra i

bazi¢nog dopustivog rjesenja.

Teorem 2.1 Neka je P € R™ neprazni poliedar, te x* € P. Tada su sljedeci

uvjeti ekvivalentni:
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

1. x* je vrh,

2. x* je ekstremna tocka,

3. x* je bazicno dopustivo rjesenje.
Dokaz. Dokaz provodimo u tri koraka:

1. " jevth = z* je ekstremna tocka:
Neka je z* € P vrh. Tada po Definiciji postoji neki ¢ € R" takav
da je

e >cly, zasvakiy € Piy+# . (1)

Pretpostavimo suprotno, tj. neka x* nije ekstremna tocka. Tada je
mozemo zapisati kao konveksnu kombinaciju dviju tocaka. Neka su
y,z2 € P, y,z # x ineka je A € [0,1]. Tada je z* = Ay + (1 — ) z.
Zbog uvijeta (1)) slijedi ¢’z > Ty i Tz > Tz Sada je

" > ly+(1-N ez

'z > (M +(1-N)2),

odnosno x* # Ay + (1 — ) z. Sto je kontradikcija sa pretpostavkom.

Dakle ako je z* vrh, onda je x* i ekstremna tocka.

2. z* je ekstremna tocka = z* je bazi¢no dopustivo rjesSenje:
Pretpostavimo da x* nije bazi¢no dopustivo rjesenje, te dokazimo da
tada x* nije ni ekstremna tocka poliedra. Tada tvrdnja slijedi kontra-
pozicijom.

Neka je [ = i:alz* = b;. Kako z* nije baziéno dopustivo rjeSenje, to
ne postoji n linearno nezavisnih vektora a; koji su aktivni u z*. Dakle

vektori a;,¢ € I leze u pravom potprostoru od R”. Pa postoji d € R",
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

d # 0, takav da je al'd = 0, za sve i € I.
Neka je € > 0, te definirajmo y = 2* + ed i z = 2" — ed.

Neka je ¢ € I, tada je

T, _ T T T * T x
ay=a2 +aed=a, 2" +0=a; 2" =b
?

T T

_ T
a; 2 = a;

¥ —aled = al ¥ — 0 =a] v* = b;.

S druge strane ako i ¢ I, tada je alz* > b;, pa je

aly = al v* +aled > b; +eald (2)
1

al z = al v* —al ed > b; — ea] d. (3)

7

Pretpostavimo da je ald > 0. Tada je iz () slijedi aly > b;. A iz (3))

dovoljno je uzeti
< bl + a;x*
€ —7
ald
i slijedi afz > b;.
Pretpostavimo da je ald < 0. Tada je iz (3) slijedi al'z > b;. A iz ()

dovoljno je uzeti
< b; —alx*
€ - T4
ald
i slijedi aly > b;.
U svim slu¢ajevima dobijemo y # z*, y € P, ie z # x*, z € P, a kako
jei
1

$*=§(Z/+Z),

x* nije ekstremna tocka poliedra P, jer se moze prikazati kao konveksna

kombinacija tocaka y, z € P.
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2.3. Bazi¢no dopustivo rjeSenje

3. x* je bazi¢no dopustivo rjeSenje = z* je vrh:
Neka je z* je bazicno dopustivo rjeSenje. Sa I ¢emo oznaciti skup svih
indeksa aktivnih u z*. [ =i :alz* = b;. Definirajmo ¢ = Y a;. Sada
i€l
je
o = Z al v = Zbi‘
icl icl
Takoder vrijedi za svaki x € P i za svaki ¢
o= Za;fpx < Z al % = Zbi = cla*. (4)
iel iel iel
Tada je z* optimalno rjesenje linearnog problema. Primijetimo da jed-

nakost u vrijedi ako i samo ako je al x = b; za svaki i € I. Kako

je prema pretpostavci x* bazi¢no dopustivo rjesenje, to postoji n li-

T

nerno nezavisnih vektora a; aktivnih u z*. Dakle sustav a; x = b; ima

jedinstveno rjesenje, a to rjesenje je x*, pa vrijedi
a*>cle, Vo e P, x #+ 2,

pa je z* vrh poliedra.
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Poglavlje 3
Simpleks metoda

Simpleks metoda je jedna od metoda rjeSavanja problema linearnog pro-
gramiranja. RjeSenje pronalazimo prolazeéi bridovima poliedra (dopustivog
podrucja), zaustavljajuéi se u vrhovima, u smjeru smanjenja troska funkcije
cilja. U konacno mnogo iteracija pronalazimo bazi¢no dopustivo rjesenje koje
¢e ujedno biti i optimalno rjesenje problema.

Uvodni koraci metode ukljuc¢uju formuliranje linearnog problema u stan-
dardnom obliku, identifikaciju dopustivog pocetnog bazicnog rjesenja i pri-
premu pocetne tablice simpleks metode. Nakon toga, algoritam iterativno
primjenjuje pivot korake kako bi se kretao kroz vrhove dopustivog podrucja
prema optimalnom rjesenju.

Kroz ovo poglavlje promatrati ¢emo linearni problem u standardnom obliku:

Maksimizirajmo ¢’z
uz uvjete Ax =b,
xz > 0.

Neka je P dopustiv skup, a A matrica tipa m x n.



3.1. Uvodni primjer

3.1 Uvodni primjer

Primjer 3.1

Maksimizirajmo vrijednosti 1+ T

medu svim vektorima (z,x,) € R?

uz ogranic¢enja =211 + 29 < 2
T <3
To < 4

1,72 > 0

Primjer nije zadan u standardnom obliku. Iako su varijable nenegativne, mo-
ramo zamijeniti nejednadzbe jednadzbama, uvodeéi slabe varijable. Zelimo
zadatak zapisati u standardnom obliku, u tome nam pomazu slabe varijable.
U svakoj nejednakosti sa lijeve strane, gdje se nalaze varijable, dodamo jednu

slabu varijablu. Zadatak u standardnom obliku:

Maksimizirajmo vrijednosti 1+ T2

medu svim vektorima (xy, x9) € R?

uz ogranicenja =211+ 2o+ 23 =2
r1+ x4 =3
To+ x5 =4
T1,%2,...,25 >0
gdje je
-2 1 100
A=11 0010
0 1001

Sljede¢i korak je napraviti simpleks tablicu. Prvo svaku slabu varijablu
izrazimo iz zadanih jednadzbi, a na kraju sa z oznac¢imo funkciju cilja. U

nastavku ¢emo vise re¢i o simpleks tablicama.
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3.1. Uvodni primjer

Simpleks tablica naseg primjera izgleda ovako:
T3 — 2+ 21’1 — T
Ty = 3 — T

Ts =4 — x4

Z2 =221+ X9

Svaka simpleks tablica je povezana sa jednim bazi¢nim dopustivim rjesenjem.

U naSem slucaju ako zamijenimo x; i x5 sa 0, dobijemo sljedeée: x3 = 2,
xy =31xs =4. Za B = {3,4,5} imamo doista da je (0,0,2,3,4) bazi¢no
dopustivo rjesenje.

Algoritam se sastoji od kona¢no mnogo koraka, u svakome simpleks tablicu
dobivamo iz istih pocetnih podataka, ali drugacije zapisanih.

Varijable x3, x4 i x5 su bazicne, dok su x1 i x5 nebaziéne. U prvome ko-
raku povecavamo jednu od varijabli funkcije cilja. Kako povecavanjem jedne
i druge varijable dolazi do povec¢anja funkcije cilja z, svejedno je koju ¢emo
izabrati. Izaberimo x,. Varijablu x, povecavamo, ali moramo paziti da vari-
jable z3, x4 i x5 ne budu manje od 0, jer je to uvjet zadatka. To nam govori

da ¢e jednadzbe koje odreduju te varijable, ograniciti povecanje xs.

Iz prve jednadzbe, uvjeta z3 > 0 te ¢injenice da varijablu x; ne pove¢avamo,

ve¢ je ona i dalje jednaka 0. Slijedi:

1‘3:2+21‘1—2§2
2+21’1—I220
I‘QSQ

Zakljucujemo da varijablu xs maksimalno mozemo povecati na 2. Ako po-

gledamo drugu jednadzbu, zakljucujemo da ona ne utjete na ogranicenje

26



3.1. Uvodni primjer

povecanja xo. A iz trete jednadzbe:

I5:4—I2
4—13220

.T2§4

Iz ¢cega slijedi, zbog toga sto gledamo najstroze ogranicenje, da je maksimalno

povecanje xo = 2. Sada imamo x; = 0, x5 = 2, pa je

$3:2+21’1—I2:0
Ta=3—x1=3
Iy = 4 — To — 2.
Dakle x3 postaje nula, a x5 razlicit od nula. Prebacujemo x3 na desnu stranu

jednadzbe, jer je sada x3 nebazicna varijabla, a x5 na lijevu stranu, jer je xs

bazi¢na varijabla.

ZL’3:2+2$1—{E2

I2:2+2l’1—$3

Supstitucijom x5 dobijemo sljedeéu simpleks tablicu:

x2:2+2:c1—91:3
l’4:3—$1

1'5:2—21‘1+ZL‘3

z=243x] — 13

Kako su z; = 0 i x5 = 0, zaista imamo da je za B = {2,4,5}, (0,2,0,3,2)
baziéno dopustivo rjesenje. Vrijednost funkcije cilja je z = 2.
Proces pretvaranja jedne simpleks tablice u drugu zove se pivot korak.

U svakom pivot koraku jedna nebazi¢na varijabla postane baziéna i obratno.
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3.1. Uvodni primjer

Nastavimo sa drugim korakom. Kako je funkcija cilja z = 2 4+ 3z7 — x3,
vidimo da povecanjem x3 funkcija cilja se smanjuje, Sto nam nije u cilju.
S druge strane povecanjem x; funkcija cilja se povecava. Dakle u drugome

koraku pove¢avamo varijablu x;. Iz prve jednadzbe imamo:

x2:2+2:€1—x3
2—|—2£L‘1—1’320
2[)312—2

x1 Z _17

no ovaj rezultat nam ne govori nista o ogranicenju povecanja varijable x.

Pogledajmo drugu jednadzbu:

Ty=3—x
3-.%120
l‘1§3

Zakljuéujemo da je maksimalno povecanje z; na 3. I na kraju iz trece jed-
nadzbe slijedi:
Ty = 2 — 2?[71 + T3
2 — 2I1 + x3 > 0
2.1'1 S 2 + T3

T S 1
Dakle novo maksimalno povec¢anje je 1 = 1. Kako je x3 = 0 imamo:

$2:2+21’1—l‘3:4
Ty =3—x1 =2

T5=2—2x+23=0
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3.1. Uvodni primjer

U ovome koraku x5 postaje nula, a x; razlic¢it od nula. Zbog toga, x5 preba-

cujemo u nebazicne varijable, a x; u bazic¢ne.

1‘5:2—21'1+$3

2%1:24‘1’3—1‘5
Z3 Ts

1’1:1—"7—7

Supstitucijom z; dobijemo novu simpleks tablicu:

T3 Ts

=1 - _— =

T +2 9
$2—4—$5

ZL‘4—2—E ﬁ

2 32

ZT3 Ty

—54 2 _ 20

- 2~ 2

Sada je za B = {1,2,4}, (1,4,0,2,0) bazi¢tno rjeSenje. Takoder vrijednost
funkcije cilja je z = 5.

Nastavimo sa tre¢im korakom. Kako povecanjem x5 vrijednost funkcije ci-
lja z se smanjuje, a povecanjem xs z se povec¢ava, u ovom koraku povecavamo

varijablu x3. Iz prve jednadzbe dobijemo:

I3 Ty
s
-I—2 5 =

Sto nam ne daje ogranicenje povec¢anja varijable. Druga jednadzba takoder
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3.1. Uvodni primjer

ne daje ogranicenja za varijablu x3, pa pogledajmo tre¢u jednadzbu:

T3 Ty
=224 2
o 2 3
€3 Ts
2——+—2>0
2+2_

4—ZE3+$520

I3§4

Dakle maksimalno povecanje varijable x3 je x3 = 4. Kako je i x5 = 0 imamo
r1 = 3, 9 = 4, x4 = 0. Dakle prebacujemo x4 u nebazicne, a x3 u bazicne
varijable.

2$4:4—$3+$5

$3:4+I5—2$4

Supstitucijom x3 dobijemo novu simpleks tablicu:

I3:4+I5—2JI4
1'1:3—1‘4

To =4 — x5

z2=T—24— T5

Imamo da je za B = {1,2,3}, (3,4,4,0,0) bazi¢no dopustivo rjesenje. Vri-
jednost funkcije cilja je z = 7.

Kada bismo krenuli sa sljede¢im korakom, nastao bi problem jer sada
povecanjem varijable x4 i varijable x5 dolazi do smanjenja funkcije cilja z.
To znaci da smo pronasli rjesenje. Pogledajmo zasto.

Neka je & = (%1, T, T3, T4, T5) proizvoljno dopustivo rjesenje primjera, te

neka funkcija cilja postize vrijednost Z. Takoder neka Z i Z zadovoljavaju
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3.1. Uvodni primjer

jednadzbe dobivene u posljednjoj simpleks tablici. Iz te ¢injenice slijedi da
Z mora biti:
Z="T—124— Ts.

Zajedno sa uvjetima T4 > 01 Z5 > 0 dobijemo Z < 7. Ako je Z =7, tada je
T4 =015 =0, a iz jednadzbi iz simpleks tablice dobijemo Z; = 3, To =4 i
T3 = 4. Dakle (3,4,4,0,0) je optimalno rjeSenje naseg linearnog problema.

Rekli smo da simpleks metoda hoda bridovima dopustivog prostora i u
kona¢no mnogo koraka se zaustavlja u bazicnom dopustivom rjesenju. Po-

gledajmo kako simpleks metoda geometrijski izgleda.

l_,.-"".—EJJ 1+op =2

x4

3.1.1 Iznimke simpleks metode

Kroz sljedec¢a tri primjera prikazat ¢emo posebne slucajeve koji se mogu do-

goditi, te nacin na koji simpleks metoda funkcionira na takvim sluc¢ajevima.
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3.1. Uvodni primjer

Primjer 3.2 Neogranicenost

Maksimizirajmo vrijednosti 1

medu svim vektorima (zy,xs) € R?

uz ogranicenja —2x1 + 29 < 2
201 — 10 < 2

21,72 >0

—I2r 4T <2

Nakon sto uvedemo slabe varijable dobijemo sljede¢u simpleks tablicu:

1[}3:2+2$U1—IE2

1’4:2—2.’L’1+$2

Z =T
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3.1. Uvodni primjer

Varijabla funkcije cilja je x; pogledajmo koliko je mozemo povecati:

LE3:2+2I1—5L’2
2—|—23}’1-£L’220

:1:12—1

Tys=2—x1+ 229
2—21‘1—{—7}220

x1§1

Dakle maksimalno povecanje za x; je 1. 1z 1 = 1 dobijemo z3 =41 x4 = 0.

Z4

Dakle x4 postaje nebazicna, a x; bazicna varijabla. Vrijedi iz, = 1+ % — %,

pa dobijemo sljede¢u simpleks tablicu:

X2 Xy

—14+= =

o 2 9
IL‘3:4+CL’4

T Ty

=14+ = _2

z +2 5

Kako povecanjem z, smanjuje se vrijednost funkcije cilja, a pove¢anjem o

se povecava, pogledajmo ogranicenja za xo, ako postoje.

i) Ty
=1 < _ =
1 +2 5
To Ty
1+2-"2>0
-|—2 5 =

2+J]2—l’420

.%22-2

Nijedna jednadzba nam ne daje ograni¢enja za maksimalno povec¢anje vari-
jable x5, pa je mozemo uzeti proizvoljno veliku. Kako pove¢anjem x5 dolazi i
do povecanja funkcije cilja z, to za proizvoljno velik x5 funkcija cilja postize

proizvoljno velike vrijednosti.
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3.1. Uvodni primjer

Dakle ako uzmemo proizvoljno velik £ > 0, i neka je zo = ¢, te 1 = % + 1.
Iz prve tablice, uvrstavanjem z; i x9, imamo x3 =4 ixzy =0, te z =1t + 1.

Provjerimo da je to dopustivo rjeSenje.

Ar =b
s+1
-2 1 10 t 2
2 -1 0 1 4 2
0

Dakle polubeskonac¢na zraka

1
{(1,0,4,0)+t(§,1,0,0),tZO}

sadrzana je u skupu svih dopustivih rjesenja. Buduéi da funkcija cilja na
zraci postize proizvoljno velike vrijednosti, polubeskonacna zraka svjedoci
neogranicenosti linearnog problema.

Za razliku od prethodnog specificnog slucaja, gdje je nebazi¢na varija-
bla mogla biti proizvoljno velika, u slucaju degeneracije, nejednakosti u jed-
nadzbama ne dopustaju povecanje nebazicne varijable. Naime, ¢ak je moguce
da ne¢emo uopcée modéi povecati vrijednost funkcije cilja.

Pogledajmo primjer.
Primjer 3.3 Degeneracija

Maksimizirajmo vrijednosti T

medu svim vektorima (x,x,) € R?

uz ograni¢enja —x1 + 225 <0
T <4

1,72 > 0
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3.1. Uvodni primjer

3.
g =
2.
T oEd
—m+ 2o <0
1
% 20
0 1 2 3 4 5

Pretvarajuéi zadatak u standardni oblik dobijemo prvu simpleks tablicu:

T3 = X1 —256'2

l‘4:4—$1

zZ = XT3

Jedini kandidat za ulazak u bazu je varijabla zo, ali je iz prve jednadzbe
o¢ito da povecanjem x, dolazi do smanjenja x3, odnosno varijabla postaje
negativna, sto je kontradiktorno uvjetu x3 > 0.

U ovome sluc¢aju morat ¢emo izvesti degenerirani pivot korak, tj. korak
koji ne daje napredak funkciji cilja. U ovome sluc¢aju z3 postaje nebazicna

varijabla, a x5 bazi¢na. Dobijemo sljedec¢u tablicu:

T T3
n=5 Ty
564:4—$1
_T1r T3
T2

Sada povecanjem x; dolazi i do povecanja funkcije cilja, pa z; uvodimo u

bazu.
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3.1. Uvodni primjer

Ty T3

Tog=2— — — —
: IQ xz
_9_ 43
: 2 2

Imamo x4 =0, 23 =0, o = 21 7 = 4. Te je (4,2,0,0) ujedno i optimalno

rjesenje.

Linearne programe kod kojih vise dopustivih baza odreduje jedno bazi¢no
dopustivo rjeSenje, a zbog zadanih uvjeta na silu radimo degeneriran pivot
korak, nazivamo degenerirani linearni problemi.

Opcenito moze se dogoditi da se jedna simpleks tablica pojavi vise puta
u nizu simpleks tablica, pa algoritam moze pro¢i neogranic¢en broj koraka, a
ne napraviti nikakav napredak. Takav sluc¢aj nazivamo ciklus. U slu¢aju da
zadani linearni program nije ciklican, nuzno je da u konacno mnogo koraka
algoritam dode do kraja, zbog toga Sto postoji ograni¢eno mnogo razlic¢itih
simpleks tablica za odredeni linearni program. U nastavku ¢emo re¢i kako
sprijeciti ciklus.

Da bismo uop¢e mogli krenuti sa simpleks metodom potrebna nam je
dopustiva baza koju ¢ine bazi¢ne varijable. Inac¢e uvodenjem slabih varijabli
mozemo ih Kkoristiti i kao dopustivu bazu.

Pogledajmo sljedeéi linearni problem zadan u standardnom obliku:
Primjer 3.4 Neizvedivost

Maksimizirajmo vrijednosti 2x1 + X9

medu svim vektorima (z;,x,) € R?

uz ogranic¢enja 311+ 22+ 23 =3
201+ 13 =2

T1, %9, 13 >0
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3.1. Uvodni primjer

Pokusat ¢emo formirati dopustivo rjesenje stavljaju¢i najprije 1 = 0, x5 =0
i 3 = 0. Uvedimo slabe varijable kao ”ispravke” neizvedivosti problema na
sljedeéi nacin: x4 = 3 — 317 — 2 — 23 1 5 = 2 — 2x7 — x3. Pronalazak
nenegativnih varijabli xy, x5 i x3 bez ispravka mozemo prikazati sljede¢im

linearnim problemom:

Maksimizirajmo vrijednosti —x4 — x5
uz ogranic¢enja 3r1+ a0+ 2x3+24=3
201 + 13+ x5 =2

X1,T2,T3,T4,Ts Z 0

Vrijednost funkcije cilja —z4 — x5 je 0 totno tamo gdje postoji dopustivo
rjeSenje, odnosno gdje postoje vrijednosti zy, x5 i x3 bez ispravka. Sa
simpleks metodom mozemo zapoceti kada iskazemo funkciju cilja preko ne-
bazi¢nih varijabli, odnosno: z = —5 + bxy + z9 + 273.

Pokusajmo uvesti x5 u bazu. Ako gledamo ogranicenja, maksimalno pove¢anje

je xo = 3, time je x5 = 0, odnosno x5 postaje nebazi¢na varijabla. Pa imamo:

$2:3—3£L’1—$3—I‘4

ZL’5:2—2I1—ZL’3

z2=—24+2x1+x3— T4

Sada uvodimo x3 u bazu. Maksimalno povecanje je x3 = 2, ¢ime x5 postaje

nebazi¢na varijabla. Pa je 3 =2 — 22y — x5. Odnosno:

To=1—21+25 — 74

$3:2—2$1—l’5

Z=—I4— Ts

Dobiveno rjesenje (0,1, 2,0,0) daje bazi¢no dopustivo rjesenje problema (z1, x2, z3) =

(0,1,2).
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3.2. Simpleks tablice

Iz posljednje simpleks tablice, ostavljajuci bazi¢ne, a izbacivajuci slabe vari-
jable, mozemo dobiti simpleks tablicu iz koje pomoc¢u jednog koraka mozemo
doéi do rjesenja. Funkciju cilja dobijemo iz pocetnih uvjeta.

To=1—m

$3:2—2$1

z = 1 —+ T
Sada je dovoljan jedan korak, povecavajuéi x,, da dodemo do optimalnog

rjesenja, a to je (1,0,0).

3.2 Simpleks tablice

U ovome poglavlju uvodimo definicije, teoreme i dokaze kako bismo opravdali
sve §to smo napravili u uvodnom primjeru.

Promotrimo linearni problem u standardnom obliku:

Maksimizirajmo ¢’z
uz uvjete Ax =0,
x> 0.

Primjenjujuci simpleks metodu na linearni problem, dobijemo niz simpleks
tablica. Svaka simpleks tablica odgovara dopustivoj bazi B i odreduje bazi¢no
dopustivo rjesenje.

Definirajmo simpleks tablicu na na¢in da bazi¢ne varijable i funkciju cilja z

izrazimo preko nebazi¢nih varijabli.

Definicija 3.1 Simpleks tablica T (B) odredena dopustivom bazom B je
sistem m + 1 linearnih jednadzbi sa varijablama x1, s, ..., x, © 2 koja ima

isti skup rjesenja kao 1 sustav Ax = b, a matricni zapis izgleda ovako:

rp=p+ Qry

z:zo—i—rT:UN
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3.2. Simpleks tablice

gdje je xp vektor baziénih varijabli, N = {1,2,...,n}\B, xn vektor ne-

bazicnih varijabli, p € R™, r € R"™™, Q je matrica tipa m x (n —m), te

ZOER.

Bazi¢no dopustivo rjesenje koje odgovara simpleks tablici dobijemo na sljedeéi

nacin: izvrsimo supstituciju zy = 0, pa imamo g = p. Zbog dopustivosti

baze B imamo p > 0, a funkcija cilja ima vrijednost 2z = 2o + r10 = z.

Sljedec¢a lema nam govori o tome kako mozemo izraziti vrijednosti r, p, @, zo.

Lema 3.1 Za svaku dopustivu bazu B postoji tocno jedna simpleks tablica,

zadana sa:

Q= —Ap' Ay,
p=Ag'D,
2 = cLAS'D
l

_ T
r=cy — (chBlAN) )
Dokaz. (Egzistencija): Najprije izrazimo zp.

Ax =1b
ABZL‘B + ANZL'N =b
(Agl) * \AB$B =b— ANZL‘N

rp — Aglb — AIglANxN-

Uvrstimo u z:

Z:CTI

z=chrp+chan
I & -1 -1 T

z=cLAG b+ (§ — cEAG An) .

39



3.3. Simpleks metoda opcenito

Iz cegaslijedi: Q = —AZ' Ay, p = A'b, 20 = cLAG'bir = cN—(chglAN)T.
(Jedinstvenost): Neka p,r,Q,zo 1 p/,r',Q’, 2, odreduju neku simpleks ta-
blicu za dopustivu bazu B. Kako izbor xy jedinstveno odreduje i xg, to
jep+ Qry = p + Quay, za svaki xxy € R"™. Stavimo zy = 0 i slijedi
p = p'. Ostale jednakosti se dokazu sli¢no, pa imamo i 2y = 2z, r = ' i

Q=0Q. =m

3.3 Simpleks metoda opcéenito

Definicija 3.2 Ako je T (B) simpleks tablica takva da koeficijenti nebazicnih

varijabli u posljednjem redu nisu pozitivni, tj.
r <0,
onda je odgovarajuce bazicno dopustivo rjesenje optimalno.

Kao sto je i ocekivano, baziécno dopustivo rjesenje koje odgovara simpleks
tablici iz Definicije ima vrijednost funkcije cilja jednaku z,. S druge
strane, za svako dopustivo rjesenje & vrijedi Zy > 01 c¢’2 = 2o +r’an < 2.

U svakom koraku simpleks metode, iz “stare” baze B dobijemo "novu”
bazu B', te iz simpleks tablice 7 (B) dobijemo odgovarajuéu T (B’). Uvijek
prvo biramo nebazi¢nu varijablu koja ulazi u bazu z,,, zatim dobijemo bazi¢nu

varijablu koja izlazi iz baze z,. Zbog toga je B’ = (B\{u}) U {v}.

Tvrdnja 3.1 Nebazicna varijabla moZe uci u bazu ako i samo ako su koefi-

cijentt uz varijablu u posljednjem redu simpleks tablice pozitivns.

Napomena 3.1 o Pozitivnost koeficijenta u zadnjem redu simpleks ta-

blice dovodi do povecanja funkcije cilja.
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3.3. Simpleks metoda opcenito

e Naravno, postoje slucajevi kada je vise koeficijenata uz razlicite varija-
ble pozitivno, o izboru varijable koja u tom slucaju ulazi u bazu c¢emo

vise reéi u nastavku.

Tvrdnja 3.2 Varijabla koja izlazi iz baze (x,) mora biti takva da njena ne-
negativnost, zajedno sa odgovarajuéom jednadzbom simpleks tablice (x, na

lijevoj strani), najstroze ogranicava poveéange varijable koja ulazi u bazu ().

Napomena 3.2 Neka je B = {ki,ko,...,kn}t, N = {l1,ls,...lh_n}, te
ki < ks < ... <kpili <ly<...<lym Tada jei-ta jednadzba sim-
pleks tablice oblika

n—m
Tk, = Pi + E Qi T, -
i=1

Neka je p € {1,2,...,n —m} indeks za koji je v = lg. Slicno, u = k,.
Imagmo na umu da indeks varyjable koja izlazi iz baze jos nije izabran.

Zbog cinjenice da nebazicne varijable xy,, j # [ moraju ostati nula, uvjet
nenegativnosti xy, > 0 ogranicava povecanje varijable koja ulazi u bazu ne-

jednakosti —qipxy, < p;. Slijede dva slucaja:

1. qip > 0 = ova nejednakost ne ogranicava povecanje varijable xy,,

2. qip < 0 = ova nejednakost daje sljedece ogranicenje: x;; < ;?;i.

Zbog toga, varijabla koja izlazi iz baze (xy,) mora zadovoljavati dva uvjeta:

qap < 0 (31)
l

_p_o‘:min{—&:qi5<07i:1,2,...,m} (3-2)
qap qi3
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3.3. Simpleks metoda opcenito

Dakle, u stmpleks tablici promatramo retke kod kojih je koeficijent uz varijablu
x, negatiwvan. Ukoliko ne postoji redak gdje je x, megativan, odnosno mini-
mum iz drugog uvjeta je prazan skup, tada je linearni program neogranicen,

samim time racunanje staje.

Sljedeca lema sluzi kao dokaz da simpleks metoda zaista prolazi kroz skup
svih dopustivih rjesenja. Dokaz leme nije kljuc¢an za razumijevanje simpleks

metode, pa navodimo lemu bez dokaza.

Lema 3.2 1. Neka je B dopustiva baza, T (B) odgovarajuca simpleks ta-
blica. Neka su x,, koja ulazi u bazu, © x,, varigabla koja izlazi iz
baze, odabrane po kriterijima Tvrdnge i Tordnje (3.4 Tada je B' =
(B\{u}) U{v} takoder dopustiva baza.

2. Ako nijedna varijabla x,, ne zadovoljava uvjete Tordnje[3.3, tada je line-
arni program neogranicen. Za svakit > 0 dobijemo dopustivo rjesenje
supsitucijom x, = t, 1 0 za svaku preostalu nebazicnu varijablu. Kako
t — 00, to vrigednost funkcije cilja za sva dopustiva rjesenja takoder

tezi u beskonacnost.

3.3.1 Racunanje pocetne dopustive baze

Za linearni problem u standardnom obliku:

Maksimizirajmo ¢’z
uz uvjete Ax =0,
x>0

najprije sredimo jednadzbe da vrijedi b > 0. Odnosno za svaku jednadzbu
gdje je b; < 0 mnozimo tu jednadzbu sa —1. Zatim uvodimo m novih varijabli

Tna1s Tty - -« Tnim 1 rijeSimo sljededi linearni problem:
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3.3. Simpleks metoda opcenito

Maksimizirajmo — (Zp41 + Tpao + -+ + Tom)
uz uvijete Az =b,
>0
gdje je = (w1, T2, ..., Tpem) vektor svih varijabli, a A = (A|I,,) matrica

koju dobijemo dodavajuéi jedini¢nu matricu tipa m x m matrici A s desna.
Originalni linearni problem je dopustiv ako i samo ako svako optimalno

rjeSenje pomoc¢nog problema zadovoljava sljede¢i uvjet:

T+l = Tp4+2 = -+« = Tptm = 0.

Pomoc¢ni problem se moze direktno rijesiti simpleks metodom, jer varijable

Tnal, Tniay - - - Tnam €ine pocetnu dopustivu bazu. Ukoliko ne vrijedi, 2,11 =
Tpio = ... = Tprm = 0 linearni program je nedopustiv.
Pretpostavimo da vrijedi x,11 = Tpio = ... = Tpem = 0. Simpleks metoda

uvijek vraca dopustivo bazi¢no rjeSenje.

e Ako nijedna od novih varijabli ,, 1, p19, - . ., Ty Dije sadrzana u bazi
dobivenog optimalnog rjesenja, tada je dobivena baza ujedno i baza
originalnog problema. Sada imamo bazu i mozemo zapoceti simpleks

metodu.

e Ako se neke od novih varijabli z, 1, Tp19,. .., Tnim nalaze u dobivenoj
bazi, tada nam ta baza ne moze posluziti kao baza originalnog pro-
blema. Opéenito, optimalno rjeSenje ima najvise m nenula elemenata,
te su stupci matrice A linearno nezavisni. U slucaju da je tih stupaca

manje od m, moramo dodati viSe linearno neavisnih stupaca matrici A

1 dobiti bazu, kao u dokazu Leme [2.1]
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3.4. Pivot pravila

3.4 Pivot pravila

Pivot pravilo je pravilo odabira varijable koja ulazi u bazu, u slucaju kada
imamo vise kandidata. Pivot pravila mogu olaksati odabir varijable koja
napusta bazu.

Pod "warijablom koju poboljsavamo” mislimo na kandidata za ulazak u bazu.

Nabrojati ¢emo nekoliko osnovnih pivot pravila.

1. Najveéi keoficijent: za varijablu koju poboljsavamo odaberemo onu s
najveéim koeficijentom u zadnjem retku simpleks tablice, odnosno u
retku funkcije cilja z. Ovo originalno pravilo maksimizira poboljsanje

funkcije cilja z po jedinici povecanja varijable koja ulazi u bazu.

2. Najvece povecanje: za varijablu koju poboljsavamo biramo onu koja
dovodi do najveceg apsolutnog poboljsanja funkcije cilja z. Ovo pravilo

je racunski skuplje od prvog pravila, ali lokalno maksimizira napredak.

3. Nagstrmagi rub: za varijablu koju poboljsavamo biramo onu ¢iji ulazak
u bazu pomice trenutno bazi¢no dopustivo rjesenje u smjeru najblize
smjeru vektora ¢, odnosno zapisano formulom, omjer:

CT (xnovi - xstam’)

||Inovi - xstari”

trebamo maksimizirati. x4 je baziéno dopustivo rjeSenje trenutne
simpleks tablice, a x,., bazitno dopustivo rjesenje simpleks tablice
koju bismo dobili da razmatrana varijabla ude u bazu.

Pravilo najstrmijeg ruba je najbrze, pa samim time i najbolje, medu

svim pivot pravilima.

4. Blandovo pravilo: za varijablu koju poboljsavamo izaberemo onu sa

najmanjim indeksom. Takoder, za varijablu koja izlazi iz baze takoder
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3.5. Ciklusi simpleks metode

biramo onu sa najmanjim indeksom. Ovo pravilo je bitno u sprjecavanju

ciklusa, pa ¢emo o tome viSe rec¢i u nastavku.

5. Slucagni rub: varijablu koju poboljsavamo izaberemo na sluc¢ajan nacin

izmedu svih varijabli koje mozemo poboljsati.

3.5 Ciklusi simpleks metode

U Primjeru[3.3]smo uveli pojam ciklusa, odnosno cikliranja. Ovakvi slucajevi
se dogadaju veoma rijetko u praksi, pa mnoge implementacije algoritma ig-
noriraju moguc¢nost nastanka ciklusa.
Postoji nekoliko nacina da sprije¢imo nastanak ciklusa.
Leksikografsko pravilo:
Ciklusi mogu nastati kod degeneriranih linearnih problema, jer degeneracija
moze dovesti do veza kandidata za varijablu koja izlazi iz baze. Leksikograf-
sko pravilo sprjecava takve veze varijabli na sljede¢i nac¢in:
Neka je S skup svih indeksa koji su kandidati za varijablu koja izlazi iz baze,
takvih da za svaki o € S vrijedi:

Gap <01 Lo _ min{—& 1 qig < 0,1 = 1,2,...,m}.

dap 4ip

Sada izaberemo indeks o € S za koji je vektor

(@ a2 qa(n—rm)
Gap ’ qap 7 7 qap

najmanji u leksikografskom poretku.

Definicija 3.3 Za vektor x € R* éemo reéi da je leksikografski mangi
od vektora y € R* ako wvrijedi x1 < y1 ili x1 = y1 1 2o < Yo, i tako dalje.
Odnosno, ako postoji indeks j < k takav da je v1 = y1, T2 = Yo, ..., Tj_1 =

Yj—1 ’i.%j < Yj-
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3.5. Ciklusi simpleks metode

Kako je matrica A ranga m, bilo koja od dva takva vektora se razlikuju u
nekom indeksu. Zbog toga mozemo razrijesiti veze izmedu bilo kojeg skupa
S od redaka. Odabrani indeks retka odreduje izlaznu varijablu.

Nedostatak Leksikografskog pravila je ¢injenica da to pravilo moze biti dosta
skupo.

Geometrijska interpretacija: degeneracija znaci da skup rjesenja F' sis-
tema Ax = b sadrzi tocku koja ima vise od n — m komponenti koje su nula.
Leksikografsko pravilo ima isti u¢inak kao i dobro odabrana perturbacija (mi-
jenjajuéi vektor b) skupa F. Zbog toga se i optimalno rjeSenje promijeni za
malo.

Blandovo pravilo:
Blandovo pravilo sprjecava nastanak ciklusa linearnog programa, ali je i naj-

sporije pivot pravilo, pa se ve¢inom izbjegava.

Teorem 3.1 Simpleks metoda u kojoj se koristi Blandovo pivot pravilo, je

uvijek ogranicena, odnosno nastanak ciklusa je nemoguc.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji ciklus, i neka je F' skup svih
varijabli koji tijekom metode barem jednom ulaze ili izlaze iz baze. Takve
varijable nazivamo promjengjivim varijablama.

Tvrdnja: Sve baze koje susreéemo u ciklusu daju isto baziéno dopustivo
rjeSenje, i u tom rjesSenju, sve promjenjive varijable su nula.

Dokaz tvrdnje: Neka je B dopustiva baza koju susre¢emo u ciklusu, N =
{1,2,...,n}\B i B" = (B\{u}) U {v} sljedeéa baza. Od svih nebazi¢nih
varijabli u trenutku kada iz baze B prelazimo u bazu B’ jedini kandidat
za ulazak u bazu je z,, ostale nebazi¢ne varijable ostaju nula. Znamo da
koeficijent uz x, u zadnjem redu simpleks tablice mora biti pozitivan. U tom
slucaju, kako je z = z + rfay, vidimo da ée se i funkcija cilja poveéavati.

Zbog toga bazi¢no dopustivo rjeSenje koje odgovara bazama B iB’, slaze se
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3.5. Ciklusi simpleks metode

u svim komponentama skupa N. Ako se prisjetimo Propozicije 2.1, znamo
da je baziéno dopustivo rjesenje na jedinstven nacin odredeno bazom, pa
zajednicke komponente iz N na jedinstven nacin odreduju i preostale. Dakle
bazi¢no dopustivo rjeSenje se ne mijenja. Time je tvrdnja dokazana.
Krenimo sada sa dokazom teorema.

Neka je v najveci indeks skupa F'. B baza ciklusa prije ulaska varijable x, u
bazu, a B’ baza ciklusa prije izlaska varijable x, iz baze. Neka su r,p, @, zo
parametri simpleks tablice T (B), a 7/, p/, Q', 2|, parametri T (B’).

Sada koristimo Blandovo pravilo. Neka je B = {k1, ks, ..., kn}, N = {l1,1s, ..
te k) <k <...<kpili<ly,<...<lh_m. x, je jedini kandidat za ulazak
u bazu, jer Blandovo pravilo zahtijeva da uzmemo najmanji indeks od svih
kandidata, a nasa pretpostavka je da je v i najveéi. To znaci da sve promje-
njive varijable u zadnjem redu simpleks tablice imaju negativne koeficijente.

Dakle ako je  indeks takav da je v = [, onda je
rg > 01r; <0, zasvaki j takav da je [; € F'\{v}. (3.3)

Dalje, neka je B = {k{, kb, ... kL, }, N' = {l,05 ...}, te k] <k} <

<k << o<

n—m:*

Neka je o indeks varijable koja izlazi iz
baze z, u B', tj. k!, = v, te /' indeks varijable koja izlazi iz baze z,. Zbog

uvjeta (3.1)) i (3.2) za varijablu koja izlazi iz baze vrijedi: i = o’ je jedini i za

koji je kj € F'i gjp < 0 takav da minimizira omjer —q?g . Kako p' specificira
8!

vijednost bazi¢nih varijabli, a promjenjive varijable su tijekom ciklus nula,

to je za svaki i, takav da je k} € F, p, = 0. Sada je
Gy <01 gz >0, za svaki i takav da je kj € F\{v}. (3.4)

Zelimo napraviti pomoéni linearni problem, kojemu ¢e ([3.3) dokazati da
ima optimalno rjesenje, a (3.4) da je neogranicen. Te tvrdnje ¢e kontradikti-
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3.5. Ciklusi simpleks metode

rati pretpostavci da postoji ciklus.

Pomoc¢ni problem:

Maksimizirajmo cTx

uz uvjete Ax =b,
Tpw 2> 0
T, <0
znr = 0.

Optimalnost pomocénog linearnog problema: Neka je T baziéno dopustivo
rjeSenje pocetnog problema povezanog sa bazom B. Kako je £y = 0 i zbog
dokazane tvrdnje p = 0, to je £ dopustiv za pomoc¢ni problem. Za svaki x
koji zadovoljava uvjet Ax = b, vrijednost funkcije cilja mozemo izraziti na
sljede¢i nacin

loe=2= Zo + rTxN.

Za svako dopustivo rjesenje x pomoc¢nog problema vrijedi

> 0 ako je [; € F\{v}
Zl'lj )

<0Oakojel;=lg=v

a zajedno sa ([3.3)) vrijedi
rjry; < 0 za svaki j takav da je [; € F.

Kako je jedan od uvjeta pomocnog problema i xy\r = 0 dobijemo rTay <O0.
Dodatno, zbog zapisa funkcije cilja imamo 2z < zy za sva dopustiva rjesenja
pomoc¢nog problema. Dakle & je optimalno rjesenje pomoc¢nog problema.

Neogranicenost pomocénog linearnog problema: Tvrdnja na pocetku do-
kaza nam govori da je T bazitno dopustivo rjeSenje i originalnog linearnog
problema povezanog sa bazom B’. Za svaki x koji zadovoljava uvjet Az = b
je

rp =9 + Qxn. (3.5)
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3.6. Algoritam simpleks metode

Promijenimo 5 na nac¢in da dopustimo povec¢anje z, sa nula na neku vri-
jednost t > 0. Iz dobijemo da povec¢anje varijable dovodi do novog
rjeSenja 7 (t) sistema jednadzbi Ax = b. Dokazat ¢emo da za svaki t > 0
novo rjesenje je dopustivo rjeSenje pomoc¢nog problema i vrijednost funkcije
cilja ¢T'7 (t) tezi u beskonacnost za t — co. Neka je

. 0 ako vrijedi I; € N"\u
Ty (t) ==

' t ako vrijedi I} = I, =u

Izt >0,2,=0,(3.4) i (3.5)) slijedi
> 0 ako vrijedi k) € F\{v}
< 0 ako vrijedi k. = k., = v

Dakle 7 (t) je dopustivo rjesenje pomoc¢nog problema.
Kako je kandidat za ulazak u bazu B’ varijabla x, = r,, i znamo da je

g > 0, slijedi
T ~

Fa(t) =z +r iy (t) =2, + triy — 00, za svaki t — oo.

Dakle pomo¢ni problem je i neogranicen. m

3.6 Algoritam simpleks metode

1. Pretvorimo ulazni linearni problem u odgovarajué¢i standardni oblik:

Maksimizirajmo vrijednosti 'z

medu svim vektorima x € R™ koji zadovoljavaju Ax <b,

sa n varijabli i m jednadzbi, gdje je m rang matrice A.

2. Ako dopustiva baza nije dostupna, namjestimo b > 0 i rijesimo sljedeci

pomocni linearni problem:
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3.6. Algoritam simpleks metode

Maksimizirajmo — (Zp41 + Tpao + -« + Tom)

uz uvjete A

gdje je T = (21,22, ..., Tnim) vektor svih varijabli, a A = (A|L,). Sada

imamo dva slucaja:
e ako je optimalna vrijednost funkcije cilja negativnha — orginalni
linearni problem je nedopustiv — stani

e prvih n komponenti optimalnog rjesenja formiraju dopustivu bazu

izvornog linearnog problema.

w

. Za dopustivu bazu B C {1,2,...,n} racunamo simpleks tablicu T (B):

rp=p+Quy

Z:ZO+PTIN

W

. Ako je r < 0 u trenutnoj simpleks tablici, vrati optimalno rjesenje

(nebazicne varijable su nula, a bazi¢ne varijable specificira p) — stani.

r pozitivan. Ako postoji vise kandidata, iskoristi pivot pravilo.

(=}

. Ako je stupac varijable koja ulazi u bazu z, negativan, tada je linearni

program neogranicen — stani.

7. Inace, izaberi varijablu koja izlazi iz baze z,. U svim redovima sim-
pleks tablice gdje je koeficijent uz z, negativan, podijelimo komponentu
vektora p sa tim koeficijentom i promijenimo predznak. Trazimo red
u kojem je dobivena vrijednost najmanja. Ukoliko postoji vise kandi-
data za izlazak iz baze, koristimo pivot pravilo, a ako i dalje nemamo

jedinstvenog kandidata, izaberemo proizvoljno.
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3.6. Algoritam simpleks metode

8. Zamijeni trenutnu dopustivu bazu B novom dopustivom bazom (B\{u})U
{v}. Popravi simpleks tablicu da odgovara novoj bazi. Vrati se na ko-

rak 4.
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Poglavlje 4
Primjeri

U prethodnom poglavlju smo se upoznali sa algoritmom simpleks metode.

Sada ¢emo najprije ukazati na probleme koji se mogu svesti na problem

linearnog programiranja, te rijesiti jedan primjer simpleks metodom.
Najprije pogledajmo primjere koji se svode na problem linearnog progra-

miranja.

Primjer 4.1 Problem optimalne proizvodnje: Neka turtka T proizvodi
n razlicitih proizvoda Py, ..., P, uz pomo¢ m razli¢itih strojeva Sy, ..., Sn.
Uvedimo oznake.

Neka je b;, 1 = 1,2,...,m oznaka za maksimalan broj sati tijekom kojih je
stroj S; u stanju rada. Kolicinu sati S;-tog stroja, i = 1,2,...,m, potrebnu
za proizvodnju proizvoda Pj, j = 1,2,....n oznacimo s a;;. Kolicinu za-
rade koju tvrtka dobije prodajom proizvoda P, j = 1,2,...,n, oznacéimo s
c;. Neka jez;, 3 =1,2,...,n broj proizvedenih proizvoda P;.

Svaka tvrtka Zeli maksimizirati zaradu. Dakle cilj turtke je odrediti koliko ce
proizvesti proizvoda, s tim da ostvarent prihod mora biti maksimalan.

Uz sve oznake, problem proizvodnje moZemo svesti na sljedeci problem line-

arnog programiranja:



Maksimiziraj cixy1 + CaTo + ... + CTy

uz uvjete AT, + QpTs + ...+ @y, < b;, 1=1,2,...,m
xz; >0, j=12...,n
Odnosno:
Maksimiziraj c'x
uz uvjete Ax <b
x>0
Primjer 4.2 Problem optimalne prehrane: Neka su Ny,..., N, na-

mairnice koje imamo na raspolaganju u kucanstvu.

Uvedimo oznake.

Sa cj, za j = 1,...,n, oznacimo cijenu po jedinici namirnice N;. Neka
su By, ..., Ey prisutni nutritivni elementi, pri cemu je a;;, © = 1,...,m,
J=1,...,n, kolicina nutritivnog elementa E; u namirnici N;. Koli¢inu nu-

tritivnog elementa E; koju osoba mora unijeti tijekom dana oznacimo sa b;,
1=1,...,m.

Svakoj osobi je cilj konzumirati dovoljnu kolic¢inu pojedinih namirnica kako
bi zadovoljili potrebu za nutritivnim elementima tijekom dana, a pri tome
mainimazirati cijenu prehrane.

Neka je xj, j = 1,...,n kolicina konzumirane namirnice N;, 7 =1,...,n.
Uz sve oznake, problem proizvodnje moZemo svesti na sljedeci problem line-

arnog programiranja:

Minimiziraj c1x1 + coxo + ... + Cpy
uz uvjete anT1 + apre + ...+ apr, > by, 1=1,2,....m

z; >0, i=1,2,...,n

Odnosno:
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Minimiziraj ¢’ x

uz uvjete Ax > b

z>0

Napomena 4.1 Danas je popularno brinuti o unosu kalorija, pa ovaj pro-
blem moZemo formulirati u problem minimizacije unosa kalorija. Da bismo
transformairali problem optimalne prehrane u problem minimizacije unosa ka-

lorija, potrebno je samo cijenu po namirnici zamijeniti s kalorijama.

Primjer 4.3 Problem najboljeg pravca: Neka su podaci zadani u obliku
tocaka (t;,y;), 1 =1,2,...,r. Problem najboljeg pravca je problem odredivanja
pravea y = kx + 1 koji najbolje aproksimira zadane podatke. Jedan od nacina
rjesavanja ovog problema je minimizacija sume vertikalnih udaljenosti tocaka

od pravca, odnosno minimizacija fukcije:
F (k1) = Z |kt + 1 — yil.
i=1
Oznacimo:
zi = |kt; + 1 — y;| = max{kt; + | —y;, —kt; =l +y; },i =1,2,...,r.
Sada je ocigledno da je za 1 =1,2,... r:

kti—i-l—yiSO,

—kt; =14y, <0
Sada problem minimizacije sume mozZemo zapisati u sljedecem obliku:

z1+294+...4+2.+0-k+0-1 — min
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uz uvjete:

—Zl+/€t1+l§y1
—z —kti1 =1 < —uyy
—22+kt2—|—l§y2

—29 —kty — 1 < —yp

—zr+kt,+ 1<y,

—Zr _ktr _ZS —Yr

U matricnom zapisu linearni problem izgleda ovako:
Minimiziraj 'z

uz uvjete Ar <b

gdje su:
1 0 0 4 1| [y 1]
10 0 —t -1 0 1
0 -1 0 t 1 Y2 1
A=1|0 _1 0 —t, —1| R0 p— || eR¥ c= || e R
1
0 0 ... -1 t 1 " 0
R | 0
te x = [zl 29 ... z k1 TGR’"”.

Ovo su samo neke od primjena linearnog programiranja. Postoji ih jos

mnogo, svi problemi se definiraju na slican na¢in. Nabrojimo ih jos nekoliko:
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e Minimizacija po dijelovima linearne funkcije

Problem rasporeda radnika

Problem transporta proizvoda

Problem portfelja

Problem optimizacije reklamacije kampanja

Sljede¢i problem ¢emo rijesiti simpleks metodom.

Primjer 4.4 Twrtka T proizvodi 3 proizvoda X, Y i Z. Svaka jedinica pro-
izvoda X zahtijeva 2 sata rada i 3 sata rada stroja, dok proizvod Y zahtijeva
4 sata rada 1 1 sat stroja, a proizvod Z zahtijeva 1 sat rada @ 2 sata stroja.
Turtka tma na raspolaganju 50 sati rada i 40 sati rada stroja tjedno. Cijena
jedinice proizvoda X je 80 dolara, Y je 100 dolara, a Z je 60 dolara. Turtka

zeli maksimizirati tjedni profit.

Uvedimo oznake:

e 1, — broj proizvedenih jedinica proizvoda X
e 19 — broj proizvedenih jedinica proizvoda Y
e 13 — broj proizvedenih jedinica proizvoda Z .

Funkcija cilja — maksimizirati ukupni tjedni profit: max(80x; + 1004 +
601‘3)
Uvjeti:
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e radno vrigeme: 2wy + 4xo + x3 < 50
e urijeme koristenja stroja: 3x; + xo + 2x3 < 40.

Rjesenje:

Nakon wvodenja slabih varijabli dobijemo prvu simpleks tablicu:

4 = 50 — 221 — 419 — 73

$5:40—3$1—$2—2l’3

z = 80z + 10025 4+ 60x3

Varijable x4 1 x5 su bazicne varijable, pa medu njima biramo kandidata koji
ce izaci iz baze. Kako povecanjem svih varijabli dolazi do poveéanja funkcije

cilja, mozZemo proizvolyno izabrati varijablu koju Zelimo wvesti u bazu. Neka
je to varijabla x3.
Iz wvjeta x4 >0, x1 =0 1 x5 = 0 slygedi:

I4:50—2I1—4J]2—l‘3

90 — 2z —4xy — 23 >0

5133§50

Iz wvjeta x5 > 0, x1 =0 1 x9 = 0 slyedi:
LE5:40—3.§L’1—IE2—2.§63
40—31'1—(132—2[['3 ZO
T3 S 20
Dakle maksimalno poveéanje varijable x3 je x3 = 20. Uvrstavanjem xs = 20,
x1 =0 129 =0, pogledajmo koja varijabla postaje nebazicna:
Ty =50 — 221 — 4wy — 73

1‘4:30
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1‘5:40—31'1—272—21'3

I5:O

Dakle x5 postaje nula, odnosno nebazicna varijabla, a x3 razlicit od nula,

odnosno bazicna varijabla.

$5:40—3x1—$2—21’3

3r1 To s
_9p_ 2t _ T2 15
3 2 2 79

Supstitucijom xs dobijemo sljedecu simpleks tablicu:

3%1 i) Ty

—90 2t 72 s
ra=20 -5 g

30 T 7%’2 Iy
T4 = _ = J—
4 2 2 "9

z = 1200 — 10z1 + 702y — 30z5

Iz oblika funkcije cilja zakljucujemo da je jedini kandidat za povecanje va-
rijabla x4, jer povecanjem varijabli x1 1 x5 smanjuje se vrijednost funkcije
cilja.

Iz uvjeta x5 > 0, 1 = 0 7 x5 = 0 slijeds:

=90 =~ _ 2 _ 2

ta=20 - T
3ry To s

20———-——-——2>0
2 2 2 =
ZE2§40

=055ty
T 71‘2 Ty
- = - = — >
Wog -5 520
60
$2§7
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Dakle maksimalno poveéanje varijable x4 je xo = %. Uvrstavanjem xo = %,

x1 =0 1 x5 =0, pogledajmo koja varijabla postaje nebazicna:

3%1 To Ty

_og_ 2t _f2 15
ra=20 -5 g
110
=

I 7(1]2 Ty
_gp_ 2, 45
e 5 "3 T3

x4:()

Dakle varijabla x5 postaje bazicna, a x4 nebazicna varijabla. Prebacivanjem
x4 na desnu stranu, a xo na lijevu stranu jednadzbe, te uwvrstavanjem, dobi-
jemo sljedecu simpleks tablicu.

60 a1 274 x5
Tg=—— — — — + —
7 7

. 11 18271 Ty 45135

BT T T T Ty

z = 1800 — 20x; — 20x4 — 2025

Iz posljednge simpleks tablice zakljucujemo da je za B = {2, 3}, (0, %, 1_%07 0, O)
bazicno dopustivo rjesenje. Vrijednost funkcije cilja, odnosno profita je z =

1800.
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Zakljucak

Na probleme optimizacije ¢esto nailazimo u svakodnevnom zivotu. Kao je-
dan od najvaznijih alata za rjeSavanje optimizacijskih problema je linearno
programiranje. Uz postivanje linearnih ogranicenja, veoma brzo pronalazi
optimalno rjesSenje, Cije su karakteristike maksimizacija resursa, povecanje
ucinkovitosti te smanjenje troskova. Postoje razne metode koje koristimo
pri rjeSsavanju linearnih problema, no najvaznija je simpleks metoda. Kao
§to smo primijenili u raznim primjerima, algoritam simpleks metode pro-
lazi bridovima konveksnog poliedra, kojeg nazivamo dopustivim podrucjem,
u potrazi za tockom (vrhom) poliedra u kojoj je vrijednost funkcije cilja
maksimalna. Naravno, postoje iznimke. Moguénost zaglavljenja u degene-
riranim tockama ili ciklusima moze utjecati na brzinu algoritma, pa je cilj
sprijeciti nastanak ciklusa. Usprkos iznimkama, simpleks metoda je veoma
ucinkovita, te je, kako je i prikazano kroz brojne primjere, primjenjiva u raz-
nim podrucjima i slucajevima. Neki od tih su proizvodnja, logistika, finan-
cije, inzinjering, problem transporta, problem rasporeda smjena i problem

distribucije.
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