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Uvod

Kombinatorna teorija dizajna ili kraée teorija dizajna je grana diskretne matema-
tike. Kljuénu ulogu u nastanku teorije dizajna odigrao je Kirkmanov problem
15 ucenica iz 1850. godine koji je objavljen u ¢asopisu Lady’s and Gentleman’s

Diary, a glasi ovako:

Ucitelj svakog dana Salje u Setnju svojih 15 ucenica. One Secu u 5 grupa, u
svakoj po 3. MoZe li se napraviti raspored Setnji za tjedan dana tako da svaka
ucenica u tih 7 dana bude tocno jedanput u grupi sa svakom od preostalih

ucenica?

Generalizaciju Kirkmanova problema rijesili su neovisno Lu, Ray - Chaduri i Wil-

son tek 100 godina kasnije.

Teorija dizajna ima svoje korijene u rekreativnoj matematici, ali se u 20. stoljeéu
razvila u punopravnu matematicku disciplinu sa Sirokom primjenom u statistici
1 informatici. Temeljni problemi u teoriji dizajna su dovoljno jednostavni da se

mogu objasniti ¢ak i nematemati¢arima.

Navedena se disciplina bavi pitanjem moguénosti raspodjele elemenata kona¢nog
skupa u podskupove tako da budu zadovoljena odredena svojstva. Stoga ¢e nam
upravo teorija dizajna dati odgovore na mnoga pitanja o izradi druStvene igre Spot
It! koja je predmet proucavanja ovog rada. No, najprije je potrebno upoznati

osnovne pojmove teorije dizajna.



Nakon Sto definiramo razliCite vrste dizajna, razmotrimo bitne tvrdnje te prouc¢imo
neke od primjera, objasnit cemo kako je sve to povezano s dizajnom igre Spot It!.
Detaljno ¢emo prouciti matemati¢ku pozadinu igre, a naposljetku sve navedeno

iskoristiti u konstrukciji vlastite matematicke igre.
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Poglavlje 1
Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju upoznat ¢emo se s osnovnim pojmovima i tvrdnjama teorije

dizajna bez kojih ne bi bilo moguce dizajnirati proucavanu igru.

1.1 Incidencijske strukture i incidencijske matrice

Definicija 1.1 Incidencijska struktura je trojka D = (V,B,I) pri Cemu su V i
B bilo koja dva disjunktna skupa, a I bilo koja binarna relacija na V i B, tj.
I C VX B. Elementi skupa V nazivaju se tockama, skupa B blokovima, a skupa |

incidencijama ili flagovima.

Tocke se obi¢no oznacavaju malim latiniénim slovima, a blokovi velikim la-
tinicnim slovima. Sa D(p) oznacava se skup svih blokova koji su incidentni s p

za bilo koju toc¢ku p , odnosno
D(p) :={BeB:(p,B)ell.

Broj blokova koji su incidentni s tockom p naziva se stupnjem tocke p. Ana-
logno, s D(B) oznacava se skup svih toCaka incidentnih s B za bilo koji blok B,

odnosno



1.1. Incidencijske strukture i incidencijske matrice

DB):={peV:(p,B) el

Broj tocaka koje su incidentne s blokom B naziva se stupnjem bloka B.
Razliciti blokovi mogu biti incidentni s istim skupom tocaka pa se govori o po-

novljenim blokovima.

Primjer 1.2 Ako je V = {1,2,3}, B = {B\, B>, B;} i D(B)) = D(B>) = {1,2},

D(B3) = {1, 3}, onda je D = (V, B, I) primjer valjane incidencijske strukture.

Definicija 1.3 Incidencijsku strukturu D nazivamo jednostavnom ako za svaka

dva razlicita bloka B, i B, vrijedi D(B;) # D(B»).

Primjer 1.4 Neka je V ={1,2,3,4,5,6,7} skup tocaka i

B ={{1,2,3},{1,6,7},{3,4,7},{1,5, 4},

{3,5,6},{2,5,7},{2,4, 6}} skup blokova te incidencija I dana relacijom "biti ele-
ment”. Za svaku jednostavnu incidencijsku strukturu moZe se identificirati svaki
blok sa skupom tocaka, a relacija I s relacijom pripadanja €. LakSe je shvatiti

ovu identifikaciju ako se pogleda slikovni prikaz:

Slika 1.1: Incidencijska struktura



1.1. Incidencijske strukture i incidencijske matrice

Za svaku incidencijsku strukturu moZe se definirati incidencijska matrica kako

slijedi u nastavku.

Definicija 1.5 Neka je D = (V,B,I) konacna incidencijska struktura i neka su
njezine tocke oznacene s pi, pa, ..., py, a blokovi s By, ..., B,. Tada matricu M =
(m;;) definiranu s

c

myj = 1 ako (p;, Bj) €1
0 inace

nazivamo incidencijskom matricom strukture D. Stupac matrice M koji odgovara

bloku B nazivamo incidencijskim vektorom bloka B.

M je prelikavanje iz V x B u skup {0, 1}. Takoder, svaka matrica s elementima

01 1 odreduje neku incidencijsku strukturu.

Propozicija 1.6 Pretpostavimo da postoji incidencijska struktura sa stupnjevima

tocaka ry, ..., r, i stupnjevima blokova ki, ..., k,. Tada je
it Ti = Z?‘:I kj.
Kao posljedicu prethodne Prepozicije, dobivamo sljedecu tvrdnju.

Korolar 1.7 Neka je D incidencijska struktura koja se sastoji od v to¢aka stupnja

r i b blokova stupnja k. Tada je

vr = bk.

Sada navodimo nuZan i dovoljan uvjet za postojanje jednostavne incidencijske
strukture sa zadanim stupnjevima tocaka i blokova. U dokazu sljedeceg teorema

koristi se tvrdnja:



1.2. Blok dizajni i primjeri iz projektivne i afine geometrije

Lema 1.8 Pretpostavimo da postoji jednostavna incidencijska struktura D s v
tocaka i b blokova, konstantnih stupnjeva blokova k i stupnjevima tocaka ry, ..., r,.
Ako za neki par indeksa i, j vrijedi r; > r;j, onda postoji jednostavna incidencijska
struktura D’ s v tocaka i b blokova, konstantnih stupnjeva blokova k i stupnjevima

tocakary,....ri—1,..,ri+1,.., 1.

Teorem 1.9 Jednostavna incidencijska struktura s v to¢aka i b blokova, pri cemu

su sve toCke stupnja r i svi blokovi stupnja k, postoji ako i samo ako vrijedi vr = bk

ib<(})
1.2 Blok dizajni i primjeri iz projektivne i afine ge-

ometrije

Posebno su zanimljive incidencijske strukture s odredenim stupnjem pravilnosti
koje se tradicionalno nazivaju blokovnim dizajnima ili dizajnima. Projektivne
1 afine ravnine su takoder primjeri incidencijskih struktura. U nastavku ¢emo

navesti precizne definicije.

Slika 1.2: Prikaz paralelnih tracnica



1.2. Blok dizajni i primjeri iz projektivne i afine geometrije

Na slici vidimo tra¢nice koje se pruzaju u daljinu. Cini li vam se mozda
kao da se lijeva i desna tracnica sijeku u nekoj tocki u beskonacnosti? No, to
nije tako. Ako ipak pretpostavimo da se one sijeku u beskonacnosti, dobivamo
primjer prosirene Euklidske ravnine u kojoj se svi pravci sijeku. Tada se govori o

projektivnoj ravnini koju ¢emo definirati u nastavku.

Definicija 1.10 Incidencijsku strukturu D = (V, B, I) nazivamo projektivnom rav-
ninom ako vrijedi:

(a) Svake dvije tocke leZe na tocno jednom pravcu.

(b) Svaka dva pravca se sijeku u tocno jednoj tocki.

(c) Postoje Cetiri razlicite tocke takve da nikoje tri od njih nisu kolinearne.

U teoriji dizajna ¢emo koristiti termin *blokovi’ umjesto *pravci’.
Od posebnog su interesa konacne projektivne ravnine. Konacna projektivna rav-

nina je ravnina koja ima konacan broj pravaca i to¢aka.

Primjer 1.11 (Fanova ravnina) Najjednostavniji primjer projektivne ravnine je
Fanova ravnina koja se sastoji od sedam tocaka i sedam pravaca. To je ujedno i

najmanja moguca projektivna ravnina. MoZemo je predociti slikom:

Slika 1.3: Fanova ravnina



1.2. Blok dizajni i primjeri iz projektivne i afine geometrije

Na slici se moZe uociti da je jedan pravac u Fanovoj ravnini prikazan kao

kruznica.

Posebno je zanimljiva uniformnost Fanove ravnine: svaka tocka je na tri pravca,
na svakom pravcu se nalaze tri tocke, broj tocaka i pravaca se podudara. No, to
nije slucajnost, ve¢ posljedica tvrdnje u Cijem se dokazu koriste sljedece dvije

leme.

Lema 1.12 Neka je p proizvoljna tocka i | proizvoljan pravac projektivne ravnine
D. Tada vrijedi:

(a) ID(p)l = 3;

(b) IDD] = 3.

Lema 1.13 Neka je p proizvoljna tocka projektivne ravnine D. Tada postoji pra-

vac [ takav da p ¢ .

Propozicija 1.14 Neka je D = (V,B, I) konacna projektivna ravnina. Tada pos-
toji prirodan broj n koji zadovoljava sljedece:

(a)|D(p)| =|DB)|=n+1zasve peVisve BeB;

(b)|V|=|B| =n*+n+1.

Broj n s navedenim svojstvima naziva se redom od D.

Iz Propozicije [I.14]1ako je zakljuciti da je Fanova ravnina projektivna ravnina
reda 2.
Sada je doSao red da se uvede i pojam afine ravnine. Najprije se prisjetimo da

su pravci G i H paralelni ako je G = H ili D(G) N D(H) = (). Tada piSemo G||H.

Definicija 1.15 Incidencijska struktura D = (V, B, I) naziva se afinom ravninom
ako vrijedi:

(a) Svake dvije tocke leZe na tocno jednom pravcu.



1.2. Blok dizajni i primjeri iz projektivne i afine geometrije

(b) Za svaku tocku p i svaki pravac G takve da p ¢ G postoji tocno jedan pravac
H takav da p € Hi H||G

(c) Postoje tri razlicCite nekolinearne tocke.

Najpoznatiji primjer afine ravnine je ona euklidska.
Afina ravnina u kojoj na svakom pravcu leZi n tocaka naziva se afinom ravni-

nom reda » i oznacava s AG(2, n).

Definicija 1.16 Neka je D = (V, B, 1) incidencijska struktura, Q C Vi C C B.
Incidencijska struktura inducirana s D na Q i C je struktura D" = (Q,C,I1 N (Q X

C)). D’ se naziva induciranom podstrukturom od D.

Umjesto I N (Q x C) najcesce se pise samo 1.
Definicija[I.I6|nije bez razloga uvedena. MozZe se dokazati da je lako pronaci
primjer afine ravnine ako pokazemo da su afina i projektivna ravnina blisko pove-

zane. O tome govori sljedeca tvrdnja.

Propozicija 1.17 Neka je D = (V,B,I) projektivna ravnina i G pravac na D.
Tada je podstruktura Dg = (V \ D(G), B \ {G},1) afina ravnina. Takoder, svaka
afina ravnina se moZe dobiti iz projektivne ravnine na isti nacin. U sluc¢aju konacnih

ravnina, red od D i Dg su jednaki.

Projektivna ravnina se moZe dobiti iz afine ravnine dodavanjem toc¢aka u be-
skonacnosti u kojima se sijeku paralelni pravci i dodavanjem pravca u beskonacnosti
na kojem se nalaze sve tocke u beskonacnosti.

Kod generalizacija konacnih afinih i1 projektivnih ravnina javljaju se strukture

koje se nazivaju blok dizajni, a precizna definicija navedena je u nastavku.

Definicija 1.18 Konacna incidencijska struktura D = (V, B, I) naziva se blok di-

zajnom s parametrima v, k, A ako vrijedi:



1.2. Blok dizajni i primjeri iz projektivne i afine geometrije

(a) V] =v;
(b) ID(p) N D(q)| = A za svaki dvije razlicite tocke p,q € V;
(c) |ID(B)| = k za svaki B € B.

Definicija 1.19 Neka je k € N i D = (V, B, I) konacna incidencijska struktura. D

se naziva k-hipergrafom ako i samo ako vrijedi |D(B)| = k za svaki B € B.

Iz Definicije [[.19] slijedi da se za k = 2 govori o grafu.Tada se tocke naziva

vrhovima, a blokove bridovima grafa.

Definicija 1.20 Neka su t i A pozitivni brojevi, a D = (V,B, I) konacna inciden-
cijska struktura. D se naziva t-uravnoteZenom s parametrom A ako i samo vrijedi
|D(Q)| = A za svaki t-podskup Q C V.

Ako je D i k-hipergraf, onda se naziva t-dizajnom s parametrima k i A.

Blok dizajni s parametrima v, k, A alternativno se oznacavaju S ,(2,k;v), a t-
dizajni s v tocaka S ,(, k; v) Posebno za A = 1 piSe se S(2, k;v). Tada se govori o
Steinerovom sistemu. Na primjer, projektivna ravnina reda n je Steinerov sistem

S(@2,n+ 1;n*> + n+ 1), a afina ravnina reda n S (2, n, n).

Teorem 1.21 Neka je D = S (2, k;v). Tada je:
(a) |D(p)| = Av—1)/(k—1) =:r, za svaki p;
(b) Bl = Av(v—=1)/k(k—1) =: b.

Budu¢i da ukupni broj blokova i broj blokova kroz svaku to¢ku moraju biti

prirodni brojevi, kao rezultat vrijedi sljedeci korolar.

Korolar 1.22 Neka su v, k, A € N. Nuzni uvjeti za postojanje S (2, k; v) su:
(a) A v—1)=0(mod k —1);
(b) Av(v — 1) = 0 (mod k(k — 1)).



1.3. Latinski kvadrati
1.3 Latinski kvadrati

Latinskim kvadratima bavio se Svicarski matematicar Leonhard Euler joS u 18.
stoljecu. Pri tome je kao simbole koristio latinicna slova pa zato takav naziv. U
pocetku su smatrani dijelom zabavne matematike, ali s vremenom je primjecena
netrivijalnost kombinatornih problema koji proizlaze iz razmatranja o njima, kao
1 njihova primjena u drugim granama matematike.

Latinski kvadrat je n X n tablica s n razliitih simbola tako da se svaki simbol
pojavljuje tocno jednom u svakom retku i svakom stupcu. No, uvedimo preciznu

definiciju.

Definicija 1.23 Neka je n € N. Kvadratna matrica A reda n naziva se latinskim
kvadratom ako vrijedi:

(1) Elementi matrice A su elementi nekog n-clanog skupa {ay, ..., a,}.

(2) U svakom retku matrice A svaki element a;,i = 1,2, ...,n, nalazi se na tocno
jednom mjestu.

(3) U svakom stupcu matrice A svaki element a;,i = 1,2, ...,n, nalazi se na tocno

Jjednom mjestu.

Primjer 1.24 Matrica P = je latinski kvadrat reda 4.




1.3. Latinski kvadrati

Primjer 1.25 Matrica Q = Jje latinski kvadrat reda 5.

—_
(NS S R

A L W
[S—

5
4 3
2

Primjetimo da je u ovom primjeru svaki redak i svaki stupac permutacija skupa

{1,2,3,4,5}. To moZemo poopciti i na skup {1, 2, ..., n}.

KaZe se da je latinski kvadrat standardan ili reduciran ako su u njegovom
prvom retku i prvom stupcu elementi prirodno poredani - brojevi po velicini, slova
po abecedi...

Dakle, latinski kvadrat P iz Primjera [1.24] je standardan, dok latinski kvadrat
Q iz Primjera[I.25]nije.

Definicija 1.26 KaZe se da su dva latinska kvadrata A = [a;;] i B = [b;;] reda
n medusobno ortogonalna ako vrijedi: za svaki uredeni par (k,l) elemenata iz

skupa {1,2, ..., n} postoji to¢no jedan ureden par (i, j) takav da je a;; = ki b;; = 1.

Ako se par ortogonalnih latinskih kvadrata A = [a;;] 1 B = [b;;] reda n zapiSe
u obliku matrice C tako da je C = [(a;;, b;j], i, j = 1, ..., n, onda se govori o gréko-

latinskom kvadratu.

10



Poglavlje 2
Drustvena igra Spot It!

Nakon $to smo uveli potrebnu terminologiju, definirat ¢emo neka od pravila igra-
nja igre Spot It! te objasniti povezanost pojmova iz prvog poglavlja s dizajnom

ove igre.

2.1 Pravilaigre

Spot It! ili Dobble je jednostavna druStvena igra prepoznavanja u kojoj igraci
pokuSavaju pronaci isti simbol na dvije razli¢ite karte. Karte su napravljene tako
da svake dvije uvijek imaju tocno jedan zajednicki simbol. MozZete 1i uociti isti

simbol na priloZenim kartama?



2.1. Pravila igre

Slika 2.1: Prepoznavanje zajednickog simbola

Jasno je, na obje karte se javlja snjegovic.

Igra je namijenjena za 2 do 8 igraca. Sastoji se od posebnih karata kruZnog
oblika s odgovarajuéim brojem sli¢ica, odnosno simbola. Osnovno pakiranje
sadrzi 55 karata, a na svakoj je karti 8 simbola. Medutim, iz Spila su izbacene
dvije karte Sto znaci da je maksimalan broj karata 57. Postoji pakiranje za djecu,

tzv. Dobble Kids, koji ima 30 karata, a na svakoj je karti 5 simbola.

12



2.1. Pravila igre

Slika 2.2: Igra

Postoji viSe varijanti ove igre,a navodimo neke od njih:

(1) Podijeli se po jedna karta okrenuta licem prema dolje svakom igracu. Ostatak
Spila se stavi na sredinu stola s kartama licem prema gore. Igraci istovremeno
okrecu svoje karte. Prvi igra€ koji pronade 1 kazZe koji je simbol na njegovoj karti
isti s onim na karti sa sredine stola uzima tu kartu i stavlja je na vrh licem prema
gore, a igra se nastavlja dalje okretanjem nove karte iz Spila. Nakon S$to su sve
karte iz Spila podijeljene pobjeduje igrac s najviSe skupljenih karata.

(2) Izvuce se jedna karta iz Spila 1 okrene se licem prema dolje. Podijele se sve
preostale karte tako da svaki igra¢ dobije jednak broj karata okrenutih licem prema

dolje. Na sredinu stola se otkrije uklonjena karta. Igraci istovremeno okrecu prvu
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2.1. Pravila igre

kartu sa svog Spila. Igra€ koji prvi pronade 1 imenuje simbol iz centralne karte koji
se podudara sa simbolom sa njegove karte, stavlja kartu sa strane i okre¢e novu
kartu u svom Spilu. Pobjeduje igrac koji se prvi rijesi svih karata.

(3) Svi igraci u ruku dobiju po jednu kartu licem okrenutim prema dolje. Isto-
vremeno otkrivaju svoju kartu. Prvi igra¢ koji pronade isti simbol na svojoj karti
1 karti drugog igraca oglasi par i stavlja kartu u ruku drugog igraca. Zatim, taj
igraC trazi par izmedu nove karte i karata preostalih igraca, dok i ostali igraci is-
tovremeno traze par. Kada igra¢ pronade par, on stavlja sve svoje karte iz ruke na
vrh karata u ruci igraca Cija karta sadrzi simbol iz para. Krug zavrSava kada sve
karte zavrSe u ruci jednog igrac¢a. On ih stavlja ispred sebe i novi krug zapocinje
dijeljenjem karata. Igraci igraju odreden broj krugova, a igraC s najvise karata je
gubitnik.

(4) Jedna karta postavlja se na sredinu stola licem prema gore, a svakom igracu
podijeli se po jedna karta licem prema dolje. Igraci istovremeno otkrivaju svoje
karte 1 traze iste simbole s karte u sredini 1 bilo koje druge karte na stolu. Igrac koji
prvi pronade iste simbole uzima otkrivenu kartu i postavlja je licem prema dolje
ispred sebe. Zajedno s ostalim igra¢ima nastavlja potragu za istim simbolima s
preostalih karata. Nakon Sto su sve karte igraca pokupljene, karta sa sredine se
stavi na dno Spila 1 podijele se nove karte. Nakon Sto se podijele sve karte iz Spila,
pobjednik je igraC s najvise karata.

(5) Podijeli se svakom igracu po jedna karta licem prema dolje. Ostatak Spila pos-
tavi se na sredinu stola. Igraci istovremeno otkrivaju svoje karte i1 gledaju koji su
simboli na kartama drugih igraca zajednicki s kartom sa sredine. Igrac koji prvi
pronade iste simbole postavlja kartu sa sredine na vrh Spila igraca Cija se karta
poklapa sa centralnom. Igra se nastavlja s novootkrivenom kartom. Kada nema

viSe karata u Spilu, pobjeduje igra¢ s najmanje karata.
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2.2. Matematicka pozadina igre

2.2 Matematicka pozadina igre

MoZemo se pitati kakve veze imaju uvedeni pojmovi u prvom poglavlju s pred-
stavljenom igrom. No, u nastavku ¢emo pokazati da je zapravo teorija dizajna u
srzi ove igre. Zapravo, konacne projektivne ravnine su upravo matematicke struk-
ture koje su temelj za izradu igre Spot It!.

Navest ¢emo neka pitanja koja se svima namecu.

e Zasto 55 karata u Spilu?

e Zasto 8 simbola na karti?

e Kako to da se svake dvije karte podudaraju u toc¢no jednom simbolu?

Odgovore na ova, ali i joS neka druga pitanja navest ¢emo u nastavku.

15



2.2. Matematicka pozadina igre

Zapocnimo s pojednostavljenom verzijom igre.

Slika 2.3: Igra sa 7 karata

Na Slici[2.2] prikazana je igra sa samo 7 karata. Lako je za uociti da svake dvije
imaju to¢no jedan zajednicki simbol. Pomoc¢u Fanove ravnine prikazat ¢emo kako

su simboli organizirani na kartama.
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2.2. Matematicka pozadina igre

Slika 2.4: Fanova ravnina s vo¢em

Ako identificiramo simbole s toCkama, a karte s pravcima, onda nije tesko za
zakljuciti da vrijede svojstva projektivne ravnine, odnosno:
(1) Svake dvije tocke povezane su tocno jednim pravcem.
(2) Svaka dva pravca se sijeku u to¢no jednoj tocki.

(3) Postoje Cetiri tocke takve da nikoje tri nisu kolinearne.

Dakle, pojednostavljena verzija igre Spot It! je zapravo projektivna ravnina
reda 2. No, nas viSe zanima osnovna igra, a navedeno vrijedi i za nju. Kako se
naSa igra sastoji od kona¢nog broja simbola i karata, zaklju€ujemo da je u pitanju
konacna incidencijska struktura.

Stupanj bilo koje tocke smo definirali kao broj blokova koji su incidentni s
tom to¢kom, a budu¢i da nama ovdje simboli predstavljaju tocke, stupanj tocke

je 8 jer se svaki simbol nalazi na to¢no 8 karata. Analogno, stupanj bloka je broj

17



2.2. Matematicka pozadina igre

toCaka incidentnih s tim blokom pa je u primjeru osnovne igre Spot It/ stupanj
bloka jednak 8 jer svaka karta sadrZi to¢no 8 simbola. Dakle, zakljuCujemo da su
stupanj tocke i stupanj bloka konstantni i iznose 8.

Osim toga, Spot It! je jednostavna incidencijska struktura jer na svake dvije
razlicite karte su svi, osim jednog, razliciti simboli.

Ako sada uvedemo oznake u kontekstu igre:
e v-ukupan broj simbola

e r-stupanj simbola

e b-broj karata u Spilu

e k- stupanj karte

onda imamo: v = 57,r = 8,b = 57,k = 8. Tada vidimo da vrijedi da je 57 * 8 =
57 = 8, odnosno zadovoljena je tvrdnja Korolara[I.7]

Nakon $to smo odredili stupanj tocke 1 bloka konacne projektivne ravnine,
mozemo odrediti njezin red. Kao Sto nam kaZe Propozicija Spot It! je
konac¢na projektivna ravnina reda 7.

Dakle, postoji nekoliko vaznih formula povezanih s kona¢nim projektivnim

ravninama. Ako je n red igre, onda se rauna:
e Ukupan broj simbola u igri je n* + n + 1.
e Ukupan broj simbola na karti je n + 1.
e Svaki simbol se pojavljuje na n + 1 karata.

Nije uvijek lako grafic¢ki prikazati odnos pravaca i to¢aka. Kako se povecava
red projektivne ravnine, tako slika postaje sloZenija. Ve je i za ravninu reda 3

dovoljno komplicirana.
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2.2. Matematicka pozadina igre
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Slika 2.5: Projektivna ravnina reda 3

Upravo su matrice incidencije, koje smo ranije definirali, rijesile taj problem.

MoZemo ih upotrijebiti za vizualizaciju svih simbola i karata u igri, ali jo§ zanim-

ljivije, moZemo vidjeti koje karte imaju koje simbole. Napravit ¢emo tablicu koja

¢e detaljnije pokazati kako bismo konstruirali matricu incidencije za pojednostav-

ljenu verziju igre prikazanu na slici[2.2]

KARTA | LIMUN NARANCA LIMETA BANANA KRUSKA JABUKA TRESNJA
1 1 1 1 0 0 0 0
2 0 1 0 1 1 0 0
3 1 0 0 0 1 1 0
4 1 0 0 1 0 0 1
5 0 0 1 1 0 1 0
6 0 0 1 0 1 0 1
7 0 1 0 0 0 1 1
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2.3. Konstrukcija Spila karata

Iz navedene tablice koja prikazuje vrijednosti matrice incidencije vidimo da
se bilo koje dvije karte podudaraju u to¢no jednom simbolu.

Bududi da je broj simbola na jednoj karti konstantan i iznosi 8, Spot It! je i
8-hipergraf. Dodatno, radi se o Steinerovom sistemu S (2, 8;57). To smo mogli

zakljuciti koristec¢i Definiciju Pri tome je 4 = 1.

2.3 Konstrukcija Spila karata

Ako se prisjetimo da se Spil sastoji od 55 karata sa 8 simbola na svakoj tako
da se svake dvije karte podudaraju u to¢no jednom simbolu te za bilo koja dva
simbola postoji samo jedna karta koja ih sadrZi, posebno je zanimljivo pitanje
kako dizajnirati takav Spil.

Za pocetak izrade karata za igru trebamo rasporediti 49 simbola u mrezu 7x7,
odnosno u grcko-latinski kvadrat reda 7. Takvu raspodjelu mozemo vidjeti na
slici Preostalih 8 simbola (bubamara, rak, zvijezda, pauk, leptir, skakavac,
komarac, ptica) su “beskonacne tocke”. Kao kod svih grc¢ko-latinskih kvadrata,

svaki simbol se pojavljuje samo jednom u svakom retku i svakom stupcu.
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2.3. Konstrukcija Spila karata
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Slika 2.6: Raspodjela simbola u mrezu
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Nadalje, mozemo vidjeti koji bi se simboli trebali pojaviti na svakoj karti.
Svaka linija predstavlja jednu kartu, a simboli kroz koje ta linija prolazi su simboli
za tu kartu. Na Slici [2.3] crvena i zelena linija slijede jedna drugu. Bududi da se
paralelne unutar mrezZe, nemaju zajednicki simbol sve dok se ne doda "beskonacna
tocka’ - pauk. Plava linija sijeCe crvenu i zelenu liniju tako da ¢e plava karta imati
tocno jedan zajednicki simbol sa crvenom i zelenom kartom. Plava karta takoder

treba “beskonacnu tocku’ za stupce, a to je rak.
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2.3. Konstrukcija Spila karata

Postoji 8 kompleta od 7 paralelnih linija, $to nam daje Spil od 56 karata. Vje-

rojatno se pitate gdje je 57. karta. Ona sadrzi 8 "beskonacnih tocaka’.

CHOXOD

A\ @\ 5y

@Ih:

Slika 2.7: Izrada karata
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Poglavlje 3
Izrada igre Spot It!

Cinjenica je da veéina u¢enika nema dovoljno razvijeno logi¢ko razmisljanje i za-
kljucivanje. Kao posljedica toga, dolazi do brzog odustajanja pri rjeSavanju pro-
blemskih zadataka. Stoga treba raditi na ustrajnosti 1 upornosti prilikom rjeSavanja
takve vrste zadataka. Dobar nacin za postizanje tog cilja je uvodenje druStvenih

igara u nastavu matematike.

3.1 Matematicki Spot It!

Pitamo se moZe li se osmisliti igra Spot It! prilagodena nastavi matematike. Mi
¢emo to pokusSati za onu jednostavniju verziju prilagodenu djeci, odnosno igru
kod koje se Spil sastoji od 31 karte. U poglavlju prije ovoga smo proucavali ma-
tematicku pozadinu igre pa mozemo reci da ¢e ova nasa igra biti kona¢na projek-
tivna ravnina reda 5.

Cilj je osmisliti 31 pojam iz gradiva za osnovnu Skolu te svaki prikazati na
6 razli¢itih nacina. U daljnjem su dani takvi ekvivalentni prikazi istog mate-

matickog izraza.



3.1. Matematicki Spot It!

1. pojam 2. pojam 3. pojam
2 tjedna 3.5dana 10% od 100 min
1 1
14 dana = tjedna —h
2 6
336 h 5 040 min Smin -2
. 1
20 160 min 3024005 — dana
144
12096005 3dana 12 h 24min145— 14min 14 s
4. pojam 5. pojam 6. pojam
4m2cm 4 dm 2 cm 102 g
402 cm 42 cm 10.2 dag
4020 mm 420 mm 10dag 2 g
40.2 dm 4.2dm 102 000 mg
40dm 2 cm 0.42m 0.120 kg
4.02m 40 cm 20 mm 1.02 - 107*¢
7. pojam 8. pojam 9. pojam
102 dag 3-5+1 10°
1020 g 17 —1 22 . 52
1kg 2 dag 4° V10 000
1.02 kg 24' 10‘1’ . 102
5 1
1.02 - 107 3¢ z — od 400
2 4
1020 000 mg (7 — 3)* 0.1-1000

Slika 3.1: Simboli
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3.1. Matematicki Spot It!

10.pojam 11.pojam 12.pojam
10° 10° (3+3):3
Y
101* . 10° 10° — 99 999 |—2]
200 000 (—1)? 6-2—10
2
0.001 - 10° 0.1 -10 26
18
10 - /108 100% 142
5
13.pojam 14.pojam 15.pojam
21 2 hl 3
4
2 dm? 2001 75%
2 000 mli 0.2 m3 15
20
2 000 cm? 200 000 ml 0.75
75
20 dl 2 - 108 mm3 100
1
=0 hi 2000dl 750%;

Slika 3.2: Simboli
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3.1. Matematicki Spot It!

16.pojam 17.pojam 18.pojam
17
pola 3:2 5
1 9
3 2
05 = -
2 3 5
5094 1 1 2 “_l2
2 i3
12 1.5 3.4
24
50 15 34
100 10 10
19.pojam 20.pojam 21.pojam
2
534 3 Ll
100 2 245
5.34 7 2
3 5
267
=0 2— 04
534% 7:3 4:10
34
5+ Z >
100 2 28
2
5+0.34 ? - (— g)

Slika 3.3: Simboli
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3.1. Matematicki Spot It!
22.pojam 23.pojam 24 .pojam
10% od (—2 000) —|5] [10] + [—10]
-2 - 107 —V25 4-5
1
—(—(-200)) 7 od (—10) = od 100
—|—200| —(—(—5)) 4%+ 4
-2 - 100 —20+ 15 —40 + 60
1 o
5 od (-800) -3-2 0-(-20)
25.pojam 26.pojam 27.pojam
110] — 10 _1 3
—8 4
0% 5 11
40 2 4
—4 44 2 (__1) —0.75
16
i 2
—(=(-0)) —36 (- E)
2 4
2
0 ( 1 )2 . 1 .
5 22 1
1 ¥
-20-0 = 1
Slika 3.4: Simboli
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3.1.

Matematicki Spot It!

28.pojam 29.pojam 30.pojam
8
= 9 -9
V32 3 —[-9|
42 V81 -3
16 1
> " 2 [—9] 1-10
V2452 15 -3 -3
243 —1-8
. 3 L
Vi - 23 7=
31.pojam

25% od 1200

10% od 3 000

—200 + 500

300
1

V90 000

75 - 2%

Slika 3.5: Simboli
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3.2. Konstrukcija karata za igru

3.2 Konstrukcija karata za igru

Nakon $to smo definirali pojmove (simbole) za igru, javlja se pitanje kako ih ras-

porediti na karte. Ve¢ ranije smo na primjeru originalne igre objasnili da to ne

moZemo uciniti bilo kako, nego da je jako bitan raspored simbola na karte. Sada

¢emo napokon primjeniti nauceno na modificiranu igru za osnovnu Skolu. Radi

jednostavnosti, u postupku objasnjavanja koristit ¢emo se rednim brojevima ma-

tematickih izraza.

Tocke, odnosno brojeve u naSem primjeru, rasporedimo u gréko-latinski kvadrat

reda 5 kao $to je prikazano na slici[3.2] Preostalih 6 to¢aka rasporedimo sa strane

kao na slici te ih spojimo. Time smo dobili jednu kartu.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

31

30

26

27
28
29

Slika 3.6: Gréko-latinski kvadrat reda 5

Sada iz svake od tih 6 tocCaka, koje se nalaze izvan grcko-latinskog kvadrata,

povla¢imo paralele spajajuci tu to¢ku s 5 tocaka iz grcko-latinskog kvadrata. To
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3.2. Konstrukcija karata za igru

moZemo vidjeti u prilogu.

EEEY AT 4 2 s
&7 67 8910 88 9N,
1112 ADASTEISN 26 HTEIZATLNY
16171 6718 19720 PIae TR TSI
21221232425 27 21227737525 7 S22 242
28 28
31 30 29 3130 29 31
= EF T [2[3]4
6. 0 678910 61713]9
26 11)12/13(14[15 26 11/12]13|14
1617|1819|20 1617 18/19
e \\\ 27 21(22(23]24|25| 27 21/22|23|24
8 28
31 30 32 - 29 31 30

Slika 3.7: Odabir tocaka za karte

Na ovaj nac¢in smo, koristeci principe teorije dizajna, konacno uspjeli dizaj-
nirati Spil od 31 karte za modificiranu igru Spot It!. Pogledajmo kako izgledaju

karte.
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3.2. Konstrukcija karata za igru

3-5+1

102 dag

10% od 100 min

4m2cm

4dm2cm

Slika 3.8: 1.karta, 2.karta, 3.karta

—15|
10% od

2 —2000
~z@)

¥ 10 000

-vz5

110/ +|-10] 2 +%

7
3

|10| — 10 14 dana

Slika 3.9: 4 .karta, 5.karta, 6.karta

Slika 3.10: 7 .karta, 8.karta, 9. karta
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3.2. Konstrukcija karata za igru

420 mm 2 000 mi

1kg2dag

0.2m3 v32

—(—(-200)
0.5
10dag2 g
1

= (=10
2 4 020 mm

Slika 3.11: 10.karta, 11.karta, 12 karta

22 .52 Yz 52

47 1 d
84 h 3 E od 100
z E 15
10° — 99 999 20
V4 tjedna

Slika 3.12: 13.karta, 14 karta, 15 karta

32



3.2. Konstrukcija karata za igru

40.2dm

4.2dm

42 + 4

6-2—10 (-1?

200000

9 102 000 myg

2
2+1—

- ~(~(-5))

Slika 3.13: 16.karta, 17.karta, 18.karta

0.001- 108

-2 -100

200 000 ml

108 3
2-10° mm 3 4

-9

20 160 min

Slika 3.14: 19 .karta, 20.karta, 21 .karta
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3.2. Konstrukcija karata za igru

302 400 5

Slika 3.15: 22 karta, 23 karta, 24.karta

12096005 3danalZh

100y %

1
— od (—800
100 4 ( )

15

A0t
1.05-107"¢ 10 10% od 3 000

25% od 1200 1020 000mg

Slika 3.16: 25 karta, 26.karta, 27 karta

(7 - 3)° 4.02m

—20-0

10 -4/ 108

—200 + 500

2000dl 0.1-1000

Z24min 14 5 — 14 min 14 5

54 0.34 40 cm 20 mm

750%

0—-(-20) 90 000

Slika 3.17: 28 .karta, 29.karta, 30.karta
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3.2. Konstrukcija karata za igru

Slika 3.18: 31 karta

Dakle, napokon smo dobili Spil od 31 karte koji zadovoljava sve trazene uvjete:

Ukupno je 31 simbol.

Svaka karta sadrzi to¢no 6 simbola.

Svaki simbol se pojavljuje na tocno 6 karata.

Svake dvije karte se podudaraju u to¢no jednom simbolu.

Igra s ovako osmiSljenim Spilom karata je namijenjena ucenicima za ponav-
ljanje gradiva iz matematike na kraju osnovne Skole ili kao uvodno ponavljanje u
prvom razredu srednje Skole. Pravila igre ista su kao i u originalnom Spot It/-u

koji smo predstavili u prethodnom poglavlju.
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3.2. Konstrukcija karata za igru

Uvjerimo se na primjeru sluc¢ajno odabranih 5 karata da se uistinu svake dvije

podudaraju u tocno jednom izrazu.

40 cin 20 mm
750%q
V90 000

2 000 ml
V32 L (—(-200)
2% 10dag 2 g

4020 mm

Slika 3.19: Otkrivanje zajednickog izraza
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Poglavlje 4
Zakljucak

Nakon §to su osmisljeni simboli za kartice te uspjeSno rasporedeni na kartice,
ideja je bila testirati igru s ucenicima. Kartice su izradene, a zatim i isprintane te
plastificirane kako bi se u€enicima bilo Sto lakSe uZivjeti u igranje igre. Kako je

to zapravo izgledalo u stvarnosti, moZe se vidjeti na slici 4}

Slika 4.1: Plastificirane kartice

Za testiranje igre odabrani su ucenici 8.razreda Osnovne Skole Kula Norinska.

Kako bi igra mogla biti u potpunosti korektno testirana bilo je potrebno da su



ucenici svladali 1 gradivo drugog korijena na Sto se pazilo da bude ispoStovano.
Ucenici su samu ideju igranja igre na satu matematike prihvatili s oduSevljenjem,
uz naravno malu dozu nesigurnosti zbog toga Sto nisu znali koliko ¢e zadaci biti
zahtjevni. No, i taj strah je ve¢ na samom pocetku uklonjen.

Nitko od ucenika nije od prije ¢uo za igru Spot It/ pa je bilo potrebno detaljno
objasniti princip i pravila igre. Igra se igrala u CetveroClanim skupinama tako
da je svaki ucenik dobio jednak broj kartica koje su okrenute licem prema dnu,
a jedna kartica je otvorena na sredini stola. Ucenici su istovremeno otvorili po
jednu karticu iz vlastitog Spila te pokuSavali na¢i zajednicki simbol sa kartom sa
sredine. Osoba koja je prva otkrila zajednicki simbol osvojila bi jedan poen te bi
zapocela sljedeca runda s novim kartama iz Spila. Pobjednik igre bio je ucenik s
najviSe poena nakon svih odigranih rundi.

Odmabh se na pocetku igre probudio natjecateljski duh. Ucenici su bez problema
razlikovali oznake u simbolima te automatski eliminirali pojmove koji nisu medusobno
povezani. NajviSe muke su im zadale mjerne jedinice te neki matematicki sadrzaji
koji prethodno nisu dovoljno dobro usvojeni. Naravno, kao Sto je i ocekivano,
uspjesniji su bili oni ucenici s boljim predznanjem jer bi smislenije grupirali
sadrzaje, a u konacnici i brze dosli do ekvivalentnog pojma. Ucenicima se svidio
drukciji oblik rada, a Cak se jedan od ucenika dosjetio da bi bilo zgodno napraviti

aplikaciju za igranje ovakve igre.
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