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Uvod

Modeli kona¢ne mjesavine svoju vrijednost u statistickoj analizi pridaju svoj-
stvu fleksibilnosti modeliranja podataka. Cesto se koriste prilikom opisivanja
neke heterogene populacije unutar koje se nalazi vise homogenih podpopula-
cija od kojih svaka prati odredenu parametarsku distribuciju. U ovom radu
¢e od interesa biti populacije ¢ije podpopulacije prate normalnu ili Gaussovu
razdiobu za koju se pokazalo da opisuje mnoge prirodne fenomene. Upravo
je model mjesavine Gaussovih distribucija prvi zabiljezen model konacne
mjeSavine koji je iskoristio statisticar Karl Pearson 1894. godine za mode-
liranje dviju podpopulacija unutar populacije rakova u Napuljskom zaljevu.
Danas se model Gaussove mjesavine cesto koristi u raznim drustvenim i pri-
rodnim znanostima. Nadalje, predstavljen je problem procjene parametara
modela Gaussove mjesavine i algoritam koji nudi rjesenje istog - algoritam
maksimizacije oc¢ekivanja, formalno predstavljen 1977. U radu je, osim algo-
ritma maksimizacije oc¢ekivanja primjenjenog na modelu Gaussove mjesavine,

dan i op¢i opis rada algoritma te njegova analiza.
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Poglavlje 1
Teorija vjerojatnosti

Prvo definiramo osnovne pojmove iz teorije vjerojatnosti koji ¢e nam posluziti
kao gradivni blokovi u daljnjoj konstrukciji teorije modela mijeSane gustoce te
konacno modela Gaussove mjesavine kao i algoritma maksimizacije ocekivanja.
Definicije u ovom dijelu rada preuzete su iz [18], [8] i [5].

Osnovni polazni objekt u teoriji vjerojatnosti jest neprazan skup €2 koji
zovemo prostor elementarnih dogadaja i koji reprezentira skup svih is-
hoda sluc¢ajnog pokusa, odnosno pokusa ¢iji ishodi nisu jednoznac¢no odredeni

uvjetima u kojima se pokus izvodi. Tocke w € ) nazivamo elementarnim

dogadajima.

Definicija 1.1 Neka je Q neprazan skup i P(Q2) partitivni skup od €.
Skup A C P(Q) za kojeg vrijedi:

(A1) DeA

(A2)  ako je A€ A, onda je A° € A

(A3)  ako su Ay, .., A, € A,n €N, onda je ] A € A

nazivamo algebrom skupova na ).

Dakle, algebra A je zatvorena na komplementiranje i konacéne unije. Stovise,

algebra je zatvorena na konacne presjeke i skupovne razlike.



Naime, iz svojstava (Al) - (A3) slijedi:

Q=0ecA
Aoy Ay e A= N A= (U A9 e A
ABeA=A\B=ANB°c A

Definicija 1.2 Familiju F podskupova od Q) za koju vrijede svojstva:

(F1) 0edF

(F2) AeF=AcT

(F3) A eF,ieN=J A eTF

nazivamo o-algebra skupova na ), a uredeni par (Q,F) izmjerivi pros-

tor.

Sli¢no se pokaze da za o-algebru F vrijedi €2 € F te zatvorenost na prebrojive
presjeke i skupovne razlike. Svaka o-algebra je ujedno i algebra, a ukoliko je

skup €2 konacan, pojmovi algebre i og-algebre se podudaraju.

Definicija 1.3 Neka je (2, F) izmjerivi prostor. Funkciju P: F — R nazi-
vamo funkcijom vjerojatnosti na F (ili Q1) ako je

(P1) P(A)>0,VAeTF (svojstvo nenegativnosti)

(P2) P(Q)=1 (svojstvo normiranosti)

(P3) ako su A; € Fyi € N, te A;NA; = 0 za sve i # j, onda je
P(UZ, A =" P(A) (o-aditivnost)

Uredenu trojku (Q0, F, P) nazivamo vjerojatnosnim prostorom.

Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Tada elemente o-algebre F nazivamo

dogadaji, a broj P(A), A € F, vjerojatnost dogadaja A.



Definicija 1.4 Neka je (Q,F, P) proizvoljni vjerojatnosni prostor i A € F
takav da je P(A) > 0. Tada je funkcija Py: F — [0,1] definirana sa

P4(B) = P(B|A) = Z557

vjerojatnost i nazivamo je uvjetna vjerojatnost uz uvjet A. Broj P(B|A)

nazivamo vjerojatnost dogadaja B uz uvjet da se dogodio dogadaj

A.

Dakle, svakom dogadaju A za koji vrijedi P(A) > 0 pridruzujemo vjerojat-

nosni prostor (Q,F, Py).

Definicija 1.5 Neka je (2,F, P) proizvoljni vjerojatnosni prostor i A, B €
F. Kazemo da su dogadaji A i B nezavisni ako je P(ANB) = P(A)-P(B).

Definicija nezavisnosti se moze prosiriti i na familije dogadaja.

Definicija 1.6 Neka je (Q,F, P) wvjerojatnosni prostor i § = {A; € F :
i € I} proizvoljna familija dogadaja. KaZemo da je 8 famislija nezavisnih

dogadaja ako za svaku njenu konacnu podfamiliju {A;,, ..., A;, } € 8 vrijedi

P(A,

71

N NA,)=P(A4;) ... P(A).

Definicija 1.7 Konacnu ili prebrojivu familiju {H; € F : 1 € I C N} nepraz-
nih disjunktnih dogadaja u vjerojatnosnom prostoru (0, F, P) za koje vrijedi

U H; = Q zovemo potpuni sistem dogadaja na ).
i€l

Propozicija 1.8 Neka je {H; € F : i € I C N} potpun sistem dogadaja u

vjerojatnosnom prostoru (2, F, P). Tada za svaki A € F vrijedi

1. formula totalne vjerojatnosti

P(A) = > P(H;) - P(A|H,)

i€l



1.1. Sluéajne varijable
2. Bayesova formula: ako je P(A) # 0, tada za svakii € I vrijedi

P(H;|A) = P(Hil)a'a?\Hi)

Dokaz.

1. P(A) = P(ANQ) = P(An (UH:)) 2™ P(U(AN H)))
T S P(AN H;) = S P(H;) - P(A|H;)

icl i€l

_ P(H,NA) _ P(H;)-P(A|H;)
2. P(HAA) =P = BCA)

1.1 Slucajne varijable

1.1.1 Diskretne slucajne varijable

U slucaju kada je €2 konacan ili prebrojiv skup, vjerojatnosni prostor (2, F, P)

nazivamo diskretnim vjerojatnosnim prostorom.

Definicija 1.9 Neka je (2, F, P) diskretni vjerojatnosni prostor. Funkciju

X: Q = R nazivamo diskretnom sluc¢ajnom varijablom.

Primijetimo da diskretna slucajna varijabla moze poprimiti najvise prebro-
jivo mnogo vrijednosti jer je X (Q2) najvise prebrojiv skup (jer je € najvise
prebrojiv). Vrijednosti slucajnih varijabli rezultati su odredenih mjerenja
¢ije su vrijednosti realni brojevi. Slika diskretne slucajne varijable X (2)
predstavlja moguci skup vrijednosti za takva mjerenja.

Zanima nas vjerojatnost da sluc¢ajna varijabla X poprimi odredenu vri-
jednost a € R, odnosno broj P(X'{a}), gdje je X {a} = {w € Q| X (w) =

a} C €. Jednako tako, mozemo traziti vjerojatnost da slu¢ajna varijabla X

4



1.1. Sluéajne varijable

poprimi vrijednosti iz podskupa E C R te tada trazimo broj P(X € E) =
P(XYE)), gdje je X 1(E) ={w e QX(w) € E} CQ.
Ako je X: Q2 — R slucajna varijabla u R i a,b € R, tada je

Pla< X <b) = P(X"Y[a,])) = P({w € Qla < X(w) < b})
a)
)

B(

N

P(X™'((=00,a])) = P({w € QX (w) < a})

X
X

P( P(X~!([a,00))) = P({w € QX (w) > a})

WV
S

Analogno se definira P(X < a), P(X > a),P(a < X <b),Pla < X <) te
Pla < X <D).

Propozicija 1.10 Neka je X: Q2 — R diskretna slucajna varijabla. Neka
je ¥ = X(Q) ¢ P P(Y) — [0,1] definirana sa P'(E) = P(X € E) =
P(X~YFE)). Tada je P' vjerojatnost i nazivamo je distribucijom ili raz-

diobom slucajne varijable X te oznacavamo sa P' = Px.

Neka je X : Q — R diskretna slu¢ajna varijabla, X (Q) = {ay, as, ...}. Dis-
tribucija slucajne varijable X odredena je podrucjem vrijednosti koje sluc¢ajna
varijabla X poprima, tj. elementima aq, as, ..., i njima pripadnim vrijednos-

tima p; = P(X = «;), i = 1,2, ..., §to zapisujemo kao

XN(a‘l a2 .« e . an ...)
Pr P2 - Pn -

Definicija 1.11 KazZemo da su slucajne varijable X;: Q@ — R, i = 1,...,n,
nezavisne ako su dogadaji (X, € Ei),....(X, € E,) nezavisni, za svaki

E, CQ v=1,...n, tj. ako vrijedi

P(XyeE)N---N(X,€E,))=PX,€E)-..-P(X, € E,).

Definicija 1.12 Neka je X: Q@ — R diskretna slucajna varijabla zadana

distribucijom



1.1. Sluéajne varijable

X N ( al Cb2 ... an ... > '
pl p2 ... pn ..
Funkcija gustoée vjerojatnosti slu¢ajne varijable X (kraée, gustoéa

od X) je funkcija fx: R — R definirana sa

0, ako je x # a; za svaki i
fx(z) =P(X =2) =

pi, ako je x = a; za neki i

Neka je E C R. Tada je

P(X € E)=P(X Y (E) =P X YEn{aa..}) = ZP(X = a;)
= sz' = fo(x)-

Definicija 1.13 Funkcija distribucije slucajne varijable X : Q — R je
funkcija Fx: R — [0,1] definirana sa

Fx(z)=P(X <z2)=P({w e Q: X(w) < z}).
Primijetimo da vrijedi
Fx(z)= > pi= > Ix(y), z€R

a; <T y<z

pa je funkcija distribucije definirana za sve realne brojeve.

Definicija 1.14 Neka je (Q,F, P) diskretni vjerojatnosni prostor. Funkciju
X: Q — R" nazivamo n-dimenzionalnim diskretnim slucajnim vek-

torom.

Koordinate slucajnog vektora X = (X, ..., X,,): 2 — R" su slucajne varija-

ble X;: Q >R, i=1,...,n.



1.1. Sluéajne varijable

1.1.2 Neprekidne sluc¢ajne varijable

U diskretnom vjerojatnosnom prostoru slucajna varijabla moze poprimiti
najvise prebrojivo mnogo razli¢itih vrijednosti. Medutim, ako se pretpostavi
da slucajna varijabla moze poprimiti sve realne vrijednosti iz nekog intervala,
diskretni vjerojatnosni prostor u tom slucaju nije dostatan te je potrebno

promatrati opéi vierojatnosni prostor.

Definicija 1.15 o-algebru generiranu familijom svih otvorenih skupova na
R nazivamo o-algebra Borelovih skupova na R i oznacavamo s B. Ele-

mente o-algebre B zovemo Borelovi skupovs.

Slijedi da je svaki otvoreni interval (a,b),a,b € R Borelov skup. Takoder,
iz, svojstava o-algebre slijedi da je i svaki zatvoreni interval [a,b],a,b € R

Borelov skup kao komplement otvorenog skupa. Nadalje, iz

<a,b]=ﬂ(a,b+%)
la,b) — ﬂ(a—%,b)

za a < b,a,b € R slijedi da su intervali (a, b| i [a,b) Borelovi skupovi.

Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i X realna funkcija na €. Svakom
dogadaju w € € je priduzen realan broj X (w). Kada trazimo vjerojatnost
od a < X(w) < bya,b € R,a < b, racunamo P(X € (a,b)) = P(X {a,b)).

Kako bi prethodno mogli izracunati, mora vrijediti X ~!(a,b) € F.

Definicija 1.16 Neka je (Q,F, P) vjerojatnosni prostor. Funkciju X : Q —
R nazivamo sluéagna varijabla na Q ako je X 1(B) € F, za proizvoljni

BeB, t. XY(B)CT.



1.1. Sluéajne varijable

Definicija 1.17 o-algebru generiranu familijom svih otvorenih podskupova
od R™ nazivamo o-algebra Borelovih skupova na R" i oznacavamo s

B"™. Elemente od B" zovemo Borelovi skupovi na R™.

Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor. Pretpostavimo da izvodimo slu¢ajni
pokus u kojem mjerimo dvije veli¢ine, X; i X5, Sto znaci da svakom dogadaju
w € Q pridruzujemo tocku X (w) = (X;(w), X2(w)) € R Najéesée trazimo
vjerojatnost za a < X;(w) < b,¢ < Xs(w) < d, odnosno vjerojatnost da X
upadne u pravokutnik (a,b) x (c,d) u R?. Dakle, zelimo izracunati vjerojat-
nost P({w € QX (w) € (a,b) x (¢,d)}) = P(X ' ((a,b) x (¢,d))) = P(a <
X1 < b,ec < X5 < d). Da bi to bilo moguée, mora vrijediti X 1(B) € F za
svaki pravokutnik B = (a,b) x (¢,d) u R?.

Definicija 1.18 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i X : Q — R"™. KaZemo
da je X n-dimenzionalni sluéajni vektor (ili krace sluéagni vektor) na

Q ako je XY (B) € F za svaki B € B", tj. X 1(B") C 7.

Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor i X sluc¢ajna varijabla na (.

Za B € B definiramo funkciju Px: B — [0, 1] sa
Px(B)=P(XYB))=P({weN: X(w) € B}) = P(X € B).

Lako se provjeri da je Py vjerojatnost. Vjerojatnosni prostor (R,B, Py)
zovemo vjerojatnosni prostor induciran sa X. Na ovaj nacin, svakoj
sluc¢ajnoj varijabli X se na prirodan nac¢in pridruzuje vjerojatnosni prostor

(R, B, Px). Px ¢esto zovemo i zakon razdiobe od X. Vrijedi

Px({(—o00,2]) = P(X {—00,2]) = P({w € Q: X(w) < 2})

— P(X <2) = Fx(z), z€R,

gdje je Fx funkcija distribucije sluc¢ajne varijable X.



1.1. Sluéajne varijable

Definicija 1.19 Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru
(Q,F, P) i neka je Fx njena funkcija distribucije. KaZemo da je X nepre-
kidna sluéajna varijabla ako postoji funkcija fx: R — [0, +oc0) takva da
je Fx(x) = [, Fx(t)di.

Za funkciju distribucije Fx neprekidne slucajne varijable X kaZemo da je ap-
solutno neprekidna funkcija distribucije, a nenegativnu realnu funk-
ciju fx nazivamo funkcija gustoée wvjerojatnosti od X ili jednostavno

gustoéom od X.

Propozicija 1.20 Neka je f: R — R neprekidna funkcija. Da bi f bila
gqustoca vjerojatnosti neke neprekidne slucajne varyable X, nuzno je i do-

volyno da vrijedi
1. f(x) 20, z€R
“+oo
2. [0 f(x)dx = 1.
Za sve a,b € R, a < b, vrijedi

Pla < X <b) = P(X <H\(X <a)) = P(X <b) — P(X < a)
~rx) = [ soa- [ i [ foa

oo

= Fx(b)

Takoder, kod neprekidnih slu¢ajnih varijabli imamo P(X = a) =0, Va € R,
jer P(X =a) = [ f(t)dt = 0 paslijedi da je P(a < X <b) = Pla< X <
b)=Pla< X <b)=Pla< X <b),Va,be R a<b.

Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i X : 2 — R™ slucajni vektor, tj.
X = (Xy,...,Xp), gdje su X;: Q — R;i = 1,...,n, slucajne varijable. Za
B € B" definiramo funkciju Px: B™ — [0,1] sa Px(B) = P(X'(B)).
Px je vjerojatnost na B"™ i zovemo je zakon razdiobe slucajnog vektora

X. Dakle, svakom n-dimenzionalnom slucajnom vektoru X se na prirodan



1.1. Sluéajne varijable

nac¢in pridruzuje vjerojatnosni prostor (R™, B" Px) koji zovemo vjerojat-

nosni prostor induciran slucajnim vektorom X.

Definicija 1.21 Neka je X : Q — R" n-dimenzionalni slucajni vektor, X =
(X1,...,X,). Funkcija distribucije sluéajnog vektora X je funkcija
Fx = F:R" — [0,1] definirana sa

F(z) = F(z1,....,x,) = P.({(—00,z]) = P(X < 2)

=P(X;<zy,..X, <), x=(r1,..,2,) €R".

Definicija 1.22 Neka su n,m € N te B", B™ o-algebre Borelovih skupova
na R™ ¢ R™ respektivno. Za funkciju g: R™ — R™ kaZemo da je Borelova

funkcija ako je g7 (B) € B™ za svaki B € B™, tj. ako je g~ (B™) C B".
Svaka neprekidna funkcija g: R™ — R™ je Borelova funkcija.

Definicija 1.23 Neka je X = (X, ..., X,,) n-dimenzionalni slucajni vektor
na vjerojatnosnom prostoru (Q,F, P) i F' njegova funkcija distribucije. X
je neprekidan sluc¢ayni vektor ako postoji nenegativna Borelova funkcija

f: R" = R takva da je

F(m):/<Oo,x}f(t)dtz/z.../g:f(tl,...,tn)dtl...dtn,
x

= (21, ...,7,) € R™

Funkcigu f nazivamo funkcijom gustoée sluc¢aynog vektora X.

1.1.3 Karakteristicne vrijednosti slu¢ajnih varijabli

Definicija 1.24 Matematicko ocekivanjge slucajne varijable X : Q — R

definiramo kao broj

10



1.1. Sluéajne varijable

1. EX = > X(w)P({w})
wel
u slucaju kada je X diskretna slucajna varijabla i ako taj red apsolutno

konvergira,

2. EX = fj;o zfx(z)dx
u slucaju kada je X neprekidna slucajna varijabla s gustocom fx i ako

taj integral apsolutno konvergira.

Matematicko ocekivanje sluc¢ajne varijable X interpretiramo kao srednju vri-
jednost od X. Ako je g: R — R Borelova funkcija i X neprekidna sluc¢ajna
varijabla s gusto¢om fx, onda je funkcija g(X): Q — R takoder neprekidna

sluc¢ajna varijabla i vrijedi

“+00

E(g(X)) = / o) fx () da

oo

Definicija 1.25 Neka je X : Q2 — R slucajna varijabla. Realni broj

VarX = E(X — EX)? nazivamo varijancom slucajne varijable X.

Varijanca je, dakle, srednje kvadratno odstupanje varijable X od njenog
ocekivanja EX i kao takva predstavlja mjeru rasprsenja vrijednosti slucajne

varijable od njenog ocekivanja. Vrijedi

VarX = E(X —EX)?
=E(X? - 2XEX + (EX)?)
—EX? - 2EX -EX + (EX)?
= EX? - 2(EX)? 4 (EX)?

=EX? - (EX)2.

Definicija 1.26 Broj ox = VVarX nazivamo standardna devijacija od
X gdje je X slucajna varijabla.

11



1.1. Sluéajne varijable

Definicija 1.27 Kowvarijanca opisuje odnos izmedu dviju slucajnih varija-

bli © za slucajne varijable X i Y je definirana kao
Cov(X,Y)=o0xy =E[(X —EX)(Y —EY)].

Kovarijancom mjerimo koliko je promjena jedne varijable povezana s pro-
mjenom druge varijable, odnosno mjeri stupanj linearne povezanosti dviju
varijabli. Primijetimo da je Cov(X,Y) = Cov(Y, X) i Cov(X, X) = VarX.

Ako su X 1Y nezavisne slucajne varijable, onda je nuzno Cov(X,Y) = 0.

Definicija 1.28 Neka je X = (X, ..., X,,) n-dimenzionalni slucajni vektor
na vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P). Matemati¢ko oéekivanje od X je

vektor
EX = (EXy,..,EX,) e R"

uz pretpostavku da je EX; € R za svakit = 1,...,n. Ako EX postoji kaZemo

da je X integrabilni slucajni vektor.

Za slucajni vektor X = (X7, ..., X,) moze nas zanimati i medusobni odnos
njegovih koordinata, odnosno slucajnih varijabli X;,7 =1, ..., n.

Kovarijacijska matrica ¥ definirana je kao
Y =E[(X —-EX)(X —EX)T].

To je kvadratna matrica koja na glavnoj dijagonali ima varijance varijabli (jer
je Cov(X, X) = VarX), aizvan dijagonale kovarijance svih parova varijabli.

Stovise, ona je i simetri¢na jer vrijedi

Eij = CO’U(XZ',XJ') = CO’U(Xj,Xi) = E]Z

12



1.2. Normalna (Gaussova) razdioba

1.2 Normalna (Gaussova) razdioba

Definicija 1.29 KazZemo da neprekidna slucajna varijabla X ima normalnu
(Gaussovu) razdiobu s parametrima p € R, 0% > 0 i pisemo X ~ N(u,o0?)
ako joj je funkcija gustoce dana sa

—(z—p)?

N(xl, 02) = fx(a) = e st

oV 2T

Graf ove funkcije gustoce je zvonolika krivulja koju nazivamo Gaussova kri-

vulja.

Slika 1.1: Gaussova krivulja

Vidimo kako funkcija gusto¢e normalne razdiobe zadovoljava svojstva funk-

cije gustoce:

N(z|p,0%) > 0
+0o0
N(z|p, 0?)dr = 1.
Takoder, vrijedi:

+o0
EX = N(z|p, 0®)w dx = p

o
E(X?) = N(z|p, 0*)z? de = p? + o

VarX = EX? — (EX)? = ¢?

13



1.2. Normalna (Gaussova) razdioba

Parametar ;i nazivamo srednja vrijednost, a o2

varijancom normalne razdi-
obe. Kada stavimo g = 01 o0 = 1 dobijemo sluc¢ajnu varijablu N(0, 1) koju
nazivamo jedini¢na normalna razdioba. U [J] se moze vidjeti kako se
jediniéna i op¢a normalna razdioba mogu dobiti jedna iz druge linearnom

transformacijom:

X ~N(0,1) = pu+0X ~N(u,o?)
X ~N(p,0?) = £ ~N(0,1)

Od interesa nam je ¢esto promatrati normalnu razdiobu u visedimenzionalnom

prostoru.

Definicija 1.30 Neka je n € N ¢ X n-dimenzionalni neprekidni slucajni
vektor. Kazemo da X ima normalnu (Gaussovu) razdiobu ako mu je funkcija

gustoce dana sa

Nz, $) = w1 e 3EnTS

(271’)"/2 ‘E'l/Z )

gdje je p n-dimenzionalni vektor kojeg zovemo srednja vrijednost te X n X n
matrica koju zovemo kovarijacijska matrica, a |X| determinanta kovarijacij-

ske matrice.

Kako bi Gaussova razdioba bila dobro definirana, vidimo da nam je potreban

inverz 7! te |X| determinanta kovarijacijske matrice.

Napomena 1.31 Za matricu A € M,(R) kaZemo da je pozitivno defi-
nitna ako je x7 Ax > 0, za svaki x € R",z # 0.

Ako vrijedi T Az > 0 kaZemo da je A pozitivno semidefinitna.
Svojstvene vrijednosti pozitivno definitne matrice su strogo pozitivne te svaka
pozitivno definitna matrica ima inverz.

Svojstvene vrijednosti pozitivne semidefinitne matrice su nenegativne i pozi-

tivno semidefinitna matrica ne mora nuzno imati inverz.

14



1.2. Normalna (Gaussova) razdioba
Neka je v € R™, v # 0, proizvoljan. Tada je

v Yo = v E[(X - EX)(X —EX) v

=E[p" (X —EX)(X —EX)"]
Stavimo u = EX te Y = vT(X — p). Tada slijedi
v = Ep" (X — p) (0" (X — p)'] = E[(v" (X — )] =EY? > 0.

Vidimo da je kovarijacijska matrica ¥ pozitivno semidefinitna sto znaci da
ne mora nuzno imati inverz. Y ¢e imati inverz i tada determinantu razlic¢itu
od nule ako je pozitivno definitna. Dakle, ako je neki od elemenata na di-
jagonali jednak nuli ili ako postoji linearna zavisnost izmedu njenih redaka,
odnosno stupaca, kovarijacijska matrica ne¢e imati inverz. Medutim, znamo
da se na dijagonali od ¥ nalaze varijance za svako obiljezje opazanja. Kada
bi neka od tih varijanci bila jednaka nuli, to bi znacilo da je pripadno obi-
ljezje konstantno. Takvo obiljezje u opazanjima tada nije od koristi zbog toga
Sto je ocito jednako za svako opazanje. Linearnu zavisnost redaka, odnosno
stupaca, kovarijacijske matrice ¥ imati ¢emo ako postoji savrsena multiko-
linearnost obiljezja Sto bi znacilo da se neko obiljezje moze predvidjeti iz

ostalih.

Primijetimo da je ovisnost funkcije N(x|u,¥) o x prikazana u kvadratnoj

formi
A= (v — p)"S z — p)

koju pronalazimo u eksponentu. Korijen od A% nazivamo Mahalanobisova
udaljenost izmedu x i u te se ona reducira na euklidsku udaljenost u slucaju

kada je ¥ jedini¢na matrica ([4]).
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1.3. Procjena parametara

Napomena 1.32 Spomenimo jos i vaznost normalne distribucije kroz prizmu
centralnog granicnog teorema. Centralni granicni teorem govori o tome da se
zbroj slucajnih varijabli, uz neke uvjete na njthove distribucije, asimptotski
ponasa kao normalna (Gaussova) razdioba ([9]). Naime, ako je broj uzoraka
12 neke populacije dovoljno velik, distribucija srednjih vrijednosti tih uzoraka
se moZe aproksimirati normalnom distribucijom cak i kada sama populacija
niye normalno distribuirana. Vise o centralnim granicnim teoremima moZe

se pronaéi u (18] i [9)].

Teorem 1.33 (Levy) Neka je (X,,n € N) niz nezavisnih, jednako distri-
buiranih sluc¢ajnih varijabli s océekivanjem m i varijancom o2, 0 < 0 < 00, i

neka je Sy, = > p_; Xi,n € N. Tada vrijedi

ng(O,l) 24 n — 00.

a\/n

Odnosno, 1z teorema slijedi

mg_j%—mgg\r(o,n 20 m — 00

gdje 2 oznacava konvergenciju po distribuciji.

1.3 Procjena parametara

U praksi, najc¢es¢e na raspolaganju imamo nekakav uzorak iz odredene po-
pulacije, tj. na uvidu nam je konacan podskup populacije. Cilj nam je na
temelju tog uzorka opisati cijelu populaciju. Dakle, pitamo se kako na te-
melju danog uzorka za kojeg se pretpostavlja da dolazi iz neke distribucije
s parametrom 6, procijeniti upravo taj parametar 6 i tako dati opis cijele

populacije kojoj pripada dani uzorak.
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1.3. Procjena parametara

Pretpostavimo da imamo skup podataka X = (z1,...,zx), N € N, gdje je
x; = (4, ..., ;) za neki D € N. Odnosno, dostupan nam je skup podataka
od N opazanja gdje svako opazanje ima D obiljezja. Za opazanja koja su
nezavisna (jedno opazanje ne utjece na drugo) i dolaze iz iste distribucije
kazemo da su nezavisna i jednako distribuirana za Sto se u literaturi

¢esto koristi oznaka i.i.d1

Definicija 1.34 Neka je X slucajna varijalba s razdiobom Fx. Za slucajne
varyable X, ..., X, kaZemo da su nezavisne kopije slucajne varijable X ako
su medusobno nezavisne i imaju razdiobu identicnu razdiobi slucajne varija-
ble X. Tada n-torku sluc¢ajnih varijabli (X, ..., X,,) nazivamo uzorak.

Ako je x; realizacija varijable X;,1 =1, ...,n, tada se (xy, ..., z,) naziva vri-
jednost ili realizacija uzorka (Xi,...,X,). Broj n oznacava dimenziju

uzorka.

Pretpostavimo da je u razdiobi slucajne varijable X nepoznat jedan para-
metar 6. Vrijednost parametra 6 trebamo procijeniti na temelju realizacija
(21, ..., x,) uzorka (X, ..., X,,). Ta ¢e procjena, u oznaci 0, naravno, ovisiti o

realizacijama x1, ..., z, pa je definiramo kao funkciju tih realizacija
0:=g(xy1,...,T,).

Kako su x4, ..., x,, realizacije slucajnih varijabli X1, ..., X,,, tako je 0 realizacija

slucajne varijable
O :=g(Xy,...., Xyn),

tj. slucajne varijable ¢ija je vrijednost izracunata na temelju slucajnog uzorka
(g je funkcija koja izracunava nesto na temelju uzorka). Takvu sluc¢ajnu

varijablu nazivamo statistika.

lengl. independent and identically distributed
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1.3. Procjena parametara

Definicija 1.35 Neka je 0 nepoznati parametar u populaciji X. Za statistiku
© kaZemo da je procjenitely parametra 6, a vrijednost te statistike f =

g(x1, ..., x,) nazivamo procjenom parametra 6.

Budu¢i da je procjenitelj slucajna varijabla, kao i svaka slucajna varijabla

ima svoje ocekivanje.

Definicija 1.36 Za statistiku © kaZemo da je mepristrant procjenitely

parametra 6 ako vrijedi E(©) = 6.

1.3.1 Procjenitelj najvece izglednosti

Napomena 1.37 Do sada smo funkcije gustoce oznacavali sa f, no nadalje

ce za funkciju gustoce vrigediti oznaka p kako bi pratili oznake u literaturi.

Pretpostavimo da imamo na raspolaganju uzorak od N opazanja, odnosno
skup {z1,...,xny}, N € N, za koje pretpostavljamo da dolaze iz populacije
opisane distribucijom p(z;6) koja ovisi o nekom parametru ili skupu para-
metara 6. Tada je

N
p(xe, . oy 0) Hp(xi; g).

i=1
Uocimo kako je ovdje jedino varijabilan parametar 6 pa gornji izraz mozemo

shvatiti kao funkciju od 6.

Definicija 1.38 Neka je x1,...,x, realizacija uzorka iz populacije X cija
funkcija gustoée p(x;0) ovisi o nepoznatom parametru 0. Funkcija izgled-

nostf| definira se kao umnozak

L(0) = L(O|xy, ..., xy) = p(x1;0) - ... - p(xn;0).

2engl. likelikood function
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1.3. Procjena parametara

Funkcija izglednosti nam za zadani parametar kaze koliko je vjerojatan uzo-
rak koji imamo. Jedan od cesto koristenih kriterija za odredivanje parame-
tara vjerojatnosne distribucije putem danog uzorka jest kriterij najvece
izglednosti gdje trazimo vrijednost parametara distribucije koji maksimizi-
raju funkciju izglednosti. Intuitivno mozemo pretpostaviti da je nas uzorak
vjerojatniji od ostalih iz razloga Sto imamo upravo njega, a ostali se nisu
realizirali. Dakle, za procjenu parametra ¢ uzimamo onu vrijednost za koju

funkcija izglednosti poprima globalni maksimum,
Onvpe = argmaz L(0|xq, ..., z,).
0

Takvu procjenu nazivamo procjenitelj najvece izglednostiE].
Primijetimo da je funkcija izglednosti £(6) uvijek pozitivna pa je dobro de-
finiran i logaritam izglednosti, tzv. funkcija log-izglednosti

n

InL(0) =L(0xy,...,z,) = ln(Hp(xi; ) = Zlnp(zi; 0).
i=1 i=1
Kako je In rastuca funkcija, log-izglednost poprima maksimum u istim tockama

kao i funkcija izglednosti te je zbog jednostavnosti cesto koristena i u tom

slucaju trazimo

Oy = arggnax InL(0|xy, ..., z,).
U slucaju viseparametarske distribucije, funkcija izglednosti ima oblik
L(01, .., 0m) = L(O1, ..., On|T1, ooy xn) = (21301, 0ty O) - oo p(X; 01,4 .0, O)

i tada nepoznate parametre 6., ..., 6,, dobivamo iz uvjeta

50, ey M.

3engl. maximum likelihood estimator (MLE)
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1.3. Procjena parametara

1.3.2 Procjena parametara normalne razdiobe

Neka je (z1,..,zn), N € N, realizacija nekog uzorka za kojeg pretpostavljamo

da dolazi iz normalne razdiobe N(y, 0?). Pripadna funkcija log-izglednosti je

7(12 u)
In L(p, 0?21, ..., on lnH

1 —@-w?
e 202 )
27

In(

I
.MZ

=1

)2

T; —
B O‘\/27T _; 202

i=1

=

:Z(lnl—ln(a\/_)) 2(2%‘2#)2

2

In(ovam) 3 (@i — p)°

'MZ

202
i=1 i=1
N N )2
==Y (no+ 1n(27r)) 3 (3’”2—2“)
i=1 i=1 g
N
N 1 9
= =N-lno - In(2m) — o ;(m — )2
Sada maksimiziramo log-izglednost:
VinL(pu,0%) =0
2lnL(u 22 —0=>MMLE——Z$@
ou 7 202

=1
N

) N A 1
90 In£(p,0%) = Y + 53 izl(% —p)?=0=0%p = N izl(xi — piare)?
Dakle, kriterijem najvece izglednosti za parametre normalne distribucije do-
bijemo pyre = % 21\;1 x; Sto je srednja vrijednost uzorka te

OYULE = % LS (s — parre)? $to je varijanca uzorka, tj. srednje kvadratno

odstupanje od sredine uzorka. Primijetimo kako su pyrp 1 03, 5 funkcije od

x1,..., Ty te se moze pokazati da vrijedi
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1.3. Procjena parametara

E[MMLE] =K

Elo%rs] = %‘72

sto ukazuje na to da je pyp nepristran procjenitelj srednje vrijednosti po-
pulacije, dok o32,; > nije nepristran procjenitelj varijance jer E[o3,; ;] # o2
Kako je % < 1,VN € N, slijedi da procjenitelj o%,;z uvijek podcje-
njuje pravu varijancu populacije o2, tj. uvijek ¢emo dobiti manju varijancu.
Medutim, ovo se moze ispraviti tako §to 03, pomnoZimo s % i tako

dobijemo nepristran procjenitelj varijance, t;.

O-'rQIepr. = NngMLE N 1 ZZ 1 (s ,UMLE)2~

Ovakvu korekciju je potrebno raditi za mali uzorak, odnosno mali broj opazanja

N. Kada N — oo imamo Nlim o2, 5 = 02 te stoga korekciju nije potrebno ra-
— 00

diti. Moze se pokazati kako primjenom maksimizacije funkcije log-izglednosti

za normalnu razdiobu u D-dimenzionalnom prostoru vrijedi

Mz

UMLE = N

YMLE = ,UMLE - ,MMLE)T

||Mz\

gdje je z; = (4, ..., iy ), te za ofekivanja dobijemo

E[MMLE] =
EZyre] = &8

iz cega mozemo izvuci jednak zakljucak o nepristranosti srednje vrijednosti
i varijance kao i prije te za procjenu varijance napraviti korekciju kako bi

dobili nepristranog procjenitelja:

1

Enepr. = m(% - ,UMLE)(xi - NMLE)T-
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Poglavlje 2

Model Gaussove mjesavine

2.1 Model konaéne mjesavine

Zbog svoje fleksibilnosti prilikom modeliranja podataka, modeli mijesane
gustoce ¢esto su koriSteni u raznim drustvenim i prirodnim znanostima u
svrhu bolje statisticke analize, grupiranja i klasifikacije podataka te procjene
gustoce istih. To su modeli koji su, dakle, mjesavine vise (ne nuzno) razlicitih
distribucija. Ako se model sastoji od mjesavine kona¢nog broja distribucija
kazemo da se radi o modelu konacne mjesavine. Medu prvima koji je u sta-
tistickoj analizi prije vise od 120 godina koristio mijesani model bio je slavni
matematicar i statisticar Karl Pearson. Na skupu podataka koji se sastojao
od omjera Sirine frontalnog dijela glave i duzine tijela 1000 rakova uzorkova-
nih u Napuljskom zaljevu, Pearson je u [I7] uz koristenje mijesanog modela

od dvije normalne distribucije pokazao pristutnost dviju podvrsta rakova.

Promotrimo populaciju koja se sastoji od K homogenih podpopulacija
koje nazivamo komponentama. Pretpostavimo da uzimamo sluc¢ajni uzo-

rak iz takve populacije i zapisujemo ga kao (X;, J;) zai = 1,..., N, gdje je



2.1. Model kona¢ne mjeSavine

X; = x; rezultat mjerenja i-te jedinice uzorka, a J; € {1, ..., K'} ukazuje ko-
joj komponenti i-ta jedinica uzorka pripada. Nadalje, ako bi uzimali uzorak
samo iz k-te komponente, zbog homogenosti bi imali prikladan vjerojatnosni

model za distribuciju uzorka
P(X = x|J = k) = p(; by)

gdje je 0 nepoznati parametar k-te komponente.

Udio cijele populacije koji se nalazi u k-toj komponenti oznacavamo s 7y i
nazivamo koeficijentom mjesavine k-te komponente. O¢ito vrijedi 7 > 0
i Zszl 1, = 1. Koeficijenti mjesavine su obi¢no nepoznati. Kako pretpos-
tavljamo da smo uzeli slucajan uzorak, vjerojatnost da realizacija dolazi iz

k-te komponente iznosi P(J = k) = 7. Zajednicka vjerojatnost je dana s
P(X =, =k) = P(X =2|J = k)P(J = k) = p(; 01.) .

Kada nam oznaka pripadnosti komponentama .J, ..., Jy nije dostupna i pro-
matramo uzorak Xy, ..., X, zajednicku vjerojatnost dobijemo marginaliza-

cijom po varijabli J. Stoga model mijesane gustoée mozemo zapisati kao

K
p(m;w,@):ZP(X:x,J:k)
k=1

[
™)~

P(J=k)P(X =x|J =k) = mp(x;6%).

b
Il

1
gdje je m = (my, ..., k) za koji vrijedi 7w > 0 i Zszl T =1,0=(6,..,0K)

te p(z;0y) gustoca k-te komponente ([I1]).

Definicija 2.1 Neka je X = (X1,..., X)) n-dimenzionalni sluc¢ajni vektor za
neki n € N koji poprima vrijednosti iz prostora uzoraka X. KaZemo da X

dolazi iz distribucije konacne mjesavine ako je funkcija gustoce od X dana sa
p(x;0) = S0 mp(x;6)),  za svakix € X
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

gdje je 0 = (my,...,7k,01,...,0K) skup parametara modela, p(z;0y) funk-
cija gustoce k-te komponente, m teZina k-te komponente te vrijedi m, = 0

iy T =1, za svakii=1,..., K.

2.2 Model Gaussove mjesavine

U primjeni se ve¢inom pretpostavlja da funkcije gusto¢e svih komponenti
dolaze iz iste familije parametarske distribucije, tj. prate jednaku distribu-
ciju uz razlicite parametre. Kada je u modelu konacne mjesavine svaka od

komponenti normalno distribuirana, govorimo o modelu Gaussove mjesavine.

Definicija 2.2 Neka su (x1,...,xzy), N € N, gdje je x; = (4, ..., xip), ne-
zavisne 1 jednako distribuirane realizacije slucajnog vektora X dimenzije D,
D € N. Kazemo da X dolazi iz distribucije modela Gaussove mjeSavine s K

komponenti ako je funkcija gustoce od X dana sa
p(xlm, p, X) = mN(z[p1, X1) + ... + 7eN(z|px, Xk )

gdje je m = (my,...,7k) takav da je m, = 0, Vk € {1,..., K}, Zszl e = 1,
o= (1, poc), 2 = (X1, ..., Xk ) te N(z|ug, 2x) funkcija gustoée normalne
razdiobe s ocekivanjem py te kovarijacijskom matricom Xy k-te komponente,

za svaki k=1,..., K.
Za D =1 imamo Y = o} pa je model Gaussove mjeSavine definiran sa

p(x|m, 1, 0?) = mN(z|p1, 0%) + ... + TeN (x|, o%).
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

Slika 2.1: Gaussova mjesavina dana sa

7<x 12 —(z—1. 5)2 —(z—2)2

—(z—1.5)%
RNer \/7 2022 (). 3015\/76 2.0.152

Postavlja se pitanje kako za dane podatke, za koje pretpostavljamo da do-
laze iz modela Gaussove mjesavine, prona¢i optimalne parametre takvog mo-
dela koji bi najbolje nase podatke opisali. Prisjetimo se, jedan od efikasnijih
nacina procjene parametara neke distribucije bio je putem kriterija najvece
izglednosti. Trazili smo parametre koji maksimiziraju funkciju izglednosti za
dani uzorak, odnosno log-izglednost zbog jednostavnosti postupka.

Neka je x = (z1,...,zx) realizacija uzorka iz modela Gaussove mjesavine.

Funkcija log-izglednosti glasi

N K
InL(m, p, %) =InL(m, p, X|x) = lnH ZﬂkN(xmk, k)

i=1 k=1
N

=2 In ZWN i, Ei))
=1 =

Sljedeci korak bio bi izracun VIn L(7, u, %) = 0, medutim zbog logaritma
sume racun ne mozemo provesti analiticki te ne postoji rjesenje u zatvorenoj
formi. Iz tog razloga, rjesenje pronalazimo putem iterativne metode - algo-

ritmom maksimizacije ocekivanja.

Prije opisa algoritma spomenimo dva problema koja se mogu javiti pri prona-
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

lasku rjesenja najvecée izglednosti. Jedan od njih su tocke singularnosti. Jed-
nostavnosti radi, pretpostavimo da promatramo Gaussov model mjesavine u
kojem sve komponente imaju kovarijacijsku matricu oblika ¥, = 021, gdje je
I jedini¢na matrica. Takoder, pretpostavimo da jedna od komponenti mo-
dela, npr. j-ta komponenta, ima srednju vrijednost p; jednaku jednoj od
tocaka podataka, p; = x; za neki i. Tada je N(z;|z;, 031) = \/%Tr : % Ako
o; — 0, onda N(z;|z;,071) — oo pa i log-izglednost ide u beskonacnost.
Stoga maksimizacija funkcije log-izglednosti nije dobro postavljen problem
zbog prisutnosti ovakvih singularnosti kada se jedna od komponenti svede
na specificnu tocku iz skupa podataka. Sljede¢i problem je poznat kao ras-
poznatljivost (engl. identifiability) i javlja se pri interpretaciji optimalnih
parametarskih vrijednosti. Za svako rjesenje maksimizacije funkcije izgled-
nosti, mjesavina s K komponenti ¢e imati ukupno K! ekvivalentnih rjesenja
zbog K'! nacina pridjeljivanja K skupova parametara na K komponenti. Dru-
gim rije¢ima, za svaku tocku u prostoru parametarskih vrijednosti biti ¢e jos
K!— 1 dodatnih toc¢aka za koje imamo istu distribuciju ([4]). Dakle, postoji

viSe kombinacija parametara koje daju istu funkciju izglednosti.

Sljedecée definicije mogu se pronaéi u [12].

Definicija 2.3 Za parametarsku familiju gustoéa {p(z;6): 0 € O}, gdje je
© parametarski prostor, kazemo da je raspoznatljiva ako razlic¢ite vrijednosti

parametara 0 definiraju razlicite qustoce p(z;0).

Raspoznatljivost se, medutim, za modele mijesane gustoc¢e definira ponesto

drugacije.

Definicija 2.4 Neka sup(z;0) = S o1 mipr(a; 0x) i p(a;0%) = SO wipi(x; 607)
bilo koja dva clana parametarske familije mijesanih gustoca. Za klasu mo-

dela konacne mjesavine kaZemo da je raspoznatljiva za 0 € © ako p(z;0) =
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

p(z;0%) te ako i samo ako vrijedi K = L te moZemo permutirati oznake

komponenti tako da je mp = 7 i pr(x; 0x) = pp(z;65) za svaki k =1,..., K.

U gornjoj definiciji oznaka = implicira jednakost gustoca za skoro svaki z;.
Manjak raspoznatljivosti zbog mogucée zamjene oznaka komponenti ipak nije
od velike relevantnosti u praksi jer se vrlo lako moze zaobi¢i uvodenjem

odredenih uvjeta za parametre modela.

2.2.1 EM algoritam na modelu Gaussove mjesavine

Vratimo se na problem pronalaska procjenitelja najvece izglednosti za model
Gaussove mjesavine. Za dani model Gaussove mjesavine, cilj je maksimizirati
funkciju izglednosti s obzirom na parametre koji se sastoje od srednjih vrijed-
nosti, kovarijacijskih matrica i koeficijenata mjesavine. Trazimo parametre

koji maksimiziraju funkciju log-izglednosti

N K
InL(m,p, %) = Z ln(z TN (x| g, L))
=1 k=1
Suma unutar logaritma stvara problem te ne postoji rjeSenje u zatvorenoj
formi. Medutim, procjenitelja najvece izglednosti mozemo pronaci putem ite-
rativne metode poznate kao algoritam maksimizacije ocekivanja. Prema [7]
gdje je prvi put formalno definiran algoritam maksimizacije ocekivanja
ili EM algoritam['| model mjesavine se uvijek moze progiriti skrivenim, od-
nosno latentnim varijablama - varijablama koje ne opazamo u podacima,
ali imaju utjecaj na opazene varijable. Primjer latentne varijable je upravo
oznaka kojoj komponenti odredeno opazanje pripada. Ako definiramo za-

jednicku distribuciju opazenih i latentnih varijabli, odnosno potpunih poda-

taka, distribuciju samo opazenih varijabli mozemo dobiti marginalizacijom.

lengl. Expectation-Maximization (EM) algorithm
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

Ovo omogucuje relativno kompleksnim marginalnim distribucijama da budu
izrazene preko zajednickih distribucija, koje je lakSe pratiti, na proSirenom

prostoru varijabli s latentnima ([4]).

Opis EM algoritma na modelu Gaussove mjesavine preuzet je iz [4]. Pret-
postavimo da imamo skup nezavisnih opazanja {z1,...,2x}, N € N, za koje
pretpostavljamo da dolaze iz distribucije modela Gaussove mjesavine. Svako
opazanje ima D obiljezja, tj. z; = (x4, ..., ;) zaneki D € N. Takoder, neka
je zi = (Ziyy ooy Zig ), @ € {1, ..., N}, K-dimenzionalni slu¢ajni vektor takav da
je zi, € {0,1}, Vk=1,.., K i Zszl zi,, = 1, tj. z; je latentna varijabla koja
ukazuje kojoj komponenti pripada opazanje x;:

{ 1, ako je opazanje x; u k-toj komponenti
Zi, =

0, inace
Zbog jednostavnijeg zapisa ovdje ¢emo latentne varijable oznaciti sa z umjesto
z;, ali i dalje vrijedi ¢injenica da za svako opazanje x; imamo po jednu la-
tentnu varijablu z. Primijetimo da vrijedi P(z, = 1) = m, odnosno vje-
rojatnost k-te komponente je upravo koeficijent mjesavine k-te komponente

Tk

K
P(z) = [ m*

k=1
p(e|ze = 1) = N(x|p, Xr)

K
plalz) = [ NGl S0
k=1

Konaé¢no, imamo

p(z,z) = P(2)p(z|z) = Hﬂz’“N(xmk, Yg)*
k=1
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

Sto je funkcija gustoée modela Gaussove mjesavine koji ukljucuje latentne
varijable.
Pogledajmo uvjetnu vjerojatnost P(z;, = 1|z;) i oznac¢imo je s vyx(z;). Po
Bayesovom teoremu slijedi

Pz, = Dp(ai|lzg, = 1)  meN(@|pe, Xi)
Y Pla, = Dpladz, = 1) S0 mN(ilug, £5)

ve(2;) je vijerojatnost da je k-ta komponenta odgovorna za generiranje opazanja

V(i) = P2, = 1|z;) =

x; te je zovemo odgovornost ([4]).

Oznac¢imo sa X matricu tipa N x D ¢ije redove ¢ine opazanja z;, i € {1,..., N}
i sa Z matricu tipa N x K ¢ije redove ¢ine latentne varijable z;, i € {1, ..., K'}.
Napisimo uvjete koji moraju biti zadovoljeni u maksimumu funkcije log-

izglednosti:

L. %lnﬁ(ﬂ,u,m)() =0

Iz ovog uvjeta slijedi

0 _ i mN (il e, i)

K
i=1 Zj:l TN (|, Ej)l

N

Yz — )

-~

Y (x:)

Mnozimo s Z,;l 1 tako dodemo do
1N
- Ny 2.1
ek N, ;%(w )x (2.1)
gdje je
N
Ne =) () (2.2)
i=1

Vidimo da je srednja vrijednost py za k-tu Gaussovu komponentu dobi-
vena putem tezinske srednje vrijednosti svih tocaka iz skupa podataka
u kojoj je tezinski faktor za tocku x; dan sa posteriornom vjerojatnoséu

ve(z;) da je k-ta komponenta odgovorna za generiranje x;.
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

o)
2. 5u-InL(m, 1, B[X) =0
Na isti nacin, uz koristenje rjeSenja najvece izglednosti za kovarijacijsku

matricu jedne normalne razdiobe, dobijemo

Y = Nik Z%(%)(xz‘ — ) (s — )" (2.3)

gdje ponovno za svaku tocku iz skupa podataka imamo tezinu po pri-

padnoj posteriornoj vjerojatnosti yg(z;) i Ny = Zfil V().

3. maxIn L(m, u, X|X)
m, = 0, Zszl T =1
Konacno, maksimiziramo In £ (7, p1, 3| X ) s obzirom na koeficijente mjesavine
T S tim da moramo uzeti u obzir uvjete koeficijenata mjesavine. Ovaj
problem predstavlja optimizacijski problem i moze se rijesiti koristenjem

Lagrangeovih multiplikatora i maksimiziranjem sljedeceg:

K
1HL(7Ta/'L7Z|X) + )‘(Z Tk — 1)7
k=1

gdje je A Lagrangeov multiplikator, ¢ime dolazimo do

N

N(@ipur, Xk
O p—
; > TN (@il pg, 25)

gdje opet moZemo uociti pojavu odgovornosti. Sada mnozimo obje

+A

. . . s . K o .
strane sa 7y, i sumiramo po k koristeci uvjet ) ", m, = 1 ¢ime dolazimo
do A = —N. Ponovnim uvrstavanjem A\ dolazimo do 7 = % Tezinski
koeficijent za k-tu komponentu dan je sa prosje¢nom odgovornoséu koju

ta komponenta preuzima za generiranje tocaka podataka.

Gornji rezultati ne predstavlju zatvorenu formu rjesenja za parametre mo-
dela mjesavine jer odgovornosti 7x(z;) ovise o njima. Medutim, rezultati

sugestiraju jednostavnu iterativnu shemu za pronalazak rjesenja problema
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

najvece izglednosti za sto ¢emo kasnije pokazati da je instanca EM algoritma
za specijalan slucaj modela Gaussove mjesavine.

Prvo odaberemo neke inicijalne vrijednosti za srednje vrijednosti, kovari-
jacijske matrice i koeficijente mjesavine. Zatim alterniramo izmedu dva ko-
raka koja nazivamo E-korak i M-korak. U E-koraku (engl. ezpectation step)
koristimo trenutne vrijednosti parametara za izracun posteriornih vjerojat-
nosti, tj. odgovornosti. Nakon toga, koristimo te vjerojatnosti u M-koraku
(engl. mazimization step) za novu procjenu srednjih vrijednosti, kovarija-
cijskih matrica te koeficijenata mjesavine koriste¢i gore izvedene formule.
Pritom se prvo racunaju srednje vrijednosti te zatim koristimo njihove nove

vrijednosti za izracun kovarijanci.
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

Algoritam 1 EM algoritam na modelu Gaussove mjesavine

1. Inicijaliziraj pg, 2k, 7, za svaku od K komponenti modela te izracunaj

pocetnu vrijednost log-izglednosti.

2. E-korak

Izracunaj odgovornosti koristeci trenutne vrijednosti parametara.

_ mEN(w g, Sk)
Vi) = ==&
>

g1 TN |pg,25)

3. M-korak

Izracunaj novu procjenu parametara koristeci izracunate odgovornosti.

Hi = N%C >y ()

X = NL,C ZZJL Vi (i) (@7 — ) (5 — pu) "
T = %

gdje je Ny = o0 ().

4. Izra¢unaj funkciju log-izglednosti
In £<7Ta Ky E|X) = Zfil ID(ZS:I N(xl’l[’l/k7 Ek))
te provjeri konvergenciju za log-izglednost ili za parametre. Ako uvjet

zaustavljanja nije zadovoljen vrati se na korak 2.

2.2.2 Algoritam K-sredina

Algoritam K-sredina (engl. K-means) jedan je od najcesce koristenih al-
goritama grupiranja te je specijalni slucaj EM algoritma na modelu Ga-
ussove mjesavine. Dok se kod izvodenja EM algoritma na modelu Gaussove
mjeSavine ra¢una posteriorna vjerojatnost, odnosno odgovornost komponenti
za generiranje opazanja i time za neko opazanje imamo vjerojatnosti pripad-

nosti za vise komponenti (ovakvo grupiranje se jos naziva i meko grupira-
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

nje), kod algoritma K-sredina jedno opazanje pripada tocno jednoj kompo-
nenti (tzv. ¢vrsto grupiranje).

Pretpostavimo da imamo model Gaussove mjesavine u kojem su kovari-
jacijske matrice komponenti dan sa e/, gdje je € varijanca koja je jednaka za
sve komponente te I jedinicna matrica. Dakle, k-ta komponenta modela je
dana sa

1 e
N(x|ﬂka2k) = W@ ac le—hl .

Sada promatramo EM algoritam na ovako danom modelu mjesavine od K
normalnih distribucija gdje je e fiksirana konstanta, a ne parametar ko-
jeg treba procijeniti. Posteriorna vjerojatnost, odnosno odgovornost, za
opazanje x; dano je sa

Wkefllzi*ukIIQ/%

V(@) = S e el

Kada € — 0, vidimo da ¢e ¢lan u nazivniku za koji je ||lz; — u;||* najmanji i¢i
najsporije prema nuli, a time i odgovornosti v, (x;) ta opazanje x; idu u nulu,
osim j-tog ¢lana za kojeg odgovornost 7,(z;) koji ide u jedinicu. Primijetimo
da ovo vrijedi neovisno o vrijednostima koeficijenata mjesavine m; sve dok

nijedan od njih nije nula. Stoga, kada je ¢ — 0, imamo

1, ako je k = argmin||z; — ;|
(i) = 7

0, inace
Dakle, svako opazanje je dodijeljeno komponenti s najblizom srednjom vri-
jednosti. Kako sada imamo ¢vrsto grupiranje, vrijedi vx(x;) = 1 ako je x;
dodijeljen k-toj komponenti te v;(z;) = 0 za sve j # k.
Neka je

N K

J = ZZ%(%)H% - Nk||27

=1 k=1
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2.2. Model Gaussove mjeSavine

tj. J je suma kvadrata udaljenosti svakog opazanja od srednje vrijednosti
komponente kojoj je dodijeljen. Cilj je pronaéi {vi(z;)} te {u} tako da
minimiziramo J. Prvo se izabiru inicijalne vrijednosti za p; te nakon toga

iteriraju dva koraka do konvergencije:

1. Fiksiramo gy i minimiziramo J obzirom na 7g(z;).

Pridjeljujemo opazanje x; komponenti s najblizom srednjom vrijednosti

1, ako je k = argmin ||z; — p;|?
V() = J

0, inace

2. Fiksiramo 7g(z;) i minimiziramo J obzirom na ji.

0.J .
3_/%:0 - 22%(%)(%—%):0 — Hk =
i=1

Primijetimo da u nazivniku le\il vk (x;) oznacava broj opazanja u k-
toj komponenti. Dakle, u se interpretira kao srednja vrijednost svih

opazanja z; u k-toj komponenti.

Ova dva koraka korespondiraju s E i M korakom EM algoritma te se iteriraju
do konvergencije - dok nema promjene u srednjim vrijednostima komponenti
pi. Dakle, algoritam K-sredina procjenjuje samo srednje vrijednosti kom-
ponenti, tj. njihove centre, a ne procjenjuje kovarijacijske matrice. Verzija
modela Gaussove mjeSavine s ¢vrstim grupiranjem poput ovdje opisanog te
s opc¢im kovarijacijskim matricama naziva se elipti¢ni algoritam K-sredina

(engl. elliptical K-means) ([4]).
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2.3. Optimalan broj komponenti

Algoritam 2 Algoritam K-sredina

Inicijaliziraj g, k=1, ..., K.

ponavljaj

1. za svaki z;, ¢ = 1,..., N izracunaj

1, ako je k = argmin ||z; — p;|?
V(i) = !

0, inace

2. za svaki ug, k=1, ..., K izracunaj

Y e
M= SN )

dok py ne konvergira

2.3 Optimalan broj komponenti

Broj komponenti K modela najces¢e nije unaprijed poznat, a njegov odabir
utjece na tocnost modela te rjesenje problema najvece izglednosti. Kako
pronaci optimalnu vrijednost za K, tj. broj komponenti modela koje ¢e na

najbolji moguéi na¢in modelirati dane podatke?

Definicija 2.5 Neka je p(x) neka distribucija i q(x) njena aproksimacija.

Mjera udaljenosti, odnosno odstupanja q(x) od p(z) definira se kao

_ p(x)
KL(pllg) = [ p(z)In L5 dz
i naziva Kullback-Leiblerova divergencija izmedu distribucija p(z) i g(x).
Primijetimo kako ova mjera nije simetricna, tj. KL(p(|l¢) # KL(q|p).
Kullback-Leiblerova divergencija moze se shvatiti kao mjera gubitka infor-

macija prilikom procjene prave funkcije gustoée p(z) s njenom aproksimaci-

jom ¢(z) ([6]). Ocito je cilj umanjiti gubitak informacija, odnosno pronaci
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2.3. Optimalan broj komponenti

aproksimaciju koja minimizira Kullback-Leiblerovu divergenciju.

Pretpostavimo da modeliramo neku nepoznatu distribuciju p(z) modelom
Gaussove mjesavine ¢(x;0) sa skupom parametara §. Jedan od nacina za
odredivanje 6 jest minimiziranje Kullback-Leibler divergencije izmedu p(x) i
q(z; 0) obzirom na 6. Medutim, ovo se ne moze direktno izvesti jer nam je p(z)
nepoznata. Pretpostavimo sada da imamo konacan skup opazanja x4, ..., x,
za neki n € N iz distribucije p(x). Tada se ocekivanje obzirom na p(z)
moze aproksimirati konaénom sumom tih opazanja te imamo K L(pl||q) =~
Yo l=Ing(z;0) + Inp(x;)]. Kako Inp(z;) ne ovisi o 6 tako je minimizi-
ranje Kullback-Leiblerove divergencije ekvivalentno maksimiziranju funkcije

izglednosti ([4]).

U [1] je uocena veza izmedu Kullback-Leibler divergencije i najvece izgled-
nosti te dana definicija Akaikeovog informacijskog kriterija (AIC) koji se

cesto koristi za odredivanje broja komponenti modela:

~

AIC = —2In £() + 2R,

~

gdje je L£(0) maksimalna vrijednost funkcije izglednosti s nepoznatim para-
metrom 6 za dane podatke i model te R ukupni broj parametara ([6]). Upravo
se Akaikeov informacijski kriterij cesto koristi za odredivanje broja kompo-
nenti K modela. Za model mjesavine s K komponenti jasno je da ukupni

broj parametara modela ovisi o samom broju komponenti te ¢emo ga iz tog

razloga oznaciti s R(K). Dakle, imamo AIC' = —21In£() + 2R(K) te broj
K komponenti modela mjesavine pronalazimo minimiziranjem tog izraza:

Kare = argmin (—21n £(0) + 2R(K)).
K

36



2.3. Optimalan broj komponenti

Osim Akaikeovog informacijskog kriterija, u primjeni se cesto koristi i Baye-
sov informacijski kriterij:

A~

BIC = —2In £L(0) + R(K) lnn,

~

gdje su L£(#) i R(K) definirani kao i prije, a n je broj opazanja u uzorku.
Bayesov informacijski kriterij takoder uzima najmanju vrijednost za optima-

lan broj komponenti modela mjesavine:

A

Kpic = argmin (—2In £(0) + R(K)Inn).
K

U [14] se osim spomenutih informacijskih kriterija moze pronaéi jos nacina

za odredivanje broja komponenti u modelu Gaussove mjesavine.
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Poglavlje 3

Algoritam maksimizacije

ocekivanja (EM algoritam)

U ovom dijelu rada opisat ¢emo opéi EM algoritam, iterativhu metodu ko-
jom se pronalazi procjenitelj najvece izglednosti parametra € neke parame-
tarske vjerojatnosne distribucije, te dati njegov opis za opé¢i model konacne
mjeSavine. Prema [7], u kojem je prvi put definiran EM algoritam, model
mjesSavine se uvijek moze prosiriti skrivenim, odnosno latentnim varijablama
- varijablama koje ne opazamo u podacima, ali imaju utjecaja na opazene
varijable. Neka je z = (z1,...,7,), ; € R?, skup opazenih podataka za koje
pretpostavljamo da dolaze iz distribucije p(x;6) gdje je 6 parametar modela.
Potpuni podaci y = (y1,...,¥,) dani su sa y; = (z4,2;), 4 = 1,...,n, gdje su
z; latentne varijable. Vrijedi p(z;0) = [ p(z,z;0)dz. Ideja EM algoritma
je u svakoj iteraciji maksimizirati uvjetno ocekivanje log-izglednosti modela
za potpune podatke kako bi pronasli procjenitelja najvece izglednosti. Kao
Sto je ve¢ ranije u radu naglaseno, tijek rada EM algoritma se sastoji od dva

koraka (E i M). U [10] je medutim dan detaljan opis algoritma u pet koraka:

1. Neka je m = 0 i 6 inicijalne vrijednosti od 6.



2. Za dana opazanja x i uz pretpostavku da su procjene 6™ tocne, izvedi

uvjetnu funkciju gustoée p(y|a; #™) za potpune podatke y.

3. Koristeéi uvjetnu funkciju gustoée p(y|z; 07™) izvedi uvjetno oéekivanje

log-izglednosti

Q010"™) = [y, Inp(y: O)p(yla; 0T)) dy = Ey iy gom [Inp(Y3 )],

gdje je Y slu¢ajna varijabla koja predstavlja potpune podatke, a Y(z) =
Cly: p(y|x;0) > 0} zatvorenje skupa {y: p(y|z;0) > 0} i pretpostav-
ljamo da Y(z) ne ovisi o §. Primijetimo kako je @-funkcija funkcija od

6, ali ovisi o trenutnim procjenama parametara (™.

4. Pronadi 0 takav da maksimizira Q)-funkciju i rezultat je nova procjena

gim).
5. Neka je m :=m + 1 i vrati se na korak 2.

Standardni uvjeti zaustavljanja EM algoritma su iteriranje sve dok se pro-
cjene parametara ne prestanu mijenjati, tj. ||+ —0™)|| < € za neki unapri-
jed odreden prag € > 0, ili iteriranje dok se vrijednosti funkcije log-izglednosti
ne prestanu mijenjati, odnosno dok ne vrijedi | In £(0™*+Y) —1In £(0™)| < ¢

za neki € > 0.

Sada ¢emo dati standardni opis EM algoritma koji se sastoji od dva koraka.

Na ulazu u algoritam dajemo pocetne vrijednosti parametara 6().
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Algoritam 3 EM algoritam

1. E-korak
Za danu procjenu iz prethodne iteracije U™, izracunaj uvjetno
ocekivanje Q(0|0™)) dano sa
Q10" = [y Inp(y; O)p(ylz; 6™ dy = Eypy gom I p(Y50)]

2. M-korak

0+ = argmax Q(6|6™).
beo

Opcenito, mozemo zapisati (Q-funkciju kao integral na domeni od Z, oznacenoj
sa Z, radije nego po domeni od Y iz razloga sto je jedini sluc¢ajni dio, tj.
varirajuc¢i dio potpunih podataka Y upravo skup podataka koji nedostaju,
odnosno Z. Dakle, za problem podataka koji nedostaju gdje je y = (z, 2)
imamo

Q(Blo™) = /y I p(y: O)p(yl: 07 dy

— [ tnple,zs0)p(a ol o) dz
Z

:/1np(a:,z;0)p(z|m;0(m))dz
Z

= EZ\m,é)(m) [Inp(z, Z;0)].

Inicijalizacija algoritma

Nedostatak EM algoritma je taj Sto njegovo rjesenje ovisi o pocetnim vrijed-
nostima na ulazu algoritma. U [3] usporedene su neke od metoda inicijaliza-
cije EM algoritma na modelu Gaussove mjeSavine uz unaprijed definiranim
brojem iteracija algoritma. Preciznije, usporedene su sljede¢e metode inici-

jalizacije: CEM (engl. classification EM algoritam), SEM (engl. stochastic
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EM algoritam), kratko izvodenje EM algoritma (engl. short runs of EM) te,
u primjeni najcesée koriStena, metoda slucajne inicijalizacije (engl. random
initialization) Ciji se opisi mogu pronaéi u [3]. Usporedba je napravljena kroz
numericke eksperimente putem kojih je zaklju¢eno da je slucajna inicijaliza-
cija cesto losija metoda od CEM, SEM ili metode kratkog izvodenja EM
algoritma. Takoder, za niti jednu od spomenutih strategija ne moze se reci
da je najbolja te je tesko okarakterizirati situaciju u kojoj bi mogli oc¢ekivati
da ¢e pojedina strategija biti bolja od preostalih. Autori su u [3] preporuéili
metodu inicijalizacije putem kratkog izvodenja EM algoritma, u [2] nazvanu
mali EM (engl. small EM), tj. metode koja se sastoji od veéeg broja kratkog
izvodenja EM algoritma sto znaci da se ne ¢eka konvergencija algoritma veé
se algoritam zaustavlja nakon odredenog broja iteracija. Nakon toga, EM
algoritam se pokrece uz pocetne vrijednosti parametara uz koje dobijemo
najvecu vrijednost funkcije izglednosti tijekom prethodno spomenutih krat-

kih izvodenja EM algoritma.

Kako je veé¢ spomenuto, u praksi se ¢esto koristi metoda slucajne inicijaliza-
cije za pronalazak pocetnih vrijednosti parametara na ulazu u EM algoritam.
Spomenuta metoda se sastoji od pokretanja EM algoritma vise puta do nje-
gove konvergencije uz viSe razli¢itih slucajno odabranih pocetnih vrijednosti.
Zatim se konacno pokrec¢e EM algoritam uz one pocetne vrijednosti para-
metara koji su dali najvecu vrijednost funkcije izglednosti. Osim metode
slucajne inicijalizacije, znaju se koristiti i neki algoritmi grupiranja poput
algoritma K-sredina (engl. K-means), ili neke hijerarhijske metode ako broj
opazanja nije "prevelik”, u svrhu pronalaska optimalnih inicijalnih vrijed-

nosti EM algoritma ([13]).
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3.1. MAP EM algoritam

3.1 MAP EM algoritam

Moze se dogoditi da EM algoritam podbaci zbog postojanja singularnosti
funkcije izglednosti, odnosno funkcije log-izglednosti, pogotovo u slucaju
kada je broj komponenti modela prevelik u odnosu na broj opazanja ([10]).
Problem singularnosti se moze pojaviti u modelu Gaussove mjesavine obzi-
rom da funkcija izglednosti nije omedena odozgo. Prisjetimo se, u dijelu rada
gdje smo definirali model Gaussove mjesavine spomenut je problem singular-
nosti koji se javlja kada je najvjerojatnije rjesenje to da je nekoj komponenti
modela pridijeljena samo jedna tocka opazanja. Medutim, taj problem moze
se zaobi¢i uvodenjem nekih a priori informacija o rjesenju za 6. Jedan od
pristupa jest ograniciti skup moguc¢ih vrijednosti za 6. Tada modificiramo
EM algoritam tako Sto ga prosirujemo na maksimum a posteriori (MAP)

procjenu,
Oriap = argmaz Inp(Qly) = argmaz (Inp(y|0) + In p(0)).
0 0

Napomena 3.1 MAP procjenitelj kombinira znanje koje imamo o mogucim
vrigednostima parametara s informacijama koje dobivamo iz opazanja. Takvo
znange se definira putem apriorne distribucije parametara, p(0), koja nam

ukazuje na to koje su vrijednosti parametara vise te koje manje vjerojatne.

Algoritam 4 MAP EM algoritam

1. E-korak

Za danu procjenu iz prethodne iteracije 8™, izra¢unaj

Q(0]0™) = Ey, gem In p(Y; 0)]

2. M-korak
00 = argmaz [Q(0]0™) + Inp(0)].
0
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3.2. Generalizirani EM algoritam (GEM)

3.2 Generalizirani EM algoritam (GEM)

Rjesenje M-koraka EM algoritma najcesée postoji u zatvorenoj formi. U
iznimnim slucajevima gdje takvo rjesenje ne postoji, definira se generalizirani

EM algoritam gdje se u M-koraku vrijednost za 81 odabire tako da vrijedi
Q(g(m+1)|g(m)> > Q(g(m)w(m))

Odnosno, biramo #™*" na nacin da uveéamo vrijednost Q-funkcije, Q(0]0™),
u odnosu na vrijednost u = ™ (za razliku od maksimiziranja po svim
0 € O, gdje je © parametarski prostor). Ovako opisan algoritam definira
funkciju mapiranja M: © — O, 0 — M (), takvu da vrijedi

O+ = M(O™), m =0,1,2,....

Ako niz 0™ konvergira ka nekoj vrijednosti 8* i M je neprekidna funkcija,

tada #* zadovoljava jednakost
0* = M(0%),

tj. 0* je fiksna tocka funkcije mapiranja M ([16]).

3.3 Monotonost EM algoritma

U [7] je pokazano kako funkcija izglednosti (za nepotpune podatke) £(6) ne

opada nakon iteracije EM algoritma, tj. da vrijedi
L6 > £(6™) (3.1)

zam = 0,1,2,.... U [I6] se moze pronadi sljedeéi izvod monotonosti funk-
cije izglednosti tijekom EM iteracija. Neka je sa Y oznacen skup potpunih

podataka, tj. Y = (X, %), gdje je X skup opazenih, a Z skup latentnih
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3.3. Monotonost EM algoritma

p(y,;0)
p(x;0)

= x. Mozemo pisati i p(y|z;0) = p(z, z|x;0) = p(z|z; 0) pa gledamo uvjetnu

varijabli. Oznac¢imo sa p(y|x;0) = uvjetnu gustoéu od Y za dani X

gustoéu p(z|x;0) = p}g(zjg). Tada je log-izglednost dana sa

InL(0|X) =Inp(x;0) =Inp(z,z;0) — Inp(zlz;0) = In L(O]Y) — Inp(z|x; 0)

Racunanjem ocekivanja obje strane gornje jednakosti obzirom na uvjetnu

distribuciju od Z za dani X = x te vrijednosti parametra # = 6™ imamo

In £(01X) = Ezjy gom [In L(O]Y)] = Ep, gom [In p(Z]2; 0)]
= Q(019") — H(6]0"™),

gdje je H(0]0"™) = E 4, gom [Inp(Z|z; 0)].
Slijedi,

In £ (609 X) — In £(07)|X) =
= [Q(60+D[6) — Q(BC™ 0] — [H(00+) |6 — H (9]0

Vrijedi Q(6(+D|9(™)) —Q(6™]00™)) > 0 jer se vrijednost #™+1) izabire tako
da vrijedi Q(8™+D|90™) > Q(#|0™), za svaki 6 € ©.
Pokazimo da vrijedi H (01| — H (9|9 < 0.

Napomena 3.2 KazZemo da je funkcija f: R" — R konveksna ako vrijedi
fOz + (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y),

za svaki x,y € R™ i A € [0,1].
Za funkciju f kaZemo da je konkavna ako je —f konveksna. Uocimo da je

logaritam konkavna funkcija.

Napomena 3.3 (Jensenova nejednakost) Neka je f konveksna funkcija

i X sluéajna varijabla. Tada vrijedi E[f(X)] > f(EX).
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3.3. Monotonost EM algoritma

Za proizvoljni #, imamo

Zl|x:; 6
H(9|‘9(m)) _H(g(m)w(m)) :EZ|w,0(m) {ln p(Z|z;0) }

p(Z]a; 0tm)

p(Z|z;0)
N5 Zjz00m [p(Z|x; H(m))

p(z|z;0) (m)
—1 .60 d
“/p<z|x;e<m>>p(z'”“”’ )

= 1n/p(z|x;9) dz
=Inl

=0,

gdje je nejednakost posljedica Jensenove nejednakosti i konkavnosti logari-

tamske funkcije. Dakle, za 6 = 00" vrijedi nejednakost
H(@(m+1)|9(m)) — H(g(m)w(m)) <0
te imamo

In £ (00D X) — In £(00|X) =
QO™ D[0T™) — Q6™ (6] — [H (6D |9™™)) — H(6"™[6"™)] > 0,

N S N J
NV Vv

>0 <0
tj. In £(™HD|X) > In £L(6™)]X), stoga konacno L£(0 V| X) > £(6™)|X),
tj. vrijedi[3.1]

Na ovaj na¢in smo pokazali kako funkcija izglednosti ne opada tijekom ite-

racije EM algoritma te takvo svojstvo nazivamo monotonost EM algoritma.
Funkcija izglednosti raste ukoliko vrijedi stroga nejednakost za @Q-funkciju,
tj. Q(AV]9™)) > Q(A|0"™). Stoga, omedeni niz vrijednosti funkcije iz-

glednosti (£(6™)),,en, konvergira monotono prema nekom L*.

U [10] je takoder izvedena monotonost EM algoritma te pokazano kako Q-

funkcija proizvodi donju granicu za funkciju izglednosti. Naime, pokazano
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3.4. Konvergencija EM algoritma

je da vrijedi In £(#) > In £(0™) ako i samo ako Q(#|0™) = Q(8™|9(™)).

Prvo je izvedena donja granica log-izglednosti
InL(A) = LH™) +Qh|9™) — QO™ |9™).

Primijetimo kako je u donjoj granici Q(6|6™)) jedini izraz koji ovisi o §. Sada

ako vrijedi Q(0]6™) = Q0 |™) imamo
InL(A) =1 L(0™) +[Q(0]0™) — QO™ |6U™)] > In L(H™).

Monotonost EM algoritma garantira da se s iteracijama procjene parametara
nec¢e pogorsavati u smislu izglednosti. Medutim, sama monotonost ne garan-
tira konvergenciju niza procjena 6™, Stovise, ne postoji opcéeniti teorem o
konvergenciji za EM algoritam - konvergencija niza 6™ ovisi o karakteristi-
kama log-izglednosti i ()-funkcije te jednako tako o pocetnim vrijednostima
6. Pod odredenim uvjetima regularnosti, moze se pokazati da niz procjena
0(™) konvergira prema stacionarnoj tocki od In £(#), a takva konvergencija

je linearna ([10]).

Napomena 3.4 Linearna konvergencija podrazumijeva postojanje M > 0 14
0 < C < 1 takvih da je |07+ — 6| < C||0™ — 0*|| za svaki m > M, gdje

je 0 optimalna vrijednost za 6.

3.4 Konvergencija EM algoritma

Ako je niz monoton i omeden, onda je konvergentan. Dakle, niz odozgo
omedenih vrijednosti funkcije izglednosti (£(6™)),,en,, zbog svojstva mo-
notonosti pri iteracijama EM algoritma, konvergira prema nekoj vrijednosti
L*. Gotovo uvijek je L* stacionarna vrijednost, tj. vrijedi L* = L£(6*) za
aL(6) dlnL() _
0 =0

neku vrijednost parametra 6* za koju je =5, = 0 ili ekvivalentno =7~
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3.4. Konvergencija EM algoritma

(0* je stacionarna tocka). Stovise, u mnogim prakti¢nim primjenama, L* ée
biti lokalni maksimum. U slu¢aju da niz vrijednosti parametara (07™),,en,
proizveden iteracijama EM algoritma postane ”zarobljen” u nekoj stacionar-
noj tocki 6* koja nije ekstrem (u sedlastoj tocki), malena perturbacija od 6
dalje od sedlaste tocke 6* biti ¢e dovoljna da EM algoritam ne konvergira
prema njoj. Opcenito, ako funkcija izglednosti £(f) ima vise stacionarnih
tocaka, konvergencija niza proizvedenog iteracijama EM algoritma ovisi o

izboru pocetne vrijednosti 6 ([16]).

Definiramo M(6'™) = argmaz Q(00"™). M(0™)) je skup svih vrijednosti
e

0 koje maksimiziraju Q(#|0™). Za GEM algoritam, skup M(#™)) je defi-

niran izborom #™) za koje u M-koraku algoritma vrijedi Q(9™+1|9(m)) >

QA" |9(™). Prema [16] te izvorno [19] neka vrijede sljedeée pretpostavke:
1. © C RY, gdje je © parametarski prostor

2. O, ={0€0: L(O) > L(b)} je kompaktan skup za svaki £(6y) > —o0

Napomena 3.5 Podskup euklidskog prostora je kompaktan ako 1 samo

ako je zatvoren i omeden.

3. L£(0) je neprekidna na O i diferencijabilna na Int©.

Ove uvjete nazivamo uvjetima regularnosti. Kao posljedicu uvjeta regular-
nosti imamo da je niz (£(6"™)),,en, omeden odozgo za svaki 6, € O, gdje
pretpostavljamo da vrijedi £(6y) > —oo. Primjer gdje pretpostavka 2. o
kompaktnosti nije zadovoljena je mjeSavina normalnih distribucija kada se
neka od komponenti modela svede na jednu tocku iz skupa podataka, tj.
1t; = x; za neku j-tu komponentu i opazanje x;. Prisjetimo se, tada dolazimo

do pojave singularnosti, odnosno funkcija izglednosti tezi ka beskonacnosti
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3.4. Konvergencija EM algoritma

kada O'JQ- — 0. Tako u ovom primjeru, ako je 6, € © bilo koja tocka takva da

je pj = x;, onda Oy, nije kompaktan.

Sada ¢emo dati iskaz teorema o konvergenciji za GEM algoritam koji se moze
pronadi u [16] te izvorno u [19]. Teorem vrijedi i za EM algoritam kako je on

sam poseban slucaj GEM algoritma.

Teorem 3.6 (O konvergenciji generaliziranog EM algoritma) Neka je
(00™),en, Miz parametara generiran GEM algoritmom tako da je (™Y €
M(0™) i neka je skup stacionarnih tocaka u Int® oznacen sa S. Pretpos-

tavimo da vrijedi sljedece:
1. M(6™) je zatvoren na komplementu od S
2. L(00FD) > £(0™) za svaki 0™ & S

Tada je svako gomiliste od (07™),.cn, stacionarna tocka i £(6™) konvergira

monotono prema L* = L(0%) za neku stacionarnu tocku 6* € S.

Uvjet 2. iz Teorema vrijedi i za EM algoritam. Uzmimo 6™ ¢ S.
: (m) n £(60m) : m )Y s
Tada je %b:a(m) = % # 0 jer '™ ¢ S. Stoga Q(0|6™) nije
maksimizirana u § = 0™ pa je Q(+V|9(™) > Q(9™)|9™)) sto implicira
L(OMH)) > £(9™). Za EM algoritam, u [I9] je uocena dovoljnost uvijeta

za zatvorenost od M(6™) taj da je Q(A]9) neprekidna u @ i u 9.

Teorem 3.7 (O konvergenciji EM algoritma) Pretpostavimo da je Q(0]9)
neprekidna u 0 i u 9. Tada su sve tocke gomilista niza (07™)en, generira-
nog EM algoritmom stacionarne tocke od L(0) te (L(07™))men, konvergira

monotono prema L* = L(0%) za neku stacionarnu tocku 0* € S.
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3.4. Konvergencija EM algoritma

Teorem [3.7] slijedi direktno iz Teorema [3.6]

Konvergencija niza vrijednosti funkcije izglednosti (£(6™)),,exn, prema ne-
koj vrijednosti L* ne implicira konvergenciju pripadnog niza parametara
(0™),.en, prema tocki 0*. No, prema [19], konvergencija od (07™),,cn, nije
vazna koliko i konvergencija od (£(6™)),,cn, prema stacionarnoj vrijednosti,

posebno u lokalni maksimum.

Definiramo S(a) = {0 € S: £L(0) = a} kao podskup skupa stacionarnih

tocaka u Int© u kojima £(#) poprima vrijednost a.

Teorem 3.8 Neka je (0™),,cn, niz parametara generiran GEM algoritmom
koji zadovoljava uvjete 1. i 2. iz Teorema[3.0l Neka je S(L*) = {6*} (4. ne
postoje dvije razlicite stacionarne tocke s istom vrijednosti L*), gdje je L*

gomiliste od £(0™)). Tada (0™),,en, konvergira prema 6.
Teorem (3.8 proizlazi iz Teorema |3.6| jer je S(L*) jednotockovni skup.

Teorem 3.9 Neka je (0'™),.cn, niz parametara generiran GEM algoritmom
koji zadovoljava uvjete 1. i 2. iz Teorema. Ako vrijedi |0 -0 || — 0
kada m — oo, tada se sve tocke gomilista niza (0™),,cn, nalaze u poveza-
nom i kompaktnom podskupu od S(L*). Posebno, u slucaju kada je S(L*)

diskretan, tada (6™),.cn, konvergira prema nekoj tocki 6* iz S(L*).

Dokaz za Teorem [3.9| se moze pronaci u [16] i [19].

Konvergencija niza (0),,cn, prema stacionarnoj tocki se moze dokazati i
bez koriStenja Teorema [3.6] Neka je K(Lo) = {6 € ©: £(0) = Lo} za neku

vrijednost L.
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3.4. Konvergencija EM algoritma

Teorem 3.10 Neka je (0™),.cn, niz parametara generiran GEM algorit-

3@(9\9(’”) 9Q(09)
00

mom sa svojstvom miny = 0. Pretpostavimo da je ne-

o
prekidna v 0 i u 9. Tada (07™),en, konvergira prema stacionarnoj tocki 6*
takvoj da je £(0*) = L* gdje je L* gomiliste niza (L£(0))men, ako je ili

K(L*) = {6*} ili 0™+ — || — 0 kada m — oo i K(L*) je diskretan.

Dokaz. Uvjeti regularnosti impliciraju da je (£(6™)),,cxn, omeden odozgo
pa konvergira prema nekom L*. U slucaju kada je K(L*) = {0*}, (7)) men,
o¢ito konvergira prema 6*. U slucéaju kada je K(L*) diskretan skup, ali
nije jednotockovan, uvjet ||+ — 90| — 0 kada m — oo je dovoljan za

. m . . 81n£(9*) _0Q(816*)
konvergenciju od # prema 6* u K(L*). Vrijedi = =5

=0+
Naime, prisjetimo se da smo imali In £L(6) = Q(0|0 m)) — H(0|6™) pa je

alnag(e) = Q(Ggﬁm)) - H(e(|9.90fm>)' Takoder, pokazali smo da je H(0|6™) <

H(9™)]0(™) za svaki 0 € © sto povlaci M‘e _pomy = 0. Sada za 6™ =
« Jiiaq: OInL(0” 9Q(6]0* :
0* slijedi ae( ) = Q(ael ) g—g-- Dalje,
AlnL(0*) _ 0Q(6;0%) nepreﬁdnost . aQ(9|0(m pretp(ﬁtavka
0 = o0 =g — M Hgguoen "TEO,

¢ime je pokazano da je tocka gomilista 6* stacionarna tocka od £(6). m

89(6,60m))
00 f=(m+1

Treba naglasiti uvjet , = 0 iz Teorema |3.10| zadovoljava svaki

niz (07™),,en, generiran EM algoritmom pod pretpostavkom da vrijede uvjeti

regularnosti.

Korolar 3.11 Neka je £(0) unimodalna (ima tocéno jedan maksimum) na ©

M neprekidna u 0 i u 9. Tada

te 0* jedina stacionarna tocka. Neka je
svaki niz (G(m))meNO generiran EM algoritmom konvergira prema jedinstve-
nom 0* koji maksimizira L£(0), tj. konvergira prema jedinstvenom procjeni-

telju najvece izglednosti od 6.

Rezultati konvergencije EM algoritma koji su izvedeni u [19] vrijede za si-

tuacije gdje se niz procjena parametara dobiven EM iteracijama nalazi u
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potpunosti u unutrasnjosti prostora parametara, tj. u Int®©. Medutim, kod
nekih problema procjene parametara sa ograni¢enim prostorom parametara,
parametarska vrijednost koja maksimizira log-izglednost moze biti na granici
prostora parametara. Tako neki elementi niza generiranog EM iteracijama
mogu lezati na granici i ne ispunjavati uvjete za konvergenciju postavljene u

ovom dijelu rada.

3.4.1 Stopa konvergencije

Vidjeli smo kako EM algoritam definira funkciju mapiranja 6 — M(0) iz
prostora parametara © u njega samoga tako da je svaka iteracija (™ —
0(m+Y) definirana sa 0"t = M) za m = 0,1,2,.... Ako (0),en,
konvergira prema nekom 6* i M(f) je neprekidna, tada je #* fiksna tocka
algoritma, tj. vrijedi 8* = M(#*). Taylorovim razvojem 9™m+Y) = M (90™)
oko totke ™ = §* dobijemo

0D — g~ J(67) (6 — 6%),

gdje je J(0*) dxd Jakobijeva matrica za M (0) = (My(6), ..., M4(0)). Element

Ji;(0) Jakobijeve matrice na mjestu (¢,7) jednak je J;;(0) = aﬂgg@, gdje je
J

M;(0) i-ta koordinata od M(#) i 0; j-ta koordinata od 6. Dakle, u blizini

od 0* EM algoritam je linearna iteracija sa matricnom stopom J(6*) kako
J(6%) obi¢no nije nul-matrica. Iz tog razloga, za J(6*) se obi¢no kaze da je
matri¢na stopa konvergencije, ili jednostavnije, stopa konvergencije ([16]).

Za vektor 6, mjera stope konvergencije je definirana sa

- hm H9(7n+1)_0*”
m—o0 H9<m)79*” ’

gdje je ||-|| euklidska norma u prostoru R?. Poznato je da pod odredenim

uvjetima regularnosti vrijedi
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3.4. Konvergencija EM algoritma

T = Anaz = najveca svojstvena vrijednost od J(6*).

U praksi, r se najces¢e racuna kao

Jotm+0)—g(m)|

r = lim 180 —gGm=1[|

m—>00
Primijetimo da veca vrijednost od r implicira sporiju konvergenciju. Definira
se s = 1 —r kao globalna stopa konvergencije. Tako je s najmanja svojstvena
vrijednost od S = I; — J(6*), koja se moze zvati i (matricnom) brzinom

konvergencije ([15]).
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Poglavlje 4
Zakljucak

Gaussov model mjesavine i EM algoritam pokazali su se kao vrijedan alat pri
statistickom modeliranju. Sam Gaussov model mjesavine omogucuje flek-
sibilnu reprezentaciju kompleksnih distribucija, dok EM algoritam efikasno
daje procjenu parametara mjesavine. Takoder, u radu smo vidjeli i odredena
pozeljna svojstva EM algoritma poput monotonosti i konvergencije, ali i is-
taknuli njegovu osjetljivost na inicijalizaciju parametara te se osvrnuli na pro-
blem odredivanja komponenti mjesavine. Unato¢ odredenim ogranicenjima,
Gaussov model mjesavine i EM algoritam mogu se pronaci u Sirokoj primjeni

u raznim podrucjima znanosti.
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