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1 Uvod

1.1 Opcenito o valnoj jednadzbi

Val je poremecaj koji se Siri prostorom, on prenosi energiju sa svog izvora na neku drugu
lokaciju. Jednadzba koja opisuje valove se naziva valna jednadZba, ona je parcijalna

diferencijala jednadzba drugog reda i ona glasi:

0?u(z,y, z,t)
ot?

v je brzina vala u sredstvu dok je u neka fizikalna veli¢ina, npr za elektromagnetske valove u

= v*Vu(z,y, 2, 1), (1.1)

moze predstavljati elektricno ili magnetsko polje.  Valovi mogu biti transverzali ili
longitudinalni, transverzalni valovi titraju u smjeru okomito na smjer Sirenja dok
longitudinalni titraju u smjeru Sirenja. RjeSenje valne jednadzbe nam daje valnu funkciju u,

ako promatramo 1D valnu jednadZzbu laplasijan postaje:

62
V2= 1.2
92 (1.2)
RjeSenje valne jednadZbe generalno moZemo napisati u obliku:
u(x,t) = Acos(kz —wt +9) (1.3)

A nazivamo amplituda vala dok argument kosinusa nazivamo faza vala. Ako u predstavlja val
koji se giba na Zici A predstavlja maksimalan pomak od ravnoteznog polozaja, k je valni broj,
w je kutna frekvencija, a ¢ je fazna konstanta. k i w se definiraju:

2T
ke =""_ 1.4
3 (1.4)

A se naziva valna duljina ona nam govori nakon koje udaljenosti se val ponavlja. Kutna

frekvencija w definira:

27
= 1.5
w T (1.5)

T nazivamo period, period je vrijeme potrebno da dva trbuha' produ kroz specifi¢nu tocku.

Valna jednadZzba generalno govori kako akceleracija valne funkcije u(x,y,z,t) ovisi o
laplasijanu, uz to ona i opisuje sva bitna svojstva koja imaju valovi. Svojstva valova su
refleksija, refrakcija, interferencija i difrakcija. Valna jednadZba ima mnoge primjene u raznim
poljima fizike 1 inZenjerstva, neka od polja su akustika, elektrodinamika, optika, dinamika
fluida.

!dva trbuha su jednaka jednoj valnoj duljini
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1.2 Svojstva valova
1.2.1 Refleksija

Refleksija vala se definira kao promjena smjera Sirenja vala pri pokuSaju prolaza kroz drugi

mediji, matematicki se moZe zapisati kao:
0;=90,. (1.6)

0; je kut pod kojem upada val u odnosu na normalu povrsine, a ¢, je kut pod kojem se val
reflektira mjeren od normale. Zakon refleksije je najlakSe prikazati sa svijetlom kao Sto je

prikazano na Slici 1 .

Slika 1: Prikazuje zakon refleksije na primjeru svjetlosti koja je elektromagnetski val. Zraka upada pod
kutem od 50 ° u odnosu na normalu, kut reflektirane zrake je jednak 50 ° u odnosu na normalu. [1]

1.2.2 Refrakcija

Refrakcija je promjena smjera Sirenja vala pri prolasku kroz drugi medij, uzrok refrakcije su

razliCite brzine valova unutar medija, Snellov zakon opisuje refrakciju:

vy sin(6;) = v; sin(6,.), (1.7)
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v su brzine valova u medijima, kutevi imaju istu definiciju kao i u zakonu refleksije samo Sto se

0. zove kut refrakcije. Refrakcija se lako vidi na Slici 2.

Slika 2: Prikazuje zakon refrakcije, vidi se da transmitirani val ima razlicit kut od kuta upada. [2]

1.2.3 Interferencja

Interferencija se javlja kada se susretnu dva razlicita vala s valnim funkcijama wy (7, t) i ug (7, t),
kada se susretnu mi vidimo dva vala kao jedan val ¢ija je valna funkcija uy (7, ) + ua(7, t). neke
od posljedice interferencija valova su stojni valovi, konstruktivna i destruktivna interferencija.

Ako imamo dvije valne funkcije u;(7,¢) i ua(7,t), konstruktivna interferencija se dogada u
tocki prostora ako |uy (7, ) + ua (7, t)| = |ui (7, t)| + |ua(7, )|, a destruktivna interferencija se
dogada u tocki u prostoru ako |uy (7, t) + ua(7,t)| < |ui(7,t)| + |ua(7,t)|. Interferencija se
najlakSe pokaZze na primjeru dva vala koji putuju jedan prema drugom, Slika 3 prikazuje upravo

taj slucaj.
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Slika 3: Prikazuje ekstreman slucaj konstruktivne interferencije (lijevo) i destruktivne interferencije
(desno). Valovi koji konstruktivno interferiraju su identicni, imaju istu fazu i amplitudu dok valovi koji
destruktivno interferiraju imaju istu amplitudu i fazno su pomaknuti za 180°. [3]

1.2.4 Stojni valovi i difrakcija

Stoji valovi su karakteristicni jer njihova amplituda ne putuje prostorom, ona stoji mirno u
jednoj tocki 1 oscilira oko ravnoteznog poloZaja, ovo se lako moZe vidjeti na Slici 4. Stojni val
se dobije kada se zbroje dva vala jednakih amplituda i valnih duljina koji putuju jedan prema

drugome istim brzinama.

Slika 4: Prikazuje stojne valove i nekoliko njihovih putanja kako se mijenjaju u vremenu. Vidimo kako
se amplitude i ¢vorovi uvijek nalaze na istom mjestu. [4]

Difrakcija je zakrivljenje vale putanje koje se javlja pri Sirenju vala blizu ruba od prepreke.

2 Smjernice

2.1 Djelovi gitare

Gitara je ZiCani instrument. Gitare generalno mozemo podijeliti u dvije skupine: akusti¢ne i
elektricne. Dijelimo ih u ove dvije skupine ovisno on nacinu kako proizvode zvuk. Fokusirat

¢emo se na akusti¢nu gitaru koja je prikazana na slici 5.
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Slika 5: prikazuje dijelove gitare. Lijevo je akusticna gitara, a desno je elektricna gitara.

2.2 Princip rada akusti¢ne gitare

Akusti¢ne gitare obi¢no imaju Sest Zica, iako postoje varijacije s viSe ili manje Zica. Zice mogu
biti napravljene od raznih materijala, od raznih legura poput celika pa sve do najlona. Gitare
koje imaju metalne Zice nazivamo akustiCne gitare dok gitare koje imaju najlonske Zice

nazivamo klasi¢ne gitare.

Zice su ucvrSéene na mostu i mehanikama, mehanike su pokretne, njima kontroliramo
napetost Zice $to odreduje notu, tj. frekvenciju kojom Zica titra. Standardno Stimanje zahtjeva

da Zice budu ustimane na note redom od najdeblje pa do najtanje: E2 A2 D3 G3 B3 E4. 2

Pritiskom na notu mi zapravo smanjujemo duljinu Zice na kojoj ona moZe vibrirati i time

povecavamo frekvenciju note, opcenito Zice su razliCitih polumjera Sto znaci da se note na

2Broj nakon note oznacava oktavu, npr. A2 ima frekvenciju 110 Hertza, A3 ima frekvenciju 220 Hertza, E2
ima frekvenciju 82 Hertza itd.
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odredenim dijelovima vrata ponavljaju.’

Gornja ploha tijela, poznata kao zvuc¢na ploca je tanki drveni komad izraden od materijala
poput cedra ili mahagonija, on djeluje kao vibrirajuéa dijafragma koja pojacava zvuk kojeg
proizvode Zice. Oblik i konstrukcija zvucne ploce znacajno utjeCu na ton i rezonanciju gitare.
Cijelo tijelo gitare stvara rezonantnu komoru. Kada val ude u rezonantnoj komori on se

reflektira od zidove i nastaju stoji valovi koji daju glasnocu akusti¢noj gitari.

Kada zvucna ploca vibrira ona uzrokuje pomicanje zraka unutar tjelesne Supljine, dodatno
pojacavajuéi glasnocu zvuka. Bubanj omoguéuje zvuku iz rezonantne komore da pobjegne van.
Kombinacija vibrirajucih Zica, zvucne ploce i tjelesne Supljine proizvodi bogat i rezonantan ton.

Oblik, veli¢ina i drvo koriSteno u konstrukciji gitare utjecu na kvalitetu zvuka.

2.3 Numericko rjeSenje valne jednadzbe

Zbog velikog utjecaja zvucne ploce na zvuk mi ¢emo simulirati ponaSanje valova unutar zvucne
ploce. Pretpostavit cemo da je izvor vala most gitare koji se nalazi na zvucnoj ploci, valovi se
Sire kroz zvuénu plocu dok god ne dodu do ruba za kojeg pretpostavljamo da je uévrscen, tj.

amplituda vala je uvijek nula.

2.4 Numericka analiza, metoda konacnih razlika

Metoda konacnih razlika je numeri¢ka metoda koja se koristi za rjeSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi ili skraceno PDJ, one opisuju kako se fizikalne veliine mijenjaju u

prostoru i vremenu.

Ove jednadZzbe ne moZemo uvijek rijesiti analitiCki , postoji malen broj slu€ajeva gdje je to
moguce. U svim sluajevima koji su rjeSivi imamo nekakvu simetriju koja bitno
pojednostavljuje problem. U gotovo svim realnim situacijama koristimo numeric¢ku analizu za

dobivanje rjeSenja.

Metoda konacnih koraka uzima kontinuirani prostor i vrijeme te ih diskretizira, tj. dijeli ih
u male korake ili reSetke. Umjesto rjeSavanja jednadzbe u svakoj tocki u prostoru i vremenu
mi je rjeSavamo u svakoj reSetci. Zbog diskretizacije prostora koristimo diskretne derivacije da

napiSemo valnu jednadZzbu. Defincija diskretne derivacije je:

3 Ako pritisnemo peto polje (druga ugravirana tocka na vratu) na najdebljoj Zici imat éemo istu notu kao da
udarimo drugu najdeblju Zicu.
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fwo +h) — f(o)

f'(x0) = ; 2.1)

U definiciji valne jednadzbe ne pojavljuju se prve derivacije nego se pojavljuju druge

derivacije. Pri izvodu formule za drugu derivaciju iskoristit cemo Taylerov razvoj:

N thH(xO) N th///(a:O)

flao+h) = f(xo) + hf'(w0) + —; 3!

+ ... (2.2)

th”(ﬁo) B th///(l,O) N

f(l’g — h) = f(ZE()) — hf,<l’0) + o1 31 (23)
Zbrajanjem gornjih relacija dobivamo izraz za drugu derivaciju:
h) —2 —h

iy = LT 22T E T 20y ey 2.4

Ako primijenimo definiciju druge derivacije na valnu jednadzbu (1.1) i uzmemo da su koraci

dx=dy=dr dobivamo:

dt

2
u(t+dt,z,y) = <cd—) (u(t, r+dr,y) + u(t,r — de,y)+
r

u(t,z,y +dy) +u(t,z,y — dy) — du(t, z, y)) +2u(t,z,y) —u(t —dt,z,y) (2.5)
Ova jednadzba nam daje vrijednost funkcije u u(t+dt,x,y), Vidimo da buduca vrijednost
u(t+dt,x,y) ovisi o vrijednostima koje su bile u proslim prostornim i vremenskim koracima i

ovisi o pretproSlom vremenskom koraku. Detaljan izvod se nalazi na githubu [7]. Graficki

prikaz jednadZzbe (2.5) se nalazi na Slici 6.

Vidimo da pri prvom vremenskom koraku mi moramo koristiti vrijednost iz pocetnih uvjeta
1 trenutka prije pocCetnih uvjeta zato prvo racunamo vrijednosti prije pocetnih uvjeta preko

relacije*:

dt\’
u(t —dt,z,y) = <c$> (u(t, x +dz,y) + u(t,x — dz,y)+

u(t,z,y +dy) +u(t, z,y — dy) — 4u(t, z, y)) +u(t,z,y) (2.6)

Ako Zelimo koristiti metodu konacnih razlika ona mora zadovoljavati Courant Friedrichs

“Relacija je izvedena na GitHubu [7]. Relaciju (2.6) dobivamo ako pretpostavimo % —ty = 0 i pretpostavku

uvrstimo u (2.5)




Sandro Skoci¢: Simulacija zvucnih valova unutar akusti¢ne gitare

Zeitindex 0 . =

Slika 6: Graficki prikazuje formulu (2.5), x i y osi predstavijaju prostore koordinate dok t os prikazuje
korak u vremenu. Zeitindex 2 je buduca vrijednost i vidimo da ona ovisi proslim (Zeitindex 1) i
pretproslim (Zeitindex 0) vrijednostima. [5]

Lewy (CFL) uvjet:
(vdt)? 1
- 2.7
dx < 2 27)

Kada CFL uvjet ni bi bio zadovoljen metoda konacnih kvadrata bi davala krivo rjeSenje, rjeSenja

bi bila neprecizna i nestabilna 1 u vecini slucajeva bi divergirala u beskonacnost.

2.5 Pocetni i rubni uvjeti

Sada kada znamo raCunati vrijednosti funkcije na naSem diskretnom prostoru potrebno je
odrediti poCetne uvjete i rubne uvjete, poCetni uvjeti opisuju sustav kako izgleda na pocetku
simulacije dok rubni uvjeti govore kako se sustav ponasa na granici simulacije, postoje razni
rubni mi ¢emo koristiti Dirichletove jer se lako implementiraju 1 dobro opisuju na$ problem .

Dirichletovi rubni uvjeti glase da je vrijednost funkcije na granici jednaka nuli.

Zbog toga Sto je oblik gitare jako kompliciran i teSko je napraviti matricu gdje su konstantno
sve vrijednosti nula osim na gitari koristi ¢emo se python bibliotekom PIL, koristimo opciju
pretvaranja slike u matricu. Prije nego $to pretvorimo sliku u matricu potrebno je urediti sliku,
prvo ¢emo obojiti cijelu pozadinu u bijelu boju, nakon toga ¢emo obojiti most od gitare u crveno

zatim ¢emo obojiti zvucnu plocu u smede.
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Slika 7: Prikazuje model gitare Taylor 324ce nakon obrade. Slika ima dimenziju (300,300). [6]

Nakon obrade pretvaramo sliku 7 u matricu, PIL biblioteka pretvara sliku dimenzija (a,b)
u matricu dimenzija (a,b,3), gdje broj tri oznaava RGB? vrijednost svakog piksela. Znamo
RGB vrijednosti naSih boja i znamo poziciju piksela §to zna¢i da imamo matricu u kojoj se
nalaze podatci pocetnih i rubnih uvjeti. U naSem slucaju jedan pixel oznacava jednu reSetku u
simulaciji. Sada pravimo novu praznu matricu i na mjestima gdje je bila smeda boja stavljamo
jedincu, a na mjestima gdje je bila crvena boja stavljamo dvicu, ovim postupkom smo ucinili

matricu viSe prihvatljivom za numeric¢ku analizu. Slika 8 prikazuje pojednostavljenu matricu.

SRGB je kratica za red blue green. Svaka boja se moZe dobiti mijesanjem crvene zelene i plave, RGB vrijednost
govori u kojem omjeru se mijesaju boje.
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Slika 8: Prikazuje novu matricu u kojoj su zapisani poloZaji pocetnih i rubnih uvjeta. Tirkizna boja
oznacava rubne uvjete, Zuta oznacava pocetne uvjete, a ljubicasta predstavlja povrsinu po kojoj e se

Siriti val.[6]

10
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Za pocetne uvjete uzimamo da su jednaki svugdje u Zutom prostoru i da iznose 0.001.

2.6 Simulacija akusticne gitare

Sad znamo naSe rubne i1 pocetne uvjete te znamo kako se funkcija evoluira u vremenu,
potrebno je joS odabrati nase korake dr i dt. Koristimo (2.7). Na$ model gitare je napravljen od
mahagonija koji se klasificira kao tvrdo drvo, brzina zvuka unutar tvrdog drva je v=3960 m/s

Sto znaci mora vrijediti nejednakost:

dt? _ 1
dr (3.13-10")m/s

(2.8)

Slika 7 je dimenzije (300,300) Sto znaci ve¢ imamo definiran broj toCaka trebamo samo
definirati Sirinu simulacijskog prostora L, uzimamo L=1 m. Za ovako odabrane podatke
dobivamo prostorni korak dr=3.3 - 10~* m,a za vremenski korak biramo dt=10""s kako bi bio

zadovoljen uvjet. (2.7)

2.7 Prikaz rijesenja

Za vrijeme trajanja simulacije uzimamo t=5 - 10~%, uzimao ovako maleno vrijeme zbog malog

vremenskog koraka. Iskoristimo program na Githubu® [7] i dobivamo grafove:

U mojem repozitoriju imajo§ grafova

11
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Slika 9: Svi grafovi prikazuju amplitudu u odredenim vremenskim trenutcima koji su naznaceni na vrhu
grafa. Uocavamo da skala amplitude konstantno mijenja vrijednost jer valovi interferiraju, osi prikauju

broj koraka, jedan korak je jednak dr=3.3 - 104 m
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3 Zakljucak

Rezultati simulacije se ponasaju kao i oCekivano, tj, kao valovi. Trenuta¢ni model ne uzima u
obzir sile otpora, tj. sile koje nastoje prigusiti titranje, takoder ne uzima u obzir transmisiju vala
kroz zvucnu plocu. Model bi opisivao realniji slucaj kada bi dodali sile otpora i uraunali
transmisiju vala, no ovaj model i dalje moZe opisati ve¢inu valova u prirodi jer za vecinu
mozemo zanemariti navedene sile i transmisiju. Model je primjenjiv na Sirok spektar problema
koji imaju komplicirane pocetne i rubne uvjete. Preciznost modela moZemo poboljsati dodajuci

viSe Clanove razvoja ili uzimanjem joS manjeg vremenskog ili prostornog koraka.
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