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Uvod

Konveksne funkcije su kljuéni pojam u matematickoj analizi i optimizaciji te
imaju Siroku primjenu u raznim podrucjima kao $to ¢emo vidjeti u nastavku
rada. Posebno su vazne u optimizaciji zbog svojstva da je svaki lokalni mini-
mum, tj. maksimum ujedno i globalni minimum, tj. maksimum. To svojstvo
omogucuje razvoj efikasnih metoda za optimizaciju pri rjeSavanju problema.
Jedan od najvaznijih alata u prouc¢avanju konveksnih funkcija je Hermitova-
Hadamardova nejednakost, koja daje procjenu srednje vrijednosti funkcija
definiranih na konveksnim skupovima. Njena vaznost lezi u Sirokoj primjeni
u razli¢itim granama matematike. Omoguéuje nam razumijevanje ponasanje
konveksnih funkcija i izvodenje korisnih procjena njihove vrijednosti. U radu
¢emo se fokusirati na proucavanje generalizacija Hermitove-Hadamardove
nejednakosti te procjenu preciznosti i promjene njenih rezultata u kontek-
stu razli¢itih vrsta konveksnosti. Generalizacije ove nejednakosti prosiruju
primjenjivost na razli¢ite klase konveksnih funkcija, omoguéujué¢i nam da
dobijemo preciznije procjene i rezultate u specificnim okruzenjima. Osim
toga, istraziti éemo kako razli¢ite vrste konveksnosti utje¢u na Hermitovu-

Hadamardovu nejednakost.
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Poglavlje 1

Konveksne funkcije

1.1 Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

Razumijevanje pojma konveksnosti klju¢no je za proucavanje Hermite-Hadamardove
nejednakosti. Hermite-Hadamardova nejednakost se primjenjuje u numeric-
koj analizi, ekonomiji, financijama, itd., gdje se koristi za procjenu vrijednosti
integrala i analizu rizika. U nastavku rada navodimo vazna svojstva i defini-

cije iz teorije konveksnih funkcija.

Definicija 1.1 Neka je I interval na R. Funkcija f : I — R je konveksna

ako za svaki xq, x4 € I i svaki a € [0, 1] vrijeds
flazs + (1 —a)xs) < af(xr) + (a— 1) f(x2). (1.1)
Ako vrijedi obrnuta nejednakost kazemo da je f konkavna funkcija.

e Ako u (|1.1) vrijedi stroga nejednakost za svaki z; # x5 1 a € (0,1)

onda kazemo da je funkcija f strogo konveksna

e Ako je funkcija —f konveksna (odnosno, strogo konveksna) tada je f

konkavna (odnosno, strogo konkavna)



1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

Yy
ffl
x, = ax;+ (1 — a)x,
fa=af(xi) + (. — 1) f(x2)
flza) J(xa) < fayx €[0,1]
Iy Ty T T

Slika 1.1: Konveksna funkcija

Geometrijska interpretacija konveksnosti funkcije f : I — R govori da se
tocke na grafu funkcije f|};, ., nalaze ispod ili na duzini ¢ije su krajnje tocke
(z1, f(x1)) 1 (22, f(22)). Kao $to mozemo vidjeti na Slici[L.1] za svaki z, x5 €

I'iza svaki z, € [x1,x2] vrijedi

4 f(l'2) - f(xl)

Tog —T1

f(xa) < flan)

(o — 7).

Dakle, konveksne funkcije su lokalno, tj. na bilo kojem podintervalu, domi-
nirane afinim funkcijama.

Primijetimo da je == € [0,1]. Sada iz konveksnosti funkcije f za

To — Tq To — X1
o = s 1 — =
To — X1 Ty — X1
iz (|1.1)) sljedi
To — Ty Lo — 1
< .
flza) < - xlf(xl) t 2, = xlf(l‘z)

U nastavku navedimo neka od osnovnih svojstava konveksnih funkcija. Od

sada u radu sa I oznacavamo interval na R.



1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

Propozicija 1.2 Ako su funkcije f 1 g konveksne na I, tada je funkcija f+g

konveksna na I.

Dokaz. Koriste¢i konveksnost funkcija f i g, za svaki x1, x5 € 1 a € [0, 1]

dobivamo

flaxy + (1 — a)zs) < af(zr) + (o — 1) f(x2),
glar; + (1 — a)ry) < ag(rr) + (o — 1)g(a2).

Zbrajanjem ovih nejednakosti dobivamo

flazy + (1 — a)zg) + glax; + (1 — a)zy) <

af(z) + (a = 1) f(z2) + ag(z1) + (a — 1)g(x2),
t.
(f + g)(az + (1 = a)zz) < alf + g)(z1)+(a = )(f + g)(z2).
Po definiciji konveksnosti tvrdnja je dokazana. m

Propozicija 1.3 Ako je f konveksna funkcija na I i 3 pozitivan realan broj,

tada je Bf konveksna na I.

Dokaz. Koriste¢i konveksnost funkcije f za svaki z1, o € I 1 a € [0,1]
dobivamo

flary + (1 —a)zs) < af(zy) + (o — 1) f(z2).

Pomnozimo li prethodnu nejednakost s pozitivnim realnim brojem [ slijedi

dokaz teorema

Bf(ary + (1 —a)vy) < aff(rr) + (o —1)Bf(x2).



1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti
Definicija 1.4 Funkcija f : I — R je afina fukcija ako je oblika f(z) =
ar + b gdje su a,b € R.

Propozicija 1.5 Funkcija f je afina ako i samo ako je konveksna i kon-

kavna.

Propozicija 1.6 Ako je f konveksna funkcija i g afina funkcija na I, tada

je f o g konveksna funkcija na I.

Dokaz. Koriste¢i konveksnost funkcije f za svaki z1, 22 € I 1 a € [0,1]

dobivamo
flazi + (1= a)zs) < af(z1) + (@ — 1) f(z2).
Kako je funkcije g afina, za svaki xy, x5 € I 1 a € [0, 1] slijedi

glar; + (1 — a)ra) = ag(r1) + (a — 1)g(x2).

Dobivamo

flglaz: + (1 — a)zs)
flag(x1) + (o = 1)g(x2))
a(fog)(z1) + (a—1)(f o g)(x2)

(f og)(axy + (1 — a)x)

IN

pa je tvrdnja teorema dokazana. m

Propozicija 1.7 Ako su funkcije f i g konveksne na I i g je rastuca, tada

je go f konveksna funkcija na I.

U sljedeé¢em teoremu dajemo jednu od karakterizacija konveksnih funkcija

koju éemo koristiti u nastavku.

Teorem 1.8 Neka je funkcija f : [a,b] C I — R takva da je f” postoji na
(a,b). Funkcija f je konveksna ako i samo ako je f” > 0. Ako je f”" >0

onda je f strogo konveksna.



1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

Napomena 1.9 Neka je f : [a,b] — R € C? neka su konstante m, M mi-
nimum i maksimum funkcije f”. Promatranjem funkcija %Ma:z — fx) i
f(x) — tma? vidimo da vrijedi

T2

(322 f(x))” — M= () 20

1 "
(f(:):) — émx2> = f"(x) = m >0.
Sada iz Teorema slijedi da su funkcije %Mﬁ — f(z) i f(z) — %mxz ko-

nveksne. Ouvaj primjer ce nam takoder biti koristan u nastavku rada.

Nadalje, promotrimo omedenost i neprekidnost konveksnih funkcija.

Propozicija 1.10 Neka je f definirana na I. Funkcija | je konveksna ako
i samo ako za svaki kompaktni podinterval J C I i za svaku afinu funkciju g,

supremum od f + g na J se postize u rubnim tockama.

Posljedica Propozicije je da je konveksna funkcija f omedena na svakom

kompaktnom podintervalu [a,b] C I. Toénije,

f(@) <M = maz{f(a), f(b)}

na [a,b]. Neka je = € [a, b] proizvoljan, takav da z = aTer + t za neki t takav

da [t] < %52, Vrijedi

a-+b 1 a+b 1 a+b
() (et ()

odnosno




1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

Ako stavimo m = 2f (2£2) — M. Vrijedi

pa je

Dakle, funkcija f : [a,b] — R je omedena funkcija. U nastavku navodimo
definiciju Lipschitz-neprekidne funkcije ¢iju ¢emo definiciju i svojstva koristit

u viSe navrata.

Definicija 1.11 KaZemo da je funkcija f : [a,b] — R Lipschit{l-neprekidna
(L-Lipschitz) funkcija s konstantom L > 0 na intervalu [a,b] ako za svaki
x,y € [a,b] vrijedi:

[f(x) = fy)l < L]z —yl|.
Nagmanga konstanta L za koju vrijedi gore navedena nejednakost se zove Lip-

schitzova konstanta funkcije f i oznacava se s || f]|Lip-

Napomena 1.12 Svaka Lipschitz-neprekidna funkcija je ujedno i neprekidna

funkcija.

Teorem 1.13 Neka je funkcija f : I — R konveksna. Tada je f Lipschitz-

neprekidna na svakom intervalu [a,b] sadrZanom u I.

Dokaz. Neka je € > 0 takav dasua—eib+ e € I. Neka su m i M gornja,

tj. donja meda funkcije f na intervalu [a — €,b + €], tj. neka vrijedi

m < f(x) < M,Vx € [a—¢,b+ €.

Neka su z,y € [a,b] takvi da je x # y. Oznacimo sa z = y + % Sada je

z € [a — €,b+ €]. Ako uvedemo oznaku A = imamo

_e
e+ly—a|

y=(1—-XNz+ Az

'Rudolf Lipschitz (1832-1903), njemacki matemati¢ar



1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

Koristeéi konveksnost funkcije f dobivamo

Dakle, imamo

fly) = fz) < (1= X)(M —m) <

Sada vrijedi da je f(y) — f(z) < Ly — x|, gdje je L = M;m, pa je tvrdnja
teorema dokazana. m

Obrat prethodnog teorema ne vrijedi, medutim ako je funkcija Lipschitz-
neprekidna na cijeloj svojoj domeni, tada je ta funkcija konveksna. Ovo
svojstvo vrijedi jer Lipschitz-neprekidnost ograni¢ava brzinu promjene funk-

cije, ¢ime se osigurava da funkcija ostaje ispod svake svoje sekante.

Posljedica prethodnog teorema je sljedeci rezultat.

Propozicija 1.14 Konveksna funkcija definirana na otvorenom intervalu je

neprekidna.

Kako je svaka konveksna funkcija na zatvorenom intervalu neprekidna, osim
eventualno u krajnjim tockama, slijedi da je funkcija f : [a,b] — R in-
tegrabilna. Sljedeé¢i rezultat nam govori da se svaka konveksna funkcija f
definirana na [a, b] moZze modificirati u krajnjim tockama kako bi postala

neprekidno konveksna na cijeloj domeni.

Teorem 1.15 Neka je funkcija f : [a,b] C I — R konveksna i neka je f

monotona ili postoji tocka ¢ € (a,b) takva da je f|q monotono padajuca



1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

i flep monotono rastuca. Tada za takvu funkciju f postoje limesi f(ay) i

f(b_) i funkcija

f(a+) r=a
f@) =1 fx) ,z€(ab)
Fbo) ,x=b

je neprekidna i konveksna.

U nastavku navodimo jos neke vazne nejednakosti za konveksne funkcije Cije

¢emo generalizacije koristiti. Prvo dajemo definiciju J-konveksnosti.

Definicija 1.16 Funkcija f : I — R je J - konveksna (konveksna u Jense-

novom smislu) na intervalu (a,b) C I ako za svaki x1, x5 € (a,b) vrijedi

s (361 +33'2> < fz) + f(@)

2 - 2
Ako wvrijedi obrnuta nejednakost kaZemo da je f J-konkavna (konkavna u

Jensenovom smislu) na intervalu (a,b) C I.

e Ako u (1.16)) vrijedi stroga nejednakost za svaki z; # xo onda kazemo

da je funkcija f strogo J-konveksna

e Ako u (1.16]) vrijedi obrnuta stroga nejednakost za svaki x; # xs onda

kazemo da je funkcija f strogo J-konkavna

Bitna razlika izmedu J-konveksnih i konveksnih funkcija je u neprekidnosti
na intervalu na kojem se pojam definira. Dok konveksne funkcije moraju
biti neprekidne na otvorenom intervalu, J-konveksne funkcije to ne moraju
biti. Drugim rije¢ima, postoji moguc¢nost da postoje J-konveksne funkcije
koje nisu konveksne, jer ne zadovoljavaju uvjet neprekidnosti na cijelom,

otvorenom intervalu.



1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

U nastavku navodimo jedan od najvaznijih rezultata za konveksne funkcije
koji ima brojne primjene u matematici i statistici. Ime je dobio po danskom

matematicaru Jensenu.ﬂ

Teorem 1.17 (Jensenova nejednakost) Neka je f : I — R konveksna
funkcija. Neka su x = (x1,29,....,x,) € I", p = (p1,p2, ..., Pn) nenegationa

n-torka i P, =Y. p; > 0. Tada vrijedi

1 & 1 &
f (Fn ;ple) < Fn;plf(xz) (1.2)

Dokaz. Dokaz provodimo metodom matematicke indukcije po n.

Baza indukcije: Za n = 2 nejednakost (1.2)) proizlazi iz definicije

konveksnosti.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da nejednakost (1.2)) vrijedi

za svaki 2 < k <n—1,tj.

1 & 1 o
f (E ;le’z) < B, ;]%f(%%

.. k
gdje je P, =>._, i

Korak indukcije: Pokazimo da tvrdnja vrijedi i za n tocaka. Neka je

P, =" pi. Koriste¢i konveksnost funkcije f, a zatim pretpostavku

2Johan Ludvig William Valdemar Jensen (1902-1913), danski matematicar



1.1. Definicija i osnovna svojstva konveksnosti

matematicke indukcije dobivamo

Pn Pn—l 1

< .

< p @)+ 55— ;pzﬂxz)
1 n

= F’n Pif(ﬂl?z)

Po principu matematicke indukcije tvrdnja teorema je dokazana. m
Primijetimo da se nejednakost ((1.2)) zan = 2 svodi na definiciju J-konveksnosti.
Usko vezano uz Jensenovu nejednakost su njene konverzije. Jednu od naj-

vaznijih su dokazali Lah i Ribari¢ 1971. godine.

Teorem 1.18 (Lah-Ribari¢eva nejednakost) Neka je f: I — R konvek-
sna funkcija @ [m, M] € I takvi da —oo < m < M < oo. Neka je p =
(p1,p2, -, Pn) nenegativna n-torka takva da je P, = > p; i P, # 0. Neka
je (r1,xa, ..., x,) uredena n-torka elemenata iz [m, M]" i & = Pln Yo Dii.

Tada vrijeds

1 < M-z T —
szif(xi) < M—mf(m)+ Aqi[_n;lf(M)
=1

10



Poglavlje 2

Hermite-Hadamardova

nejednakost

2.1 Povijesni kontekst

Hermite-Hadamardova nejednakost prvi put se pojavljuje pred kraj 19. sto-
lje¢a zahvaljujué¢i Charlesu Hermiteuﬂ Njegova zapazanja objavljena su u

matematickom ¢asopisu Mathesis gdje navodi:

f<a+b) < bia/abf(I)dm<M

2 2

ili

f<a—2|—b> N bia/abf<x)dx> f(a);f(b)’

ovisno o tome je li funkcija f koja je definirana na intervalu [a, b] konveksna

ili konkavna.

!Charles Hermite (1822-1901), francuski matematicar



2.2. Dokaz Hermite-Hadamardove nejednakosti

Slika 2.1: Charles Hermite Slika 2.2: Jacques Hadamard

Tako se kasnije ispostavila jako vaznom, nejednakost se dugo nije pojavljivala
u matematickoj literaturi pa je greskom pripisana Jacquesu Hadamardtﬂ koji
je proveo njezin dokaz ne znajuéi za Hermiteovo otkric¢e. U ¢ast velikog dopri-
nosa obojice matematic¢ara nejednakost je dobila ime Hermite-Hadamardova
nejednakost te se od tada koristi u mnogim granama matematike, fizike, sta-
tistike i drugim podruc¢jima. Postala je jedna od klju¢nih nejednakosti u

teoriji konveksnih funkcija.

2.2 Dokaz Hermite-Hadamardove nejednakosti

Hermite-Hadamardova nejednakost daje gornju i donju granicu procjene sred-
nje vrijednosti konveksne funkcije na nekom zatvorenom inervalu, Sto je

kljuéno za analizu i aproksimaciju same funkcije.

2Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), francuski matematicar

12



2.2. Dokaz Hermite-Hadamardove nejednakosti

Teorem 2.1 (Hermite-Hadamardova nejednakost) Neka je f konvek-
sna funkcija definirana na intervalu [a,b] C R, gdje je a < b. Tada vrijedi:

|
a b a
H("57) <52 [ e < L0, (2.)

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da vrijedi desna strana nejednakosti, tj.

Ia) + 7(b)
/ e ! (2:2)

b—a

Za proizvoljan z € [a,b] postoji t € [0, 1] takav da vrijedi z = (1 — t)a + tb.
Nakon uvodenja supstitucije x = (1 — t)a + tb slijedi

de = (b—a)dt

Sada za integral vrijedi

b 1
bia/a f(x)dx:ﬁfo f(1=t)a+tb)(b—a)dt
:/lf((l—t)a+tb)dt.

Koristeéi konveksnost funkcije f i linearnost integrala dobivamo f((1 —t)x +

ty) < (1 —1t)f(z) +tf(y) pa slijedi

/Olf((l—t)athb)dtg f(a)/ol(l—t)dt—i-f(b)/oltdt
1 t2

+f()

- f@-5)
_f@ )
fla) £ 10)

0

13



2.2. Dokaz Hermite-Hadamardove nejednakosti

Time smo dokazali (2.2)). Sada ¢emo dokazati da vrijedi lijeva strana Hermite-

Hadamardove nejednakosti, tj.

/ (“;b) < bi@/jf(as)dsc. (2.3)

Prvo zapisimo integral na sljedeé¢i nacin

bia/abf(x)dx: bia </+ f(x)dx—k/a; f(:v)dx) . (2.4)

Nakon uvodenja supstitucije + = a + @ za prvi izraz u zagradi slijedi
h—
P —
2
r=a—t=0
b
T = ot t=1.
2

Sada za prvi izraz u zagradi iz (2.4) vrijedi

a+b

/; f(x)de — b_T“ 01 f (a+ t<b2_“)) dt. (2.5)

Nakon uvodenja supstitucije x = b — @ za drugi izraz u zagradi slijedi
b—a
dr = — dt
2
a+b
T = —t=1
2
r=0—1t=0.

Sada za drugi izraz u zagradi iz (2.4)) vrijedi

/;f(x)dx:—b;a/lof(b—t(b;a)) dt
—b;a/()lf(b—@) dt.

(2.6)
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2.2. Dokaz Hermite-Hadamardove nejednakosti

Primjenom rezultata (2.5) i (2.6) u (2.4) i ponovnom primjenom svojstva
konveksnosti funkcije f dobivamo

bia/abf(x)dx: V f<a+t(b_a)> dt+/01f<b—t(b2_a)> dt}
o f (o ) (-3
[l (o) ra (o= 05
/of[ a+2b+t a)—t(b—a)] "
/0f<a+b>
f( )
Time smo dokazali (2:3) pa i (21). =

Hermite-Hadamardova nejednakost ukazuje da je procjena srednje vrijednosti

\)

1
2
1
5

v

konveksne funkcije f definirane na [a,b] manja ili jednaka od prosjeka vri-
jednosti funkcije f u krajnjim tockama intervala [a,b], tj. veca ili jednaka

vrijednosti funkcije f u srednjoj tocki intervala [a, b].

Y IGESI0

/: flz)dz

Slika 2.3: Hermite-Hadamardova nejednakost
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2.3. Preciznost Hermite-Hadamardove nejednakosti

Hermite-Hadamardovu nejednakost takoder mozemo geometrijski interpre-
tirati preko usporedbe povrSina trapezoida na istom intervalu, kao Sto je
prikazano na Slici Naime, povrsina ispod grafa funkcije f manja je ili
jednaka od povrsine trapezoida omedenog sa x-osi, pravcima © = a, r = b
i pravcem koji prolazi kroz tocke (a, f(a)) i (b, f(b)) te veca ili jednaka od

povrsine trapezoida ograni¢enog sa x-osi, pravcima x = a, r = b i tangentom

ath f(ath

22, f(“37)). Povrsine trapezoida su jednake ako je

na graf funkcije f u tocki (
funkcija f afina, tj. postize se jednakost sa obje strane Hermite-Hadamardove

nejednakosti .

2.3 Preciznost Hermite-Hadamardove nejedna-

kosti

Sad ¢emo navesti rezultate koji nas i ina¢e zanimaju kod raznih nejednakosti
Hermite-Hadamardovog tipa. Zanimljivo je primijetiti da je prva nejednakost
u (2.1) jaca od druge nejednakosti. Taj rezultat zovemo Hammer-Bullenova

nejednakost.

Teorem 2.2 (Hammer-Bullenova nejednakost) Neka je funkcija f ko-
nveksna na intervalu [a,b] C R. Tada vrijedi

ﬁ/abf(x)dx_f<a;tb>Sf(a);f(b)_bia/abf(q;)dx. (2.7)

Dokaz. Primjenom Hermite-Hadamardove nejednakosti (2.1) na interval
[a, %£°] dobivamo:

a+b
2

1

flaeydr < [f (“ i b) " f(a)] . (2.8)
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2.3. Preciznost Hermite-Hadamardove nejednakosti

Sada primjenom Hermite-Hadamardove nejednakosti na interval [4£2, 5] do-

_m/ flr)dr < - {f(a;b)Jrf(b)]. (2.9)

Zbrajanjem nejednakosti (Z5) § (Z9) sljedi
bfa/a?f( dfv+—/ fla %[f(“;b) f<a>+f<b>]
(/f d:c+/f az) ( ) 5@+ 1)
,)T/ foyar< g (45) + LU0

[ g () L0 L )

.

Prethodni teorem nam govori da donja meda (srednja tocka intervala [a, b))

bivamo:

| /\

daje bolju aproksimaciju srednje vrijednosti funkcije f od gornje mede (tra-
pezna formula). Osim procjene je li preciznija lijeva ili desna strana nejedna-
kosti, zanima nas i procjena preciznosti lijeve, tj. desne strane nejednakosti.
Jednu od procjena preciznosti lijeve i desne strane pomoc¢u minimuma i mak-

simuma funkcije f” nam daje sljedeci rezultat.

Teorem 2.3 Neka je funkcija f : [a,b] — R € C?. Neka sum i M minimun

tj. maksimum funkcije f"”. Tada vrijedi

(b;f —b—a/ flx a+b>§M(b;4a> (2.10)
(b IZG) - f(a)—zkf(b) B bia/a f(2)de < IQG) . (211)

Dokaz. Oznatimo s gi(z) = f(z) — Za? i s go(x) = Fa? — f(z). Sada

po Napomeni slijedi da su funkcije g; 1 go konveksne pa na njih mozemo
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2.3. Preciznost Hermite-Hadamardove nejednakosti

primijeniti Hermite-Hadamardovu nejednakost.

b
gl(a;b)s bia/ gﬂx)dxﬁM

a+b m,a+b 1 b m a) — 2q? b) — mp?
PRy YA RIS OR

f(a+b)_m(a;—b) Sbia/ (f(m)—%f) dng(a)+f(b)+m(a +b).

Analogno, zbog konveksnosti funkcije go dobivamo

M(a+b)? . a+b 1 (/M M(a®>+b%)  fla)+ f(b)
s 15 >§b—a/a (7“: _f(x)) dos————" 5

Sada promatramo prvu nejednakost u (2.12)), pa dobivamo:

a+b,  m(a+b)? 1 "m
F57) - _b_a/j' e T

2 2
m ", m(a+b)? a+b
2(b—a)/axdx_ 8 Sb /f(m)_f( 2 )
m(b® — a?) (a—l—b a+b
O < /f ) (2.14)
(b—a)(b2+ab+a) m(a+b)? 1 a+b
i - e gb_a/f(:v)—f( =)

b— a)? 1 b a+b
m®=0 gb_mlfwmx—ﬂ =)

Sad ¢emo promatrati prvu nejednakost u (2.13)). Vrijedi:

M b M(a* +0%) +62) a+b
2(b—a)/a$d — /=)

a+b 1 M(a? + b?) M(b3—a3)
f 2)—b_mlf@Mx2 i e | HED ST

1 b a+b (b—a)?
b_méﬂwm—ﬂ 0 < a2k

Iz (2.14) i (2.15)) slijedi (2.10). Analogno iz druge nejednakosti iz (2.12)) i
(2.13]) dobivamo (2.11)) te je dokaz gotov. m
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2.3. Preciznost Hermite-Hadamardove nejednakosti

Sada ¢emo navesti jos jednu procjenu Hermite-Hadamardove nejednakosti. U
ovom slu¢aju ¢e nam trebati pojam Lipschitz-neprekidnih funkcija. Ako po-
gledamo graf Lipschitz-neprekidne funkcije, primijetit ¢emo da ona ne moze
imati previSe strmih nagiba jer su oni ograniceni konstantom L. Razlika iz-
medu vrijednosti funkcije u bilo kojim dvama toc¢kama x i y na njezinom grafu
ne moze biti vec¢a od L puta razlike izmedu samih tocaka. To nam omogucuje
da preciznije analiziramo i razumijemo ponasSanje funkcije. Koristeéi svojstvo
Lipschitz-neprekidnosti dobivamo dodatne procjene preciznosti lijeve i desne

strane.

Teorem 2.4 Neka je f: 1 — R, I CR L-Lipschitz funkcija na I © neka su
a,b € I takvi da je a < b. Tada vrijeds

‘f(“;rb>_bia/abf(x)daz S%(b—a)
i ‘f(a);f(b)_bia/abf(x)dx <Lo-a

Dokaz. Neka je t € [0,1]. Tada za svaki a,b € I vrijedi

[tf(a) + (1L =) f(b) = f(ta+ (1= )D)]
=[t(f(a) = flta+ (1 =1)b) + (1 = 1)(f(b) = f(ta+ (1 —1)b)]
<t|f(a) = flta+ (1 =0)b)[ + 1 = 1)[f(b) = f(ta+ (1= 1)0)|  (2.16)
<tLla — (ta+ (1 —t)b)| + (1 — t)L|b — (ta + (1 — t)b)]

=2t(1 —t)L|b — al.

Ako definiramo ¢t = % vrijedi

ORU _f(a;b)‘ <l
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2.3. Preciznost Hermite-Hadamardove nejednakosti

Dodatno, ako zamijenimo a sa ta + (1 —¢)b i b sa (1 — t)a + tb dobit ¢emo

‘f(ta+(1—t)b);rf((l—t)athb) _f(a—;b)‘

L2t -1
< %|b—a|,‘v’t e [0,1].

Integriranjem obje strane nejednakosti po ¢ € [0, 1] slijedi

B [/Olf(tavL(l—t)b)dt+/01f((1—t)a+tb)dt} _f<a42—b>‘

L|b — !
<4 a'/ 12t — 1| dt.
0

2
1z
1 1
/f(ta+(1—t)b)dt:/ F((1 = t)a + tb) dt
0 0
1 b
:b—a/ f(z)dx
i 1
1
2t — 1| dt = =
[ ==
slijedi ,
N1 L
1(“30) - 52 [ @ < fo-a
Izje

[tf(a) + (1 —=t)f(b) — f(ta+ (1 —1)b)| < 2t(1 —t)L(b—a),Vt € [0,1].
Integriranjem nejednakosti po t € [0, 1] slijedi
‘f(a)/o Lt + f(b)/o (1—1)dt —/0 Fta+ (1 —t)b)dt

< 2L(b— a) /1 {1 — 1) dt.

1 1 1
/ tdt:/ (1—t)dt =~
0 0 2

Iz
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2.3. Preciznost Hermite-Hadamardove nejednakosti

1 1
/ t(1—t)dt = =
0 6

A =T L

slijedi
<

L

]
U nastavku dajemo korolar prethodnog teorema koji govori o preciznosti

Hermite-Hadamardove nejednakosti za diferencijabilne, konveksne funkcije.

Korolar 2.5 Neka je f: I — R, I C R diferencijabilna, konveksna funkcija
na I i a,b € I takvi da je a < b. Neka je M = suppy|f'(t)| < oco. Tada

vrijede sljedece nejednakosti

0<L/abf<x>dx—f<a;b) <Z-a)

“b—a

fla)+f@) 1
0< 5 —b_a/Gf(:c)da:S

%(b—a}.

Primijetimo da je prethodni korolar profinjenje Hammer-Bullenove nejedna-
kosti (Teorem [2.2)). Za kraj navodimo dvije poznate nejednakosti vezane uz

Lipschitz-neprekidne funkcije.

Tvrdnja 1 Neka je f : [a,b] — R Lipschitz-neprekidna funkcija i
f@) = f(y)
r—Yy

1 fllzip := sup

;x;éy}:L<oo.

Tada vrijedi:

e nejednakost Ostrovskod)

b atb\ 2
bia/f(t)dt'g }ﬁ(i}_é) L(b - a)

3 Alexander Ostrowski (1893-1968), ukrajinski matematicar

‘f(x) -
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2.3. Preciznost Hermite-Hadamardove nejednakosti

e nejednakost Iyengarcﬁ

PO IO L[] < 2220 - ) - sy

Zbog vaznosti i Siroke primjene rezultata te dobre preciznosti Hermite-Hadamardove

nejdnakosti javila se potreba za njezinim generalizacijama.

4Kombur Sesha Iyengar (1899-1944), indijski matematicar
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Poglavlje 3

(Generalizacija
Hermite-Hadamardove

nejednakosti

U nastavku rada dajemo neke vazne generalizacije Hermite-Hadamardove ne-
jednakosti. Govorit ¢emo o generalizacijama nejednakosti uzimajuéi u obzir
specificne karakteristike funkcija i domena na kojima se primjenjuju. Genera-
lizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti omoguéuje njenu Siru primjenu i
jacanje originalne nejednakosti. Postoji mnogo vrsta generalizacija Hermit-
Hadamardove nejednakosti od kojih svaka obuhvaca odredene klase funkcija.
Vazno je istaknuti da ove generalizacije ne samo da prosiruju originalnu ne-
jednakost, ve¢ mogu dovesti i do novih.

Slijedi rezultat koji predstavlja generalizaciju Hermite-Hadamardove nejed-
nakosti dobivenu razmatranjem opcenitijeg oblika gornje i donje granice ne-
jednakosti. Teorem ¢e nam dodatno posluziti u nastavku rada za generaliza-
ciju Hermite-Hadamardove nejednakosti na izotoni¢ne linearne funkcionale i

kod generalizacija Fejérovog tipa.



Teorem 3.1 Neka su p, q pozitivni realni brojevi i [a,b] C I. Za neprekidnu

konveksnu funkciju f : [a,b] = R i za A = p;%gb vrijedi

pa + gb 1 [Aty pf(a) +qf(b)
f( p+q ) S@/ flw)d <

A—y p + q
ako i samo ako je

b—a
0<y < ——minip,qj}.
e {p.a}

Primijetimo, zap=q=1iy = I’_T“ prethodna nejednakost postaje Hermite-
Hadamardova nejednakost. Vrijedi,

a+b | b—

b 1 ot ;
f(a; )S b%/ f(x)dxgw

f(a+b) Sbia/abf(x)dmgﬂa)w(b)

2 2

Pod uvjetima kao u prethodnom teoremu Hermite-Hadamardova nejednakost

daje sljedec¢e profinjenje Teorema

Korolar 3.2 Neka su p,q pozitivni realni brojevi i [a,b] C I. Za neprekidnu

konveksnu funkciju f : [a,b0] = R, 0 < y < Z;me{p, q} i za A = Bota

* p+q
vrigedi
Aty
f (p;igb) < %/A_ flz)de < %[f(A—y)+f(A+y)] < W‘
y (3.1)

24



Dokaz. Neka je 0 < y < ;_T‘;min{p, q}. Za pozitivne realne brojeve p i ¢

vrijedi 0 < p < ¢ ili 0 < ¢ < p. Ako je 0 < p < ¢q tada vrijedi

b—a
<

p+q
y(p+q) <p(b—a)

Y p

pa+ qb < pb+ gb —yp — yq

pa+qb < (b—y)(p+q)

b
pa+ q <b—y
p+q

A+y<hb.

Analogno ako je 0 < ¢ < p vrijedi
a<A—y.

Iza<A—y < A4y < bslijedi da je funkcija f definirana na [A —y, A+ y].
Primjenimo li Hermite-Hadamardovu nejednakost na funkciju f i zamijenimo
li aibiz Teorema[2.1]sa A —y i A+ y dobivamo

f(A—y+A+y>< 1 /A“’ F(A=y)+ f(A+y)

<
2 TA+y—A+y Ja, flw)de < 2

A+y
<5 [ @ < SHA-p 5S4+
(3.2)

Ako imamo z; < x9 < w3, T, %2, T3 € |a,b] tada koristeci konveksnost funk-

cije f imamo

T3 — T2 To — T1

f(z2) < xs__xlf($1)+'x3__xlf($3)
Dakle za z; = a i 3 = b dobivamo
b—(A—1y) A—y—a
f(A—y) < A pay ¢ A2V g 33
i
b—(A+y) A+y—a
FA+y) < P A oy ¢ AEE g (3.4



3.1. Izotoniéni linearni funkcionali

Uvrstavanjem (3.3) 1 (3.4) u (3.2)) dobivamo

Aty
FA) < 5 [ f@)de < S1AA =)+ f(A+ )
1 [2(b— A) 2(A - a)
<3 [+ X
— P f(a) + ()
_ pfla) +qf(b)
pta

3.1 Izotoni¢éni linearni funkcionali

U ovom poglavlju govorit ¢éemo o izotoni¢nim linearnim i sublinearnim funk-
cionalima te postepeno navoditi tvrdnje koje ¢e nas dovesti do generalizacija

Hermite-Hadamardove nejednakosti na iste.

Definicija 3.3 Neka je E neprazan skup i L vektorski prostor funkcya f :

E — R sa svojstvima:

(L1) aof + Bg € L, Vo, € R, Vf, g € L (zatvorenost na zbrajange i

mnoZengje skalarom)

(L2) Ako je f(t) = 1 za svaki t € E onda je f € L, tj. 1 €

L (posjedovange jedinice)

Funkcija A : L — R je izotonican linearni funkcional ako zadovoljava svoj-

stva:

(A1) Alaf + Bg) = aA(f) + BA(g), Va,B € R, Vf, g€ L

(A2) A(f) >0, Vf € L takav da je f(t) >0 na E
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3.1. Izotoniéni linearni funkcionali
(A3) 0 < f<g— A(f) < Alg)

Definicija 3.4 [zotonican linearni funkcional A : L — R je izotonican nor-

malizirani linearni funkcional na L ako vrijedi A(1) = 1.

Za nastavak rada trebat ¢e nam Jessenova nejednakost, to je jedna od naj-
poznatijih generalizacija Jensenove nejednakosti na izotoni¢ne linearne funk-

cionale.

Teorem 3.5 (Jessenova nejednakost) Neka L zadovoljava svojstva (L1)
i (L2) na nepraznom skupu E i neka je ¢ neprekidna konveksna funkcija na
I. Neka je pog € L za svaki g € L. Ako je A izotonican normaliziran

linearan funkcional na L tada vrijedi A(g) € I i

?(A(g)) < A(é(9))-

Pogledajmo za koje izbore iz prethodnog teorema dobivamo Jensenovu ne-
jednakost. Ako postavimo E = I, tada L postaje vektorski prostor R’. Neka
jeg € Ltakvada g=1idgi¢p= f:1 — R. Primijetimo da za izotonicni line-
arni funkcional A(h) := 5- Y1, pih(x;) zasvaki h € L, gdje je P, = Y1 pi,
(21, ..., x,) uredena n-torka elemenata iz I™ i (py, ..., p,) nenegativna n-torka
dobivamo Teorem (Jensenova nejednakost).

Sljededi rezultat je jedan od najpoznatijih generalizacija konverzija Jensenove
nejednakosti poznata kao Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejednakost. Edmundson-

Lah-Ribaric¢eva nejednakost je generalizacija Teorema [1.18

Teorem 3.6 (Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejednakost) Neka L zado-
voljava svojstva (L1) i (L2) na nepraznom skupu E i neka je ¢ : [m, M| — R
konveksna funkcija na [m,M] C R, m < M. Neka je g € L takav da je
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3.1. Izotoniéni linearni funkcionali

o(g) € L (g(t) € [m, M],Vt € E). Ako je A izotoniéni normalizirani linearni

funkcional na L tada vrijeds

M — A(g)
M—m

A(g)——mgb(M)

A(o()) < )

¢(m) +

Dokaz. Koristeéi konveksnost funkcije ¢ za x1,zo, x3 € [m, M] takve da je

r1 < a9 < 3, 1 < T3 1 Zapis

T3 — T9 To — X1
To = T+ I3
T3 — Iq T3 — X1
dobivamo
T3 — To Tg — I
< .
P(x2) < P $1¢($1) T x1¢($3)
Uvrstavanjem x; = m, xo = g(t) i x3 = M dobivamo
M —g(t) g(t) —m
M).
ol (0)) < I giomy 1 DO )

Zbog svojstava (A1), (A2) izotoni¢nog linearnog funkcionala A za svakit € F

dobivamo

Pogledajmo za koje izbore iz prethodnog teorema dobivamo Lah-Ribaricevu
nejednakost. Ako postavimo E = [m, M], tada L postaje vektorski prostor
RI™M] Neka je g € L takva da g = idp i ¢ = f : I — R. Primijetimo da za
izotoni¢ni linearni funkcional A(h) := Pin Yo pih(x;) zasvaki h € L, gdje je
P, =3""pi (z1,...,x,) uredena n-torka elemenata iz [m, M|" i (p1, ..., pn)
nenegativna n-torka dobivamo Teorem (Lah-Ribari¢eva nejednakost).
Teorem koji éemo sada izloziti predstavlja generalizaciju Hermite-Hadamardove

nejednakosti na izotoni¢ne normalizirane linearne funkcionale.
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3.1. Izotoniéni linearni funkcionali

Teorem 3.7 Neka L zadovoljava svojstva (L1) i (L2) na nepraznom skupu
E. Neka je ¢ neprekidna konveksna funkcija na I i neka je [m, M| C I,
m < M. Neka je funkcija g : E — R takva da g(t) € [m, M| za svakit € E
i za svaki g € L i ¢(g) € L. Ako je A : L — R izotonican normalizirani
linearni funkcional na L takav da A(g) € [m, M|, tada vrijedi

pm+qM po(m) + qp(M)
o (T < o) < A 35)

za nenegativne realne brojeve p,q takve da p+q > 0 1

_ pm+qM

A(g) o

Dokaz. Kako je A(g) € [m, M|, postoje p,q > 0 takvi da je p+ ¢ > 0 takvi

da vrijedi

_ pm+qM

- optq

Prvu nejednakost iz dobivamo direktnom primjenom Teorema

¢(ﬂ%}%%)sAw@»

A(g)

Drugu nejednakost iz (3.5 dobivamo primjenom Teorema

(M — A(g))p(m) + (A(g) — m)p(M)
M—-—m
(M — PN ) (2R ) ()
M —m
P o) + A (M)
M—m

q(M))

Ag(9)) <

M (pp(m) +

M —m

_ po(m) + qo(M
p+q

)

Promotrimo poseban slu¢aj prethodnog teorema kada je £ = [a,b], —oco <
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3.1. Izotoniéni linearni funkcionali

a<b<oo,m=ailM =0b. Neka je L klasa svih integrabilnih funkcija ¢ :
E — R. Izotoni¢ni normalizirani linearni funkcional A : . — R definiramo
na sljedeéi nacin .

A(h) := W,Vh e L.

Za g(t) =t dobivamo

[Pedt a+b
Alg) = =2— = .
9)=3—2 5

Na kraju, za bilo koju konveksnu funkciju f na [a,b] C I koja zadovoljava

uvjete Teorema i p =g¢ =3 iz nejednakosti (3.5) dobivamo Hermite-

2

Hadamardovu nejednakost

a b a
1 < o [rwa < 920

U nastavku dajemo daljnju generalizaciju Hermite-Hadamardove nejedna-

kosti za izotoni¢ne normalizirane linearne funkcionale. Za dokaz rezultata

treba nam sljedeca lema.

Lema 3.8 Neka je X realni vektorski prostor i C' njegov konveksni podskup.

Tada su za funkciju f : X — R sljedece tvrdnje ekvivalentne
(i) funkcija f je konveksna na C
(it) funkcija g, : [0,1] = R,
9ay(t) = [tz + (1 —1)y)
je konveksna na [0, 1]

Dokaz. (i) — (ii) Neka je f konveksna na C. Neka su z,y € C, t,ts € [0, 1]
ia,p >0 takvi da je o + g = 1. Tada vrijedi
gay(aty + Bta) = [ [(ats + Bla)z + (1 — aty — Bt2)y]
= f[(aty + Bta)x + [a(1 — t1) + B(1 — t2)] y]
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3.1. Izotoniéni linearni funkcionali

Zadnju nejednakost smo dobili koristeéi konveksnost funkcije f na C. Time
smo dokazali da je g,, konveksna na [0, 1].

(i1) — (i) Neka je g,, konveksna funkcija i z,y € C'1 a, 8 > 0 takvi da je
a+ = 1. Tada vrijedi

flaz + By) = flaz + (1 - a)y)
= Goy(la-145-0)
< Agay(1) + 82,4(0)
= af(z)+B8f(y).

Zadnju nejednakost smo dobili primjenom konveksnosti funkcije g, ,. Time
smo dokazali da je f konveksna na C. =
Kada vrijede uvjeti iz prethodne leme, zbog konveksnosti funkcije g, ,, pri-

mjenom Hermite-Hadamardove nejednakosti dobivamo sljedeé¢u nejednakost

f(x;y) S/O f(tw+(1—t)y)dtsw,

za x,y € C'it € [0,1]. Stoga, iz prethodno spomenutih rezultata, dolazimo
do jos jedne generalizacije Hermite-Hadamardove nejednakosti na izotoni¢ne

normalizirane linearne funkcionale.

Teorem 3.9 Neka L zadovoljava svojstva (L1) i (L2) na nepraznom skupu
E. Neka je C C X konveksni podskup realnog vektorskog prostora i f : C —
R konveksna funkcija. Neka je h : E — R, h € L takva da h(t) € [0,1] 1
gzyoh € L, Vx,y € C. Ako je A izotonican normalizirani linearni funkcional

onda vrijedi nejednakost

fA(h)z + (1= A(h))y) < A[f(he + (1= h)y)]
< A(h)f(x) + (1= A(h)) f(y).
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3.1. Izotoniéni linearni funkcionali

Dokaz. Promotrimo funkciju g,, : [0,1] — R gdje je g.,(t) = f(tx +
(1 — t)y). Zbog konveksnosti funkcije f na konveksnom skupu C' moZzemo
primijeniti Lemu pa vrijedi da je g, konveksna na [0,1]. Sada za svaki
t € E vrijedi

Gry(h(t) - 14+ (1 = h(t)) - 0) < (t)gey(1) + (1 = h(t))gay(0)
A(gey(h)) < A(R)gey(1) + (1 = A(h))gay(0)
Alf(he + (1 = h)y)] < A(h) f(z) + (1 = A(h)) f(y).

Preostaje nam dokazati prvu nejednakost. Primjenom Teorema na funk-

ciju g, dobivamo

9y (A(h)) < Algay(h))
fAR)z + (1= A(h))y) < Alf(he + (1 = h)y)].

|
Primijetimo da ako definiramo h : E — [0, 1] tako da za izotoni¢ni linearni
funkcional A vrijedi A(h) = 3. Iz Teorema [3.9) dobivamo

f@)+ fy)
2

r+y

e

) < A(f(hz+ (1 —h)y)) < NVe,y e C

e Neka je £ = [0,1] 1 A : L — R izotoni¢ni linearni funkcional takav
da je A(h) = fol h. Neka je h(t) = t, h € L gdje je t € [0,1]. Za

C = [z,y] C R dobivamo Hermite-Hadamardovu nejednakost

e y) < [ sty + 1) - oy ar < LI
/ftx+ )y)dtéw
e L[ pas 100
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3.2. Izotonicéni sublinearni funkcionali

e Neka je £ =[0,5] 1 A: L — R izotonic¢ni linearni funkcional takav da

je A(h) = %fog h. Neka je h(t) = sin’t, h € L gdje je t € [0,3]. Za

C = [z,y] C R dobivamo nejednakost

9 T
f<m +y) < _/2 f(zsin®t 4+ ycost) dt < M
2 7 Jo 5
e Neka je E = [0,1] 1 A : L — R izotoni¢ni linearni funkcional takav

da je A(h) = fol h. Neka je h(t) = t, h € L gdje je t € [0,1]. Za
normalizirani vektorski prostor X i f(z) = ||z||P, gdje je p > 1 (da bi

funkcija f bila konveksna) za svaki z,y € X, vrijedi

[l [[” + [lyl”

Tty !
I < [l + (= gulpae < AL

[

a za p = 1 dobivamo oblik formule za nejednakost trokuta

r+y
2

1
< [ e+ - o< AL
0

3.2 Izotoni¢éni sublinearni funkcionali

Definicija 3.10 Neka je E neprazan skup i K wvektorski prostor funkcija

g: F — R koje imaju svojstva:
(K1) f+g €k, Vf, g€ K (zatvorenost na zbrajanje)
(K2) af € K,Vf € K, Va € R (zatvorenost na mnozenge skalarom)
(K3) 1 € K (posjedovanje jedinice)

Funkcija S : K — R je wzotonican sublinearni funkcional ako zadovoljava

svojstva:

(51) S(f +g) <S(f)+5S(g9), Vf,g€ K
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3.2. Izotonicéni sublinearni funkcionali

(S2) S(af) =aS(f), Va>0,Vf e K
(93)0< f<g—S(f) <5(g)

Definicija 3.11 Izotonican sublinearni funkcional S : K — R je izotonican
normalizirani sublinearni funkcional na K ako vrijedi S(1) = 1. Ako dodatno
vrijedi i svojstvo S(—1) = —1, tada je S izotonican potpuno normalizirani

sublinearni funkcional na K.

Dodatno, navodimo generalizaciju Jessenove nejednakosti za izotoni¢ne su-

blinearne funkcionale za koju mozemo povuéi poveznicu sa Teoremom [3.5

Teorem 3.12 Neka K zadovoljava svojstva (K1), (K2) i (K3) na nepraz-
nom skupu E i neka je ¢ : [m, M| — R neprekidna konveksna funkcija na
[m, M] C R. Neka je g: E — [m, M|, g € K takva da je pog € K. Ako je
S izotonican potpuno normalizirani sublinearni funkcional na K tada vrijeds
S(g) € [m, M] i

S(6(g)) = ¢(S(9))-

Ako je S = A normalizirani izotoni¢ni linearni funkcional na L dobivamo
Jessenovu nejednakost iz Teorema [3.5]
Na slican nac¢in dobivamo i rezultat vezan uz generalizaciju Lah-Ribari¢a za

izotonicne sublinearne funkcionale.

Teorem 3.13 Neka K zadovoljava svojstva (K1), (K2) i (K3) na nepraz-
nom skupu E. Neka je ¢ : [m, M| — R konveksna funkcija na [m, M] C R,
m < M. Neka je g : E — [m,M], g € K takva da je pog € K i
A= sgn(op(M) — ¢(m)). Ako je S potpuno normalizirani izotonicni su-
blinearni funkcional na K tada vrijed:

Me(m) —m¢(M) | |6(M) — ¢(m)|

S(¢(9)) < YA T S).
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3.2. Izotonicéni sublinearni funkcionali

Dokaz. Iz konveksnosti funkcije ¢ za x1,x9, 3 € [m, M] takve da je x; <
To < x3, 1 < x3 vrijedi

X3 — T2 To — 1

¢(x3) <

¢(x1) +

xr3 —T1 xr3 — I

¢(zs3).
Dakle, za x; = m, x5 = ¢g(t) i x3 = M dobivamo da za svaki t € E vrijedi

o(g(t)) < M =90 sy L IO =5y

-m M —m

tj.

Mp(m) —mo(M) = ¢(M) — ¢(m)
M—m 1+ M—m 7

Iz svojstava potpuno normaliziranog izotoni¢nog sublinearnog funkcionala S

pog<

dobivamo
S(p0g) <5 (Mem =mold) | 900 —sm) )
Me(m) —me(M) ¢(M) = o(m)
== M-m '° (W9>
_ Mo(m) —mo(M)  |¢(M) — ¢(m)]
B M—m * M —m 59).
n

Ako je S = A normalizirani izotoni¢ni linearni funkcional na L tada dobi-
vamo upravo Teorem [3.6]

Slijedi generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti na potpuno norma-
lizizirane izotoni¢ne sublinearne funkcionale koju dokazujemo pomocu pret-

hodnih tvrdnji.

Teorem 3.14 Neka K zadovoljava svojstva (K1), (K2) i (K3) na nepraz-
nom skupu E i neka je ¢ : [m, M] — R konveksna funkcija na [m, M] C R,
m < M. Neka je g : E — [m,M|, e € K takva da je pog € K i
A= sgn(o(M) — ¢(m)). Ako je S potpuno normalizirani izotonicni su-
blinearni funkcional na K takav da je

m -+ M _m+M

S(Ag) = A 5 S(9) 5
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3.2. Izotonicéni sublinearni funkcionali

tada vrijedi nejednakost

qb(m*M)sswog)gM. (3.6)

2 2

Dokaz. Prvu nejednakost iz (3.6) dobivamo direktnom primjenom Teorema
na funkciju e

S(6(9)) > (S(q)) = ¢ (m = ) |

Drugu nejednakost iz (3.6)) dobivamo primjenom Teorema na funkciju e

Stots) < Motm) = moldn) 1000~ sm) g,
_ Mo(m) —m(M) | |6(M) — ¢(m)| \m + M
M—-—m M—m 2
_ Mo(m) —me(M) | (m+ M)(@(M) — ¢(m))
M —m 2(M —m)
_ (@(m) — ¢(M))(M —m)
2(M —m)
_ olm) —6(M)
2
|
Promotrimo, ako je S = A izotoni¢an normaliziran linearni funkcional i

g: E — [m,M],e € L takva da su ¢(g) € L i A := 2 tada vrijedi ge-
neralizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti na izotoni¢ne normalizirane
linearne funkcionale jer imamo zadovoljene sve uvjete Teorema [3.7] Zatim,
iz tog oblika, pod uvjetima koje smo ve¢ opisali mozemo dobiti Hermite-

Hadamardovu nejednakost.
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3.3. Fejérova generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti

3.3 Fejérova generalizacija Hermite-Hadamardove

nejednakosti

Godine 1906. FejeIE] je proucavajuéi trigonometrijske polinome otkrio nejed-
nakosti koje generaliziraju Hermiteovu. Unato¢ tome Hermiteov doprinos,
kao §to smo spomenuli na pocetku rada, nije bio opazen jos dugo vremena.

U sljede¢em teoremu navodimo Fejérov rezultat.

Teorem 3.15 Neka je g : [a,b] — R funkcija gustoée na |a,b], tj. g je
nenegativna, integrabilna funkcija takva da vrijedi f;g(az) der = 1. Ako je

funkcija f - [a,b] = R konveksna i g simetrica na |a,b|, tada vrijedi

D /f @+ 1)

2

Dokaz. Koristimo konveksnost funkcije f i zapis od x dobivamo

/f dx—/abf(llz:za—k:z:Zb)g(x)dx
< [[FE2iw+ =200 o

a) —a b — f(a) [*
:—bf( ;_af(b)/a g(z) dav—{——f(bl))_i:( )/a zg(x) dx.

Zbog simetri¢nosti funkcije g vrijedi f zxg(x)dx = GTH’ Stoga dobivamo

b —a — a a
[ otoraa < HA=00 SO 10 o
_ S0+ f)
i)

Za dokaz drugog dijela nejednakosti ¢emo koristiti ¢injenicu

f(a;tb) :f(%x+%(b+a—x)),

1Lipot Fejér (1880-1959), madarski matematicar
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3.3. Fejérova generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti

pa zbog konveksnosti funkcije f dobivamo

&ﬂ@+fw+a—@)>f< )Nxemm

1 b—ux r—a b—ux r—a a+b
5{f(b—aa—l—b—ab)+f(b—ab+b—aa>} Zf( 2 )

Pomnozimo li sa ¢g(z) i integriramo po = od a do b dobit ¢emo

b B B b B B
%[/ﬂf(z_za+§_sb)g(:v)dx+/af(g_zb—i-gg_Za)g(zL‘)dx} f(a+b)

(3.7)

a+b

[\

Neka je y = a+ b — z. Zbog simetri¢nosti funkcije g za drugi integral iz (3.7))

vrijedi

b
y—a, b—y
/af(b—ab+b—aa>g(a+b y) dy
b
B y—a b—y

Prvi i drugi integral iz || imaju jednaku vrijednost fab f(x)g(x) dx pa je
/Qf dm>f<a;b>.

U nastavku se navodi jedan od poznatijih nejednakosti Fejérovog tipa koju

nazivamo Hermite-Hadamard-Fejérova nejednakost.

Teorem 3.16 (Hermite-Hadamard-Fejérova nejednakost) Neka je f :
[a,b] = R konveksna funkcija. Ako je g : [a,b] — R nenegativna integrabilna
funkcija koja je simetricna s obzirom na pravac “+b tada vrijeds

f&+b%/ dx</ﬁf ¢w<ﬂ);f({lg@ﬂm. (3.8)
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3.3. Fejérova generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti

Dokaz. Iz konveksnosti funkcije f i zapisa a = ta+ (1 —t)b,b = tb+ (1 —t)a

za svaki ¢ € [0, 1] vrijedi

a+b\ _ f(ta+ (1—t)b)+ f(tb+ (1 - t)a)
(33) < scom e

Mnozenjem nejednakosti sa 2¢g(tb+(1—t)a) i zatim integriranjem nejednakosti

s obzirom na varijablu ¢ od 0 do 1 slijedi

2f <G-21-6>/0 g(tb—l—(l—t)a)dtS/O [f (ta+(1—t)b)+ f (tb+(1—t)a)]g(tb+(1—t)a) dt.

Koristec¢i supstituciju = tb+ (1 — t)a iz prethodnog dobivamo

biaf (a;b> /:g(a:)dasg ﬁ [/abf(a—l—b—x)g(x)dx—i—/abf(x)g(x)dx}

= | s ds

<

Preostaje nam pokazati drugu nejednakost iz (3.8). Ponovno, zbog konveks-
nosti funkcije f i zapisa a = ta + (1 —t)b,b =tb+ (1 — t)a za svaki t € [0, 1]
vrijedi

flta+ (1 —=1t)b) + f(tb+ (1 —t)a) < f(a)+ f(D).

Mnozenjem nejednakosti sa g(tb+(1—t)a) i zatim integriranjem nejednakosti

s obzirom na varijablu ¢ od 0 do 1 slijedi

/1 f(ta+ (1 —t)b)g(th+ (1 —t)a)dt + /1 f(tb+ (1 —t)a)g(th+ (1 — t)a) dt

< @)+ ) [ o+ (1 =00 d

Ponovnom koristeci supstituciju x = tb+ (1 —t)a dobivamo rezultat teorema
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3.3. Fejérova generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti

]
Ako je g = 1, tada iz prethodnog teorema dobivamo Hermite-Hadamardovu

nejednakost

(532 <5t e < K350

Slijedi generalizacija Teorema [3.1] i Teorema [3.16]

Teorem 3.17 Neka je g : [a,b] — [0,00) integrabilna i simetricna funkcija

pa+qb
ptq ’

f(p‘”qb) / ey dr < / " @)ge) de < O IO / " o) do

p+tq Aty A+y pPt+q Aty
(3.9)

s obzirom na A = gdje su p, q pozitivni realni brojevi. Vrijeds

za konveksnu funkciju f na [a,b] 10 <y < ﬁmm{p, q}.

Za kraj ¢emo navesti joS jednu generalizacuju, do sada tri navedena teorema,
¢iji ¢emo utjecaj moéi vidjeti i u poglavlju Lipschitzove funkcije. Najprije
iskazimo pomoc¢nu tvrdnju.

Propozicija 3.18 Neka je f : [a,b] — R konveksna funkcija. Neka je A =

aa+(1—a)b i neka je 2o = (b—a)min{;23, 1’7‘“} za o, B € [0,1]. Definiramo

funkciju g kao
9(z) = (1= B)f(A—B2) + Bf(A+ (1 - B)2), 2 € [0, 20].
Tada je g rastuca konveksna funkcija na [0, 2] @ za svaki z € [0, zo] vrijedi
flaa+ (1 = a)b] < g(2) < af(a) + (1 — a) f(b). (3.10)
Slijedi generalizacija Teorema |3.17] Teorema [3.16|1 Teorema [2.1]

Teorem 3.19 Neka su «, 3, A i 2y definirani kao u Propoziciji i neka

je g : [a,b] — R nenegativna i integrabilna funkcija takva da vrijedi
g(A—pBz)=g(A+ (1 —P)2),Vz € [0, ). (3.11)
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3.3. Fejérova generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti

Tada vrijeds:

A+(1-B)z
flaa+ (1 — a)b] /A—ﬂz x)dz <— N 62
A4+(1- 5)z
1_5/ (x)dx
A+(1-B)z
<[af(a) + (1 - a)f(0) / s
(3.12)

Dokaz. Za svaki z € [0, zo] vrijedi

At (1-B)= A A+ (1-B)=
/ g(x)dx = / g(x)dx + / g(x)dx
A—-pBz A—pBz A

=5 [ ata-po)de+1-9) [ gl pajde (13

:/Ozg(A—ﬁx)dx

Kako su zadovoljeni uvjeti Teorema [3.18] pomnozimo li (3.10) sa g(A — Sz)
gdje je g nenegativna funkcija te zatim integriramo dobiveni rezultata po x

na [0, z] dobivamo

Flaa+ (1 =at] [ g4 pa)de <1=) [ F(4=pig(A o) do

8 / AT (- Ba)g(A+ (1 o) de

_1-p
5 /. Bzf( z)g(x) dx

A+(1-B)2
1—ﬁ/ Yg(z) dx

<[af(@) + (1 - @)/ (0) / o(A— ) d
0
Formula (3.12)) slijedi koristenjem (3.13]). =

Primijetimo,
e Pomocu 1’ definiramo li @ = 2, 8 =1 i 2z = 2y dobit ¢emo ||

p+q’ 2
iz Teorema B.17
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3.3. Fejérova generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti

f(“““ﬁ)/%”gu»wu;/%ﬂfumx@dxg?ﬂﬁliﬂﬁﬁ/%wg@wm

pt+q A—y A—y pt+q A—y

e Pomocu (3.12), definiramo li « = f = 3 1 z = 29 = b — a dobit ¢emo
(3-8) iz Teorema [3.16|

a+b
2

) [otrae < [ g an < IO [y

e Pomocu (3.12), definiramoliao==1iz=2=b—aig=1 dobit

¢emo Hemite-Hadamardovu nejednakost

oA

f<a—2|—b)§ bia/ fa) di < f(a)—gf(b)
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Poglavlje 4

Hermite-Hadamardova
nejednakost za razli¢ite vrste

konveksnosti

U ovom poglavlju ¢emo promatrati razli¢ite vrste konveksnih funkcija te
koja je njihova veza sa obi¢nom (tj. klasi¢nom) konveksnosti. Hermitova-
Hadamardova nejednakost predstavlja temelj za razvoj brojnih generaliza-
cija koje proSiruju njen opseg primjene. Spomenut ¢emo log-konveksne, r-
konveksne, m-konveksne, s-konveksne i h-konveksne funkcije. Za svaku od
njih navodimo razlicite verzije nejednakosti dobivene iz Hermite-Hadamardove
nejednakosti. Na samom kraju rada ¢emo spomenuti Lipschitz-neprekidne
funkcije zbog njihovog vaznog utjecaja pri procjeni preciznosti Hermite -

Hadamardove nejednakosti.



4.1. Log-konveksne funkcije

4.1 Log-konveksne funkcije

Definicija 4.1 Neka je I CR. Funkcije f : I — (0,00) je log-konveksna ili

multiplikativno konveksna ako za svaki x,y € I it € [0,1] vrijedi

fltr+ (1 =t)y) < [f@)]'[f)]
Ako je prethodna nejednakost obrnuta tada kazemo da je f log-konkavna funk-
cija.
Napomena 4.2 Primjetimo da je funkcija f : I — (0,00) log-konveksna

ako i samo ako je log o f konveksna funkcija. Vrijedi

(log o f)(tz + (1 = t)y) < t(log o f)(z) + (1 —t)(log o f)(y)
log(f(tz + (1 = t)y)) < log([f ()'[f(y)]' ")
fltz+ (1= t)y) < [f@)]'[f )]

Propozicija 4.3 Neka je funkcija f : I — (0,00) log-konveksna. Tada je f

konveksna.

Dokaz. Iz log-konveksnosti funkcije f iz prethodne napomene slijedi da je
logo f konveksna funkcija. Koristenjem konveksnosti funkcije logo f za svaki

z,y € lite|0,1] vrijedi

(log o f)(tz + (1 = t)y) < t(log o f)(x) + (1 —t)(log o f)(y)
log(f(tz + (1 —t)y)) < log(tf(z) + (1 = 1)(f(y)))
fle+ (1 =t)y) <if(x)+ (1 =1)(f(y)),

gdje smo drugu nejednakost dobili iz konkavnosti funkcije log. =
Obrat prethodne propozicije ne vijedi kao $to mozemo vidjeti u sljede¢em

primjeru.
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4.1. Log-konveksne funkcije

Primjer 4.4 Neka je f : R — R definirana sa f(x) = 2% Funkcija f je

konveksna, ali nije log-konveksna. Vrijed:
(tr + (1 = t)y)* <tz + (1 —t)y?,

ali kako je logf(z) = 2log|x| funkcija koja nije konveksna slijedi da f nije

log-konveksna.

Neka je f : I — (0,00) log-konveksna funkcija na I i a,b € I takvi da je
a < b. Kako je tada log o f konveksna funkcija mozemo na nju primijeniti

Hermite-Hadamardovu nejednakost

g |1 (57)] = bia/a”(logof)(x)dm < Uogo @) +Uogo 1)

pa iz gornje nejednakosti dobivamo Hermite-Hadamardovu nejednakost za

log-konveksne funkcije

(55 < em i [ st ] < vi@rm:

2 a

Oznacimo s A(a, b) aritmeticku sredinu nenegativnih realnih brojeva a i b te

s G(a, b) njihovu geometrijsku sredinu.

Ala,b) = a;b G(a,b) = Vab
Nadalje, primijetimo da vrijedi

b
0,0 < eop 2 [ tog(s@) o) < Gsta). 10

Nastavno na prethodnu nejednakost u sljedeéem teoremu ,uz pomoé geome-
trijske sredine, navodimo jos jednu generalizaciju Hermite-Hadamardove ne-

jednakosti za log-konveksne funkcije.

Teorem 4.5 Neka je f: I — (0,00) log-konveksna funkcija na I i a,b € 1

takvi da je a < b. Tada vrijedi
1

—a

flAla,b) < 5 [ GO fa+ b= ) de < GUf@). 1B, (41)
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4.1. Log-konveksne funkcije

Dokaz. Iz log-konveksnosti funkcije f za svaki ¢ € [0, 1] vrijedi

flta+ (1 =1)b) < [f(@)]'[f ()], Yt € [0,1]

F((1=t)a+1tb) < [f(@)][f D), ¥t € [0,1].

Mnozenjem, a zatim korjenovanjem gornjih nejednakosti dobivamo
G(f(ta+ (1 =1)b), f((1 = t)a+1b)) < G(f(a), f(b)),Vt € [0,1].
Integriranjem gornjih nejednakosti po ¢ dobivamo

/0 G(f(ta+ (1 )b), F((1 - t)a + th)) dt < G(f(a). f (D).

Nakon uvodenja supstitucije x = (1 — t)a + tb, t € [0, 1] slijedi

1
b—a

t=0—x=0b

dt = dx

t=1—x=a.

Sada za integral vrijedi

b

/0G(f(ta+(1—t)b),f((l—t)a+tb))dt:m G(fla+b—2), f(z))dx

pa je druga nejednakost iz dokazana. Sada iz definicije log-konveksnosti

funkcije f za t = % i za svaki z,y € [ slijedi

f(“f) < Vi@,

Definiramo li  =ta+ (1 —¢)biy = (1 — t)a + tb dobivamo

f (a;b) < G(f(ta+ (1 =t)b), f((1 —t)a+tb)),Vt € [0,1].
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4.1. Log-konveksne funkcije

Integriranjem gornje nejednakosti po ¢ dobivamo prvu nejednakost iz [4.3]

1

—a

flA ) < 7= [ G fa+b—a)dn

|

U nastavku navodimo definiciju logaritamske sredine koja nam je potrebna za
sljedec¢u generalizaciju Hermite-Hadamardove nejednakosti na log-konveksne
funkcije, a takoder éemo je koristiti i kod generalizacije Hermite-Hadamardove

nejednakosti na r-konveksne funkcije.

Definicija 4.6 Logaritamska sredina pozitivnih brojeva x,y, u oznaci L(z, y),

je definirana sa

i TFY
Inx—In ’
L(z,y) = !

x , T =1
1 generalizirana logaritamska sredina reda r pozitivnih brojeva x, y u oznaci

L.(z,y) je definirana sa

x”‘+1, r+1

r y
P S r#0, Lz #y
pa— 7T:O’x%y
Lr(x,y) _ Inz—Iny
tnetny r=—lzty
x ,T =Y.

\

Teorem 4.7 Neka je f log-konveksna funkcija na [a,b],0 < a < b < +00

Tada vrijeds
1

b—a

/f@MxSMﬂ@J@)

Dokaz. 1z log-konveksnosti funkcije f slijedi

flta+ (1 =1)b) < [f(@)]'[f ()], vt € [0,1].
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4.2. R-konveksne funkcije

Integriranjem nejednakosti po ¢ na [0, 1] dobivamo

/01 fta+ (1 —1t)b)dt < /0 [f(aﬂt[f(b)]l,t gt

Koristeéi supstituciju = = tb + (1 — t)a dobivamo

[ o a-omae= [ g

Takoder, vrijedi za f(a) # f(b)
[varsor-a=rw [ (10 a

iza f(a) = f(b)

pa je tvrdnja teorema dokazana. m

4.2 R-konveksne funkcije
Za pocetak dajemo definiciju potencijalne sredine reda r koja nam je po-
trebna za uvodenje definicije r-konveksnih funkcija.

Definicija 4.8 Potencijalnu sredinu reda r pozitivnih brojeva x,y, u oznaci

M, (z,y; \), definiramo sa

M (g \) = A"+ (1=XNy")r ,r#0
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4.2. R-konveksne funkcije

U slucaju da je N = % potencijalnu sredinu reda v pozitivnih brojeva x,y

oznacavamo sa M, (z,y).

Definicija 4.9 Pozitivna funkcija f je r-konvesna na [a,b] ako za sve x,y €

[a,b] i X € [0,1] vrijedi
Oz + (1= Ay) < M(f(x), f(y); )
Ako je prethodna nejednakost obrnuta tada je f r-konkavna funkcija.
e (-konveksne funkcije se svode na log-konveksne funkcije
e 1l-konveksne funkcije se svode na obi¢ne konveksne funkcije

Sljedeci teorem predstavlja generalizaciju desne strane Hermite-Hadamardove

nejednakosti na r-konveksne funkcije.

Teorem 4.10 Neka je f pozitivna r-konveksna funkcija na [a,b]. Tada vrijedi

1
b—a

b
/ﬂ@MSMWWﬂW-

Dokaz. Pretpostavimo da je r = 0. Tada je f log-konveksna funkcija pa
tvrdnja teorema sljedi iz Teorema [4.7]
Pretpostavimo da je r # 0,—1. Za f(a) # f(b) iz definicije r-konveksnosti

slijedi
/ (@) do = (b—a)/o FOb + (1= A)a) dA
<00 [ 0+ =2 @) ay

Nakon uvodenja supstitucije t = Af"(b) + (1 — ) f"(a) imamo

1
N=Fo @™

A=0—=t=f"(a)
A=1—t=f"(b)
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4.2. R-konveksne funkcije

te vrijedi

b £7(b) 2
R O I e eI
_ (b B a) r . fr-i—l(b) _ fr-i—l(a)
r+1 fr(b) = f(a)

= (b—a)L.(f(a), f(b)).

Za f(a) = f(b) sli¢no vrijedi

b 1 L
/ F(x)de < (b—a) / (Af7(@) + (1= \)f™(a))* d

= (b a)f(0)
= (b~ a)L(f(a). f(b))

Pretpostavimo da je r = —1. Za f(a) # f(b) iz definicije r-konveksnosti
slijedi
/f Ydx < (b—a) / Af7EHD) + (1 =N fHa)) tdx

b— 5HO)
— 1_@/ L dt
7O~ F@ Y

= b-a (ln —In L
5~ 7w \ f(0) f(a)

= —a a f
= (b= @)
— (b= @)L (f(a), /(0)).

Sli¢no se dokaze za f(a) = f(b).

/f )ydz < (b— a) / AfTHO) + (1= X)fH(a) " dA
1

f(a)

=(b—a)L_1(f(a), f(a)).

=(b—a)
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4.3. M-konveksne funkcije

]
Primijetimo da za r = 1 dobivamo desnu stranu klasi¢ne Hermite-Hadamardove

nejednakosti za konveksne funkcije.

4.3 M-konveksne funkcije

Definicija 4.11 Neka je m € [0,1]. Funkcija f : [0,00) — R je m-konveksna

ako za svaki x,y € [0,00) it € [0, 1] vrijedi

[tz +m(1—t)y) <tf(z) +m(l—1)f(y).
Ako je prethodna nejednakost obrnuta tada je f m-konkavna funkcija.

Napomena 4.12 M-konveksne funkcije za razliku od konveksnih funkcija
mogu imati prekide u tockama koje nisu rubne tocke domene kao $to éemo

vidjeti u sljedecem primgeru.
Primjer 4.13 Promotrimo funkciju f : [0,2] — R takvu da

Ly ,0<xr<1
f(z) =

1 <x <2
Funkcija je m-konveksna, ali nije neprekidna jer ima prekid v tocki xr = 1.
Slijede Hermite-Hadamardovi tipovi nejednakosti za m-konveksne funkcije.

Teorem 4.14 Neka je funkcija f : [0,00) — R m-konveksna, gdje je m €
(0,1]. Ako su a,b€ [0,00) i f € Ly tada vrijedi

b a) —mf(L —mf(e
1 /f(x)dxgmm{f() I f0) f(m)}'

b—a 2 ’ 2
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4.3. M-konveksne funkcije

Dokaz. Iz m-konveksnosti funkcije f slijedi da za svaki z,y > 01t € [0, 1]

vrijedi
[tz +m(1=t)y) <tf(x) +m(l—1)f(y).

Zaz=aiy=2 me(0,1] dobivamo

flta+ (1—0)b) < tf(a) +m(1—t)f (ﬁ)

m

izax=>0biy=2 m e (0,1] dobivamo

Ftb+ (1 —t)a) < tF(b) +m(1—)f <ﬁ> .

m

Integriranjem prethodnih nejednakosti po t slijedi

/1 flta+ (1—typydt < 1Y Bmf(ﬁ)
/1 b+ (1—tayde < LY +2mf<%>.

Lako se pokaze da je

/fta—I— (1—t)b)dt = /ftb+ (1—1t)a

pa je

fla) =mf(z) f(b) —mf(2)
2 ’ 2

x)dr < mm{

} |

M-konveksnost se za m = 1 svodi na obi¢nu konveksnost pa iz Teorema

dobivamo drugi dio klasi¢ne Hermite-Hadamardove nejednakosti

sne funkcije.

za konvek-

Sljedeé¢i rezultat predstavlja jos jednu generalizaciju Hermite-Hadamardove

nejednakosti na m-konveksne funkcije.
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4.3. M-konveksne funkcije

Teorem 4.15 Neka je funkcija f : [0,00) — R je m-konveksna, m € (0,1].
Ako su a,b € [0,00) i f € Ly tada vrijeds

a b fz)+mf(E
TP GESTTC P
e f(a)+f(b)+mf(ﬁ)+f(%)] -
- 4 2 2

Dokaz. Zbog m-konveksnosti funkcije f za svaki z,y € [0, 00) vrijedi
T+y 1 [ T }
(552 =5 [ mrc).
Neka je x =ta+ (1 —t)biy = (1 —t)a + tb. Sada za svaki ¢ € [0, 1] vrijedi

f(xgy) < % [f(ta+(1—t)b)+mf <t%+(1—t)%)].

Integriranjem gornje nejednakosti po t € [0, 1] dobivamo

f<x—;y> S%Uolf(m+(1—t)b)dt+m/olf(t%+(1—t)%> dt].

(4.3)

Uzevsi u obzir da vrijedi

[ o a-oma= [

/Olf(t%+(1—t) ) b—a/ fly
:b—a/a f(%) dr,

iz. (4.3)) dobivamo prvi dio nejednakosti (4.2))

a+b 1 [*fle)+mf(Z)
2 >§b—a/ 2 dr.

i
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4.4. S-konveksne funkcije

Koriste¢i m-konveksnost funkcije f za svaki ¢ € [0, 1] vrijedi

% {f(mﬂl —Ob) £ mf (t%+ (1 —t)%)]

< [tﬂa) FQ=0F0) +mif (L) +mi1 - (%)] |

Integriranjem gornje nejednakosti po ¢ € [0, 1] te koristenjem prikladnih sup-

stitucija slijedi

<1
:L‘ f—
-2

L f@) +mf()
b—a/a 2 d 2 2

fa) + mf(®) | mfG) +m2f(%)] |

Slicnim argumentima dolazimo do

1 [Yfle)+mf(E)
b— a/(z 2 du

@A TO +m(f@) + 1) TG+ TG+ mU G + f(%))]
4 2 2
_mA L @) f0) )+ )

4 2 2

|
U Teoremu za m = 1 mozemo zanemariti pretpostavku da je f € L.
Tada (4.2) postaje klasi¢na Hermite-Hadamardova nejednakost.

4.4 S-konveksne funkcije

Definicija 4.16 Neka je 0 < s < 1. Funkcija f : [0,00) — R je s-konveksna
u prvom smislu, ako za svaki x,y € [0,00) i o, f > 0 takve da je a® + 3 =1
vrijedi

flax + By) <o’ f(x) + B°f(y).
Skup svih s-konveksnih funkcija w prvom smislu oznacavamo s Kj. Ako je

prethodna nejednakost obrnuta tada je f s-konkavna funkcija u prvom smislu.
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4.4. S-konveksne funkcije

Za dokazivanje generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti za s-konveksne

funkcije potreban je sljedeéi rezultat.

Propozicija 4.17 Neka je 0 < s < 1. Ako je f € Ki onda je f nepadajuca
funkcija na (0,00) 1

lim f(x) < £(0).

z—0t
Slijede generalizacije Hermite-Hadamardove nejednakosti za s-konveksne funk-

cije.

Teorem 4.18 Neka je f : [0,00) — [0,00) s-konveksna funkcija u prvom

smislu, s € (0,1) i neka su a,b € [0,00) takvi da je a < b. Tada vrijedi

a+b 1 b
f<2i >§b_a/af(x)dx

Dokaz. Ako u definiciji s-konveksnosti u prvom smislu stavimo a =

[}
Y L

8= 2% vrijedi da je o® + 3% = 11 za svaki 2,y € [0,00) je

() < et

Ako stavimo z =ta+ (1 —t)biy = (1 —t)a+tb, t € [0, 1] dobivamo

a+b 1
f( o )g5[f(m+(1—t>b)+f((1—t)a+tb)].

Kako je f monotono nepadajuca na [0,00), integrabilan na [a,b]. Dakle,

mozemo integrirati po ¢ gornju nejednakost.
1 1
/ Flta+ (1 t)b) dt — / F((1 = t)a + tb) dt
0 0

:bia/abf(x)dx.

Time je tvrdnja teorema dokazana. m
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4.4. S-konveksne funkcije

Teorem 4.19 Neka je f : [0,00) — [0,00) s-konveksna funkcija u prvom

smislu, s € (0,1) i neka su a,b € [0,00) takvi da je a < b. Tada vrijedi

/f J@)+ 5/ ()

s+ 1

b—a
Dokaz. Kako je f s-konveksna u prvom smislu, za svaki ¢ € [0, 1] takav da

+ (1 —1t)® =1 vrijedi
flta+ (1 —=1)b) <t°f(a) + (1 —1)°f(b)

< t*f(a) + (1 —t°) f(D)
=t°(f(a) — f(b)) + f(b).

Kako je f monotono nepadajuca na [0, c0), integrabilan na [a,b]. Integrira-
njem nejednakosti po ¢ na [0, 1] dobivamo

/0 Flta+ (1 t)b)dt < (f(a)—f(b))/ol £ dt + £(b) /01 it

_ fla)+sf)
- s+1

Kako je
1
/ fta+ (1 —1)b
0

fla) +sf(b)
b—a/f - s+1

i tvrdnja teorema je dokazana. m

slijedi

Definicija 4.20 Neka je 0 < s < 1. Funkcija f : [0,00) — R je s-konveksna
u drugom smislu, ako za svaki x,y € [0,00) i o, 8 > 0 takve da je a+ =1
vrijedi

flax + By) < o’ fx) + 8°f(y).
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4.4. S-konveksne funkcije

Skup svih s-konveksnih funkcija w drugom smislu oznacavamo s K;. Ako
je prethodna nejednakost obrnuta tada je f s-konkavna funkcija w drugom

smislu.

Teorem 4.21 Neka je f : [0,00) — [0,00) s-konveksna funkcija u drugom
smislu, s € (0,1) i neka su a,b € [0,00) takvi da je a < b. Ako je f € Ly|a,b]

tada vrijeds

a b a
23‘1f( ‘2”)> < bia/a f(x)dxgw. (4.4)

Dokaz. Iz s-konveksna u drugom smislu funkcije f za svaki ¢ € [0, 1] vrijedi

flta+ (1 —1)b) < f(a) + (1 —1)°f(b).

Integriranjem nejednakosti po ¢ na [0, 1] dobivamo

/Olf(ta+(1—t)b)dt§f(a)/oltsdtJrf(b)/ol(l—t)sdt

f(a) + f(b)
s+1

Preostaje pokazati prvu nejednakost iz (4.21)). Za svaki z,y € [0, 00) vrijedi

f<x+y>:f<£+£>gw'

2 2 2 28
Neka je x =ta+ (1 —t)biy=1tb+ (1 —t)a pa je

a+b flta+ (1 —=1t)b) + f(tb+ (1 —t)a)
/ (T) . 2 |

Integriranjem nejednakosti po ¢t od 0 do 1 dobivamo

b
25_1f(a;b)fbia/ f(z) dz

pa je tvrdnja dokazana. m

Prethodna tri teorema su generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti
koju dobivamo kada je s=1 jer se u tom slucaju s-konveksnost svodi na obi¢nu

konveksnost funkcije.
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4.5. Modificirane h-konveksne funkcije

4.5 Modificirane h-konveksne funkcije

Definicija 4.22 Neka je h : [0, 1] — R nenegativna funkcije. Za nenegativnu
funkciju f : I C R — R kaZemo da je h-konveksna ako za svaki x,y € I 1
t €10,1] vrijedi

flte + (1 =t)y) < h(t)f(x) +h(1 = 1)f(y)-

Klasu svih h-konveksnih funkcija definiranih na I oznacavamo s SX(h,I).

Ako je prethodna nejednakost obrnuta tada je f h-konkavna funkcija.

Definicija 4.23 Neka je h : [0,1] — R nenegativna funkcija. Za f : 1 C
R — R kaZemo da je modificirana h-konveksna funkcija ako za svaki x,y € 1

it e0,1] vrijedi
Stz + (1 =t)y) < h(t)f(x) + (1= h(0)f(y).

e Ako je h(t) =t h-konveksnost i modificirana h-konveksnost se svodi na

obi¢nu konveksnost.

e Ako je h(t) = t* h-konveksnost se svodi na s-konveksnost.

U nastavku navodimo generalizacije Hermite-Hadamardove nejednakosti za

modificirane h-konveksne funkcije.

Teorem 4.24 Neka je f : I — R modificirana h-konveksna funkcija na

intervalu [a,b], a < b. Tada vrijedi

f(a;b) < bia/abf(x)dxgf(a)+(f(a)+f(b))/01h(t)dt.
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4.5. Modificirane h-konveksne funkcije
Dokaz. Neka je u =ta+ (1 —t)biv = (1—t)a+tb. Tada je

(55 (3)

:f<ta+(1—t)b—l—(1—t)a+tb)

2
< {1 —h (%)} flta+ (1 —1t)b)+h (%) F((1—t)a + tb).

Integriranjem nejednakosti po t € [0, 1] slijedi
a+b 1 I 1 1/
<l1—n(=)] — ) —
1(57) =[] [rerwen (3) 52 [

bia/abf(m)dm.

(4.5)
Takoder, vrijedi

/ @) da = (b— a)/o Flta+ (1—1)b) dt
<(b—a) / (1 — h(t) F(a) + h(t) (b)) dt

= 0= [0+ 70 - ) [ ]
Dakle,
1 b 1

o [ f@ e < f@+ G - s [ noa @)
Kombiniranjem i zavrsavamo dokaz teorema. m
Ako u prethodnom teoremu stavimo h(t) = t dobivamo klasi¢nu Hermite-
Hadamardovu nejednakost.
Prethodno u radu smo spomenuli Hermite-Hadamard-Fejérovu nejednakost.
Kako bi pokazali njenu generalizaciju za modificirane h-konveksne funkcije

potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 4.25 Neka je f modificirana h-konveksna funkcija. Tada za svaki
x € |a, b] vrijedi

flat+b—x) < fla)+ f(b) — f(z)
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4.5. Modificirane h-konveksne funkcije

gdje je x =ta+ (1 —t)b, t € [0,1].

U nastavku navodimo Hermite-Hadamard-Fejérovu nejednakost za modifici-

rane h-konveksne funkcije.

Teorem 4.26 Neka je f : [a,b] — R modificirana h-konveksna funkcija,

w : la,b] — R, w < 0 integrabilna i simetricna s obzirom na %’. Tada

vrijedi

f(Hb)/ da:</f dm<f<a);f<b)/abw(x)dx.
Dokaz. Kako je f modificirana h-konveksna funkcija iz Leme [25]slijedi
e32) [ 12552
g/ab {(1 s G)) fla+b—z)+h (%) f(x)] w(z) do
_ (1—h (%)) /abf(a+b—x)w(a+b—x)dx
v(3) [ st
:/bf(x)w v) dx
/ fla+b—2) (x)der%/abf(x)w 2) da

<3 [ U@+ 50 - s+ g [ @

a

_f@+fo) [
- 5 /a w(z) dz.

|
Prethodni teorem je, kao Sto smo vec rekli, generalizacija Hermite-Hadamard-
Fejérove nejednakosti koju dobivamo kada je h(t) = ¢ jer se u tom slucaju

modificirana h-konveksnost svodi na obi¢nu konveksnost funkcije.
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4.6. Lipschitz-neprekidne funkcije

4.6 Lipschitz-neprekidne funkcije

Lipschitz-neprekidne funkcije su zanimljive radi specificnog ponaSanja na
grafu koje nam omogucuje da ih preciznije istrazimo. Intuitivno, Lipsc-
hitzovo svojstvo kaze da je Lipschitz-neprekidna funkcija ogranicena brzi-
nom kojom se moze mijenjati. Tocnije, daju nam bolji uvid u preciznost
Hermite-Hadamardove nejednakosti, kao Sto smo naveli u Poglavlju 1.4 gdje
smo takoder imali rezultate povezane sa Lipschitzovim svojstvom (Slika.
Vazno je napomenuti da u ovom poglavlju ne uvodimo specijalnu konveksnost
nego koristimo ¢injenicu da su sve konveksne funkcije Lipschitz-neprekidne
na svakom intervalu [a, b] sadrzanom u domeni koja doprinosi boljoj procjeni

preciznosti Hermite-Hadamardove nejednakosti.

Slika 4.1: Lipschitz svojstvo

Uz pomo¢ Teorema upravo nam Lipschitz-neprekidne funkcije mogu do-
bro predociti preciznost Hermite-Hadamardove nejednakosti. Stoga u ovom
poglavlju promatramo posebno nam zanimljive sljedece Lipschitz-neprekidne

funkcije :
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4.6. Lipschitz-neprekidne funkcije

Za L-Lipschitz funkciju f : I — R, I C R definiramo funkcije H : [0,1] — R
i1 F:[0,1] - R sa

a+b
2

b
H(t) ;:ﬁ/f(tﬁa—t) ) dz

1 b b

F(t) = —— t 1 —t)y)dxdy.

)= oo | [ = ow) dedy
Zanemarivanjem konveksnosti, a koristenjem dvije prethodno definirane funk-

cije dolazimo do procjena preciznosti lijeve i desne strane originalne Hermite-

Hadamardove nejednakosti.

Teorem 4.27 Neka je f: I — R, I C R L-Lipschitz funkcija na I © neka

su a,b e I takv da je a < b. Vrijed:
(i) Funkcija H je %(b — a)-Lipschitz funkcija na [0, 1]

(11) Yt € [0,1] vrijede nejednakosti

r(%57) - 1| < Ho-w, (17)

2
L(1—1t)

<
- 4

b
Ht) - ﬁ / f(z) da (b—a), (4.8)

H(t)—tﬁ/abf(x)dx—(l—t)f (“;b)’ L=k
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4.6. Lipschitz-neprekidne funkcije

Dokaz. Za ty,ts € [0, 1] vrijedi

[H(t2) — H(t)]

1 b a+b b a+b
:m/af(tgm+(1—t2) 5 )dw—/af<t1x+(1—t1) 5 )dx
I b b
< /‘f<@x+u—¢g“+ >—f<hx+ﬂ—¢ﬁa+:ﬂdx
b—a J, 2
L [° b b
SbT t2x+(1—t2)a+ —tlx—(l—tl)a+ ‘dilf
L’tg—tl a—l—b
b—a
L(b
:(T|t2 |

(4.10)
iz Cega slijedi da je H £(b— a)-Lipschitz funkcija na [0, 1]. Nejednakost (4.7)
dobivamo iz (4.10]) ako je t; = 0,ty =t

[H(t2) — H(t)] <

L () o mw) < oo - a)
i [ (55) o)
1(%5) - #| < Fo-a.

Nejednakost (4.7) dobivamo iz (4.10) ako jet; = 1,to =t
L(b—a)
- 4

L(b—
M,m_m

|H(ty) — H(t1)] < |ta — t1]

2
b —a f
Nejednakost (4.8) dobivamo dodavanjem t puta (4.10)) i (1-t) puta (4.10)

I b t(1—1t)L
‘H@y¢b_a/ ﬂ@dx—u—af(f;)’g( 2) (b—a).

()

Korolar 4.28 Neka je f: I — R, I C R diferencijabilna, konveksna funk-
cija na I i a,b € I takvi da je a < b. Neka je M = supyeo|f'(z)] < oco.
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4.6. Lipschitz-neprekidne funkcije

Tada za svaki t € [0, 1] vrijede sljedeée nejednakosti

0<—/f Ydz — H )_W(b—a),

<!
ogH(t)—f(“‘;b) Mo a),
- f(tb+<1—t>a7“’);f(ta+(1—t)%’> H) < %(b_a)

Teorem 4.29 Neka je f: I — R, I C R L-Lipschitz funkcija na I i neka
sua,b e I takvi da je a < b. Vrigeds

(i) Funkcija F je simetricna, f(t) = F(1 —t),Vt € [0, 1]
(it) Funkcija F je (b — a)-Lipschitz funkcija na [0, 1]

(111) ¥t € [0, 1] vrijede nejednakosti

‘t b_a // <x+y>dd‘ L‘Qt 2=y oy @
o -

|F(t) — H(t)| - —OL G, (4.13)

x)dx

< —(b —a), (4.12)

Dokaz. Prva tvrdnja slijedi iz definicije funkcije F. Za t1,ty € [0, 1] vrijedi

—/ / |f(tox + (1 —ta)y) — f(tiz + (1 — t1)y)|dx dy
Hat s,
Znamo

b b 3
b_
//!m—y!dxdyZ( 3@
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4.6. Lipschitz-neprekidne funkcije

pa vrijedi

Llty —ty

|F(ts) — F(t)] < (b= ) V1 € [0,1] (4.14)

iz Cega slijedi da je F' £(b—a)-Lipschitz funkcija na [0, 1]. Nejednakost (4.11)

dobivamo iz (4.14)) ako je t; = 1ty = ¢
1 |t—-|
F(it)—F |-

’F(t)—ﬁ/:/:f(x;y)dxdy' < %(b—w.

Nejednakost (4.12)) dobivamo iz (4.14) ako je t; = 0,1ty = ¢

[F(t) = F(0)] < %(b-a)
’F(t)— ¢ 1@)2/a / f(y)dxdy‘ S%(b_a)
‘F(t) (bia) fz) da S%(b_a)

Kako je funkcija f L-Lipschitz funkcija za svaki t € [0,1] i 2,y € [a, b] vrijedi

‘f(tm+(1—t)y)—f(tm+(1—t)a;b)‘

a+b’

<L
- 2

tr+(1—tyy—te—(1—1)

b
:@-ﬂL@-“*‘.

2

Integriranjem nejednakosti na [a,b] x [a, b] dobivamo

' e //ftx—i— (1—1) )dxdy—ﬁ/f(tx—k(l—t)a;b) dm‘

a+b
1—tL—
<(-nLt /

2
_Ld _Tb_“),\ﬁ € [0,1].

o
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4.6. Lipschitz-neprekidne funkcije

Korolar 4.30 Neka je f : I — R, I C R diferencijabilna, konveksna funk-
cija na I i a,b € I takvi da je a < b. Neka je M = supgecqy|f'(x)| < oo.
Tada za svaki t € [0, 1] vrijede sljedece nejednakosti

0<F(t b_a // <x+y)dd<M|2t_1|( _a),
/f Vde — F )<%(b—a)

M1 —1)
0< F(t )ST(b—a)
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