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Uvod

Jedan od matematickih pojmova s kojim se svakodnevno susre¢emo i koris-
timo u zivotu je obujam, kao i njegove mjerne jedinice. Kada se ucenici u
svome obrazovanju prvi puta susre¢u s pojmom obujam i kako se i kada nji-

hovo znanje §iri i produbljuje na tom putu, vidjet ¢emo u ovom radu.

Na pocetku rada se nalaze definicije geometrijskih tijela i aksiomatska
definicija obujma.
U glavnom dijelu je pregled obrade obujma u osnovnoj skoli i gimnazijama
prema kurikulumu objavljenom u Narodnim novinama 2019. godine. Dan je
prikaz teorijskog dijela gradiva iz udzbenika, kao i primjeri zadataka koji se
mogu pronad¢i u njima.
Na kraju su neki od zadataka s dosadasnjih ispita drzavne mature i natjecanja

iz matematike u osnovnoj i srednjoj skoli u kojima se primjenjuje obujam.
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Poglavlje 1
Sto je obujam?

Obujam se u osnovnoskolskom i srednjoskolskom obrazovanju definira na
nacin koji je za ucenike tada primjeren, kojeg oni s dotadasnjim znanjem
mogu razumjeti, kao i mnogi drugi pojmovi s kojima se susreéu u svome
obrazovanju. U ovom poglavlju nalazi se definicija obujma te definicije ge-
ometrijskih tijela, koja su neizostavna pri poucavanju obujma i s kojima ¢emo

se susretati dalje u ovom radu, na nesto visoj, fakultetskoj razini.

Neka je u ravnini 7 dan n-terokut A;As - - - A, i neka je p bilo koji pra-
vac koji nije paralelan s ravninom 7. Unija svih pravaca, paralelnih s p,
koji prolaze nekom tockom n-terokuta A;As - - - A, naziva se neomedena
n-terokutna prizma nad n-terokutom A; A, - - - A,.

Neka je dana jedna neomedena n-terokutna prizma nad n-terokutom A; A, -

- A, 1 ravnina 7' # 7 paralelna s ravninom 7 tog n-terokuta. Ravnine 7 i
7" odreduju zatvoreni sloj S s rubom 7 Un’. Presjek promatrane neomedene
n-terokutne prizme sa zatvorenim slojem S naziva se n-terokutnom priz-
mom.

Presjeci neomedene prizme s ravninama 7 i 7’ su dva n-terokuta koja se zovu



osnovke prizme. Presjeci pojedinih stranica neomedene prizme sa slojem
S su paralelogrami koji se zovu pobocke prizme. Duzine koje spajaju od-
govarajuce vrhove osnovki nazivaju se poboéni bridovi.

Prizma kojoj su osnovke paralelogrami naziva se paralelopiped, prizma ko-
joj su sve stranice pravokutnici naziva se kvadar, a prizma kojoj su sve
stranice kvadrati naziva se kocka.

Duzina kojoj je jedan kraj bilo koja tocka jedne osnovke prizme, a drugi
noziste okomice spustene iz te tocke na ravninu druge njezine osnovke naziva
se visina prizme.

Ako je pravac p okomit na ravninu 7 i n-terokut A; A, - - - A, pravilan govo-

rimo o pravilnoj prizmi.

Neka je u ravnini 7 dan n-terokut A; A5 --- A, i neka je V' bilo koja tocka
koja ne pripada ravnini 7. Unija svih duzina kojima je V' jedan kraj, a drugi
je bilo koja tocka n-terokuta A; A, - - - A, naziva se n-terokutna piramida.
Tocke V, Ay, As, ..., A, nazivaju se vrhovi, n-terokut A; A, - - - A,, naziva se
osnovkom, trokuti AV A;A; 1,7 = 1,2,...,n — 1 nazivaju se pobocke, a
duzine VA;,i = 1,2, ...,n, poboéni bridovi piramide.

Ako je n-terokut A; A, --- A, pravilan i svi pobocni bridovi jednakih duljina
govorimo o pravilnoj piramidi.
Duzina kojoj je jedan kraj vrh V| a drugi noziste okomice spustene iz tog

vrha na ravninu osnovke piramide naziva se visina piramide.

Neka je u ravnini 7 dan krug K (S, r) i neka je p bilo koji pravac koji nije
paralelan s ravninom 7. Unija svih pravaca paralelnih s p koji prolaze nekom
tockom kruga K (.S, r) naziva se neomedeni valjak.

Svaki pravac koji prolazi rubnom to¢kom kruga K (.S, r) naziva se izvodnica



neomedenog valjka. Unija svih izvodnica naziva se plast tog neomedenog
valjka.

Neka je 7’ ravnina paralelna s 7w, a S zatvoreni sloj s rubom 7 U n’. Presjek
promatranog neomedenog valjka sa zatvorenim slojem S naziva se valjak.
Presjek neomedenog valjka s ravninama 7 i 7’ su dva sukladna kruga koja se
zovu osnovke valjka.

Duzina kojoj je jedan kraj bilo koja tocka jedne osnovke valjka, a drugi
noziste okomice spustene iz te tocke na ravninu druge njegove osnovke na-
ziva se visina valjka.

Ako je pravac p okomit na ravninu 7 onda govorimo o uspravnom valjku.

Neka je u ravnini 7 dan krug K (S,7) i neka je V bilo koja tocka koja ne
pripada ravnini 7. Unija svih duzina kojima je V jedan kraj, a drugi kraj
bilo koja tocka kruga K (.S, r) naziva se stozac.

Krug K(S,r) naziva se osnovka, a V vrh stosca. Svaka duzina kojoj je
jedan kraj V', a drugi tocka ruba kruga K (S,r) naziva se izvodnica stosca.
Unija svih izvodnica naziva se plast stoSca.

Duzina kojoj je jedan kraj vrh V', a drugi noziste okomice spustene iz tog
vrha na ravninu osnovke stoSca naziva se visina stosca.

Ako sve izvodnice stosca imaju jednaku duljinu govorimo o uspravnom
stoScu i u tom slucaju je visina stosca jednaka duljini duzine kojoj je tocka
V jedan kraj, a drugi kraj je srediste S kruga K (S,r).

Jednakokracni trokut kojemu su krakovi izvodnice stosca, a baza dijametar

kruga K naziva se osni presjek uspravnog stosca.

Neka je S € E bilo koja tocka prostora E i r > 0. Skup Kg(S,r) ={T €

E :d(S,T) < r} naziva se kugla sa sredistem S i radijusom 7.



Prije nego navedemo definiciju obujma potrebno je definirati jos nekoliko
pojmova.

Zapocet ¢emo s petim aksiomom euklidske geometrije prostora:

(E5) Postoji funkcija f : E — R koju zovemo metrika na prostoru E, za

koju vrijedi:

(M1) d(A,B) >0, zasvaki A, B € E,
d(A,B)=0< A= B,

(M2) d(A,B)=d(B,A), zasvaki A, B € E;

(M3) d(A,B) < d(A,C) +d(C,B), zasvaki A,B,C € E, i pritom
znak jednakosti vrijedi onda i samo onda ako je C' € AB;

(M4) Ako je na bilo kojem pravcu p dana tocka O i jedan linearni
uredaj =<, onda je svakom nenegativnom broju x > 0 pridruzena

jedinstvena tocka T' € p tako da je O < T id(O,T) = x.

Definicija 1.1 Preslikavanje f : E — E naziva se izometrija prostora ako
vrijedsi

d(f(A), f(B)) =d(A, B), za svaki A, B € E.
Za skupove X, Y CE kaZemo da su sukladnz, i pisemo X =Y, ako postoji
izometrija f : E — E takva da je f(X) =Y.

Neka je S C E bilo koji konac¢an skup tocaka u prostoru E. Konveksna

ljuska skupa & naziva se konveksni poliedar.

Definicija 1.2 Svaki skup tocaka u prostoru E koji se mozZe prikazati kao
unija od konacno mnogo konveksnih poliedara, od kojih nikoja dva nemaju

zajednickih unutrasnjih tocaka naziva se poliedar.



Reéi ¢emo da je poliedar P zbroj poliedara P, i P, i pisati P = P, + P,

ako je P = P,UP,, te poliedri P; i P, nemaju zajednickih unutrasnjih tocaka.

Definicija 1.3 Neka je P skup svih poliedara u prostoru E (ukljucujuci i ().

Volumen ili obujam na skupu P je funkcija v: P — R za koju vrijedi:
(vl) v(P) >0, za svaki P € P;

(v2) Ako je poliedar P zbroj poliedara Py i Py onda je v(P) = v(Py) +v(Py),
tj. v(P1+ P) = v(P) + v(F);

(v3) Ako je P = Py onda je v(Py) = v(Ps);
(v4) Postoji bar jedna kocka K s bridom 1 takva da je v(K) = 1.

Na slici su dane poznate formule za obujam (bez njihova izvoda), a

Ble

1
abc gBh r21h g?‘zﬂfh g?‘gﬂf

dokazi se mogu naéi u [3].

3

a

Slika 1.1: Geometrijska tijela i njihovi obujmi



Poglavlje 2
Obujam u Kurikulumu

Kurikulum za nastavni predmet Matematika za osnovne skole i gimnagzije
objavljen je u [13].

Ucenje i poucavanje nastavnoga predmeta Matematika ostvaruje se poveziva-
njem matematickih procesa i domena. Matematicki procesi su: prikazivanje i
komunikacija, povezivanje, logicko misljenje, argumentiranje i zakljucivanje,
rjeSavanje problema i matematicko modeliranje te primjena tehnologije. Do-
mene predmeta Matematika su: brojevi, algebra i funkcije, oblik i prostor,
mjerenje te podatci, statistika i vjerojatnost.

Obujam pretezito pripada domeni Mjerenje, ali moze se na¢i i u domenama
Oblik i prostor i Algebra i funkcije.

Prema [I3] mjerenje je usporedivanje neke velic¢ine s istovrsnom veli¢inom
koja je dogovorena jedinica mjere. Domena Oblik i prostor dio je geometrije
koji se bavi prouc¢avanjem oblika, njihovih polozaja i odnosa. Algebra je je-
zik za opisivanje pravilnosti u kojemu slova i simboli predstavljaju brojeve,
koli¢ine i operacije, a varijable se upotrebljavaju pri rjesavanju matematickih
problema.

Kroz domenu Mjerenje ucenici povezuju matematiku s drugim odgojno-obrazovnim



podruc¢jima, s vlastitim iskustvom, svakodnevnim zivotom u kuéi i zajednici
te na radnome mjestu, prepoznavaju mjeriva obiljezja ravninskih i prostornih

oblika u umjetnosti te ih upotrebljavaju za opis i analizu svijeta oko sebe.

logi¢ko misljenje,
argumentiranje
i zaklju¢ivanje

. r ALGEBRA
rjieSavanje | FUNKCIJE
problema i
matematicko 5
modeliranje

E;ikazi\ganje" i
munikacija

primjena

povezivanje tehnologije

Slika 2.1: Matematicki procesi i domene kurikuluma nastavnoga predmeta

Matematika

U ovom poglavlju pro¢i ¢emo kroz svaki razred u kojem se obraduje obu-
jam. Vidjet ¢emo neke od definicija koje se predstavljaju ucenicima u njiho-
vim udzbenicima, s kojim se sve pojmovima susre¢u i na kojim geometrijskim
tijelima primjenjuju znanje o obujmu u odredenom razredu. Nakon teorijskog
dijela uslijedit ¢e primjeri zadataka s primjenom obujma koji se pojavljuju u
udzbenicima toga razreda. Na taj nacin dobit ¢emo predodzbu koje pojmove
ucenici moraju savladati kako bi mogli rjesavati zadatke, o raznolikosti samih
zadataka u pojedinom razredu te kako i koliko se njihovo znanje o obujmu

prosiruje s godinama obrazovanja.



2.1. Osnovna Skola

2.1 Osnovna skola

U prvom i drugom razredu osnovnoskolskog obrazovanja ne pojavljuje se

pojam obujam.

2.1.1 Treéi razred osnovne skole

Ucenici tre¢eg razreda prvi puta se susre¢u s pojmom obujam, obujmom
tekucine i mjernim jedinicama za obujam tekuéine.
S obradom gradiva zapocinju prisje¢ajuéi se pojedinih vrsta tekuéina i kako

su koli¢ine tih tekuéina izrazene u svakodnevnom zivotu.

Prostor koji zauzima teku¢ina nazivamo volumen teku¢ine. Mjerne je-
dinice za volumen tekuéine su litra (L,1) i decilitar (dl). 11 = 10 dl.
Rije¢ volumen je medunarodna, a u hrvatskom jeziku upotrebljavamo rijeci

obujam i zapremnina koje imaju jednako znacenje.

Prvi zadatci s kojima se ucenici susre¢u su procjena obujma tekuéine u

razli¢itim posudama, primjer takvog zadatka je zadatak

Zadatak 2.1 Procijeni u koju bi posudu moglo stati koliko tekucine: 2 dl,
11,51, 10 1. Zaokruzi posudu najmanjeg obujma. (Slz'ka

¢ § - 1

Slika 2.2:

Nakon toga slijede zadatci s preracunavanjem mjernih jedinica za obujam

tekuéine i usporedivanjem obujama. Primjer takvog zadatka je zadatak

8



2.1. Osnovna Skola
Zadatak 2.2 Usporedi volumene. (Slika[2.3)

71()sl 9di()ol 1(O)sd
12dl()4d 201204l 1O1odl

Slika 2.3:

Zadatak je primjer zadatka kojim se moze provijeriti jesu li ucenici
doista shvatili sto je obujam, kao i sprijec¢iti moguc¢a miskoncepcija da je

obujam posude veci ako je posuda visa.

Zadatak 2.3 Posude na slici[2.4 imaju jednak obujam, ali razlicit oblik. U

koju ¢e posudu stati vise tekucine?

=

Slika 2.4:

Naposljetku dolazi primjena obujma u zadatcima iz svakodnevnog zivota.
U nastavku su neki od takvih zadataka iz udzbenika, zbirki zadataka i radnih
biljeznica u tre¢em razredu osnovne skole. Najcesée su to zadatci u kojima
je potrebno napraviti jednu osnovnu racunsku operaciju kako bi se doslo do

rjesenja.

Zadatak 2.4 U jednom je loncu 12 dl mlijeka. U drugom su loncu 24 dl

mlijeka. Stane li mlijeko iz oba lonca u jedan lonac obuyma 4 17



2.1. Osnovna Skola

Zadatak 2.5 Irena je kupila 9 | meda. Trecinu je dala baki. Koliko je litara

meda ostalo Ireni?

Zadatak 2.6 Mama je napravila 3 | domaceg soka od visanja.
Koliko je decilitara soka napravila?
Sok je prelila u boce od pola litre. Koliko joj je boca trebalo da prelije sav

sok?

Zadatak 2.7 Tena je kupila tri boce soka od 2 1 i dvije boce od 5 dl. Koliko

je ukupno soka kupila Tena?

Zadatak 2.8 Niko zalijeva cvijece kantom od 5 . Da bi zalio sve cvijece 8

puta mora napuniti kantu. Koliko mu je vode potrebno da bi zalio cvijeée?

2.1.2 Cetvrti razred osnovne skole

U cetvrtom razredu ucenici se prisje¢aju sto su ucili o obujmu u tre¢em raz-
redu. Sli¢no kao i u tre¢em razredu, procjenjuju obujam tekuéine, preracunavaju
mjerne jedinice za obujam tekuéine (1, dl), usporeduju obujme i na kraju
rjesavaju zadatke iz svakodnevnog zivota.

Osim zadataka kakvi su se rjesavali u tre¢em razredu, sada imaju i malo
zahtjevnije zadatke u kojima je ponekad potrebno napraviti i vise racunskih

operacija. Primjeri takvih zadataka nalaze se u nastavku.

Zadatak 2.9 Zadano je koliko decilitara treba uliti u posudu. U posudi na-
crtaj crtu koja pokazuje do koje visine treba uliti tekucinu. (Slika

Zadatak 2.10 Koliko je ukupno tekucine na slici[2.67

Zadatak 2.11 Mama je napravila 30 | soka od cikle 1 20 | soka od aronije.
Zeli ga spremiti u boce volumena 5 dl. Koliko je takvih boca potrebno da bi

spremila sav sok koji je napravila?

10



2.1. Osnovna Skola

Slika 2.5:

Slika 2.6:

Zadatak 2.12 Jakov je ulio 3 | vode u 6 bocica. Koliko je dl vode ulio u 1

bocicu?

Zadatak 2.13 Izracunaj. (Slika[2.7)

Slika 2.7:

Zadatak 2.14 Ima$ posudu od 1 | napunjenu vodom. Imas i dvije prazne
posude od 5 dl i 3 dl. Kako ées samo pomocu pretakanja (bez mjerenja) od

11 odliti 1 dl? Nacrtaj slike 1 opisi.

Zadatak 2.15 [vana je od 1 dl sirupa napravila 9 dl soka koji je popila s
Janom. Koliko je decilitara soka popila Ivana, a koliko Jana ako je Jana

popila dva puta vise nego Ivana?

11



2.1. Osnovna Skola

2.1.3 Peti razred osnovne skole

U petom razredu ucenici prosiruju svoje dotadasnje znanje o obujmu. Osim
obujma tekuéine s kojim su do tada bili upoznati sada uce o obujmu (geome-
trijskog) tijela, mjernim jedninicama za obujam te odreduju i primjenjuju

obujam na kocki i kvadru.

Volumen ili obujam nekog tijela je veli¢ina prostora koju to tijelo za-
uzima. Oznaka za volumen ili obujam je veliko slovo V.
U nekim udzbenicima moze se naé¢i i pojam zapremnina.
Volumen mjerimo: metrima kubnim (m?), decimetrima kubnim (dm?), cen-
timetrima kubnim (cm?), milimetrima kubnim (mm?), kilometrima kubnim
(km?).
1 em? je obujam kocke ¢iji su svi bridovi duljine 1 em. 1 dm? je obujam
kocke ¢iji su svi bridovi duljine 1 dm. Isto vrijedi i za kocke obujma 1 mm?,
1 m3, 1 km3. Ovakve kocke nazivamo jedini¢nim kockama.
Ponekad se kao mjerna jedinica za volumen koristi i litra: 1 dm3 =1 1.
U pojedinim udzbenicima nalazi se i opisivanje obujma nestandarnim mjer-

nim jedinicama, primjer takvog zadatka je zadatak [2.16]

Takoder, u nekim udzbenicima se navode i mjerne jedninice: hl,dl, ml.
Zadatak 2.16 Koristeci predmete na slici[2.8 opisi koliki je obujam:

Prvi zadatci s kojima se ucenici susre¢u su odredivanje obujma tijela
sastavljenih od jedini¢nih kocki. Znaju da je volumen kocke i kvadra jednak
broju jediniénih kocki koje to tijelo sadrzava. Primjer takvog zadatka je
zadatak .17
U nekim udzbenicima su i zadatci preracunavanja obujma iz jedne u drugu

mjernu jedinicu, kao Sto je zadatak [2.18]

12



2.1. Osnovna Skola

Slika 2.8:

Zadatak 2.17 (Slika . Odgovori na sljedeca pitanja:
Koliki je obujam tijela $to ga c¢ine jedinicne kocke?
Koliko jo$ jedinicnih kocaka nedostaje do pune kocke?

Koliki je obujam kocke sastavijene od svih jedinic¢nih kocaka?

a)

Slika 2.9:

Zadatak 2.18 Dopuni: (Slika[2.10)

13



2.1. Osnovna Skola

a2mi=______dm’ b)5m'=
d) 15 dm? = cm?, e)6000dm?=

cm?, g7dm=__ cmd,

m?, £)1000 cm? = dm.

Slika 2.10:

Nakon toga prelazi se na odredivanje obujma kocke i kvadra ako su za-
dane duljine njihovih bridova. Samo u nekim udzbenicima kocka i kvadar
su definirani. Isto tako, ima udzbenika gdje se primjerima dolazi do formule
za obujam kocke i kvadra, a u ostalima su one odmah zadane. U daljnjem
tekstu navedene su definicije i na¢in dolaska do formula iz udzbenika koji ih

sadrzavaju.

Kocka je geometrijsko tijelo omedeno sa Sest kvadrata.

Kvadar je geometrijsko tijelo omedeno sa Sest pravokutnika.
Popunjavanjem kvadra ili kocke jedini¢nim kockama, kao Sto je opisano u

nastavku, dolazi se do veze izmedu obujma i duljina bridova kvadra, od-

nosno kocke.

Odredimo obujmove kocaka sa slike

Slika 2.11:

a) Kocka u donjem redu ima dva niza s dvjema jedini¢nim kockama u svakom
od njih. To je 2 -2 = 4 jedini¢ne kocke. Sastoji se od ukupno dva reda pa je
to 2 -4 = 8 jedini¢nih kocaka. V = 8 em?.

14



2.1. Osnovna Skola

b) U donjem je redu 3 -3 = 9 jedini¢nih kocaka. Ukupno je 3 reda, 3-9 = 27
jedini¢nih kocaka obujma 1 em?. V = 27 em?3.
c) U svakom od 4 reda nalazi se 4 - 4 = 16 jedini¢nih kocaka obujma 1 dm?.

Ukupno je to 4 - 16 = 64 jedini¢ne kocke. V = 64 dm?.

Medutim, postoji i jednostavniji nacin racunanja obujma kocke. Popunimo

tablicu (slika [2.12]) podatcima pa izvedimo zakljucak.

Slika 2.12:

Uocavamo da je2-2-2=28,3-3-3=27,4-4-4=064.

Volumen (obujam) kocke brida duljine a je V =a-a-a = a®.

Na analogan nacin dode se do formule za obujam kvadra.
Volumen (obujam) kvadra jednak je umnosku duljina triju bridova iz
istog vrha. Ako duljine bridova kvadra iz istog vrha oznacimo redom a, b, ¢

tada je volumen kvadra V =a-0-c.

U daljnjem tekstu su neki od zadataka iz udzbenika za peti razred.

Zadatak 2.19 Izracunaj obujam kvadra cije su dimenzije 3 dm X 8 dm X

10 dm.

3

Zadatak 2.20 Kocka ima volumen 8 cm?. Je li duljina brida kocke 4 cm,

2cem i 1 em?

15



2.1. Osnovna Skola

Zadatak 2.21 Kwvadar je sastavljen od jedinicnih kocaka obujma 1 cm?®.
Napisi barem tri mogucénosti za duljine bridova ako je obujam kvadra:

a) 12 em? b) 32 cm? c) 60 cm?

Zadatak 2.22 Skolska je dvorana duga 45 m i visoka 8 m. Kolika je $irina

ako je njezin volumen 9720 m?>?

Zadatak 2.23 Anika je kupila akvarij za ribice koji ima oblik kvadra, a di-
menzije su mu 4 dm, 3 dm ¢ 2.5 dm.

a) Kolika je njegova zapremnina (obujam) izraZena u litrama ako je 1 dm3 =
117

b) Anika mijenja vodu ribicama 4 puta mjesecno. Koliko litara vode mjesecno
potrosi na to?

c) Ako cijena vode za 10 [ iznosi 0.15 kn, koliko novaca mjesecno Anika

potrosi na vodu za akvarij?

Zadatak 2.24 Marin je dobio terariy oblika kvadra cije su duljine bridova
4 dm, 35 cm © 1 m. Treba ga do polovice napuniti pijeskom. Koliki ce biti

volumen pijeska? Za koliko je volumen terarija veéi od volumena pijeska?

Zadatak 2.25 Mario je graficki prikazao obujmove kocaka s bridovima du-

lyine 1, 2 13 em. Je li Mario ispravno nacrtao dijagram? (Slika

A

1

oo

obujam (cm®)
o

| 2 3 duljinabrida (cm)

Slika 2.13:
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2.1. Osnovna Skola

U Sestom i sedmom razredu ucenici u nastavi matematike ne obraduju
pojam volumen, veé¢ se bave planimetrijom, nakon ¢ega u osmom razredu

prelaze na stereometriju i vra¢aju se ponovnoj obradi obujma tijela.

2.1.4 Osmi razred osnovne Skole

U osmom razredu znanje o obujmu jos se prosiruje. Uce se geometrijska
tijela (prizma, piramida, valjak, stozac), a s njima i odredivanje obujama
uspravnih prizmi, piramida, valjka i stosca. Redoslijed obrade geometrijskih
tijela razlikuje se od udzbenika do udzbenika, a u nastavku je predstavljen

redoslijed koji mi se ¢ini najcesci.

Prizme

Prije obradivanja obujma prizme ucenici se upoznavaju s tim tijelom, defi-
niraju prizmu i ostale pojmove koji ju odreduju. A samu obradu obujma
prizme zapoc¢inju ponavljanjem ranije poznatih pojmova vezanih za obujam

i preracunavanjem njegovih mjernih jedinica.

Tijelo omedeno dvama paralelnim i sukladnim mnogokutima te paralelo-
gramima naziva se prizma.
Likovi koji omeduju prizmu nazivaju se strane prizme.
Sukladni mnogokuti nazivaju se baze ili osnovke prizme.
Preostali paralelogrami koji omeduju prizmu nazivaju se poboc¢ne strane
ili pobocke. Sve te pobocke zajedno ¢ine pobo¢je prizme.
Duzina koja je zajednicka dvjema stranama naziva se brid. Stranice baze
nazivaju se osnovni bridovi prizme.
Zajednicke stranice dviju pobocki nazivaju se poboéni bridovi prizme.

Tocka koja je zajednicka trima bridovima naziva se vrh prizme.

17



2.1. Osnovna Skola

Prizme imenujemo prema vrsti mnogokuta koji je baza prizme.

Ako je baza prizme trokut, prizma se naziva trostrana.

Ako je baza prizme cetverokut, prizma se naziva cetverostrana.

Ako je baza prizme n-terokut, prizma se naziva n-terostrana.

Prizma kojoj su poboé¢ni bridovi okomiti na bazu naziva se uspravna prizma.
Uspravna prizma kojoj je baza pravilni mnogokut naziva se pravilna prizma.
Visina prizme je duzina povucena iz bilo koje tocke jedne baze okomito na
ravninu druge baze. Duljina visine prizme u nekim je udzbenicima oznacena
s h, a u nekima s v.

Zamislimo da smo danu prizmu razrezali po nekim bridovima tako da se
baze i pobocke mogu poloziti u ravninu. Lik koji dobivamo naziva se mreza
prizme.

Osim uspravnih postoje i kose prizme. Mi ¢emo proucavati samo uspravne

prizme, pa ¢emo nadalje izostavljati rije¢ "uspravna’.

Do formule za obujam prizme dolazi se na nacin kako je prikazano na slici

214
e O |
pr 3. sloj
| e = 2. sloj
1 cm LA 1 sl
st AR A A ol do heed prime BAGR, Wimpi
(cm3). volumen prizme V=B -v.

Slika 2.14: Odredivanje volumena prizme

Volumen prizme jednak je umnosku povrsine baze i duljine visine

prizme. V = B - h.
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2.1. Osnovna Skola
Slijedi nekoliko primjera zadataka iz udzbenika.

Zadatak 2.26 Izracunaj povrsinu baze prizme kojoj je volumen 10 dm3, a

visina 40 mm.

Zadatak 2.27 Izracunaj volumen trostrane prizme cija je baza pravokutan

trokut s katetama a = 6 cm, b = 8 cm. Duljina visine prizme je v = 6.5 cm.

Zadatak 2.28 Nacrtana je mreZa cetverostrane prizme cija je baza romb.
(Slika Duljine dijagonala romba su 40 cm @ 42 cm. Visina prizme je

10 em. Izracunaj volumen prizme.

Slika 2.15:

Zadatak 2.29 Sve su mjere na skici Zlatkove kuce (slika u metrima.
Prije pocetka gradnje, Zlatko je platio komunalni doprinos koji se placa po
volumenu koji zauzima kuéa. Ako je cijena za 1 m> 50 kn, koliki je iznos

komunalnog doprinosa platio Zlatko?

Zadatak 2.30 Limenka sadriava 1.5 L boje. Sva boja iz limenke ravno-
mjerno je nanesena na zid povrsine 120 m?. Kolika je debljina sloja boje na

tome zidu?

Nakon opcenite obrade obujma prizme, slijedi prouc¢avanje pojedinih vr-

sta prizme (kocka, kvadar, kvadratna prizma) i njihovih obujama. Zadatci
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2.1. Osnovna Skola

Slika 2.16:

su sliéni za svaku od navedenih prizmi, a primjeri takvih zadataka nalaze se

u nastavku nakon pripadajuceg teorijskog dijela.

Kocka je pravilna cetverostrana prizma kojoj su svi bridovi jednake du-
ljine.
Plosna dijagonala kocke je duzina koja spaja dva nasuprotna vrha koji
pripadaju istoj strani.
Prostorna dijagonala kocke je duzina koja spaja dva vrha koja ne pripa-
daju istoj strani kocke.
Dijagonalni presjek kocke je presjek kocke ravninom koja sadrzi dvije pa-
ralelne plosne dijagonale.

2

Kocka duljine brida a ima povrsinu baze B = a~ i visinu h = a. Zato je

njezin volumen V = B -h =a?-a = a®.

Volumen kocke: V = a3.

Kvadar je uspravna prizma kojoj je baza pravokutnik.
Analogno, kao kod kocke, se definiraju plosna i prostorna dijagonala kvadra,
kao i dijagonalni presjek kvadra.
Kvadar s bridovima duljina a, b i ¢ mozemo shvatiti kao prizmu s povrsinom

baze B = a-b i visinom h = c. Zato je njegov volumen: V =B-h=a-b-c.
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2.1. Osnovna Skola

Volumen kvadra: V = abe.

Uspravna prizma kojoj je baza pravilni ¢etverokut naziva se pravilna
cetverostrana prizma ili kvadratna prizma.
Volumen kvadratne prizme osnovnog brida a i duljine visine h je V = B-h =
a’- h.

Volumen kvadratne prizme: V = a?h.

Zadatak 2.31 Izracunaj volumen jedne kocke za slaganje (slika te obu-
jam svih kocaka u slagalici potrebnih da bi se sastavila slika ako je oplosje

jedne kocke za slaganje 73.5 cm?.

Slika 2.17:

Zadatak 2.32 Gospoda Zlati¢ ima tri zlatne kockice s bridovima duljina
5cem, 4 em i3 em. Zeli ih pretopiti u jednu novu kocku. Koliki je brid

novonastale kocke?

Zadatak 2.33 Koliko se puta promijeni volumen kocke ako joj se brid:

a) poveca cetiri puta b) smanji pet puta?

Zadatak 2.34 [zracunaj volumen kutije za poklon oblika kocke kojoj su dva

najudaljenija vrha spojena duZinom duljine 24.22 cm.
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2.1. Osnovna Skola

Zadatak 2.35 Kolika je masa Zeljeznog kvadra s duljinama bridova 2 cm,

4 c¢cm, 20 em? Gustoéa Zeljeza je 7900 kg/m?>.

Zadatak 2.36 Maja je za rodendan dobila akvarij dimenzija 140 cmx60 cm X
70 em. Na internetu je saznala da svakoj ribict treba 50 L wvode. Koliko

najvise ribica Maja moze nabaviti za svoj akvarij?

Zadatak 2.37 Bazen u obliku kvadra dug je 8 m, sirok 10 m i dubok 2.5 m.
Koliko je vode u bazenu ako je voda mapunjena tako da je njezina razina

20 em ispod gornjeg ruba bazena?

U udzbenicima se mogu naci zadatci koji mogu biti interesantni i edu-
kativni za ucenike, poput sljedeceg [2.38 Kroz primjenu gradiva kojeg uce
mogu osvijestiti i nauciti nesto korisno sto mogu primijenjivati u svome sva-

kodnevnom zivotu.

Zadatak 2.38 Kartonska ambalaZa za mlijeko zauzima volumen od oko jedne
litre. Kad potrose mlijeko, neki ljudi nepromisljeno bace ambalazu u smece.
Pretpostavimo da imamo vrecu volumena 50 | i da smo u nju skupljali samo
kartonsku ambalazu od mlijeka. Koliko nam kutija stane u takvu vrecu? Kako
bismo ustedjeli na prostoru pri skupljanju takve ambalaZe, potrebno je mak-
nuti cep i spljostiti volumen. Pretpostavite da ste na taj nacin uklonili 80%
zraka 1z ambalaZe i smanjili njezin volumen na 20%. Koliko vam sad takve
ambalaZe stane u vrecu volumena 50 [ koju ne bacite u smece nego u za to

predviden kontejner? Opisite kako na taj nacin pomaZete u zastiti okolisa.

Zadatak 2.39 Izracunaj volumen kvadratne prizme kojoj je povrsina pobocja

48 em?, a omjer duljina osnovnog brida i visine 1 : 3.

Zadatak 2.40 Izracunaj volumen pravilne cetverostrane prizme kojoj je du-

ljina brida baze 5 em, a povrsina dijagonalnog presjeka 4072 em?.
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2.1. Osnovna Skola

Zadatak 2.41 Antikna drvena kutija za nakit bez poklopca ima oblik kva-
dratne prizme. Koliki je volumen unutrasnjosti te kutije ako joj je vanjski

brid dug 20 cm, visina 15 cm, a debljina drvenih stijenki 1 ecm?

Piramida

Nakon obradivanja prizmi prelazi se na piramide, pri ¢emu se detaljnije

obraduje kvadratna piramida, i odredivanje njezina obujma.

Neka je A1 A,... A, mnogokut, a V tocka koja ne lezi u ravnini tog mnogo-
kuta. Tijelo omedeno mnogokutom A;A,...A, i s n trokuta VA Ay, VAsAs,
..., VA, Ay zovemo n-terostrana piramida.

Mnogokut A; As...A, nazivamo baza ili osnovka piramide, a trokute VA, A,,
VAsAs, ..., VA,A; pobocke ili bo¢ne strane piramide. Sve trokute za-

jedno zovemo pobocje piramide.

Bridove baze nazivamo osnovnim bridovima, a duzine VA, ..., VA,
poboc¢nim bridovima.. Tocka V' je vrh piramide.

Pravac, okomit na bazu, koji sadrzava vrh piramide V' probada ravninu baze
u tocki V/. Duzinu V'V’ nazivamo visina piramide. Tocka V' naziva se
noziste visine.

Piramida je uspravna ako joj je noziste visine u srediStu bazi opisanoj
kruznici. Ako je baza piramide pravilni mnogokut, a noziste visine upravo
u sredistu tome mnogokutu opisane kruznice, tada piramidu nazivamo pra-
vilna piramida.

Uspravna piramida kojoj je baza pravilni cetverokut naziva se pravilna
cetverostrana piramida ili kvadratna piramida.

Presjek kvadratne piramide ravninom kroz vrh i dijagonalu baze naziva se

dijagonalni presjek te piramide.
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Kod poducavanja obujma piramide moze se izvesti sljede¢i pokus:
Napravi se od tvrdeg papira model prizme i piramide jednakih baza i visina,
ali bez jedne baze. Piramida se napuni rizom (ili Se¢erom, pijeskom i sl.) te
se ta riza presipa u model prizme. Postupak se ponovi onoliko puta koliko je
potrebno da se model prizme napuni.

Na temelju pokusa zakljucuje se da je obujam piramide trostruko manji od

volumena prizme jednake baze i jednake visine.

Volumen piramide jednak je tre¢ini umnoska povrsine baze i duljine

visine piramide. V = % -B-h.

Slijede primjeri zadataka iz udzbenika u kojima se izracunava i primje-

njuje obujam piramide.

Zadatak 2.42 Dulyina stranice baze pravilne trostrane piramide je 6 cm, a

duljina visine piramide 2v/3 em. Izracunaj volumen piramide.

Zadatak 2.43 Volumen je piramide 18 cm?. Izracunaj volumen prizme koja

ima istu bazu 1 jednaku visinu kao i piramida.

Zadatak 2.44 Mreza pravilne cetverostrane piramide prikazana je na slici

[2.18 Izracunaj njezin volumen.

Zadatak 2.45 Izracunaj volumen pravilne cetverostrane piramide (. slika

kojoj je nacrtana jedna pobocka (mgere su u cm).

Zadatak 2.46 Oplosje pravilne cetverostrane piramide iznosi 4800 cm?. Izracunaj

volumen te piramide ako joj je duljina stranice baze 48 cm.

24



2.1. Osnovna Skola

Slika 2.18:

Slika 2.19:

Zadatak 2.47 Opseg dijagonalnog presjeka kvadratne piramide iznosi 36 cm,

a duljina pobocnog brida 13 cm. Izracunaj obujam te piramide.

Zadatak 2.48 Moze li se iz plastelina oblika kvadra dimenzija 20 cm X
5 ecm x 5 em oblikovati pravilna cetverostrana piramida s bridom baze 10 ¢cm

1 visinom 20 em ¢

Zadatak 2.49 Koliko je grama aluminija potrebno za izradu pravilne cetverostrane
piramide s osnovnim bridom duljine 5 cm i visinom duljine 6 cm ako 1 cm?

aluminija ima masu 2.7 grama?

Zadatak 2.50 Visina i pobocéni brid pravilne ¢etverostrane piramide odnose
se kao 4 : 5. Duljina osnovnog brida je 6v/2 dm. Izracunaj volumen te

piramide.
Zadatak 2.51 Izracunaj volumen sloZenih tijela sa slike [2.20.
Iduée geometrijsko tijelo koje se proucava nakon piramide je valjak.
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Slika 2.20:

Valjak

Valjak je geometrijsko tijelo omedeno dvama sukladnim krugovima, koji leze
u usporednim ravninama, i dijelom zakrivljene plohe.

Krugove nazivamo baze ili osnovke valjka, a zakrivljenu plohu nazivamo
plast valjka.

Pravac koji prolazi sredistima gornje i donje baze nazivamo os valjka.
Duzina okomita na baze kojoj su krajnje tocke u bazama naziva se visina
valjka.

Izvodnica valjka je duzina koja pripada plastu valjka, usporedna je s njego-
vom osi, a krajnje tocke pripadaju kruznicama koje omeduju baze valjka.
Ako je os valjka okomita na baze, valjak nazivamo uspravni valjak.
Uspravni valjci bit ¢e predmet naSega proucavanja i u daljnjem tekstu us-
pravni ¢emo valjak jednostavno zvati valjak.

Osni presjek valjka jest presjek valjka ravninom koja sadrzava os valjka.

Pri obradi volumena valjka moze se izvesti sljede¢i pokus:
Napravi modele kvadra i valjka bez gornje plohe. Duljine a i A odaberi po
svojoj volji. Kad izaberes a, tada za r uzmi vrijednost broja \/% zaokruzenu
na jednu decimalu. Napuni rizom (ili solju ili pijeskom) kvadar do vrha i pre-

sipaj rizu u valjak.
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Riza ¢e napuniti valjak do vrha. To znaci da su volumeni kvadra i valjka

Slika 2.21: Usporedba obujma valjka i prizme

jednaki (vidi sliku 2.21)). Oba tijela imaju baze jednakih povrsina i visine
jednakih duljina pa je: Viajka = Vivadra = B - h.

Volumen valjka jednak je umnosku povrsine njegove baze i duljine vi-

sine: V = B-h,tj. V =r’rth.

U nastavku su zadatci koji se nalaze u udzbenicima kod obrade obujma

valjka.

Zadatak 2.52 Oplosje valjka iznosi 360w m?, a plast je 72w m?. Koliki je

volumen valjka?

Zadatak 2.53 Koliko zemlje treba iskopati da se dobije bunar u obliku valjka

promjera 1.2 m i dubine 13 m?

Zadatak 2.54 Izracunaj volumen valjka kojemu je povrsina osnoga presjeka

36.04 em?, a radijus baze 3.4 cm.

Zadatak 2.55 Valjak mozZemo zamisliti kao dio prostora koji ,prebrise” pra-

vokutnik pri rotaciji oko jedne svoje stranice (vidi sliku[2.23 podzadatak a/).
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Izracunaj volumen valjka nastaloga rotacijom pravokutnika na slici (sve

su mjere u cm).

a/ a.

7

b/ c/
3

‘

Slika 2.22:

Zadatak 2.56 Valjak ima polumger baze 5 cm i visok je 8 ecm. Izracunaj
za koliko se promijeni volumen valjka ako se radijus baze poveéa za 20%, a

duljina visine smanji za 10%.

Zadatak 2.57 Izracunaj masu bakrene Zice promgjera 2 mm, duljine 42 m.

Gustoéa bakra je 8900 kg/m?3.

Zadatak 2.58 Bunar ima oblik valjka promjera 2 m i dubine je 14 m. Pe-

tina bunara ispunjena je vodom. Koliko litara vode ima u bunaru?

Zadatak 2.59 U kutiju u obliku kvadra smjesteno je 12 limenki u obliku
valjka, svaka promgera 9 cm 1 visine 16 cm, w cCetiri reda po tri limenke.

Koliki dio volumena kutije nije iskoristen?

Zadatak 2.60 Plasticna cijev duljine je 4 m, vanjskog promjera 20 cm i
debljine stijenke 1 cm. Koliko je plastike potrebno za izradu takve cijevi?

Koliko vode stane u tu cijev?

Zadatak 2.61 Izracunajte volumen tijela sa slike[2.23. Mjere su u centime-

trima.

Nakon obrade valjka prelazi se na stozac i odredivanje njegova obujma.
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Slika 2.23:

Stozac

Geometrijsko tijelo koje nastaje tako da se sve tocke kruga spoje s tockom
koja je izvan ravnine kruga naziva se stozac.

Ta tocka naziva se vrh stosca, a taj krug baza ili osnovka stosca.

Stozac je omeden krugom i zakrivljenom plohom. Zakrivljena ploha naziva
se plast stosca.

Pravac koji sadrzava vrh stosca V' i srediste baze S naziva se os stosca. Spoj-
nice vrha stosca V' s tockama na kruznici baze nazivaju se izvodnice stosca.
Duzina SV naziva se visina stosca.

Stozac je uspravan ako je os stosca okomita na ravninu baze. Predmet
nasega proucavanja bit ¢e uspravni stosci i u daljnjem tekstu ¢emo uspravni
stozac jednostavno zvati stozac.

Osni presjek stosca jest presjek stosca ravninom koja sadrzava os stoSca.

Slicnim pokusom, kao s§to se izvodi s piramidom i prizmom, uzme li se
stozac i valjak kojima su baze sukladni krugovi i visine jednake, pokaze se

da je volumen stosca tri puta manji od volumena valjka.
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Volumen stosca jednak je trec¢ini umnoska povrsine baze i duljine vi-

sine, tj. V = $rirh.

U nastavku su zadatci izracunavanja i primjene obujma stosca koji se

mogu naéi u udzbenicima.

Zadatak 2.62 Plast stosca povrsine je 3691 cm?, a izvodnica stosca duga je

41 em. Izracunajte volumen stosca.

2

Zadatak 2.63 Izracunaj volumen stosca kojemu je oplosje 27m cm~, a osni

presjek je jednakostranican trokut.

Zadatak 2.64 Izracunaj volumen stoSca sa slike |2.24] ako mu je zadana

mreza.

Slika 2.24:

Zadatak 2.65 Koliko se ¢asa moze napuniti sokom iz boce 1.5 L ako je casa

u obliku stosca kojemu je promjer 6 cm, a izvodnica duljine 5 cm?

Zadatak 2.66 Metalni valjak polumjera baze 8 cm i visine 10 cm treba pre-
topiti u stoZac kojemu je pouvrsina baze cetiri puta veca od povrsine baze

valjka. Kolika cée biti visina sto$ca?
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Zadatak 2.67 Vrtnjom pravokutnog trokuta s katetama 15 cm ¢ 20 ecm oko
jedne ili druge katete nastaju dva razlicita stosca. Koji stoZac ima vecéi volu-

men i za koliko?

Zadatak 2.68 Od vrha do kraja olovke ima 18 cm, a duljina nenasiljenog

dijela olovke je 16.2 em. Ako je promjer olovke 16 mm, koliki joj je volumen?

Zadatak 2.69 U kinu prodaju kokice u manjem i vecem pakiranju. Manje
pakiranje je u kutiji oblika stosca, a vece u kutiji oblika valjka. Kutije imaju
jednake dijametre baza i jednake visine i napunjene su ravno do vrha. U
kakvom su omjeru volumeni tih dviju kutija? Manje pakiranje kokica stoji

11.50 kn, a veée pakiranje je 28 kn. Koje pakiranje je isplativije?

Nakon sto se obrade prizme, piramide, valjak i stozac, kao prosireni

sadrzaj u udzbenicima se nalazi kugla i njezin obujam.

Prosireni sadrzaj: Kugla

Kugla je skup svih tocaka prostora ¢ija je udaljenost od ¢vrste tocke S tog
prostora manja ili jednaka r, r > 0.

Sfera je skup svih tocaka prostora koje su udaljene od jedne ¢vrste tocke S
tog prostora za isti iznos r. Kugla je omedena sferom.

Tocka S naziva se srediste kugle ili srediste sfere.

Svaka duzina koja spaja srediste S i neku tocku sfere jest polumjer sfere.
Ona je ujedno i polumjer kugle.

Kada kuglu presijecemo ravninom, bez obzira na kojem mjestu, dobivamo
krug. Presjek koji sadrzava srediste kugle je osni presjek. To je krug
najvece povrsine. Nazivamo ga glavni krug.

Kruznica koja omeduje taj krug, odnosno kruznica u kojoj ravnina tada sijece
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sferu, naziva se glavna kruznica sfere.

Formula za obujam kugle u osmom razredu se ne izvodi, ve¢ je samo na-

vedena.

Volumen kugle polumjera r je V = ;—lr37r.

U nastavku se nalaze zadatci s odredivanjem i primjenom obujma kugle.

Zadatak 2.70 Dopuni tablicu (slika[2.25).

AR SR 3 S R e R
- SRR - T
s TR CHEARYS SO RS

Slika 2.25:

Zadatak 2.71 Reklamni stup pokriven je polukuglastom kupolom promjera

120 em. Koliki je volumen te kupole?

Zadatak 2.72 Muska i Zenska rukometna lopta razlikuju se i veli¢inom i
tezinom. Velicina lopte odreduje se opsegom glavnoga kruga. Opseq muske
rukometne lopte po pravilu mora biti izmedu 58 i 60 cm, dok opseg Zenske
lopte ne smije biti manji od 54 cm ni veéi od 56 cm. Izracunaj razliku obujma
najvece i najmanje muske rukometne lopte tako da radijus zaokruzis na dvije

decimale.

Zadatak 2.73 Izracunaj masu kugle polumjera 5 cm ako je kugla od zlata

(p = 19320 kg/m3).
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Zadatak 2.74 Dinja je voce priblizno kuglastog oblika. U njezinu sredistu
je dio sa sjemenkama koji se ne jede. Oko tog dijela je jestivo meso voca
okruzeno korom izvana. Unutrasnjost sa sjemenkama je promgera duljine
dvostruko manjeg od dijametra cijele dinje. Ako zanemarimo debljinu kore,

koliki je postotak dinje jestiv?

Zadatak 2.75 Kugla je presjecena ravninom koja se nalazi na udaljenosti

6 cm od sredista. Opseg dobivenog kruga je 16m cm. Izracunaj volumen kugle.

Zadatak 2.76 Izracunaj volumen tijela nastalih rotacijom likova sa slike

2.24.

Slika 2.26:

Zadatak 2.77 Odredite volumen tijela na slici[2.27.

Slika 2.27:
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2.2 Srednja skola

U srednjoj skoli po gimnazijskom programu obujam se poducava u drugom
razredu u cjelini Poliedri i rotacijska tijela.

U programima s 160 i vise sati matematike godisnje radi se i u cetvrtom
razredu gdje se odreduje obujam rotacijskih tijela. No, kako je taj pristup

integralni, odnosno analiticki, necemo u to ulaziti u ovom radu.

2.2.1 Drugi razred srednje skole

U drugom razredu srednje skole obujmu i geometrijskim tijelima se pristupa
na nesto drugaciji nacin negoli u osnovnoj skoli. Prvo se obraduje obujam,
ucenici se prisjecaju definicije i prvi puta susreéu i obraduju nacelo vezano
uz obujam, Cavalierijev princip [} Potom se obraduju geometrijska tijela:
prizma, piramida, valjak, stozac i kugla i njihov obujam, u detaljnijem obliku
u odnosu na osnovnu skolu, primjenjujuéi pritom Cavalierijev princip.
Ovisno o godisnjem broju sati matematike, postoje razlike u obujmu gradiva
koje se uci. U programima s 1051 140 sati rade se uspravna geometrijska tijela
i rotacijska tijela ] S 175 sati rade se uspravna i krnja geometrijska tijela
i rotacijska tijela E] A s 210 sati uce se uspravna, kosa i krnja geometrijska
tijela i rotacijska tijela.

U nastavku ¢e biti predstavljeno cijelo gradivo iz udzbenika.

Obujam tijela. Cavalierijev princip.

Ucedi geometriju, izmedu ostalog smo naucili kako izmjeriti povrsinu nekih li-

kova u ravnini. Krenuli smo od povrsine pravokutnika jer je njegovu povrsinu

U udzbeniku izdavacéa Profil Klett nema sadrzaja Cavalierijev princip
2Progireni sadrzaj za programe s 140 sati godisnje su krnja tijela
3Prosireni sadrzaj su kosa tijela
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najjednostavnije izracunati. Ako su a i b duljine stranica pravokutnika, onda

je njegova povrsina jednaka P = a - b.

Povrsina paralelograma jednaka je umnosku duljina njegove stranice i vi-
sine na tu stranicu, P = a-v, = b- vy, a do ove formule dosli smo na sljedeci
nacin:

Iz vrha D paralelograma ABC D polozimo visinu v, na njegovu stranicu AB.
Od paralelograma je time odsjecen pravokutni trokut AED. Nadomjestimo
taj trokut sukladnim trokutom BF'C onako kako je to prikazano na slici

Povrsina paralelograma ABCD jednaka je povrsini pravokutnika EFCD,

Slika 2.28:

¢ija je stranica E'F sukladna stranici AB paralelograma, a druga je jednaka

visini v,. Analogno se pokaze da je P = b - vy,.

Svaki se trokut moze nadopuniti do paralelograma. To je moguce uciniti
na tri nacina, a jedan je prikazan na slici U svakom je slucaju povsina
trokuta jednaka polovini povsine paralelograma. Tako dolazimo do poznatih

formula za povrsinu trokuta: P = %ava = %bvb = %cvc.

Bilo koji mnogokut mozemo podijeliti na trokute pa je njegova povrsina
zbroj povrsina tih trokuta. Ta podjela moze se provesti na razne nacine, na

slici [2.30] je jedan od njih.
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Slika 2.29:

E

Slika 2.30:

Racunajuéi povrsinu kruga, koristili smo se povrsinama krugu opisanih i

upisanih mnogokuta s dovoljno velikim brojem stranica.

Ova prica o racunanju povrsine nekih likova u ravnini trebala bi vas po-
taknuti na analogiju kad je rije¢ o racunanju obujma geomerijskih tijela.
Krenut ¢emo od obujma kvadra, prostornog lika koji je analogan pravokut-
niku. Obujam kvadra jednak je umnosku duljina triju njegovih bridova:
V=ab-c
Racunanje obujma nekih slozenijih tijela oslanjat ¢e se na racunanje obujma
kvadra, slicno kao sto je to bio sluc¢aj s racunanjem povrsina koje je zapoceto
s povrsinom pavokutnika.

Pri racunanju obujama tijela cesto se primjenjuje jedno jednostavno nacelo,

poznato kao Cavalierijev princip. Rije¢ je o uvjetima uz koje dva naizgled
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potpuno razli¢ita tijela imaju jednak obujam.

Cavalierijev princip za obujme: ako presjeci tijela istih visina sa
svakom ravninom paralelnom ravnini baze imaju iste povrsine, onda ta tijela

imaju jednak obujam.

Slika 2.31: Cavalierijev princip za obujme

Cavalierijev princip moze se i zorno predociti. Pogledaj sliku Ako
snopu papira u obliku prizme malo iskrenemo papire, pocetno tijelo ¢e pro-

mijeniti oblik, ali ne i obujam.

[T BRETO] DqiuT W] Uy S

Slika 2.32: Zorni prikaz Cavalierijeva principa

Prizme

U udzbenicima koje sam proucavala nalaze se dvije razli¢ite definicije prizme.

U [21] i [16] prizma je definirana na sljedeéi nacin:
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Prije definicije prizme potrebna je sljedeca definicija:
Poliedar je geometrijsko tijelo omedeno poligonima, tj. mnogokutima. Ti
su poligoni strane toga poliedra. Stranice tih poligona bridovi su poliedra,

a vrhovi su vrhovi poliedra.

Poliedar kojemu su dvije strane paralelni i sukladni mnogokuti, a ostale
su mu strane paralelogrami nazivamo prizma.
Paralelne i sukladne strane prizme nazivamo bazama ili osnovkama prizme
(gornja i donja), dok sve ostale strane zajedno ¢ine pobocje prizme. Pobocje
se sastoji od paralelograma koje nazivamo poboc¢kama prizme.
Bridove uz bazu nazivamo osnovnim bridovima, a one izmedu pobocki
bo¢ni bridovi.
Visina prizme jednaka je udaljenosti gornje i donje baze.
Prizma moze biti uspravna i kosa. Prizma je uspravna ako su joj bocni
bridovi okomiti na ravninu baze. Njezine pobocke su pravokutnici i visina je
tada jednaka duljini bo¢nog brida. Prizma je kosa ako joj boc¢ni bridovi nisu
okomiti na ravninu baze.
Prizma je pravilna ako je uspravna i ako joj je baza pravilan mnogokut.
Za prizmu ¢ija je osnovka n-terokut kazemo da je n-terostrana prizma.
Plosna dijagonala je duzina koja spaja dva nesusjedna vrha iste strane,
dok je prostorna dijagonala duzina koja spaja dva vrha koja ne pripadaju
istoj strani poliedra.
Dijagonalni presjek onaj je presjek poliedra koji prolazi bridom jedne

strane i sadrzava prostornu dijagonalu.

U [7] navedena je sljedecéa definicija:

Neka je B zadani konveksan mnogokut A;As...A, u ravnini 7. Nacrtajmo i
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duzinu M N koja ne lezi u toj ravnini. Nazivamo je izvodnica. Promotrimo
skup svih tocaka dobivenih na sljede¢i nacin: one leze na duzinama PP’ koje
su paralelne i sukladne duzini M N, a poc¢etna im tocka lezi u bilo kojoj tocki

P lika B. Dobiveni skup tocaka u prostoru nazivamo prizmom. Pogledaj

sliku 2.331

<

Slika 2.33: Prizma

Mnogokut B je osnovka ili baza prizme. Prizma ima dvije baze, donju i
gornju.

Stranice na osnovkama prizme zovu se osnovni bridovi.

Spojnice odgovaraju¢ih vrhova donje i gornje osnovke su bo¢ni bridovi
prizme.

Paralelogrami A; A; AL A, AyA3ALAL, ... su boCne strane ili pobocke
prizme. Skup svih pobocki prizme ¢ini njezino pobocje.

Visina prizme je medusobna udaljenost ravnina u kojima leze osnovke
prizme.

Za prizmu kazemo da je n-terostrana ako je njezina osnovka n-terokut.
Prizma je uspravna ako je izvodnica okomita na ravninu osnovke.

Prizma je pravilna ako je uspravna i ako je njezina osnovka pravilan mno-

gokut.
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Obujam prizme

U [21] i [16] odmah su zadane formule za obujam prizme, kocke i kvadra,
dok je u [7] objasnjeno sljedeée: Prizmu mozemo opisati na jos jedan nacin.
Mozemo zamisliti duzinu MN s poéetnom tockom u jednom vrhu baze i
zatim translatirati bazu tako da taj vrh putuje duzinom (pogledati sliku
. Skup svih tako dobivenih to¢aka ponovno je ta prizma. Zato je presjek

prizme ravninom paralelnom s njegovom bazom mnogokut sukladan bazi.

Slika 2.34: Prizma

Po Cavalierijevu principu sve prizme koje imaju jednake povrsine osnovki

i jednake visine imaju jednak obujam.

Kvadar je uspravna cetverostrana prizma kojoj je baza pravoutnik. Obu-
jam kvadra je V = B - v, gdje je B povrsina baze, a v visina. Ova formula
vrijedi za svaku prizmu, bilo koje baze i bez obzira na to je li uspravna ili ne.

Ako su a, b i ¢ duljine bridova kvadra, tada je obujam kvadra V = abc.

Kocka je uspravna cetverostrana prizma kojoj su svi bridovi iste duljine.

Obujam kocke je V = Bh =a? - a = a°.
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Osim kocke i kvadra, kojima je baza kvadrat, odnosno pravokutnik, baza
uspravne cetverostrane prizme moze biti i neki drugi cetverokut kao romb,
paralelogram ili trapez. Ako je baza paralelogram, prizmu nazivamo para-

lelepiped (ne mora biti uspravna).

Slijede zadatci sa izra¢unavanjem i primjenom obujma prizme koji se

mogu naéi u udzbenicima.

Zadatak 2.78 Za koliko se posto poveéa obujam kocke brida 4 cm ako joj

se bridovi produlje za 3 cm?

Zadatak 2.79 Akvarij ima oblik kvadra s bridovima duljina 60 cm, 45 cm,
40 em. Osnovka akvarija je najveca njegova strana i on leZi na horizontalnog

ravnini. Ako je u akvariju voda do 3/4 visine, koliko je u njemu litara vode?

Zadatak 2.80 Bridovi baze uspravne trostrane prizme imaju duljine a =
13 em, b =4 cm ic =15 cm, a njezina visina je v = 8 cm. Koliki je

obujam prizme?

Zadatak 2.81 Koliki je obujam kudice za ptice sa slike ako je procelje

u obliku pravilnog peterokuta duljine stranice 15 ecm, a duljina kuéice 20 ecm ?

Zadatak 2.82 Kolika je masa zraka u plasteniku u obliku Satora (vidi sliku
2.36) ako je gustocéa zraka jednaka 1.29 kg/m3?

Zadatak 2.83 [zracunaj volumen uspravnog paralelepipeda visine 8 cm, ko-

jemu je baza paralelogram sa stranicama duljine 5 cm ¢ 6 cm 1 kutom od

30°.
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Slika 2.35:

Slika 2.36:

Zadatak 2.84 Duljine bridova kvadra su uzastopni prirodni brojevi. Koliki

mu je obujam ako mu je oplogje 148 cm??

Zadatak 2.85 Koliki je volumen pravilne Sesterostrane prizme kojoj je veci

dijagonalni presjek kvadrat povrsine 64 cm??

Zadatak 2.86 Na slici je modilica za kekse. Keksi se rade tako da
se tijesto razvalja na debljinu 5 mm i modilicom izreZe u obliku zvjezdice.
Modilica ima oblik sesterostrane zvijezde kojoj su svi krakovi jednakostranicni
trokuti stranice 1 em. Ako je volumen tijesta 1.5 dm3, koliko keksa moZemo

napraviti?

Zadatak 2.87 Osnovka uspravne trostrane prizme pravokutni je trokut s ka-

tetama duljina 9 ecm i 12 em. Hipotenuzom jedne osnovke i vrhom pravog
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Slika 2.37:

kuta druge poloZena je ravnina koja prizmu sijece u liku povrsine 90 cm?.

Koliki je obujam te prizme?

Zadatak 2.88 Pouvrsine strana kvadra su uw omjeru 2 : 3 : 5. Njegovo je

oplosje jednako 300 cm?. Koliki je obujam ovog kvadra?

Zadatak 2.89 Izracunaj obujam cetverostrane prizme kojoj su bocni bridovi
duljine 10 cm, prema osnovici nagnuti pod kutom 56°6'. Baza prizme jest

kvadrat stranice 8 cm.

Piramida

Poliedar kojemu je jedna strana mnogokut, a ostale strane su trokuti sa za-
jednickim vrhom, nazivamo piramida.

Mnogokut nazivamo bazom ili osnovkom piramide, dok sve ostale strane
zajedno Cine pobocje piramide. Pobocje se sastoji od trokuta koje nazivamo
pobockama piramide.

Bridove baze nazivamo osnovnim bridovima, a ostale bridove boc¢nim
bridovima.

Visina piramide je udaljenost od vrha do ravnine baze piramide.

Piramida je uspravna ako su joj bo¢ni bridovi jednakih duljina. Ako je baza

uspravne piramide pravilan mnogokut, ona se naziva pravilna piramida.
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Obujam piramide

U [7] je pokazano da obujam piramide ovisi samo o njezinoj visini i
povrsini osnovke.
Neka su zadane dvije piramide istih visina s bazama B; i By koje imaju jed-

naku povrsinu. Postavimo ih tako da im baze leze u istoj ravnini 7 (pogledaj

sliku [2.38)).

Slika 2.38:

Povucimo ravninu paralelnu s bazom na udaljenosti x od vrha prizme (od-
nosno v — z od ravnine 7).

Oznacimo s Ly i Ly presjeke ravnine s prizmama kao i povrsine tih presjeka.
Tvrdimo da je Ly = L.

Likovi Ly i By su homoteti¢ni, sa sredistem homotetije V;. Koeficijent je
homotetije £. Isto vrijedi i za likove Ly i By. Zato vrijedi: £ = (£)? = £
Kako je By = By, mora biti i L; = Lo.

Dakle, pokazali smo da presjeci ovih dviju piramida s ravninama paralelnim

zadanoj ravnini imaju jednake povrsine.

Po Cavalierijevu principu takve piramide imaju jednake obujme.

Jednakost obujama piramida: Dvije piramide koje imaju baze jedna-
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kih povrsina i jednake visine imaju jednak obujam.

U [16] i [7] se do formule za obujam piramide dolazi na sljedeéi nacin: Iz-
dvojimo trostranu prizmu ABC' A, B;C s bazom B i visinom h i usporedimo

je s trostranom piramidom iste baze i visine.

Slika 2.39:

Promotrimo trostranu prizmu s osnovkama ABC i A;B;C;. Ravninama
A1BC' i A1 BCY presjeci ¢emo je na tri dijela, tri trostrane piramide ABC Ay,
BCC Ay, A B,C1B. Pokazimo da su njihovi obujmi jednaki.

Piramide ABC'A; i A;B;C}B imaju jednake obujme jer imaju sukladne os-
novke ABC i A1 B1C i jednake visine (zapravo ove su piramide sukladne).
Usporedimo sad piramide BC'C1 A, i AiByC1B. Zamislimo da je tocka A;
vrh obiju piramida. Njihove su baze BCC) i BB,C jednakih povrsina (jer
su obje polovica paralelograma BCC}Bj), a njihove se visine podudaraju.
Zato i te dvije piramide imaju jednake obujme.

Ovime smo pokazali da je obujam svih triju piramida jednak i iznosi tre¢inu
obujma prizme.

Piramida s bazom B i visinom v ima obujam V = %.
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Krnja piramida

Kada piramidu presije¢emo ravninom koja je paralelna s njezinom osnov-
kom, podijelili smo je na dva dijela: manju piramidu koju zovemo dopunjak

i ostatak tijela kojeg zovemo krnja piramida.

Zanimljivo je da u svakom udzbeniku imamo razli¢it pristup obrade obujma
krnje piramide.

U [16] pokazuje se sljedece:
Osnovke krnje piramide su sliéni mnogokuti, dok su pobocke trapezi. Uve-

dimo oznake kao na slici 2.401

Slika 2.40: Krnja piramida i dopunjak

Tada je visina velike piramide h = |SV|, visina dopunjka h; = |S;V|, a visina
krnje piramide v = h — hy = |S5].

Promotrimo trokute AASV i AA;S1V. Oni imaju sukladne kutove (jer je
AS' || A1S1) pa su po poucku K-K sliéni.
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1AS| _ AV _ h
A8 — [AV] — i

Analogno promotrimo trokute AABV i AA;B;V. Oni imaju sukladne ku-

Vrijedi proporcionalnost:

tove (jer je AB || A1B;) pa su po poucku K-K sli¢ni.
|AB| _ |BV| _ |AV]|
(4B~ BV AV

|AB| _ |AV]
|[A1Bi| ALV

Vrijedi proporcionalnost:

Zakljucujemo: = h—hl, tj. odgovarajuci osnovni bridovi te odgo-

varajuc¢i bo¢ni bridovi velike piramide i dopunjka odnose se s istim koefici-
jentom slicnosti.

Kako se povrsine odnose s kvadratom koeficijenta sli¢nosti, zakljucujemo da
se povrsine odgovaraju¢ih pobocki, pa onda i baza velike piramide i dopunjka

B _ PAABV _ L 2
odnose kao - = 555 = (35)%.
Promotrimo omjer obujmova velike piramide i dopunjka:

V. _ 3Bh kN2 b (k)3
V= T = ) = )%

U [7] se pokazuje sljedece:
Baze B i B sli¢ni su likovi, s koeficijentom slicnosti h—h’l
Zato vrijedi: B : By = h*: (hy)?, odnosno VB :vVBi=h:h.
Odavde slijedi:
hivVB = hy/Bj,

b= /B _ w/Bi(/B+VE)
L= VBB B-Br

Obujam krnje piramide V razlika je obujama dviju piramida s bazama B,

odnosno By, i visinama h, odnosno h;. Zato je

— Bh _ Biha _ Bv y B Bili _ Bv | (g __
V_:s 3 — 3 T 73 3_3+3(B Bl)‘

Uvrstimo ovdje izracunatu vrijednost za hy:

V= Loy BB (B B) = B4 (/BB +B,) = 4(B+BBi+By).

U [21] su samo zadane formule koje vrijede za krnju piramidu:

BIBlzh2Zh%
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Vv

Y(B+ /BB, + By)

U nastavku su zadatci s izrac¢unavanjem i primjenom obujma piramide iz

udzbenika.

Zadatak 2.90 Odredi volumen piramide c¢ija je mreZa prikazana na slici

241

Slika 2.41:

Zadatak 2.91 Izracunaj volumen piramide sa slike[2.43. Piramida je pra-

vilna.

Slika 2.42:

Zadatak 2.92 Dijagonalan presjek pravilne cetverostrane piramide pravo-

kutni je trokut povrsine 18 cm?. Koliki je obujam te piramide?
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Zadatak 2.93 Omjer duljina osnovnog brida i visine pravilne ¢etverostrane
piramide jednak je 3 : 2, povrsina njezina pobocja iznosi 1500 em?. Koliki je

obujam piramide?

Zadatak 2.94 Koliki je obujam pravilne cetverostrane piramide kojoj je kut

izmedu pobocke i osnovke 60°, a oplosje joj je 192 em??

Zadatak 2.95 Pravilna trostrana piramida obujma 450 cm? visoka je 15 cm.

Odredite duljine bridova piramide.

Zadatak 2.96 U trostranoj piramidi duljine osnovnih bridova su 6 cm, 7 cm
19 ecm. Bocéni bridovi piramide zatvaraju s bazom kut od 60°. Odredite

obujam te piramide.

Zadatak 2.97 Sve pobocke trostrane piramide s ravninom osnovke zatvaraju
kut o = 58°. Osnovka je jednakokracan trokut s osnovicom duljine 12 cm 1

krakom od 10 cm. Koliki je obujam piramide?

Zadatak 2.98 Duljina visine pravilne Sesterostrane piramide jednaka je os-

novnom bridu a. Odredite obujam piramaide.

Zadatak 2.99 Na kojoj je udaljenosti od vrha potrebno povuci ravninu pa-
ralelnu s ravninom baze da povrsina presjeka bude jednaka devetini povrsine

baze?

Zadatak 2.100 Pravilnu cetverostranu piramidu ¢iji su bridovi duljine 5 cm
presijecemo ravninom paralelnom ravnini baze tako da se povrsine baze od-

nose kao 9 : 4. Odredi obujam tako nastale krnje piramide.

Zadatak 2.101 Ako je povrsina jedne pobocke velike piramide tri puta veca

od povrsine odgovarajuce pobocke dopunjka, kako se odnose njihovi obujmovi?
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1042

20 20

30N2

Slika 2.43:

Zadatak 2.102 Na slici[2.43 je dijagonalni presjek krnje piramide. Baza je

piramide kvadrat. Odredi volumen te piramide.

Zadatak 2.103 Ako od piramide c¢ija osnovka ima povrsinu 36 cm? od-
sijecemo piramidu ravninom paralelnom osnovci, dobit cemo krnju piramidu

obujma 76 cm? i visine 3 cm. Koliki je obujam odsjecene piramide?

Zadatak 2.104 Kada kocku ABCDA,B,C,D; obujma 125 cm? presijecemo
ravninom koja prolazi tockama ACP pri ¢emu je P poloviste brida BBy,

manje od nastalih tijela je piramida. Odredi obujam te piramaide.

Zadatak 2.105 Izvor sjetlosti tockastog oblika nalazi se na zidu na visini
2.1 m 1 na podu obasjava samo knjigu sirine 53 cm i duljine 28 cm. Koliki

je obujam obasjanog dijela sobe?

Nakon poliedara (prizme i piramide) slijedi obrada rotacijskih tijela: va-
ljak, stozac i kugla.
Valjak

Tijelo nastalo rotacijom pravokutnika oko jedne njegove stranice je uspravni
valjak.

Osnovke valjka su krugovi.
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Visina valjka je udaljenost osnovki.

Pravac oko kojega je rotirao pravokutnik nazivamo os valjka.

Duzina paralelna osi valjka koji spaja kruznice u bazama nazivamo izvod-
nicom valjka.

Osim uspravni, valjak moze biti i kosi. Kosi valjak nije rotacijsko tijelo jer
ne moze nastati rotacijom nekog lika. Kosi valjak nastaje translacijom kruga
duz izvodnice valjka i u tome sluc¢aju izvodnica nije okomita na ravninu os-
novke.

presjek kvadrat nazivamo jednakostranicnim valjkom.

Obujam valjka je prema Cavalierijevu principu (vidi sliku [2.44)) jednak

umnosku povrsine baze i visine valjka: V = Bh = r?rh.

Slika 2.44: Cavalierijev princip

U nastavku su primjeri zadataka s obujmom valjka koji se mogu naci u

udzbenicima.
Zadatak 2.106 Odredi volumen valjka sa slike [2.43.

Zadatak 2.107 Kwadrat stranice a rotira oko pravca koji prolazi polovistima

nasuprotnih stranica. Odredi obujam tako nastalog tijela.

Zadatak 2.108 Oplogje valjka jednako je 240m cm?. Koliki je volumen

valjka ako je omgjer polumjera baze i visine 3 : 77
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@

4071

L

Slika 2.45:

Zadatak 2.109 Povrsina osnog presjeka uspravnog valjka jest 40 em?, a

opseg mu je 28 cm. Koliki je obujam valjka?

Zadatak 2.110 Presjek kruzne cijevi ima dimenzije prikazane na slici[2.46,

a) Koliki je volumen materijala potreban za proizvodnju 1 m takve cijevi?

Slika 2.46:

b) Jedan m?® materijala od kojega se izraduje cijev ima 3000 kg. Koliku masu

ima 80 m te cijevi?

Zadatak 2.111 U loncu visine 16 ¢m @ promgjera 24 cm kuha se juha. U
pocetku je lonac bio pun tri cetvrtine, no tijekom kuhanja 12% tekuéine is-

parilo je. Koliko je litara juhe ostalo u loncu nakon kuhanja?

Zadatak 2.112 [z drvenog trupca u obliku valjka duljine v m i promjera
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r cm treba ispiliti drvenu gredu kojoj je presjek kvadrat. Koliki je postotak
otpada?

Zadatak 2.113 Kolika je duljina aluminijske Zice promjera 2r = 1 mm koja

se moze dobiti od aluminija mase 1 kg? Gustoéa aluminija je 2.7 g/cm?3.

Zadatak 2.114 Od pravilne Sesterostrane prizme visine 14 cm i duljine os-
novnog brida 4 cm Zelimo napraviti valjak iste visine © maksimalnog obuyma.

Koliki je polumjer baze i obujam takva valjka?

Zadatak 2.115 Radijus kosoga valjka iznosi 3 cm. Os mu je duljine 5 cm

1 s bazom zatvara kut od 40°. Izracunaj volumen tog valjka.

Stozac

Tijelo nastao rotacijom pravokutnog trokuta oko jedne njegove katete je us-
pravni stozac.

Osnovka stosca je krug.

Visina stoSca je udaljenost vrha stosca od osnovke. Pravac oko kojeg je
rotirao trokut nazivamo os stosSca.

Duzinu koja spaja kruznicu u bazi s vrhom stosca nazivamo izvodnicom
stoSca.

Mreza uspravnog stosSca sastoji se od kruga i kruznog isjecka kojeg nazivamo
plast stoSca. Kao i valjak, stozac moze biti kosi. Kosi stozac nije rotacijko
tijelo jer ne moze nastati rotacijom nekog lika. Kosi stozac nastaje spajanjem
vrha sa svim tockama baze i u tome sluc¢aju izvodnice nisu jednako duge.
Osni presjek stoSca jest bilo koji presjek stosca koji sadrzava os stosca.

Stozac ¢iji je osni presjek jednakostranicni trokut nazivamo jednakostrani¢nim

stoscem.
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Stozac i piramida koji imaju jednake povrsine baza i jednake visine
imaju i jednake obujme.

Slika 2.47: Cavalierijev princip

Obujam stoSca polumjera baze r i visine h jednak je V = %T‘Qﬂ'h.

Presijecemo li stozac ravninom koja je paralelna s njezinom osnovkom,

dobit éemo manji stozac (dopunjak), slican pocetnome, i krnji stozac.

Formulu za obujam krnjeg stoSca dobivamo na potpuno istovjetan
nacin kao i formulu za obujam krnje piramide.
Druga je moguc¢nost da se odmah pozovemo na Cavalierijev princip. Ako
krnji stozac ima povrsinu donje i gornje baze istu kao i krnja piramida, i ako
su im visine jednake, onda su jednaki i njihovi obujmi.
Krnji stozac kojem baze imaju polumjere R i r, a visina iznosi h, ima obujam

V =(R? + Rr +r?).

Takoder, na slican nacin kao i kod krnje piramide, pokaze se da vrijedi:
Ako se visina velikog stosca i visina dopunjka odnose s koeficijentom slicnosti
k, tada se i polumjer baze velikog stosca i polumjer baze dopunjka odnose s
istim koeficijentom sli¢nosti k.

Povrsine odgovarajucih likova velikog stosca i dopunjka odnose se s kvadra-
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tom koeficijenta slicnosti k2.

Obujmovi velikog stosca i dopunjka odnose se s kubom koeficijenta sli¢nosti

k3.

U nastavku su zadatci s obujmom stosca koji se mogu na¢i u udzbenicima.

Zadatak 2.116 Deset hrpi pijeska u obliku stosca visine 2 m 1 dijametra
baze 2 m, Zelimo presuti u vrece. Koliko nam vreca za to treba ako u jednu

vrecu stane 120 L pijeska?

Zadatak 2.117 Plast stosca polumjera baze 3 cm je u obliku cetvrtine kruga.

Odredite obujam takva stosca.

Zadatak 2.118 Opseg je osnog presjeka uspravnog stosca 36 cm. Koliki mu

je volumen ako je poursina plasta 657 cm??

Zadatak 2.119 Pravokutni trokut s katetama 3 cm 1 4 cm rotira oko jedne,
a zatim oko druge katete. Kolika je razlika v obujmu tako nastalih rotacijskih

tijela?

Zadatak 2.120 Povrsina baze uspravnog stosca je 44,44 cm?, a izvodnica s

ravninom baze zatvara kut od 22°22'. Izracunaj obujam stosca.

Zadatak 2.121 U uspravni stoZac polumjera baze r = 3 c¢cm i visine v =
4 cm upisana je pravilna osmerostrana piramida. Koliki je omjer njihovih

obujama?

Zadatak 2.122 Na kojoj udaljenosti od baze moramo razrezati uspravni stoZac

visine 10 em ako Zelimo dobiti dva dijela istog obujma?

Zadatak 2.123 Radijusi osnovki uspravnog krnjeg stosca odnose se kao 5 :

3. Kako se odnose obujam krnjeg stosca i obujam dopunjka?

95



2.2. Srednja skola

Zadatak 2.124 Porsina plasta krnjega stosca jest 1816w cm?, a povrsina

njegovih baza 16 cm? i 400w em?. Koliki mu je volumen?

Zadatak 2.125 Odredi volumen krnjega stosca sa slike .

Slika 2.48:

Zadatak 2.126 Odredi obujam stosca sa slike [2.49:

Slika 2.49:

Kugla

Kugla sa sredistem S i polumjerom r je skup svih tocaka T" prostora za koje
vrijedi da je |ST| < r. Pisemo kugla (S5, 7).

Sfera sa srediStem S i polumjerom r je skup svih tocaka T prostora za koje
vrijedi da je |ST| =r.

Presijecemo li kuglu ravninom, dobit ¢emo kuglin odsjecak.
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Dio sfere koji je nastao tim presjekom naziva se kuglina kapica.
Presijecemo li kuglu ravninom koja prolazi njezinim sredistem, dobit ¢emo
dvije polukugle, odnosno polusfere.

Kuglin isjecak dio je kugle omeden kuglinom kapicom i plastem stosca ko-

jemu je vrh u sredistu kugle, a baza mu je baza kapice.

Volumen kugle izracunat ¢emo primjenom Cavalierijeva principa. Pogle-
daj sliku [2.50] Promotrimo polovicu kugle. Oznacimo sa S njezino srediste,
s R polumjer. Promotrimo i valjak polumjera baze i visine R kojem baza lezi
u istoj ravnini kao i glavna kruznica polukugle. Iz valjka izvadimo dio koji
odreduje stozac ¢ija se baza podudara s gornjom bazom valjka, a vrh mu je

u sredistu donje baze.

Slika 2.50: Cavalierijev princip pri odredivanju obujma kugle

Usporedit ¢éemo polukuglu s tijelom koje ¢ini dio valjka s izvadenim stoScem.
Postavimo ih u horizontalnu ravninu i presijecimo ravninom paralelnom s rav-
ninom baze, na udaljenosti z od nje.

Presjek ravnine i kugle je krug polumjera r = v/R2 — 22 i zato je povrdina
presjecnog kruga (R? — z?)7.

Presjek ravnine i drugog tijela je kruzni prsten. NJegov je vec¢i polumjer R, a
manji z. Zato je povrsina presjeka jednaka r?7 — 2?7 i jednaka je prethodnoj

povrsini.
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Ovime smo pokazali da su povrsine presjeka obaju tijela jednake. Po Ca-
valierijevu principu, i njihovi su obujmi jednaki. Obujam drugog tijela lako
R2mR _ 2

mozemo odrediti kao razliku obujma valjka i stosca: R*m- R— 7 iR

Taj je obujam polovica obujma kugle.

4
3

Obujam kugle polumjera r iznosi V = 3r3m.
Usporedimo obujam kugle polumjera r sa stoScem i valjkom ¢iji je polu-
mjer baze r i visina 2r.
Vitosca © Viugle © Vialjka = (%T’Q’N - 2r) (%7’37r) c(rPm-2r)=1:2:3
Obujmovi stosca, kugle i valjka jednakih polumjera i jednakih ,visina” od-

nose se kao1:2: 3.

U nastavku su primjeri zadataka s izracunavanjem i primjenom obujma

kugle iz udzbenika.

Zadatak 2.127 Najveéi presjek kugle ravninom ima povrsinu 16w cm?. Ko-

liki je obujam te kugle?

Zadatak 2.128 Gustoéa zlata je 19.3 g/cm3. Masa zlatnog privieska u
obliku kugle je 0.456 g, a duljina polumjera 2.8 mm. Je li priviesak od c¢istog

2lata?
Zadatak 2.129 Odredi volumen polukugle kojoj je oplosje 243w cm?.

Zadatak 2.130 Kugla ima radijus R. Udvostrucimo li radijus, koliko ce se

puta povecati volumen kugle?

Zadatak 2.131 Tri mjedene kuglice polumgjera 6 cm rastopimo i napravimo

jednu vecu. Koliki je polumjer nove kugle?
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Zadatak 2.132 Promgjer Marsa je 0.53 promjera Zemlje. Koliki je omjer

obujama Marsa i Zemlje?

Zadatak 2.133 Na dnu valjkaste posude promgjera osnovke 15 cm nalazi se
metalna kugla promjera 12 em. Razina vode u posudi tocno je na najvisoj

tocki kugle. Na koju ce razinu pasti voda kada izvadimo kuglu?

Zadatak 2.134 Postoji vise razlicitih vrsta biljara, pa su i kugle s kojima
se igra razlicitih velicina. Najveca je od njih za "ruski biljar” + ima promjer
68 mm, dok je nagmanja za “britansku osmicu” promjera 56 mm. Za koliko

je posto volumen najvece kugle veéi od volumena najmange kugle?

Zadatak 2.135 Odredite obujam kugle upisane krnjem stoscu ciji su polu-

mjeri osnovke 9 cm i 25 cm.

U [7] se izvode i formule za obujam kuglinog odsjecka, kuglinog sloja i

kuglinog isjecka.

Odredimo obujam V kuglinog odsjecka, tijela koje od kugle odsijeca
ravnina.
Neka je v njegova visina (to znaci da je udaljenost presjecne ravnine od
sredista sfere jednaka R — v). Formulu éemo odrediti na potpuno isti nacin
kao i obujam polukugle. Usporedit ¢emo obujam odsjecka s odgovarajucim
tijelom koje dobivamo ako iz valjka visine v izvadimo krnji stozac polumjera
gornje baze R, a donje baze R — v (pogledaj sliku .

Po poznatim formulama za obujam valjka i krnjeg stosca, vrijedi:

V = Rrv— " [R? + R(R—v) + (R —v)?] = (8R—v)v’n

3

Zadatak 2.136 Odredi volumen kuglina odsjecka ako je kugla radijusa 18 cm

presjecena ravninom udaljenom 12 ¢cm od sredisa kugle.
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Slika 2.51: Cavalierijev princip pri odredivanju obujma kuglinog odsjecka

Zadatak 2.137 Dana je kocka s bridom duljine 10 cm. U sredistu kocke je
srediste kugle koja dira sve bridove kocke. Izracunaj obujam dijela kugle koji

nije u kocki.

Odredimo obujam kuglinog sloja, dijela kugle koji odsijecaju dvije pa-
ralelne ravnine.
Njegov je obujam jednak razlici obujama dvaju kuglinih odsjecaka, ali racun
je sloZeniji krenemo li na taj nacin.
Obujam ¢emo odrediti s pomocu triju velicina: polumjera prvog presjecnog
kruga ry, drugog presjecnog kruga ro i visine kuglinog sloja v. Pretpostavit
¢emo, radi jednostavnijeg zapisa, da je r; > ro i da kuglin sloj lezi u istoj po-

lukugli. Te tri veli¢ine nisu medusobno neovisne;znajuéi dvije uvijek mozemo

odrediti tre¢u, po formuli: v = v; — vy = /R2 —r? — /R? — r2.
Znacenje velic¢ina vidimo na slici na kojoj je naznacen glavni presjek
polukugle i pomo¢nih tijela.

Izvedimo pomocne relacije. 1z veze v = v; — vy izrac¢unat ¢emo umnozak
V1V2

v? = v} + 03 — 2010y = 2010y = v + V3 — v (2.1)
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Slika 2.52: Cavalierijev princip pri odredivanju obujma kuglinog sloja

Takoder vrijedi:

r=R*— v}, 73 = R* —vj. (2.2)

Obujam kuglinog sloja jednak je obujmu pomo¢nog tijela:
V = R?vr — Z2[v] + vyvs + 03] = Z2[6R? — 207 — 203 — 2u105) = (po [2.1)) =

[6R? — 3v7 — 3v3 +v*] = (po (2.2)) = Z2[3r] + 3r3 + 7).

Ako je ro = 0, tada sloj prelazi u odsjecak. Oznacimo li (jedini) polumjer
presjecnog kruga s r umjesto ry, dobit ¢emo formulu: V = %”(37“2 + v?),

sto je drugi oblik za formulu obujma kuglinog odsjecka.

Zadatak 2.138 Polumjeri osnovki kuglinog sloja jednaki su 3 cm i 4 cm, a
polumjer kugle je 5 cm. Koliki je obujam sloja ako su ravnine presjeka s iste

strane sredista kugle?

Odredimo formulu za obujam kuglinog isjecka. To je tijelo koje od
kugle odsijeca ploha stosca koja ima vrh u sredistu kugle. Pogledaj sliku
2.53
Formula se moze iskazati s pomoc¢u polumjera kugle R i visine pripadnog

odsjecka v.
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Slika 2.53:

Neka je r pomocna velicina: polumjer baze stosca. Iz karakteristicnog
pravokutnog trokuta ¢itamo: R? = (R — v)? +1r? = r? + v? = 2Rw.
Sada racunamo obujam V' kuglinog isjecka zbrajajué¢i obujam odsjecka V, =
T (3r? 4 v?) i stosca V; = ’QT”(R —v):
Vo= (3% 4+ 0?) + DER —v) = T2 4+ %) + .22 DE(R ) =
BT v+ R= 7 2Rv+ 55T R=§nR0 +17%) = Ry,
Zadatak 2.139 Koliki je obujam kuglinog isjecka ako je polumgjer pripadnog

kruga 12 cm, a polumjer kugle 15 ecm?

Zadatak 2.140 Kuglin isjecak je rotacijsko tijelo koje nastane vrtnjom kruznog
isjecka oko mjegove osi simetrije. Ako je polumjer kruznice 12 cm, a kut
kruznog isjecka 60°, koliki je obujam tijela koje nastane opisanom rotacijom

kruznog isjecka?

Jos neka rotacijska tijela

Zadatak 2.141 Pravokutnik stranica 3 cm 15 em zakrene se oko duie stra-

nice za 120°. Koliki je obujam tijela sto ga takvim zakretanjem opise pravo-

kutnik?
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Zadatak 2.142 Trokut sa stranicama duljine a = 15 ecm, b =13 em i ¢ =

14 em rotira oko stranice c. Izracunaj obujam nastalog rotacijskog tijela.

Zadatak 2.143 Odredi volumen tijela koje nastaje rotacijom pravokutnog
trokuta s katetama 5 cm @ 12 em oko osi koja prolazi vrhom nasuprot kracoj

kateti i s njom je paralelna.

Zadatak 2.144 Jednakokracni trapez kojem je duljina dulje osnovice dvos-
truko dulja od ostalih stranica rotira oko dulje osnovice. Odredi obujam nas-

talog rotacijskog tijela.

Zadatak 2.145 Romb stranice a i Siljastog kuta od 30° vrti se oko jedne pa

oko druge dijagonale. Koliki je omjer obujama nastalih rotacijskih tijela?

Zadatak 2.146 Odredi volumen tijela sa slike koje mastaje rotacijom

oko zadane osi.

Slika 2.54:

Zadatak 2.147 Skiciraj tijelo koje nastaje rotacijom (slika 1 1zracunaj

mu volumen.
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2.2. Srednja skola

Slika 2.55:
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Poglavlje 3
Zadatci s drzavne mature

Ispiti drzavne mature iz matematike obuhvacaju zadatke izracunavanja i pri-
mjene obujma tijela, i na viSoj 1 na osnovnoj razini. U nastavku su neki od
zadataka koji su bili na dosadasnjim ispitima drzavne mature iz matematike

na visoj razini.

Zadatak 3.1 U bazenu oblika valjka promjera 3.7 m visina vode 1znosi 65 cm.
Koliko klora treba staviti u bazen ako je za 10 m?® vode potrebno 150 g klora?

(Drzavna matura 2021./2022., jesenski rok, 17. zadatak)

Zadatak 3.2 Duljina visine pravilne uspravne trostrane piramide jednaka je
duljini brida osnovke. Ako je obujam piramide 43.41 em? | kolika je duljina

njezine visine? (Drzavna matura 2020./2021., jesenski rok, 13.zadatak)

Zadatak 3.3 Duljina jednoga osnovnog brida kvadra ABCDEFGH iznosi
2.7 ecm. Prostorna dijagonala toga kvadra duljine 10 cm s ravninom osnovke

zatvara kut mjere 63°. Izracunajte obujam piramide ABCG. (DrZavna ma-

tura 2019./2020., jesenski rok, 29.4. zadatak)

Zadatak 3.4 StoZac i valjak tmaju baze jednakih polumjera. Koliko je puta



visina stosca veéa od visine valjka ako su im volumeni jednaki? (Drzavna

matura 2018./2019., ljetni rok, 22.2. zadatak)

Zadatak 3.5 Koliki je obujam stosca ciji je plast prikazan na slici [3.17
(Drzavna matura 2015./2016., jesenski rok, 13. zadatak)

12 cm

Slika 3.1:

Zadatak 3.6 Na slici je prikazana mreZa uspravnoga tijela. MreZa se
sastoji od kvadrata 1 sukladnih jednakokracnih trokuta. Izracunagjte obujam
toga tijela ako je a = 5 c¢cm. (DrZavna matura 2013./201}., jesenski rok,
29.1. zadatak)

Slika 3.2:

Zadatak 3.7 Koliki ce biti polumjer kugle ako se 12 Zeljeznih kuglica polu-
mgera 2 cm taljenjem preoblikuje u tu kuglu? (Drzavna matura 2012./2013.,
jesenski rok, 24.2. zadatak)
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Zadatak 3.8 Mjera Siljastog kuta pravokutnog trapeza je 50°. Duljine nje-
gouvth osnovica iznose 4 ecm 1 6 ecm. Koliki je obujam tijela koje se dobije ro-
tacijom zadanog trapeza oko dulje osnovice? (Drzavna matura 2011./2012.,

zimski rok, 15. zadatak)

Zadatak 3.9 Valjak je upisan u uspravnu pravilnu peterostranu prizmu kojoj
su osnovni bridovi duljine 6 cm, a visina 8 cm. Koliki je obujam (volumen)

valjka? (Drzavna matura 2010./2011., jesenski rok, 11. zadatak)

Zadatak 3.10 Blok debljine 6.5 mm sastoji se od 100 listova papira dimen-
zija 21.5 em x 29.7 em. Gustocéa papira p je 1.20 g/em® . Kolika je masa
jednoga lista papira u tome bloku? (DrZavna matura 2010./2011., zimski rok,
4. zadatak)

Zadatak 3.11 Zadana je pravilna uspravna Sesterostrana piramida kojoj je
duljina osnovnoga brida 4 cm, a boénoga 11.7 em. Koliki je obujam (vo-
lumen) zadane piramide? (DrZavna matura 2010./2011., zimski rok, 23.2.
zadatak)
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Poglavlje 4
Zadatci s natjecanja

U ovom poglavlju nalaze se neki od zadataka s racunanjem i primjenom

obujma s dosadasnjih natjecanja u osnovnoj i srednjoj skoli.

4.0.1 Osnovna Skola

Na natjecanjima iz matematike zadatci s ra¢unanjem i primjenom obujma
tijela pocinju se javljati od petog razreda osnovne skole. Analizirajuci natje-
canja od 2022. unatrag do 2012. godine, primjec¢uje se da takvih zadataka
nije bilo previse na osnovnoskolskim natjecanjima te da su se poceli pojav-

ljivati na natjecanjima od 2021. godine.

Zadatak 4.1 Marin ima 7 kocaka od glinamola. Volumen najveée kocke je
64 cm? . Duije kocke imaju duljine bridova za 1 em kraée od brida najveée
kocke, a preostale kocke imaju duljine bridova za 2 ecm krace od brida najvece
kocke. Marin zgnjeci glinamol od svih 7 kocaka 1 oblikuje kvadar. Na koliko
razlicitth nacina moze oblikovati kvadar kojemu su duljine bridova izraZene
prirodnim brojevima u centimetrima? (DRZAVNO NATJECANJE IZ MA-
TEMATIKE Vodice, 10. — 12. svibnja 2022. 5. razred — osnovna Skola, 1.



zadatak)

Zadatak 4.2 Duljine stranica kartona pravokutnog oblika, izraZene u deci-
metrima, su prirodni brojevi. Iz svakog od njegovih kutova izrezan je kvadrat
sa stranicom duljine 25 cm. Preostali dio kartona iskoristen je za slaganje
kutije bez poklopca ¢iji je obujam 112.5 dm?® . Odredi sve moguée duljine
stranica pocetnog kartona. (DRZAVNO NATJECANJE 1Z MATEMATIKE
11. svibnja 2021. 5. razred — osnovna Skola, 2. zadatak)

Zadatak 4.3 Volumen drvenog kvadra je 840 cm?® . Duljine njegovih bri-
dova 1zraZeni u centimetrima su parni prirodni brojevi. Svaki je brid dulji od
2 cm. Nakon sto je kvadar obojan sa svih strana, isjecen je na kockice du-
ljine brida 1 ecm. Neke su strane tako dobivenih kockica obojane, a neke nisu.
Koliko kockica ima neparan broj obojanih strana? (SKOLSKO/GRADSKO
NATJECANJE 17 MATEMATIKE 15. wveljace 2022. 6. razred — osnovna

Skola, 6. zadatak)

4.0.2 Srednja skola

U srednjoj skoli, na temelju zadataka s natjecanja od 2012. do 2022. godine,
moze se vidjeti da se uglavnom zadatci s racunanjem i primjenom obujma
javljaju na natjecanju iz matematike u B varijanti, takoder pretezno u tre¢em
razredu srednje Skole. U prvom razredu srednje skole u navedenom razdoblju

bio je samo jedan takav zadatak, a to je zadatak [4.4]

Zadatak 4.4 Duljina stranice kvadrata iznosi 12 em. Iz kvadrata se izrezu 4
jednakokracna trokuta kojima su osnovice stranice kvadrata, a duljine visina

3 cm. Preostali dio kvadrata je mreZa cetverostrane piramide. Izracunajte

obujam i oplogje te piramide. (SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE 17
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MATEMATIKE 1. razred — srednja $kola — B varijanta 21. sijecnja 2016.,
7. zadatak)

Zadatak 4.5 Pravokutan trokut kojemu je hipotenuza trostruko dulja od jedne
katete rotira oko hipotenuze. Odredite omjer obujma tako nastalog tijela 1
obujma tom tijelu opisane kugle. (DRZAVNO NATJECANJE IZ MATEMA-
TIKE 2. razred — srednja Skola — B varijanta 11. svibnja 2021., 2. zadatak)

Zadatak 4.6 Duljina stranice jednakostranicénog trokuta iznosi 6/cm. Nje-
govim je tezistem povucena paralela s jednom od stranica. Izracunagjte obujam
uspravne prizme ¢ija je baza nastali trapez, a duljina visine prizme jednaka
je duljini visine trapeza. QOdredite kosinus kuta kojeg prostorna dijagonala
prizme zatvara s ravninom baze. (SKOLSKO/GRADSKO NATJECANJE
17 MATEMATIKE 3. razred — srednja Skola — B wvarijanta 17. sijecnja
2013, 7. zadatak)

Zadatak 4.7 Posuda oblika uspravnog stosca sadrzi odredenu kolicinu vode.
Kada je stoZac postavljen osnovkom na ravnu pouvrsinu vrhom prema gore,
razina vode je 8 cm ispod vrha stoSca. Ako stoZac preokrenemo, razina vode je
2 em ispod osnovke stoica. Kolika je visina posude? (SKOLSKO/GRADSKO
NATJECANJE 17 MATEMATIKE 3. razred — srednja $kola — A wvarijanta
27. sijecnja 2020., 6. zadatak)

Zadatak 4.8 Na slici je prikazana mreZa piramide. Izracunajte obu-
jam te piramide ako je cosa = %. (ZUPAN]JSKO NATJECANJE 1Z MA-
TEMATIKE 3. razred — srednja skola — B varijanta 29. oZugka 2021., 5.
zadatak)
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Slika 4.1:

Zadatak 4.9 Duije kugle polumjera 3 cm i 5 cm upisane su u dva stosca kao
§to je prikazano na slici[{.3 Stosci imagu jednake vrsne kutove i zajednicku os
koja je okomita na baze stoZaca te prolazi njihovim sredistima i zajednickim
vrhom. Udaljenost izmedu baza je 40 cm. Ako svaka kugla dodiruje plast
1 bazu pripadnog stosca, izracunajte ukupni obujam stoZaca. (DRZAVNO
NATJECANJE 1Z MATEMATIKE 3. razred — srednja skola — B varijanta
Poreé, 13. travnja 2018., 3. zadatak)

Slika 4.2:

Zadatak 4.10 Jednakokracnom trokutu kojemu je duljina kraka b = 10 cm,
a mjera kuta izmedu krakova o = 30° , opisana je kruznica. Neka je t tan-
genta te kruznice koja je paralelna s visinom na osnovicu. Izracunajte obu-
jam tijela koje nastaje rotacijom danog trokuta oko tangente t. (DRZAVNO
NATJECANJE 17 MATEMATIKE 3. razred — srednja Skola — B varijanta
Porec, 26. travnja 2012., 5. zadatak)
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Zadatak 4.11 Leda i Una se igraju plastelinom w obliku valjka kojemu je
wsina 6 puta veca od promjera baze. Leda je uzela dio tog plastelina i na-
pravila vecu, a Una je od ostatka napravila manju kuglicu. Koliko je puta
obujam Ledine kuglice veéi od obugjma Unine kuglice, ako je zbroj mjihovih
polumjera 3 puta veéi od polumjera baze valjka? (SKOLSKO/GRADSKO
NATJECANJE 17 MATEMATIKE 4. razred — srednja Skola — B varijanta
27. sijecnja 2020, 7. zadatak)

Zadatak 4.12 Polumjer osnovke, izvodnica i visina uspravnog stosSca u ne-

kom su poretku tri uzastopna clana rastucega aritmetickog niza. Ako je
povrsina osnoga presjeka stosca 300 cm? |, koliki je njegov obujam? (ZUPAN[JSKO
NATJECANJE 17 MATEMATIKE 4. razred — srednja skola — B varijanta

24. ozujka 2022., 2. zadatak)
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