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Uvod

Vazan dogadaj u razvoju teorije grafova, ali i u povijesti matematike, pred-
stavljao je dokaz dugovjecne i slavne hipoteze cetiriju boja objavljen 1977.
godine. Godinama je taj problem bio izazov i poticaj u potrazi za uc¢inkovitim
istrazivackim metodama u diskretnoj matematici. Tako su i racunala pos-
tupno postala dostupan i legitiman alat u matematickim dokazima, unatoc
sumnjicavosti nekih vode¢ih matematicara toga vremena. U ovom radu ba-
viti ¢emo se metodom pomocu koje je dokazana slavna hipoteza. U prvom
dijelu ¢emo dati opcenitu ideju metode. U drugom i trecem dijelu ¢emo
kroz nekoliko primjera pokazati primjenu metode u planarnim grafovima i

bojenjima.
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Poglavlje 1

Povijesni razvoj metode

praznjenja

Metoda praznjenja razvila se kroz trazenje dokaza za problem cetiri boje
(4CP). Teorija bojenja ravninskih grafova ima dugu povijest, koja se proteze
sve do sredine 19. stoljeca, inspirirana poznatim problemom ¢etiri boje kojeg
su 1976. rijesili Appel i Haken.

Nakon sto godina neuspjelih pokusaja rjesavanja problema 4 boje, Appel i
Haken su zajedno s Kochom, pronasli "nuzan skup reducibilnih konfigura-
cija”, koristenjem metode praznjenja. Pravila praznjenja i argumenti redu-
cibilnosti bili su komplicirani. Pocetni dokaz ukljucivao je 1936 reducibilnih
konfiguracija. Nuzan skup generiran je rucno, ali je reducibilnost provjerena
racunalom.

Neki su se protivili koristenju racunala, ali dokaz je sada opéeprihvacen. Ro-
bertson, Sanders, Seymour i Thomas trazili su jednostavniji dokaz, ali na
kraju su koristili isti pristup. Iako je njihov nuzan skup imao samo 633 kon-
figuracije i 32 pravila praznjenja, ipak im je trebalo rac¢unalo.

S povecanjem racunalne snage i jednostavnijim argumentima, njihov dokaz



trajao je samo 20 minuta umjesto izvornih 1200 sati. 1960-ih se pojavljuju
zanimljivi problemi bojenja grafova u ravnini i to je unaprijedilo proucavanje
strukture ravninskih grafova opcenito. U rjesavanju 4CP, neke od prekret-
nica bile su Wernickeov teorem iz 1904., o postojanju vrha stupnja 5 koji je
susjedan vrhu stupnja najvise 6 u ravninskom grafu s minimalnim stupnjem
5 i slican rezultat (Franklin), koji osigurava postojanje vrha stupnja 5 s dva
susjeda najviseg stupnja 6. Napominjemo da su ovi teoremi formulirani u
terminima nezaobilaznih skupova konfiguracija.

Godine 1940., Lebesgue je predlozio da se naboji vrhova i/ili stranica rav-
nomjerno raspodijele izmedu susjednih vrhova i/ili bridova i/ili stranica (u
bilo kojoj kombinaciji). Konkretno, Lebesgue je opisao strukturu susjedstva
vrhova stupnja 5 u ravninskim triangulacijama s minimalnim stupnjem 5.
Godine 1969. Heesch je uveo koncept vjerojatno reducibilnih konfiguracija,
koje sve leze na udaljenosti najvise 2 od vrha stupnja 5. Vjerovao je da se
zapravo moze dokazati da su sve te konfiguracije reducibilne u odnosu na
4-bojenje pomocu specificne tehnike. Izracunao je njihovu kardinalnost koja
iznosi 8900. Ovaj nacin rjesavanja 4CP postao je opci okvir za Appelov i

Hakenov slavni dokaz dobiven kao rezultat ru¢nog i racunalnog rada.



Poglavlje 2
Osnovni pojmovi teorije grafova

Definicija 2.1 Graf G uredena je trojka (V, E, ), G = (V, E, p), gdje je V
neprazan skup ¢ije elemente nazivamo vrhovima (engl. vertexr ), E je skup
disjunktan s V ¢ije elemente nazivamo bridovima (engl. edge) i ¢ preslika-
vanje koje svakom bridu pridruzuje neuredeni par (ne nuzno razli¢itih) vr-

hova. Preslikavanje ¢ naziva se incidencijska funkcija grafa G.

Broj vrhova |Vg| nazivamo red, a broj bridova |E¢| veli¢ina grafa G. Obi¢no

¢emo za red grafa koristiti oznaku n, a za velicinu grafa m.

Definicija 2.2 Kada je p(e) = {u,v} kaZemo da su vrhovi u i v krajevi
brida e © medusobno susjedni. KazZemo takoder da su vrhovi u i v tnci-
dentni s bridom e 1 obrnuto te da su vrhovi u i v spojeni bridom e. Bridovi
su susjedni ako su incidentni istom vrhu. Brid e kojemu su krajevi isti
vrh naziva se petlja. Ako e nije petlja, kaZemo da je pravi brid. Dwva
ili vise razlicitih bridova medusobno su paralelni ako imaju iste krajeve.
Visestruki brid skup je medusobno paralelnih bridova. Jednostavni graf
je graf bez petlji © visestrukih bridova. Za graf sa samo jednim vrhom 1 bez

bridova kaZemo da je trivijalan.



Skup svih vrhova grafa G susjednih vrhu v oznacavat ¢emo s Ng(v).

Definicija 2.3 Stupanj (ili valencija) vrha v u grafu G broj je bridova
grafa G koji su incidentni s v, pri cemu se za svaku petlju broje dvije inciden-
cije. Stupanj vrha v oznacava se s deg(v) (engl. degree). Za vrh v grafa G
kazemo da je izolirani vrh ako je deg(v) = 0. Za graf G kaZemo da je regu-
laran ako su mu svi vrhovi istog stupnja, ili preciznije da je r-regularan ako
za sve v iz Vg vrijedi deg(v) = r. Broj r nazivamo stupanj regularnosti

grafa G.

Vrh sa stupnjem jednakim j nazivamo j-vrh, j~ je vrh stupnja 7 ili manje te

jT vrh stupnja j ili vise. J-susjed od vrha v je j-vrh koji je susjed od v.

Teorem 2.4 (Lema o rukovanju) U svakom je grafu zbroj stupnjeva njegovih

vrhova paran. Ako je m broj bridova grafa, onda je
Z deg(v) = 2m (2.1)

Dokaz. Prebrojimo na dva nacina incidencije u grafu (par vrh i brid koji
su incidentni) racunajuci dvostruko incidencije petlji. Kada brojimo po vr-
hovima, ukupan broj incidencija jednak je zbroju stupnjeva svih vrhova. Bro-
gimo li po bridovima, svaki brid ima dvije incidencije pa th je ukupan broj

jednak 2m. Izjednacavanje dviju dobivenih vrijednosti daje 2.1 m

Kada je potrebno istaknuti da se stupanj vrha odnosi bas na vrh u grafu G
koristi se oznaka degg(v). Standardno se najmanja vrijednost medu stupnje-
vima vrhova grafa G oznacava s 6(() i naziva minimalni stupanj grafa, a
najveéa medu tim vrijednostima oznacava se s A(G) i naziva maksimalni

stupanj grafa. Za jednostavni graf vrijedi:

0 <H(G) <degea(v) <A(G) <n—1
dega(v) = |Ng(v)|, v € Vg



Definicija 2.5 Neka su G i H grafovi. Ako je Vg C Vi, Ey C Eg i svaki
brid grafa H ima iste krajeve u H kao sto ih ima v G, onda kaZemo da je H
podgraf (engl. subgraph) grafa G i pisemo H C G. Takoder kaZemo da je
G nadgraf (engl. supergraph) grafa H.

Definicija 2.6 Bipartitni graf (engl. bipartite graph) graf je G éiji se
skup vrhova moze podijeliti u dva disjunktna skupa A 1 B tako da svaki brid
iz Eg ima jedan kraj u A, a drugi u B. KaZemo da G ima biparticiju [A, B]

§to oznacavamo s G[A, BJ.

Definicija 2.7 TeZinski graf (engl. weighted graph) uredeni je par (G,w)
gdje je G graf i funkcija w : Eq — RT svakom bridu e grafa G pridruiuje
nenegativan broj w(e). Vrijednost w(e) naziva se teZina brida e. TeZina

podgrafa teZinskog grafa ukupna je teZina njegovih bridova.

Podgraf se moze dobiti uklanjanjem pojedinih bridova i/ili vrhova danog
grafa. Ako je e brid grafa G, G — e oznacava graf dobiven uklanjanjem
brida e iz grafa G.

Slicno tome, ako je v vrh grafa G, G — v oznacava graf dobiven iz grafa GG

uklanjanjem vrha v zajedno s bridovima incidentnim vrhu v.

v

G G—e G—-v

Slika 2.1: Primjer podgrafova dobivenih uklanjanjem brida ili vrha grafa



Definicija 2.8 Kazemo da su grafovi G = (Vg, Eg) i H = (Vg, Ey) izo-
morfni, uz oznaku G = H, ako postoje bijekcije 0 : Vg — Vg i ¢ : Eq — Eg
takve da su vrh v € Vg 1 brid e € Eqg incidentnt ako i samo ako su u H
incidentne njihove slike 6(v) i ¢(e). Takav par bijekcija (0, ) nazivamo iz-

omorfizam grafova G i H.

Ciklicki graf ili ciklus (engl. cycle) neprazni je graf ¢ije je vrhove mogudée
oznaciti tako da je V' = {vy,vg, ..., 0.} 1 E = {v1v9, 0903, ..., Uy 10, Uy U1 },
n > 1. Ciklicki graf s n vrhova oznacava se s C), i naziva n-ciklus. Ocito je

C, 2-regularan graf.

| < A1)

Slika 2.2: Ciklicki grafovi za n <5

Definicija 2.9 Aciklick: graf je graf koji nema cikluse.

Definicija 2.10 Triangulacija je graf u kojem za svaki ciklus duljine l > 3

postogi brid koji spaja dva nesusjedna vrha.

Definicija 2.11 Setnja (engl. walk) W u grafu G konacan je niz vrhova v;
i bridova e; oblika vg,eq,v1,62,...,e;,0; pri cemu su krajevi brida e; vrhovi v;_q
1 v;. Vrh vy pocetni je vrh ili pocetak, a v; zavrsni vrh ili zavrSetak setnje
W dok su vy,vq,...,u;_1 unutarnji vrhovi. KaZemo da je W Setnja od vy do
vy ili da je to (vo, v;)-8etnga te da su vrhovi vy i v, povezani Setnjom. Broj
bridova | naziva se duljina Setnje. Setnja W je zatvorena ako je vy = v

mace je otvorena.



Definicija 2.12 Staza (engl. trail) u grafu Setnja je ciji su svi bridovi
medusobno razliciti. Staza s medusobno razlicitim vrhovima naziva se put
(engl. path). Trivijalna setnja (staza, put) sastoji se od jednog vrha i nema
bridova, tj. ima duljinu 0. Ciklus u grafu zatvorena je staza koja sadrzi

barem jedan brid i ima medusobno razlicite unutarnje vrhove.

Definicija 2.13 Vrhovi u i v grafa G su povezani ako u G postoji (u,v)-
put. Udaljenost d(u,v) dvaju povezanih vrhova u i v duljina je najkraceg

(u,v)-puta. Ako u i v nisu povezani, uzimamo da je d(u,v) = oo.

Definicija 2.14 Struk (engl. girth) grafa koji ima ciklus duljina je nje-
govog najkraceg ciklusa dok je duljina najduljeg ciklusa njegov opseg (engl.

circumference).

Definicija 2.15 Graf G povezan je ako su svaka dva njegova vrha povezana
putem, inace je mepovezan. Povezani podgraf koji nije pravi podgraf ni
jednog drugog povezanog podgrafa grafa G (povezani podgraf maksimalan po
inkluziji) naziva se komponenta povezanosti ili krace komponenta grafa

G. Broj komponenti grafa G oznacavat éemo s ¢(G).

Teorem 2.16 Graf s barem dva vrha je bipartitan ako i samo ako mema
ciklus neparne duljine.

Dokaz. Uzmimo da je G graf s n > 2 vrhova.

Pretpostavimo da je G bipartitni graf. To znaci da se njegov skup vrhova
moZe podigeliti u dva disjunktna skupa, oznacimo ith s A i B, tako da je svaki
brid grafa G incidentan s jednim vrhom iz A i s jednim vrhom iz B. Neka
je vg — U — Vg — .. = V1 — v — vg — ciklus v G duljine | + 1 i
pretpostavimo da je vy iz A. Tada je vy iz B, vy iz A i tako redom, vy; € A

i Vo1 € B. Dakle, vrhovi ciklusa s parnim indeksom su u A, a s neparnim



indeksom su u B. Zbog toga $to je vy € A 1 vy brid ciklusa, vrh vy je iz B
pa je | neparan. Stoga je duljina ciklusa | + 1 paran broj. Time je dokazano
da su svi ciklusi u G parne duljine.

Dokazimo da graf G mora biti bipartitan ako nema ciklusa neparne duljine.
Ako je G prazan graf, onda je G sigurno bipartitan. Uzmimo sada da G
nije prazan graf, Eq # 0. Ako je svaka netrivijalna komponenta povezanosti
grafa bipartitan graf, onda je i on sam bipartitan pa je dovoljno dokazati da
je svaka netrivijalna komponenta grafa G bipartitan graf. Stoga, bez gubitka
opcenitosti, moZemo pretpostaviti da je G povezani graf. Neka je u po wvolji
izabrani vrh grafa G. Za svaki vrh v € Vg jednoznacno je odredena udaljenost
d(u,v) kao duljina najkraceg (u,v)-puta. Stoga su dobro definirani skupovi:

X ={z € Vg | d(u,x) paran broj} i Y = {y € Vi | d(u,y) neparan broj}.
Ocito je Vg = X UY i X NY = 0. Ako [X,Y] nije biparticija grafa G,
onda postoje medusobno susjedni vrhovi w © z takvi da su oba iz X ili oba iz
Y, to jest wz je brid u grafu G. Neka je Py najkraci (u,w)-put i Py nagkraéi
(u,z)-put i t zadnji vrh u kojemu se Py i Py podudaraju. Zato Sto su Py i
Py nagkraéi putevi, njihove (u,t)-dionice su iste duljine. Kako su Py i Py
iste parnosti, njihove su preostale dionice (t,w) i (t,z) takoder iste parnosti.
Nadovezivanjem (t,w)-puta i (t,z)-puta u vrhu t i dodavanjem brida wz dobije
se ciklus meparne duljine u G, $to je suprotno pretpostavci. Znaci da je G

bipartitni graf s biparticijom [X,Y], §to je i trebalo dokazati. m

Definicija 2.17 Vrsni rez, rastavljajuéi vrsni skup ili skraceno ras-
tavljajuéi skup (engl. vertex-cut, separating set, separator, disconnecting
vertex-set) povezanog grafa G skup je njegovih vrhova cijim se uklanjanjem
dobije nepovezani graf. Najmanji broj vrhova povezanog grafa G cije ukla-
njanje rezultira nepovezanim grafom ili grafom samo s jednim vrhom naziva

se vrdna povezanost grafa i oznacava k,(G) ili kraée k,. Za nepovezani



graf uzima se da je K, = 0. KaZemo da je graf G k-vr§no povezan ili krace

k-povezan ako je k < k,(G), k € Ny.

Definicija 2.18 Bridni rez ili rastavljajuéi bridni skup (engl. edge-
cut, disconnecting edge-set) povezanog grafa G skup je bridova cijim ukla-
njanjem G postaje nepovezan graf. Bridna povezanost r.(G) ili krace k.
povezanog grafa G s barem dva vrha minimalan je broj bridova cije uklanja-
nje rezultira nepovezanim grafom. Za graf s jednim vrhom i nepovezani graf
uzima se da je bridna povezanost kK, = 0. KaZemo da je graf G k-bridno

povezan kada je k < k.(G), k € Ny.

Definicija 2.19 Neka je v vrh i e brid grafa G. Ako je ¢(G —v) > ¢(G),
v se naziva rezni vrh (engl. cut-vertex) grafa G. Brid e je most ili rezni

brid (engl. bridge, cut-edge) grafa G ako je ¢(G — e) > ¢(G).

Definicija 2.20 Povezani graf bez ciklusa nazivamo stablo (engl. tree).

Suma (engl. forest) je graf bez ciklusa.

Definicija 2.21 Crtez grafa G = (V, E) u ravnini je preslikavangje o defi-

nirano na skupu VU E tako da vrijedi:
1. Vrhovima grafa pridruzuju se medusobno razlicite tocke ravnine.

2. Svakom bridu uwv pridruiuje se jednostavna krivulja o(uv) uw ravnini
kojoj su krajevi o(u) i o(v) te o(uv) ne sadrzi sliku ni jednog drugog

vrha iz V.

Presijecange bridova grafa je zajednicka unutarnja tocka krivulja o(ey) i

o(ea), e1,e2 € E, tj. tocka iz o(e1) Nol(ea) koja nije slika nekog vrha grafa G.

Definicija 2.22 CrteZ grafa u ravnini kojyi nema presijecanja bridova na-

ziva se smjestenjge (engl. embedding) grafa w ravninu ili ravninsko

9



smjestenje grafa. Planarni (engl. planar) graf ili graf smjestiv u rav-
ninu (engl. embeddable in the plane) graf je koji ima ravninsko smjestenje,
odnosno koji se moze nacrtati u ravnini bez presijecanja bridova. U protiv-

nom kaZemo da je graf neplanaran.

Definicija 2.23 Ravninsko smjestenje o(G) grafa G nazivamo ravninski
graf (engl. plane graph), ravninski prikaz ili ravninski crteZ planar-

nog grafa G.

Definicija 2.24 Podrucja ravnine odredena ravninskim smjestenjem grafa
nazivamo stranama (engl. faces, regions) toga grafa. Neomedena strana
grafa je vangska, a ostale su unutarnge. KaZemo da je strana incidentna
nekom vrhu odnosno bridu ako oni pripadaju njezinom rubu. Duvije strane su
susjedne ako su incidentne istom bridu. Strana incidentna reznom bridu je

sebt susjedna.

Stupanj d(s) strane s je broj bridova u njezinom rubu, pri ¢emu se rezni
bridovi broje dvostruko. Za isti ovaj pojam koristi se i termin duljina strane
i oznaka [(s). Skup strana ravninskog smjestenja planarnog grafa G oznacit

¢emo s F ili F(G). Analogno teoremu [2.4] vrijedii Y - d(s) = 2m.
Definicija 2.25 Za ravninski graf G definirat cemo graf G* kako slijedi:

o Unutar svake strane f; grafa G biramo tocku v . Tocke v} uzimamo

za vrhove grafa G*.

e Za svaki brid e grafa G povlacimo luk e* koji presijeca e u tocno jednoj
unutarnjoj tocki (ali ne i neki drugi brid iz G) i povezuje vrhove unutar

strana incidentnih s e. Ovi su lukovi bridovi grafa G*.

Graf G* naziva se geometrigski dual ilv kratko dual ravninskog grafa G.

10



" (a) (b)

Slika 2.3: Primjeri konstrukcije geometrijskog duala

Definicija 2.26 Neka je B = {1,2,....k} ili je B neki drugi skup kardi-
nalnosti k. Za graf G k-bojenjge vrhova je preslikavanje [ skupa njegovih
vrhova u skup B, f : Vg — B. Elemente skupa B nazivamo bojama i kaZemo
da je vrh v obojen bojom i € B ako je f(v) = 1.

Bojenje vrhova grafa je pravilno ako su susjednim vrhovima pridruZene
razlicite boje. Graf G je vr$no k-obojiv ili krace k-obojiv ako postoji pra-
vilno k-bojenje njegovih vrhova. Ako je graf G k-obojiv i nije (k — 1)-obojiv,
onda kazemo da je G k-kromatski (engl. k-chromatic) graf, odnosno da je

kromatski broj x(G) grafa G jednak k.

Dakle, graf G je k-obojiv ako je svakom vrhu moguée dodjeliti jednu od k
boja, tako da susjedni vrhovi imaju razli¢ite boje. Kromatski broj x(G) grafa

G je najmanji broj boja za koje postoji pravilno bojenje njegovih vrhova.

L : 2 u B
H| (7 <>
4B

2 1

Slika 2.4: Primjeri bojenja vrhova

11



Definicija 2.27 Za prirodan broj k, k-bridno bojenge grafa G je preslika-
vanje f . Eq — B skupa bridova u skup B ¢iji se elementi nazivaju bojama,
gdje je B = {1,2,....k} ili neki drugi k-clani skup. Bojenje bridova grafa
je pravilno ako su susjedni bridovi razlicito obojeni. Graf G je bridno k-
obojiv ako postoji pravilno k-bojenje njegovih bridova. Bridni kromatski
broj (engl. edge chromatic number) ili kromatski indeks (engl. chroma-
tic index ) X' (G) grafa G je nagmanji broj razlicitih boja za koji je mogude
pravilno bridno bojenje grafa G. Graf G je bridno k-kromatski ako je \’
(G) = k.

Slika 2.5: Graf s pravilnim bridnim bojenjima

Definicija 2.28 Linijski graf grafa G graf je L(G) takav da postoji bijek-
cija skupa Vi) njegovih vrhova u skup Eg bridova grafa G, a dva su vrha iz
Vi(a) susjedni ako i samo ako su odgovarajuci bridovi 1z Eg susjedni u grafu

G. Posebno se moze uzeti Via) = Eq.
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Definicija 2.29 Neka je F skup strana ravninskog grafa G, a s B neki ne-
prazan skup kardinalnosti k. Preslikavange f : F — B nazivamo k-bojenge
strana grafa G. Elemente skupa B zvati cemo bojama. Bojenje strana grafa
G je pravilno ako su za svaki brid e € Eg strane incidentne s e razlicito
obojene. Graf G je k-obojiv po stranama ako postoji pravilno k-bojenje

njegovih strana.

Gy G

Slika 2.6: Primjer pravilnog bojenja strana grafa

Ravninska karta, ili krac¢e karta je smjestenje u ravnini 3-bridno povezanog
planarnog grafa. Bojenje karte je bojenje njezinih strana. Kromatski

broj karte je najmanji broj boja za koje postoji njezino pravilno bojenje.

Definicija 2.30 Aciklicko bojenje (engl. acyclic coloring) grafa je pra-
vilno bojenje takvo da unija bilo koje dvije klase boja inducira aciklicki pod-

graf, ekvivalentno, niti jedan ciklus nije 2-obojiv.
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Poglavlje 3
Metoda praznjenja

Prvo se osvrnimo na sami naziv ”"praznjenje”. Naziv dolazi od engleske rijeci
discharging, a metoda ukljucuje postavljanje chargova i njihovo pomicanje
po grafu. To smo preveli kao praznjenje i naboji. Naboj je proizvoljan realan
broj, moze biti pozitivan i negativan. Formula praznjenja je jednadzba koja
vrijedi za promatrane grafove. Cijela tehnika praznjenja je ,most” izmedu
formule praznjenja i specificnog svojstva grafa koje nas zanima. Navedena
metoda se cCesto koristi u bojenjima grafova, a najpoznatija je po svojoj
sredisnjoj ulozi u dokazu teorema o cetiri boje.

Svako pravilo praznjenja zadrzava zbroj naboja. Pravila su osmisljena tako
da nakon faze praznjenja svaka strana ili vrh s pozitivnim nabojem lezi u jed-
nom od Zeljenih podgrafova. Bududéi da je zbroj naboja pozitivan, neka strana
ili vrh moraju imati pozitivan naboj. UspjeSna primjena metode praznjenja

zahtijeva kreativno osmisljavanje njezinih pravila.



3.1. Formulacija

3.1 Formulacija

Metoda se sastoji od 2 dijela:
1. FAZA PUNJENJA

e Pridruziti naboje nekim elementima grafa (vrhovi, strane, bridovi).
e [zracunati ukupni naboj pridruzen cijelom grafu.

2. FAZA PRAZNJENJA
e Preraspodijeliti naboje u grafu prema skupu pravila praznjenja.

e Izrac¢unati ukupne naboje ponovno (obi¢no pomocéu posebnih svojstava

grafa) i izvesti zakljucak.

Ovo je samo grubi kostur tehnike. Navedeni koraci mogu izgledati drugacije
u praktiénim primjenama. Metoda praznjenja se opisuje opéenito kako bi se

mogla primjeniti na Sirok raspon problema.
Definicija 3.1 Punjgenje vrhova je dodjeljivanje "pocetnog naboja” sva-

kom vrhu v.

Definicija 3.2 Punjgenge bridova je dodjeljivanje "pocetnog naboja” sva-

kom bridu e.

Definicija 3.3 Punjgenge strana je dodjeljivanje "pocetnog naboja” svakoj

strani f.

Sljede¢ih nekoliko pojmova cesto se koristi u primjerima metode praznjenja.

Definicija 3.4 Maksimalni prosjeéni stupanj grafa G, u oznaci mad(QG)

je maksimalni broj svih prosjecnih stupnjeva nad svim podgrafovima od G.

S d(G) oznacavamo prosjek stupnjeva vrhova u G.
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3.1. Formulacija

Promotrimo kako metoda funkcionira na jednostavnom primjeru.

Lema 3.5 Ako je d(G) < 3, onda G ima 1™ -vrh ili 2~ -vrh sa 5~ -susjedom.
Dokaz. Koristimo punjenje vrhova, svaki vrh v na pocetku ima naboj d(v).
Pretpostavimo da G nema 1~ -vrh i da niti jedan 2~ -vrh nema 5~ -susjeda.
Definirat éemo pravilo praznjenja tako da svaki vrh zavrsi s nabojem najma-
nje 3. 2-vrhovi trebaju naboj, 4T -vrhovi mogu dati naboj. Navedimo pravilo

praznjenja:
o Svaki 2-vrh uzima naboj velicine % od svakog susjeda.

Sada svaki 2-vrh ima naboj 3, buduéi da dva 2-vrha nisu susjedna. Vrhovi

stupnjeva 3,4,5 ne gube naboj jer smo pretpostavili da niti jedan 2-vrh nema

1

5, na kraju ostaje

5~ -susjeda. Svaki 61 -vrh v daje svakom 2-susjedu naboj od
s nabojem najmanje d(v)/2, Sto je najmange 3 kada je d(v) > 6. Slijedi
da je d(G) > 3 kada nijedan 2-vrh nema 5~ -susjeda, $to je kontradikcija s

dG)<3. m

Promotrimo lemu (3.5 opéenitije. Kada zelimo da graf G s mad(G) < b ima
17-vrh ili 2-vrh s j~-susjedom pogledajmo koji je najbolji izbor za b. Moramo
pokazati da b moze biti najvise 3, jer inace G moze biti 3-regularan bez 2-
vrha. Kada zanemarimo 17 -vrhove i koristimo punjenje stupnjeva, samo
¢e 2-vrhovi trebati naboj kojeg ¢e uzeti od svojih susjeda. Pretpostavimo
da svaki 2-vrh uzima naboj koli¢ine p od svakog susjeda. Konaéni naboj na
svakom vrhu je najmanje b ako i samo ako 2-vrhovi dobivaju dovoljno naboja.
Vrhovi sa stupnjem ve¢im od j mogu izgubiti p na svakog od susjeda, tako
da trebamo 2+ 2p > bid—dp > b kada je d > 57 + 1. Da bismo pronasli
najveéi b koji odgovara, stavimo 2 4+ 2p = (j + 1)(1 — p), dobivamo p = %
pajeb=242p= 4% Za j = 5 dobivamo lemu .
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Poglavlje 4

Primjena metode praznjenja u

planarnim grafovima

Konfiguracija (engl. configuration) u grafu G je bilo koja struktura u G
(Cesto vrsta podgrafa). Konfiguracija je reducibilna za svojstvo Q grafa
ako se ne moze pojaviti u minimalnom grafu koji nema svojstvo Q.

Lagani podgrafovi (engl. light subgraphs) su podgrafovi s relativno malim
zbrojem stupnjeva. Lagani podgrafovi mogu biti reducibilne konfiguracije za
probleme bojenja. Dokazujemo neke rezultate s ravnomjernim punjenjem ili
punjenjem strana koji su izvorno bili dokazani punjenjem vrhova. Najpozna-
tiji rezultat o laganim bridovima (light edges) je Kotzigov teorem koji kaze
da svaki 3-povezani planarni graf ima brid tezine najvise 13.

Kontekst ogranicenog mad(G) ostaje isti kod proucavanja planarnih grafova.
Po teoremu dobivamo da je mad(G) < 6. Oznacimo sa s struk grafa.
Tada vrijedi nejednakost m < —*5(n — 2). Uklanjanjem bridova ne mozemo
dobiti male cikluse, tako da je mad(G) < 25 kada je G planarni graf sa
strukom s.

Metoda praznjenja je vrlo prikladna za dokazivanje tvrdnji iz podrucja pla-



narnosti. Posebno, kod planarnih grafova se naboj moze dodjeliti stranama,
koje su vrhovi u dualnom grafu G*. S obzirom da je G* takoder planaran
vrijedi mad(G*) < 6 1 mozemo koristiti praznjenje i na G i na G*. Za pocetak

navodimo teorem i propoziciju koji ¢e nam biti korisni u dokazivanju tvrdnji.

Teorem 4.1 (Euler, 1750) Neka je G smjeStenje u ravnini povezanog pla-
narnog grafa, a n, m i f oznacavaju redom broj vrhova, broj bridova i broj

strana grafa G. Tada vrijedi Eulerova formula
n—m+ f=2 (4.1)

Dokaz. Teorem cemo dokazati indukcijom po broju m bridova grafa G.
Ako je m = 0, onda je n = 1 (jer je G povezan) i f = 1. Ocito je tada
n—m+f=1—-—0+1= 2 pa turdnja vrijedi za bazu indukcije. Uzmimo
sada da je G graf s m > 1 bridova. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve
grafove s manje od m bridova. Ako je G stablo, onda je m =n—114 f =1,
pa vrijedin —m+ f =n—(n—1)4+1= 2. Ako G nije stablo, uzmimo
da je e brid u nekom od ciklusa grafa G. Tada je G — e povezani planarni
graf s n vrhova, m — 1 bridova i f — 1 strana. Po indukcijskoj pretpostavci
n—m—1)+(f—1) =2 sto daje n —m+ f = 2. Time je tvrdnja dokazana

za svem € Ny. m

Propozicija 4.2 Ako je G povezani jednostavni planarni graf s m bridova i
n = 3 vrhova, onda vrijedi m < 3n — 6.

Dokaz. Ako graf G nema ciklusa, onda je G stablo im =n—1 pa zan > 3
turdnja vrijedi. Naime, bit e 3n —6 = (n—1)4+ 2n —5) >n—1=m
jer je 2n — 5 > 0. Ako graf G sadrzi ciklus, onda svaka strana ima rub od
barem 3 brida (G je jednostavni graf pa nema ciklusa duljine 2) pri cemu je
svaki brid incidentan s najvise dvije strane. Aka je f broj strana ravninskog

prikaza grafa G, brojenjem incidencija bridova 1 strana zakljucujemo da je
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3f < 2m. Iz ove nejednakosti © Eulerove formule f = m —n+ 2 slijedi da je

m < 3n — 6. Time je dokaz zavrsen. m

Pocetni naboj koji se dodjeljuje vrhu v je najcesée njegov stupanj d(v).
S obzirom da je za planarni graf G mad(G) < 6, metodu praznjenja na

planarnim grafovima Kkoristit ¢emo najcesce temeljem sljedeée propozicije.

Propozicija 4.3 Neka su V(G) i F(G) skupovi vrhova i strana u planarnom
grafu G, neka je l(f) duljina strane f. Tada za G vrijede sljedece jednakosti:

> vev(e)(d(V) = 6) + 3 ey (2U(f) — 6) = —12 - punjenje vrhova
> vev(e)(2d(v) = 6) + 3~ re gy (U(f) — 6) = —12 - punjenje strana
> vev(e)(dW) —4) + 37 ey (U(f) — 4) = =8 - ravnomgjerno punjenje

Dokaz. Pomnozimo Eulerovu formulu s -6 ili -4, rastavimo pribrojnik za
bridove i dobivamo sljedeée 3 formule.

—6n+2m+4m —6f = —-12, —6n+4m+2m —6f = —12,
—4An+2m +2m —4f = —8.

U svakoj jednadzbi, zamijenimo prvo pojavljivanje m s %Zvev(c) dv), a
drugo s %Zfep(g) [(f) i onda turdnje lako slijede grupiranjem pribrojnika.

Primijetimo da se u sva tri slucaja pune i vrhovi i strane. Prvo ¢emo nazi-
vat punjenje vrhova, drugo punjenje strana, a tre¢e ravnomjerno punjenje.
Kao pocetni naboji ne koriste se stupnjevi vrhova ili strana, nego izrazi iz
ovih jednadzbi, npr. d(v) — 6 za naboj vrha. Vrh ili strana su ,sretni” kada
dosegnu nenegativan naboj. Ako su svaki vrh i strana "sretni” dobivamo
kontradikciju na isti na¢in kao kod punjenja vrhova, to ¢ini lijevu stranu ne-

negativnom, dok je desna strana negativna.
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U nacelu, svaki rezultat koji se moze dokazati jednom od ove 3 metode
praznjenja, moze se takoder dokazati i pomocu ostalih. Ovisno o kontek-
stu, pomocu nekih ¢ée dokazi mozda biti jednostavniji.

Za dokaze o triangulacijama, kao Sto je i u slucaju problema cetiri boje, koristi
se punjenje vrhova. Sve strane imaju naboj 0 i ¢esto ih se moze zanemariti.
Punjenje vrhova planarnih grafova gdje je naboj d(v) — 6 je ekvivalentno pu-
njenju vrhova gdje je naboj d(v). Za 3-regularne planarne grafove koristi se
punjenje strana, pri ¢emu je svakom vrhu pridruzen naboj 0. Kada su G i G*
jednostavni, 3-vrhovi i 3-strane su jedini objekti kojima je potreban naboj,

one sa stupnjem ili duljinom najmanje 5 imaju visak za predati.

Teorem 4.4 Ako planarni graf ima minimalni stupanj 5, onda on ima brid
s kragnjim 5-vrhovima ili brid s krajnjim 5-vrhom i 6-vrhom.

Dokaz. Koristimo V(G), F(G), E(G) za oznacavanje skupova vrhova,
strana @ bridova. U ovom slucaju laganim bridom nazivamo brid kojem su
oba vrha stupnja 5 ili stupnjeva 5 1 6. Da bi se dokazao teorem, dovoljno je
promatrati samo planarne triangulacije.

Proizvoljno dodajemo bridove dok graf ne postane triangulacija. Buduci da
je pocetni graf imao minimalni stupanj 5, svaki vrh novog brida ima stupanj
najmange 6. Dakle, nijedan novi brid nije lagani brid. Stoga, ako triangula-
cija sadrzi lagani brid, tada je taj brid morao biti u pocetnom grafu.
Pocetni naboj je 6-d(v) za svaki vrh v, te 6 —2d(f) za svaku stranu f. (Graf
je triangulacija pa je naboj na svakoj strani 0). Koristeéi propoziciju lako
widimo da je zbroj svih naboja 12.

Koristimo samo jedno pravilo praznjenja:

1

e Svaki vrh stupnja 5 daje naboj velicine ¢

svakom susjedu.

Promatramo koji bt vrhovi mogli imati pozitivan zavrsni naboj. Jedini vrhovi

s pozitivnim pocetnim nabojem su vrhovi stupnja 5. Svaki vrh stupnja 5 daje
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naboj od 1/5 svakom susjedu. Svakom vrhu je dan ukupni naboj od najvise

@. Pocetni naboj svakog vrha v je 6 — d(v), a zavrsni naboj svakog vrha

d o : - L .
4d(v) Dakle, vrh moZe imati pozitivan zavrsni naboj samo ako

je najvise 6 — = =

ima stupangj najvise 7. Sada pokazujemo da je svaki vrh s pozitivnim zavrsnim
nabojem susjedan krajnjem vrhu laganog brida.

Ako vrh v ima stupanj 5 ili 6 i pozitivan zavrsni naboj, dakle vrh v je dobio
naboj od susjednog vrha u stupnja 5, onda je brid uv lagani brid.

Ako vrh v ima stupang 7 i pozitivan zavrsni naboj, dakle vrh v je dobio naboj
od nagmanje 6 susjednih vrhova stupnja 5. S obzirom da je graf triangulacija,
vrhovt susjedni vrhu v moraju tvoriti ciklus. Susjedi stupnja 5 ne mogu svi
biti odvojeni vrhovima viseg stupnja (jer vrh v ima stupanj 7). Najmanje dva
od susjeda stupnja 5 moraju biti jedan do drugog uw ovom ciklusu. Oni cine

lagani brid. m

Normalna ravninska karta je ravninski graf takav da je svaki stupanj vrha
i duljina strane najmanje 3. Svaki ravninski graf sa minimalnim stupnjem
najmanje 3 je normalna ravninska karta (normal plane map). Jendrol je dao
kratak dokaz da svaka normalna ravninska karta GG ima brid s tezinom najvise
11 ili 3-vrh s 10-susjedom. Modificiramo taj dokaz kako bi dobili Borodinovo

prosirenje Kotzigovog teorema.

Teorem 4.5 (Borodin) Normalna ravninska karta G ima brid s teZinom
najvise 11 ili 4-ciklus kroz dva 3-vrha i zajednickog 10~ -susjeda.

Dokaz. Pretpostavimo da G nema lagani brid (s tezinom najvise 11). Ako
neka strana F ima duljinu vecu od 3, onda povezivanjem susjeda vrhova strane
sa najmangim stupnjem ne mozZemo dobiti lagani brid. Pretpostavimo da
svaka strana tma duljinu 3. Koristimo punjenje vrhova.

Navedimo pravilo praznjenja:

e Svaki 5~ -vrh v uzima naboj velicine 6;5}()”) od T*-susjeda.
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S obzirom da je G triangulacija bez bridova teZine najvise 11, k-vrh gubi na-
boj na najvise L%J vrhova. T-vrh daje naboj samo 5-vrhovima, ukupno daje

najvise 3 - = @ ostaje pozitivan. 8-vrh daje naboj samo na 4-vrh, ukupno daje

N|—= Ol

najvise 4 - = i ostaje nenegativan. Za d(v) = 9, susjedi od v mogu imati stu-

d(v)
2

pang 3 i dobiti naboj 1, ali konacni naboj je [=2], koji je nenegativan kada
je d(v) > 11.

Konacno, pretpostavimo da je d(v) € {9,10}. Buduéi da strane imaju du-
liinu 3, susjedi od v ¢ine zatvorenu Setnju duljine d(v) promatrajuci redom,
a svaki 3-vrh se pojavljuje samo jednom u Setnji. Uz lagani brid i zabranjena
navedena 4-ciklusa, 3-vrhovi moraju biti odvojeni za najmange 3 koraka duz
ove Setnje. S obzirom da nema laganog brida, svaki 9-vrh ima najvise cetiri
5-susjeda. Ako ima najmange tri 3-susjeda, onda ima tocno tri i ne gubi
naboj na ni jednom drugom vrhu, stoga 9-vrh gubi maz{3-1,2-1+ 2 - %}
10-vrh @ma najvise 5 -susjeda, a ako ima najmange tri 3-susjeda onda ima
najvise cetiri 5-susjeda i gubi max{4-1,2-143- %}, pa zakljucujemo da vrijedi

tordnja. m
Sada navodimo jo$ jedan rezultat o strukturi u planarnim grafovima.

Teorem 4.6 Svaki planarni graf ima 5~ -vrh s najvise dva 12% -susjeda.
Dokaz. Pretpostavimo da je G triangulacija, pa vrijedi 6(G) = 3 i pretpos-
tavimo da ne postoji vrh s traZenim svojstvom. Koristimo punjenje vrhova,

a zbog planarnosti vrijedi mad(G) < 6. Navedimo pravilo prainjenja:

6—d(u)
3

e Svaki 5~ -vrh u uzima naboj velicine od svakog 12" -susjeda.

Tada j-vrhovi za 6 < j < 11 ne gube naboj. Moramo pokazati da ce na ovay
nacin 5 -vrhovi dobiti dovoljno naboja, a 12T -vrhovi necée izqubiti previse.

Od svakog 127" -susjeda svaki 3-vrh ée dobiti naboj velicine 1, svaki 4-vrh naboj
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2
37

velicine %, a 5-vrh naboj velicine % Neka je v 12+—SUSj€Cﬁ. S obzirom da je
G triangulacija, susjedi od v ¢ine ciklus C' koji moZda ima poprecne bridove,
odnosno bridove koji spajaju vrhove trokuta koji nisu zajednicki. Neka je H
podgraf ciklusa C' induciran njegovim vrhovima ciji je stupanj najvise 5 u
grafu G. Svaki 5~ -vrh w ima najmange tri 127 -susjeda, pa vrijedi dy(w) <
dg(w) — 3. Ako svi susjedi od v imaju stupanj 5, onda v gubi @ naboja
1 zavrsava Sa %d('u), sto 1znosi nagmange 8. Ako nemaju svi susjedi vrha v
stupang 5, onda su komponente od H putevi. Promotrimo put P s k vrhova
zajedno s jednim dodanim vrhom koji je sljedeci u ciklusu, a nije iz H. Ako
je k =1, onda v daje naboj 1 na ova dva vrha (slika . Ako je k > 1,
onda v daje najvise % unutarngim vrhovima puta P ¢iji je stupanj najmange
5 1 najvise % kragnjim vrhovima c¢iji je stupanj najmanje 4. Zakljucujemo da
promatranih k+1 vrhova od vrha v moZe dobiti najvise 0+2- % +(k—2) % =
k+2

==, a to je manje od

d(v)

L Lada je k > 1. Virh v ukupno gubi najvise 5, ba

2

mu naboj ostaje najmanje 6 kada je d(v) > 12. =

s, T

=1

Slika 4.1: Konacni slucaj za teorem [4.6

112+-vrh koji je susjed barem jednom 5~ -vrhu
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Teorem 4.7 Svaki planarni graf G struka najmange 7 i 06(G) > 2 ima 2-vrh
sa 3~ -susjedom.

Dokaz. Pretpostavimo da tvrdnja ne vrijedi za graf G i koristimo punjenje
strana. Neka su pocetni naboji vrhova 2d(v) — 6, a pocetni naboji strana
I(f) — 6. Kada G ima struk (najmanji stupanj strane) najmange 7, jedino

2-vrhovi imaju negativan pocetni naboj. Navedimo pravilo praznjenja:
o Svaki 2-vrh uzima naboj velicine % od svakog susjeda i incidentne strane.

Provjerimo zavrsavaju li svi vrhovi @ strane s nenegativnim nabojem. Pravilo
prainjenja osigurava da 2-vrhovi zavrse s nabojem 0. S obzirom da 3-vrhovi
nemaju 2-susjeda, njihov naboj ostaje 0.

Za j =4, j-vrh moZe predati % preko svakog brida i zavrsiti s nabojem barem
2] —6— %, koji je nenegativan. j-strana ima najvise L%j incidentna 2-vrha,
s obzirom da 2-vrhovi nisu susjedni. Zakljucujemo da j-strana ima konacni
naboj najmanje j — 6 — %L%j, koji je menegativan za j = 8. Zbog lakseg
dokaza za T-strane, wvodimo jo$ jedno pravilo prainjenja. Kada su dva 47 -
vrha susjedna bridom e, onda usmgjerimo naboj %, koji bt svaki od ovih vrhova

poslao svom 2-susjedu, tako da dvije strane koje omeduju e dobiju % Sada,

3
2

1

5 od dva susjedna 47 -vrha i

7-strane koje daju 5 za tri 2-vrha, nadoknade

zavrSavaju s nabojem (. m

p
—— -
>

—

Slika 4.2: Praznjenje za teorem [4.7]
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Ovaj dokaz pokazuje preusmjeravanje naboja i pravila praznjenja za vrhove.
Potrebna su dodatna pravila praznjenja za vrhove koji su dosta izgubili.
Ravnomjerno punjenje daje jednostavniji dokaz praznjenja kada 2-vrh i 3-

vrh trebaju naboj.

Teorem 4.8 Svaki ravninski graf G sa 6(G) = 3 ima dvije 3-strane sa za-
jednickim bridom, j-stranu gdje je 4 < 5 < 9 ilv 10-stranu ciji su svi vrhovi
stupnja 5.

Dokaz. Neka je G ravninski graf s 6(G) = 3 za kojeg ne vrijede nave-
dene pretpostavke. Koristimo punjenje strana, svakom vrhu dajemo naboj od
2d(v)—6, a svakoj strani l(f)—6, ukupan naboj je -12. Buduéi da je I(f) < 4
i l(f) > 9 pocetni negativni naboj imaju samo trokuti i iznosi -3. Navedimo

pravila praznjenja:
o Svaki trokut uzima naboj velicine 1 sa svake susjedne strane.

e Svaka strana [ uzima naboj velicine 1 od svakog incidentnog 4% -vrha

kogi pripada barem jednom trokutu koji dijeli brid s f (slika .

3-strane su sada sretne, a 3-vrhovi ostaju s nabojem 0. Ostali vrhovi su
sretni jer 3-strane memaju zajednicke bridove. Za j = 4, j-urh gubi najvise
naboj L%J, a zavrsava s barem (37]1 — 6 naboja koji je nenegativan za j = 4.
Promotrimo sada j-stranu f za j > 10. Gubi naboj velicine 1 za svaki put
duz svakog ruba ondje gdje su susjedne strane trokuti i rubni vrhovi imaju
stupanj 3. Svakoj od tih strana f daje 1, ali dobiva 1 iz svakog 4% wvrha.
Ako rubni vrh maksimalnog takvog puta ima stupanj najmange 4, u konacnici
J

nema gubitka. Gubitak za f je dakle najvise | %

21, a konacni naboj je najmanje

f%ﬂ — 6, a to je nenegativan broj za j > 11. Dakle, negativni naboj se moze
pojaviti samo na 10-strani. 10-strana f mora izgubiti naboj veci od 4 kako bi

postala negativna, a to zahtijeva 5 puteva gdje f qubi 1. Putevi moraju biti
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pojedinacni bridovi koji nemaju zajednickih vrhova, a svi vrhovi incidentni

sa f moraju imati stupanj 3. ®

L
—— - -
L]

—

Slika 4.3: Praznjenje za teorem
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Poglavlje 5

Primjena metode praznjenja u

bojenju grafova

Pogledajmo sada kako se metoda praznjenja koristi u nekoliko problema bo-
jenja. Promotrimo primjenu pojma reducibilne konfiguracije u k-bridnom

bojenju. Prvo dajemo propoziciju, a rezultat je u teoremu

Propozicija 5.1 Brid s tez“inonﬂ najvise k+1 je reducibilna konfiguracija za
svojstvo k-bridnog bojenja.

Dokaz. Promatramo svojstvo k-bridnog bojenja. Neka je G graf koji ima
brid e tezine najvise k + 1. Ako je graf G — e k-bridno obojiv, onda postoji
boja za prosirenje bojenja na e, jer je e incidentan sa najvise k — 1 drugih
bridova. Promotrimo sada minimalni graf G sa x (G) > k, tada graf nema
svojstvo k-bridnog bojenja za konfiguraciju s bridom tezZine najvise k + 1, pa

po definiciji slijedi da je konfiguracija reducibilna. m

Primjetimo da uvijek vrijedi x'(G) > A(G). Vizingov teorem navodi da je
uvijek X (G) < A(G)+1, a odrediti kada je ¥ (G) = A(G) i x (G) = A(G)+1

1

suma stupnjeva krajeva tog brida



je jedan od tezih problema u bojenju grafova.

Teorem 5.2 Ako je mad(G) < 3 i A(G) = 6, onda vrijedi x (G) = A(G),

Dokaz. Fiksiraymo k € Z, k > 6. Dokazujemo opcenitiju tvrdnju:
o Ako je mad(G) < 3 i A(G) < k, onda je X (G) < k.

U grafovima (podgrafovima) s mad(G) < 3 i A(G) < k ne postoji mini-
malni graf (podgraf) koji zadovoljava x'(G) > k. Bez smanjenja opcenitosti,
mozZemo promatrati graf bez izoliranih vrhova. Prema lemi graf G tada
ima 1-vrh ili 2-vrh sa 5~ -susjedom. Brid incidentan sa 1-vrhom ima tezinu
najvise A(G) + 1, a brid koji spaja 2-vrh sa 5~ -susjedom ima teZinu najvise
7. Zakljucujemo da je tezina svakog brida e najvise k + 1, po propoziciji|5.1
slijedi da G nije minimalni graf koji zadovoljava X' (G) > k, iz ¢ega slijedi da
jex(G)<k m

Bojenje i bridno bojenje smo ve¢ definirali u uvodu, a sada uvedimo jos neke
vrste bojenja kako bismo mogli promotriti vise primjera metode praznjenja.
Dodjeljivanje liste (engl. list assignment) L grafu G pridruzuje svakom
vrhu v skup L(v) boja, koje nazivamo lista. U k-uniformnoj listi, svaka lista
ima velicinu k. Graf G je L-obojiv ako postoji pravilno bojenje ¢ grafa G
tako da je ¢(v) € L(V) za sve v € V(G). Graf G je k-lisno izabirljiv (engl.
choosable) ako je G L-obojiv kad god svaka lista ima veli¢inu najmanje k
(mozemo pretpostaviti da je L k-uniformna). Kromatski broj liste u oz
naci x;(G) je najmanji k takav da je G k-lisno izabirljiv. Analogno za bojenje
bridova.

Dodjeljivanje bridne liste (engl. edge-list assignment) L je dodjeljivanje
popisa dostupnih boja bridovima grafa G. S obzirom na L, L.-bojenje bri-
dova ¢ je pravilno bojenje bridova takvo da je ¢(e) € L(e) za sve e € E(G).
Graf G je k-bridno izabirljiv (engl. k-edge-choosable) ako je G L-bridno
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obojiv kad svaka lista ima veli¢inu najmanje k.
Kromatski broj bridne liste u oznaci y; (G), je najmanji k takav da je G

k-bridno izabirljiv.

Teorem 5.3 Ako je mad(G) < 3, onda je G aciklicki 6-izabirljiv.

Dokaz. Dovolyno je pokazati da se pretpostavke iz leme kada je mad(G) <
3 mogu reducirati za postojanje aciklickog bojenja odabranog iz 6-uniformne
liste L. Po definiciji vrijedi mad(G — v) < 3. Neka je ¢ aciklicko L-bojenje
od (G —v). Slucajevi su prikazani na slici[5.1]

v v

N

/

Slika 5.1: Svodenje na aciklicko 6-bojenje

Ako je dg(v) < 1 onda prosirujemo ¢ s bojom ¢(v) koja nije koristena na
susjedu od v.

Ako je dg(v) = 2 i razlicite su boje na Ng(v), onda za vrh v opet uzimamo
boju koja nije koristena.

Ako je dg(v) = 2 i iste su boje na oba vrha od Ng(v), onda treba paziti na
kontradikciju s 2-bojenjem ciklusa. S obzirom da v ima 5 -susjeda u, najvise
cetiri druge boje se pojavljuju na susjedima u, tako da postoji boja dostupna

za vrhv. ®

Propozicija 5.4 Bridovi teZine najvise k + 1 su reducibilni za k-bridnu iza-
birljivost.

Dokaz. Lagani brid e (tezine najvise k+1) je incidentan sa najvise k — 1
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bridova. Neka je ¢ L-bojenje bridova. Ako je G — e k-bridno izabirljiv i

|L(e)| =k, onda se ¢ od G — e prosiruje na bojenje bridova od G.

Lema 5.5 Ciklusi parne duljine su 2-lisno izabirljivi.

Dokaz. Dokazat cemo da je svaki Co L-obojiv kada je svaka lista velicine 2.
Ako su liste jednake, odaberemo boje koje ce se izmjenjivati. Inace, postoje
susjedni vrhovi u i v takvi da L(u) sadrzi boju c koja nije u L(v). Koristimo
¢ na vrhu u i nastavljamo od u do v na putu Coy —u. Na svakom movom vrhu
odaberemo boju iz liste koja nije koristena na prethodnom vrhu. Takva boja

uvigek postogi i vrijedi za svaki brid jer su boje odabrane za u i v razlicite. m

Metoda praznjenja cesto se koristi za probleme bojenja ravninskih grafova.

Teorem 5.6 Svaki ravninski graf koji nema 4-ciklus i j-stranu za 5 < j <9
je 3-obojiv.

Dokaz. Neka je graf G minimalni protuprimgjer, on mora biti 4-kritican EL
(G) = 3 i on je 2-povezan. S obzirom da ne postoji 4-ciklus, ne postoje
dvije 3-strane koje su susjedne. Po teoremu [{.8 mozemo pretpostaviti da
G sadrzi barem jednu 10-stranu C ¢iji su svi vrhovi stupnja 3. Neka je f
pravilno 3-bojenje od G — V(C'). S obzirom da svaki vrh na C ima tocéno
jednog susjeda i1zvan C; dvije boje ostaju dostupne na svakom vrhu C. Parni

ciklust su 2-lisno 1zabirljivi, pa moZemo dovrsiti bojenje. m

Ravnomjerno punjenje se najcesce koristi kada grafovi i duali nisu triangula-
cije. Zanimljivost dokaza je koriStenje ”zaliha” naboja koji moze i¢i od ili do
vrhova ili strana. Zalihe olakSavaju pomicanje naboja iz vrhova maksimalnog

stupnja do 3-vrha.

2Graf G je k-kritican graf ako G nije (k — 1)-obojiv, a svaki H C G je (k — 1)-obojiv.
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Teorem 5.7 Ako je G planaran graf i A(G) > 9, onda je x,(G) < A(G)+1,
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka je G minimalan graf s bridnom listom
L tako da je svaka lista velicine A(G) + 1 i G nema L-bojenje bridova. Po
propoziciji brid tezine najvise A(G) + 2 je reducibilan. Pretpostavimo da
je 0(G) = 3 i da svaki susjed j-vrha ima stupanj najmanje A(G) + 3 — j.
Neka je k = A(G), s obzirom da je k > 9, zbroj stupnjeva bilo koja dva
susjedna vrha je najmanjge 12. Koristimo ravnomgjerno punjenje s pocetnim
nabojem jednakim d(v) —4 ili l(f) — 4. U pocetku "zaliha” naboja je prazna.
Pravila praznjenja moraju usreciti svaki vrh i stranu, a zalihe naboja drZati

nenegativnim kako bi dobili kontradikciju. Navedimo pravila praznjenja:

e Svaki 3-vrh uzima naboj velicine 1 iz zaliha naboja, a svaki k-vrh daje

naboj velicine % u zalihe.

e Svaka 3-strana uzima naboj velicine % od svakog incidentnog 8" -vrha i

j%l od svakog incidentnog j-vrha gdje je j € {5,6,7}.

Kako bi dokazali da je u zalthama pozitivan naboj, dokazujemo ny > 2ng, gdje
jen; broj j-vrhova u grafu G. Bridovi incidentni s 3-vrhovima tvore bipartitni
graf H ¢iji su elementi particije 3-vrhovi i k-vrhovi. Ako H ima ciklus C,
onda je on parne duljine jer je H bipartitan. Zbog minimalnosti od G slijedi
da G—E(C) ima L-bojenje bridova. Svaki brid od C' je incidentan s A(G)—1
bridova koji su obojeni, pa ostaju najmange 2 dostupne boje za svaki brid (slika
. S obzirom da su ciklusi izomorfni svojim linijskim grafovima i po lemi
slijedi da su ciklusi 2-lisno izabirljivi, L-bojenje bridova se prosiruje do G.
Pretpostavimo da je H aciklicki graf, tada on ima manje od n3 + ny bridova.
Takoder postoje 3ns brida, pa imamo 3nz < n3 + ng i dokazali smo da je
ng > 2ns. Prvo pravilo praznjenja 3-vrhove ¢éini sretnima. Za j € {4,5,6,7}

J-vrhovi gube ukupno najvise j —4 svog pocetnog naboja. 8-vrhovi gube naboj
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velicine najvise 4, jer je k =2 9. Za 7 2 9 j-vrhovi su sretni ¢ eventualno daju

. . N i §
naboja zalihama, a gube najvise =~.

1
2

Promotrimo sada strane. 4% -strane ne gube naboj i ostaju sretne. Moramo
pokazati da svaka 3-strana prima naboj najmanje 1. Neka je j najmanji
stupanj medu svim vrhovima koji su incidentni sa stranom f. Ako je j < 4,
prema drugom pravilu praZnjenja svaki od dva incidentna 8 -vrha daje %
naboja.

Ako je j =5 onda svaki od dva incidentna 7t-vrha daje najmanje % 1 % za
5-vrh.

Ako je 7 = 6 onda svaki vrh incidentan sa stranom f daje najmanje % za f.

Zakljucujemo da 3-strana uvijek prima naboj najmanje 1. ®

3 k 3 k

B e et S %

Slika 5.2: Iskljuceni ciklusi u teoremu
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