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Vana Pezelj: Razvoj jednostavnog algoritma za rekonstrukciju putanje elektrona u 2D

1 Uvod

"Zasto su lego kockice najgenijalnija igracka na svijetu?" pitanje je koje profesor filozofije
postavlja Sofiji kako bi ju naveo na razmiS$ljanje o samoj srZi tvari te joj pojasnio Demokritovu
hipotezu Grcki filozof Demokrit (oko 460. - 370. g. pr. Kr) postavio je tezu koja kaze da
se sva materija sastoji od nepromjenjivih jedini¢nih elemenata koje naziva atomi. Smatrao je
da vidljivu materiju dobivamo spajanjem mnoStva atoma u cjeline [1], poput lego kockica koje
spajamo u razli¢ite oblike. Danas, gotovo dvadeset 1 pet stoljeca kasnije teorijski je objasnjeno,
a eksperimentalno dokazano da se sve sastoji od skupa elementarnih Cestica, dakle materija
doista jest djeljiva na jedinicne elemente Sto nas dovodi do standardnog modela elementarnih
Cestica, model koji sadrzi sve (do sada) otkrivene elementarne Cestice. Otkrivenim Cesticama

smatramo one Cije je postojanje eksperimentalno potvrdeno koristeci detektore Cestica.

1.1 CMS detektor

Detektore mozemo podijeliti na takozvane sudarace i nesudarace. Sudaraci su oni u kojima
dolazi do planiranog sudara Cestica. Jedan od znacajnih, kompaktni mionski solenoid (engl.
Compact Muon Solenoid (CMS)), nalazi se u Europskoj organizaciji za nuklearna istraZivanja
(franc. Organisation européenne pour la recherche nucléaire (CERN)). CMS je aksijalni
detektor koji se sastoji od viSe razlicitih koncentri¢nih slojeva. U srediStu detektora generiraju
se sudari Cestica pri ¢emu nastaju nove Cestice koje se od tog trenutka gibaju u nasumic¢nim
smjerovima, a zatim prolaze kroz razlicite slojeve detektora. Ovisno o sloju detektora u kojem
se Cestica zaustavi moguce je odrediti o kojoj je Cestici rijeC. Elektroni prolaze kroz tri sloja
silicijskih piksel detektora te deset slojeva silicijskih detektora s mikrotrakama u kojima se
detektiraju pozicije elektrona u razli¢itim trenutcima.  Piksel detektor sastoji se od
koncentri¢nih prstenova sastavljenih od 1800 silikonskih modula. Svaki od ovih modula sadrZzi
oko 66 000 pojedinacnih piksela, Sto je ukupno 120 milijuna piksela. Ovako velik broj piksela

omogucava racunanje putanje Cestice s preciznoscu do na 10 pm [2].

Elektroni zatim bivaju zaustavljeni u elektromagnetskom kalorimetru (Electromagnetic
Calorimeter (ECAL)) [3]. Putanja nabijenih Cestica unutar CMS-a je kruZna zbog magnetskog
polja priblizne jacine od 4 T kojeg stvara solenoidni magnet postavljen izad ECAL-a.
Poznavajuci piksele silicijskog detektora kroz koje je elektron proSao mozZe se izraCunati
radijus kruZne putanje kojom se elektron krece. Nadalje, iz radijusa i poznate jakosti
magnetskog polja moze se izraCunati energija elektrona koji je proSao kroz detektor [4]].
Primjer putanje elektrona i skica piksel detektora nalazi se na slici[I} Teorijski opis i analiticki

racun navedenog slijedi u poglavlju[I.2]

'Profesor filozofije i Sofija su likovi filozofske knjige Sofijin svijet [1]] kojom knjiZevnik na jedinstven nacin
nastoji Citatelje poduciti osnovnim idejama filozofije.
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Slika 1: Skica piksel detektora kroz koji prolazi Cestica po putanji radijusa R unutar magnetskog polja
jakosti B. Tocke oznacavaju sjecista putanje Cestice i slojeva detektora, odnosno piksele kroz koje je
Cestica prosla. (slika preuzeta iz [5l])

Ideja ovog rada je programski simulirati pojednostavljenu verziju procesa koji se odvija u
CMS detektoru. Kako bi postigli Zeljeno potrebno je odabranom numerickom metodom rijesiti
jednadzbe gibanja elektrona. Zatim se iz putanje elektrona pronalaze sjeciSta sa koncentri¢nim
kruZnicama koje imaju ulogu silicijskih detektora. Iz pronadenih tocaka definiramo kruZnicu
odredenog radijusa koja predstavlja putanju elektrona, a zatim ra¢unamo koli¢inu gibanja
izgeneriranog elektrona. U konacnici analiziramo preciznost programa usporedbom s
analitickim rjeSenjem. Takoder, korisna je usporedba relativisti¢kog i nerelativistickog pristupa

simulaciji.
1.2 Elektron u magnetskom polju
Na elektricni nabijenu Cesticu u elektromagnetskom (EM) polju djeluje Lorentzova sila

F=¢(E+v xB) (1.1)

gdje je ¢ naboj Cestice, E vektor elektricnog polja, B vektor magnetskog polja, v brzina Cestice,
a F sila koja djeluje na Cesticu. Lorentzov zakon kaZe da Ce elektri¢na sila na tockasti naboj
biti u smjeru elektricnog polja, a magnetska sila okomita na smjer gibanja Cestice i magnetsko
polje [6]. Iz jednadZbe (1.1) slijedi:

ma = q(E+v x B) (1.2)

gdje je m masa Cestice, a a akceleracija Cestice. Nadalje, slijedi:
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d
d—;/:%(E-i-VXB) (1.3)
pri ¢emu je
dr
==V (1.4)
pa dobivamo
d’r(t q dr
dtg ) = E(E(r,t) + i B(r,t)) (1.5)

Gornja jednadzba (I.5) je vektorska obicna diferencijalna jednadzba drugog stupnja Cije
rjeSenje daje funkciju poloZaja r(t). Ovisno o sloZenosti funkcija magnetskog i elektricnog
polja analiticko rjeSenje moZe biti teSko izraCunati analiticki. Preostaju nam numeri¢ke metode
rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi o ¢emu Ce biti rije¢ u iduéem poglavlju (2). Jednadzbe
1 koriste se pri postupku numeri¢kog racunanja.

Ukoliko je nabijena Cestica koja upada okomito na magnetsko polje elektron te ukoliko

elektri¢no polje iSCezava, Lorentzova jednadzba (1.1)) se svodi na
F =evBi (1.6)

gdje je e elementarni naboj, v iznos brzine elektrona, B iznos magnetskog polja, a n jedinic¢ni
vektor okomit na vektor brzine v i1 vektor magnetskog polja B. Kako je sila okomita na smjer
gibanja elektrona zaklju¢ujemo da ée se elektron gibati kruZzno, odnosno Lorentzova sila u ovom

slucaju ima ulogu centripetalne sile pa slijedi:

mu?

R =evB (1.7)
odnosno
muv
= — 1.
s eB (1.8)

gdje je R radijus kruznice po kojoj se elektron giba.

Ukoliko je brzina elektrona usporediva sa brzinom svjetlostﬂ relativisticki ucinak nije
zanemariv te je potrebno nadograditi Lorentzovu jednadZbu uzimajuci u obzir relativisticke
zakone. Relativisticka Lorentzova jednadzba [7] je

d
d—i’ = ¢(E+v xB) (1.9)

%izraz usporediva sa brzinom svjetlosti se koristi za brzine pri kojima je relativisti¢ki u¢inak znacajan, dakle ne

postoji egzaktna granica
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Naizgled se Cini jednaka nerelativisti¢koj, medutim moramo uzeti u obzir da vrijedi
p =7y(v)mv (1.10)

gdjejevy(v) =1/4/1— Z—i Lorentzov faktor. Sada ‘Z—i’ viSe nije jednako m 3 jer faktor -y takoder

ovisi o brzini v, stoga uvodimo relaciju odnosa energije 1 koli¢ine gibanja
E = /m2c* + p2c2 = ymc? (1.11)

1z gornjih jednadZzbi (1.10) i (I.11)) brzinu moZemo izraziti kao

2
v = pc (1.12)

/m2ct + p262

stoga vrijedi

2
dr _ pe (1.13)

dt /m2c* + p2c2

Iz jednadzbi (1.9) i (T.12) slijedi

d B
P _ (s P2 2 (1.14)
dt /m2c? T p202

JednadZzbe (1.13) i (1.14)) koriste se u postupku numerickog izrauna.

Radijus kruZnice R po kojoj se elektron giba ukoliko elektri¢no polje iS€ezava te mu je smjer

gibanja okomit na magnetsko polje u relativistickom slucaju je

_ ymu

R
eB

(1.15)
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2 Runge-Kutta 4

Najpristupacnija metoda numerickog rjeSavanja obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi prvog reda
je Eulerova metoda, ali ova metoda ujedno generira i najvecu pogresku pa se odlucujemo za
sloZenije metode. Odabiremo metodu Runge-Kutta 4 (RK4) zbog potrebne preciznosti koja je
veéa nego kod Eulerove [8]. Kako bismo pojasnili RK4 metodu potrebno je prvo objasniti

Eulerovu metodu jer je RK4 u osnovi niz medukoraka sastavljenih Eulerovom metodom.

Derivacija funkcije y u tocki te D(y), gdje je D(y) domena funkcije y je

iy Ay Lyt + A —y(t)
VO=E=im T a .

Za numeriCki pristup je potrebno uvesti diskretizaciju domene, odrediti poCetne uvjete te
definirati korak At u oznaci h koji moZe biti proizvoljno malen. Sto je korak ~ maniji to je
potreban veéi broj koraka kako bi se doslo do krajnje tocke, medutim Sto je h veéi to je i

nepreciznost, odnosno greska koju program generira veca. Diskretan oblik jednadzbe (2.1)) je

Yi+1 — Yi
Flti ) = =5 (2.2)
pri ¢emu je funkcija f jednaka derivaciji funkcije y, a indeks ¢ oznacava broj trenutnog koraka.
Funkcija f predstavlja nagib krivulje funkcije y u tocki ¢; te ju oznacavamo koeficijentom k.

Dakle vrijedi
Yirir =Y +h-k 2.3)

tisi=t;+h (2.4)

Iz gornjih jednadZzbi vidimo da je Eulerova metoda iteracijska $to je razlog zaSto uvodimo

pocetne uvjete.

Ukoliko Zelimo dobiti precizniju metodu od Eulerove potrebno je osigurati da za jednaki korak
h pronademo precizniji nagib krivulje k. Kako bi se postiglo navedeno racunaju se nagibi
funkcije za Cetiri razliCite tocke. Na slici 2] su oznaCene sve Cetiri tocke te pravci koje ih

povezuju 1 njihovi nagibi. Postavljamo pocetni problem [9]

dy
% f(t7y)
y(to) = vo

Zatim koriste¢i Eulerovu metodu ra¢unamo nagibe funkcije y u Cetiri razliite tocke, pocetnoj
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tocki intervala (t;, y;), dvije na polovici intervala te tocki na kraju intervala (¢;,1, y;+1)

ki = f(ti, yi)
h k
ko = f(ti + =,y + h—)
2 2
3 h (2.5)
ko= f(ti+h,yi+ - ks)
Sada traZimo prosjek navedenih nagiba, ali Zelimo da srediSnje tocke imaju veci doprinos
1
Yit1 = Yi + 6(k1 + 2ky + 2ks + ky) - h (2.6)
Takoder, kao i kod Eulerove metode vrijedi
tiy1 =t; +h (2.7)

Ovime smo definirali metodu Runge-Kutta 4.

y0+hk3

YQ+hk2/2
yo+hk1/2

Yo e

Y

to to+h/2 to+h

Slika 2: Graficki prikaz Runge-Kutta 4 metode. Racunamo nagibe funkcije u Cetiri razlicite tocke te
pronalazimo njihov prosjek . Odabiremo pocetnu tocku intervala, krajnju tocku intervala te dvije tocke
na polovici intervala (slika preuzeta s https://en.wikipedia.org/| [19])
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3 Postupak rjesavanja

3.1 Pocetne postavke

Prvi korak je izgenerirati elektron ukupne koli¢ine gibanja 10 GeV/c u srediStu koordinatnog
sustava koji se nalazi u homogenom magnetskom polju jakosti 3.8 T. Kao srediste koordinatnog
sustava uzimamo mjesto "sudara", odnosno tocku iz koje elektron izlazi, ali pretpostavljamo
da je ta tocka ujedno i srediSte detektora. Elektricno polje iS¢ezava. Smjer gibanja elektrona
okomit je na magnetsko polje usmjereno u smjeru z-osi, dakle postoje samo x i y komponente
koli¢ine gibanja, a time i brzine elektrona. Komponente koli¢ine gibanja biramo nasumicno, ali
tako da ukupna koli¢ina gibanja ostane p = 10 GeV/c, dakle vrijedi \/p; + p; = p, pri ¢emu su
P2 1 p, komponente koliCine gibanja. U programskom dijelu rada koriSten je programski jezik
Python. Unutar programu koristimo funkciju random.uniform(min,max) koja vraca brojeve tipa
float unutar zadanog intervala [min, max), svaka vrijednost iz intervala je jednako vjerojatna
[10]:

px = random.uniform(0,_xLimit)

sqrt (p*p—px*px)

Py

3.2 Numericko racunanje

Cilj nam je pronaci putanju elektrona, koriste¢i RK4 metodu rjeSavamo jednadzbu (1.5)). Kako
RK4 metodom mozemo rjeSavati samo obicne diferencijalne jednadzbe prvog reda jednadzbu

(1.5) rastavljamo na dvije jednadZbe prvog reda (1.3) i (I.4) koje rjeSavamo paralelno:

def dvdt(_E,_B,_v):

return e/mx*(_E+np.cross(_v,_B))

def drdt(_v):

return _v

Kod metode RK4 se nalazi u dodatku [A] (40-74). Varijabla vremena nije ukjucena jer nijedna
jednadzba koju rjeSavamo ne ovisi eksplicitno o vremenu te bi ukljucivanje dodatne varijable
bilo nepotrebno koriStenje resursa memorije i vremena. Pri pozivu funkcije RK4() potrebno je
subjektivno odabrati korak A i broj koraka /N. U slucaju premalog koraka / potreban je veliki
broj koraka N $to uzrokuje duZe vrijeme izvrSavanja programa, a u slucaju prevelikog koraka

h dolazi do veée pogreske.

Kako funkcije RK4(), dvdt() i drdt() primaju varijablu brzine, a ne koli¢ine gibanja potrebno
je zadanu koliCinu gibanja prereCunati u ekvivalent brzine, medutim u izraun je potrebno

uvesti relativistiku, u suprotnom je dobivena brzina veca od brzine svjetlosti §to se protivi

7
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postulatu specijalne teorije relativnosti. Iz relativistiCke relacije koli¢ine gibanja (I.10)
raCunamo brzinu

p? = v*m*? (3.1)
2 2
me 4 v
m?z 1
(p—2 + 0—2) =1 (3.3)
1
vi= 55— (3.4)
e+l

Ukoliko koli¢inu gibanja izrazimo u GeV/c, a masu elektrona u GeV/c?, jedinice ostaju

oCuvane. Funkcija momentum_to_speed(_p) prima koli¢inu gibanja u GeV/c te vraca brzinu u
m/s:

def momentum_to_speed_electron(_p): #kolicina gibanja u GeV/c
_m = 0.51099895 #masa elektrona u MeV/c”2
_v2 = 1/((_m+_m)/(_p*1000x_p=x1000) + 1)=xc=c

return sqrt(_v2)

Koriste¢i gore navedene funkcije dobivamo polje (engl. array) koje sadrzi uzastopne tocke u
kojima se elektron nalazi. 1z dobivenog polja moZemo crtati krivulju putanje elektrona koristeci

matplotlib biblioteku, primjer putanje prikazan je na slici[3]

putanja elektrona
1.4e-04 4

1.2e-04 4

1.0e-04

8.0e-05 -

y [m]

6.0e-05

4.0e-05

2.0e-05

0.0e+00

T T T T T
0.0e+00 5.0e-05 1.0e-04 1.5e-04 2.0e-04
% [m]

Slika 3: Putanja elektrona izgenerirana RK4 metodom uz korak h = 1le—16 te broj koraka N = 10000.

Uocimo da je u odabranom slucaju kut izbacivanja elektrona u odnosu na x-os relativno blizak
iznosu od 45° §to je ujedno i najvjerojatniji slucaj jer funkcijom random.uniform() nasumicno

odabiremo koli¢inu gibanja, a ne brzinu $to uzrokuje da je najvjerojatniji slucaj da su
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komponente brzine v, i v, priblizno jednake. Razlog je taj Sto funkciji random.uniform()
zadajemo interval koli¢ine gibanja od 0 GeV/c do 10 GeV/c, za ovako relativno velike iznose
koli¢ine gibanja brzine elektrona su vrlo sli¢ne, do znacajnije razlike u komponentama brzine
dolazi tek kada je iznos jedne komponente koli¢ine gibanja za nekoliko redova veli¢ine manji
od druge komponente, na histogramu [] je vidljiva raspodjela po kutovima za slucaj kada je

zadano da je komponenta p, tri reda veliCine manja od komponente p,,.

Kut izbacivanja elektrona

7000 4
6000 4
5000 4
= 4000 A
3000 4
2000 +

1000 A

0 T T T T T T T T T T
40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90

KUT["]

Slika 4: Zastupljenost kuta izbacivanja elektrona u odnosu na os x za nasumic¢no odabrane komponente
kolicine gibanja za slucaj kada je zadano da je komponenta p, tri reda veli¢ine manja od komponente

Dy-

Stoga odabiremo slucaj kada je komponenta p, Cetiri do Sest redova veli¢ine manja nego
komponenta p,. Ovime smo osigurali da kutovi izbacivanja pokrivaju veci interval. Na
histogramu [5] pokazana je raspodjela kutova za slucaj kada je jedna komponenta Cetiri reda

veli¢ine manja od druge.
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Kut izbacivanja elektrona
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Slika 5: Zastupljenost kuta izbacivanja elektrona u odnosu na os x za nasumicno odabrane komponente
kolicine gibanja za slucaj kada je zadano da je komponenta p,. Cetiri reda veli¢ine manja od komponente

Dy.

Sljedeci cilj nam je pronaci radijus putanje po kojoj se elektron giba. Kako bismo pronasli
Zeljeno, definiramo Cetiri kruZnice proizvoljnog radijusa za koje smo sigurni da imaju sjeciSta
sa putanjom elektrona. Zatim pronalazimo tocke sjecista. Ovime pronalazimo Cetiri tocke kroz
koje elektron prolazi, a takoder znamo da mu je pocetna tocka ishodisSte koordinatnog sustava.
KruZnica je jednoznacno odredena trima tockama pa uz ishodiSte odabiremo jo$ dvije tocke iz

kojih pronalazimo kruznicu, a time 1 radijus putanje.

Funkcija IsOnCircle(_position, _R1, _R2, _R3, _R4) prima radijuse navedenih kruZnica te

polje u kojem se nalaze tocke putanje elektrona, a vraca polje koje sadrZi pronadena sjecista:

def IsOnCircle(_position, _R1, _R2, _R3, _R4):

_targetPoints = []
0

_counter0
_counterl =
_counter2 =
_counter3 =

_counterd =

© O O O O

_numOfDec =

for i in range(0,np.shape(_position)[0]):

_temp = round( (pow(_position[i,0].real,2)+pow(_position[i,1].reals+
,2)) ,_numOfDec)

if(_temp == 0.0 and _counter0 == 0):

10
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_counter0+=1

_targetPoints.append(_position[i,:])

if(_temp == pow(_R1,2) and _counterl == 0):
_counterl+=1

_targetPoints.append(_position[i,:])

if(_temp == pow(_R2,2) and _counter2 == 0):
_counter2+=1

_targetPoints.append(_position[i,:])

if(_temp == pow(_R3,2) and _counter3 == 0):
_counter3+=1

_targetPoints.append(_position[i,:])
if(_temp == pow(_R4,2) and _counterd == 0):
_counter4d+=1

_targetPoints.append(_position[i,:])

return np.array(_targetPoints)

Unutar funkcije IsOnCircle() definiramo broj decimala (_numOfDec) na koje zaokruZujemo
udaljenost odredene tocke putanje od ishodiSta. Takvim postupkom generiramo odredenu
pogresku jer tocki dopusStamo interval unutar kojeg se moze nalaziti, dakle ne mora biti to¢no
na kruZnici ve¢ mora biti dovoljno blizu nje. Medutim, ovaj korak je nuzan kako bismo
pronasli sjeciSta, u protivnome necemo naéi Zeljeno jer je malo vjerojatno da je udaljenost
tocke od srediSta koordinatnog sustava jednaka radijusu kruznice do u posljednju poznatu
decimalu. Kako dopuStamo odredeni interval moguce je da se viSe toCaka nade unutar tog
intervala, Sto bi znacCilo da su sve toCke unutar intervala prepoznate kao sjeciste koje je
jedinstveno. Kako bi se ogranicili na jednu tocku, uzimamo samo prvu nadenu. Ovim
odabirom stvaramo dodatnu pogresku jer uzimamo tocku iz intervala koja je najudaljenija od

sjecista.

Poznavajuéi dovoljan broj tocaka koje joj pripadaju, sada moZemo traZiti jednadZbu kruZnice.

Od pet navedenih tocaka biramo tocku ishodista te joS dvije. JednadZba kruZnice je
(x=p)*+(y—q? =R (3.5)

pri ¢emu su p i g koordinate srediSta S(p, ¢) kruznice, a R radijus kruznice. UvrStavajuci tocku
0(0,0) u jednadzbu kruznice (3.5) slijedi

P+ ¢ =R (3.6)

11
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Raspisujuci jednadznu (3.5) imamo
x? —2px +p* +y? —2qy + ¢* = R? (3.7)
pa uvrStavanjem jednakosti p* + ¢ = R? slijedi
2xp + 2yq = x4 o> (3.8)
zatim uvrStavanjem koordinata jo$ dviju to€aka dobivamo sustav dviju linearnih jednadzbi sa

dvije nepoznanice, p i q:
201p + 219 = o7 + i

s (3.9
21:2]9 + 2y2q =Ty + Yo
Sustav moZemo zapisati koristeci matrice
21 2 zi + yi
12yl Py _ ; y; (3.10)
2x9 2y q T5 + Y
Ova matri¢na jednadzba ima oblik A - X = B. RjeSavamo ju tako da cijelu jednadZbu

pomnoZimo s desna s inverzom matrice A pa ostaje X = A~'B.

Funkcija FindRadius() opisanom metodom pronalazi radijus kruZnice R :

A = np.array([ [-2#targetPoints[1,0], —-2+targetPoints[1,1]] , [-2x¢«
targetPoints[2,0], -2xtargetPoints[2,1]] 1)

B = np.array([-1«pow(targetPoints[1,0],2)-1*pow(targetPoints[1,1],2), «
—lxpow(targetPoints[2,0],2)-1l*pow(targetPoints[2,1],2)])

X = np.linalg.inv(A).dot(B)

x0
yO0

X[0]
X[1]

R = sqrt(X[0]+«X[0]+X[1]*X[1]) .real

Uzimao samo tri to¢ke jer su nam one dovoljne da definiraju kruZnicu, uzimanjem cetvrte
tocke postoji moguénost da funkcija ne pronade rjeSenje. Program do ovog trenutka uzrokuje
odredeno odstupanje od idealnog slucaja Sto znaci da Cetiri, odnosno pet pronadenih toCaka
neée idealno leZati na istoj kruznici. Dakle, sustav od Cetiri linearne jednadzbe s dvije
nepoznanice nece imati dva para linearno zavisnih jednadzbi pa sustav neCe imati rjeSenje.
Drugi razlog odabira samo dviju tocaka je taj Sto nele uvijek sva sjeciSta biti pronadena,
ukoliko je tocka putanje koja je najbliza analitiCkom sjeciStu izvan intervala uzrokovanog

zaokruzivanjem, nece biti prepoznata kao sjeciste.
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Kako bismo definirali preciznost algoritma potrebno je dovoljan broj puta izraunati radijus i
rezultate prikazati na histogramu te prouciti dobivenu razdiobu. Iz radijusa raCunamo koli¢inu
gibanja kako bismo mogli usporediti poCetnu koli¢inu gibanja, takozvanu generiranu pory te
koli¢inu gibanja koju racuna algoritam, takozvanu rekonstruiranu prpc. Rafunamo ih

koristeci jednadzbu (1.8) pri cemu je p = muv pa vrijedi
p= ReB (3.11)

gdje je p koliCina gibanja, R radijus putanje elektrona, B jakost magnetskog polja, a e

elementarni naboj.

Ukoliko usporedimo rekonstruiranu koli¢inu gibanja sa poCetnom (generiranom) koli¢inom
gibanja, odstupanje ¢e biti znacajno jer je iznos od 10 GeV/c moguée dobiti samo uz
relativisticki racun. U ovom algoritmu relativisticki racun je koriSten samo kako bismo
izraCunali brzinu gibanja elektrona, nadalje je raCun potpuno klasi¢an, zato raCunamo

generiranu koli¢inu gibanja preko generiranog (analiticki izraCunatog) radijusa :

#racunamo analiticki radijus
R_gen = (mxmomentum_to_speed_electron(10))/(e*Bz)
R_gen = R_gen.real

#print ('\nR analiticki:', R_gen, '\n')

#racunamo (analiticku) kolicinu gibanja

p_gen = exBz*xR_gen #nece bit 10Gev

3.3 Relativisticka korekcija

Zbog brzine elektrona koja je usporediva sa brzinom svjetlosti za dobivanje realnih rezultata
potrebno je koristiti relativistiCke relacije. Ponovno koristimo metodu RK4, ali jednadzbe koje

rjeSavamo su korigirane. Numericki rjeSavamo jednadzbe (I.9) i (I.13) :

def drdt(_p):
return (_p=*c)/sqrt(msmscxc+np.dot(_p,_p))

def dpdt(_p,_B):

return exc#np.cross(_p,_B)/sqgrt(msmkc*c+np.dot(_p,_p))

Ovo je jedina znacajna korekcija algoritma u odnosu na prethodni. Takoder, sada mozemo
usporedivati rekonstruiranu koli¢inu gibanja sa pocetnom koli¢inom gibanja jer raCunanjem

preko generiranog radijusa dobivamo jednaku vrijednost zbog koriStenja relativistickih relacija.
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4 Rezultati

Program nam daje konacne rezultate u obliku histograma. Na y-osi je uvijek prikazan broj
slucajeva kod kojih je dobivena odredena vrijednost veliine prikazane na z-osi. Na z-o0si se
mogu nalaziti vrijednosti rekonstruiranog radijusa, omjer rekonstruiranog i generiranog
radijusa ili omjer rekonstruirane i generirane koli¢ine gibanja. Ukoliko odaberemo prikazati
histogram rekonstruiranog radijusa, ofekujemo da raspodjela ima vrh (engl. peak) oko
vrijednosti generiranog radijusa te da ima oblik normalne raspodjele, a ukoliko prikazemo
histogram omjera rekonstruiranih i generiranih veli¢ina, ocekujemo da raspodjela ima vrh oko
vrijednosti jedan. Sto je program precizniji to bi normalna raspodjela trebala teZiti delta
funkciji. Sto je program neprecizniji to bi §irina razdiobe, odnosno standardna devijacija
trebala biti veca ili bi vrh razdiobe trebao biti translatiran put neke vrijednosti razliCite od

jedan.

Prilikom analize dobivenih histograma uoceno je da razdioba ovisi o ukupnom broju
generiranih radijusa, zatim o veliini koraka & unutar metode RK4() te o omjeru komponenti

koli¢ine gibanja p, i p,.

Na grafu [f] se nalazi histogram u kojem je prikazana raspodjela od 500 radijusa uz korak
h = le—15 i razliku komponenti koli¢ine gibanja od 4 reda veli¢ine. Uocavamo da razdioba
ne poprima oblik normalne razdiobe niti teZi delta funkciji. Unutar 1% od ocekivane
vrijednosti nalazi se 22.38% slu¢ajeva, u intervalu od 1% do 10% odstupanja od ocekivane
vrijednosti nalazi se 32.26% sluajeva, a preostalih 45.36% odstupa vise od 10%. Ipak, svih

500 slu¢ajeva ima odstupanje manje od 35% od oCekivane vrijednosti.

Na grafu [/| se nalazi histogram u kojem je prikazana raspodjela od 500 radijusa uz korak
h = 1le—15 i razliku komponenti koli¢ine gibanja od 6 redova veli¢ine. Uo¢avamo da razdioba
tezi delta funkciji $to upuuje na visoku preciznost programa. Svi slucajevi nalaze se unutar
1% odstupanja od ocekivane vrijednosti. U ovom primjeru uoceno je da postoji odredeno
minimalno odstupanje od ocekivane vrijednosti, $to je prikazano na grafu [§] ali uo¢avamo da
razdioba nije normalna. Ocekujemo da postoji odredeni broj sluCajeva vrijednosti manjih od
ocekivane te isto tako i za vrijednosti ve¢e od oCekivane te da je vrh u jedinici. Na navedenom
grafu ne uocavamo vrijednosti manje od one u kojoj se nalazi vrh razdiobe te je vrh pomaknut

prema nesto manjim vrijednostima od ocekivane.
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Slika 6: Histogram generiran za 500 radijusa, uz korak h = 1le—15 i razliku izmedu komponenti koli¢ine
gibanja od 4 reda velicine.
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Slika 7: Histogram generiran za 500 radijusa, uz korak h = le—15 i razliku izmedu komponenti kolicine
gibanja od 6 redova velicine.
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Slika 8: Histogram generiran za 500 radijusa, uz korak h = le-15 i razliku izmedu komponenti kolicine
gibanja od 6 redova velicine.
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Slika 9: Histogram generiran programom u koji su uvrsteni relativisticki zakoni, za 500 radijusa, uz
korak h = 1le—11 te uz komponente koli¢ine gibanja istog reda veli¢ine.
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Na grafu [9] prikazan je histogram dobiven programom u koji su uvrsteni relativisticki zakoni.
Generiran je za ukupno 500 slu¢ajeva, uz korak h = le — 11 te za komponente koli¢ine gibanja
jednakog reda veli¢ine. UoCavamo normalnu razdiobu, sve vrijednosti se nalaze unutar manje
od 0.01% od ocekivane vrijednosti, ipak sve vrijednosti su manje od o¢ekivane, odnosno vrh
razdiobe je vrlo malo pomaknut put negativne strane osi x. Ukoliko usporedimo navedeni
graf sa grafom uocavamo da obje razdiobe poprimaju oblik normalne razdiobe te da je
interval pogodenih vrijednosti slican. Vrh se ne postiZze u potpuno jednakim vrijednostima, ali
mozemo zakljuciti da su vrijednosti dovoljno sli¢ne te da je navedena razlika samo moguce
odstupanje zbog nasumicnog izbora komponenti koli¢ine gibanja. Odnosno, kod u koji su
uvrsteni relativisticki zakoni daje zadovoljavajue rezultate neovisno o omjeru komponenti

koli¢ine gibanja, Sto kod programa bez uvrStenih relativisti¢kih zakona to nije slucaj.

Histogram
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PRECO/PGEN le—14+9.999935819e-1

Slika 10: Histogram generiran programom u koji su uvrsteni relativisticki zakoni, za 500 radijusa, uz
korak h = le — 11 te uz komponente kolicine gibanja koje se razlikuju za 4 reda velicine.
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4.1 Usporedba radijusa

Nerelativisticki radijus putanje elektrona racunamo koriste¢i jednadzbu (1.8), ali kako bismo
izraCunali brzinu elektrona koji ima koli¢inu gibanja p = 10 GeV moramo iskoristiti
relativisticku jednadZbu (3.4) u protivhome bi bila znatno veéa od brzine svjetlosti. Ovim

izraCunom i uvrStavanjem vrijednosti B = 3.8 T, ¢ = e i m = m, dobije se radijus koji iznosi
R = 0.000448555 m

Sto je iznos koji se razlikuje za tri do Cetiri reda veli€ine od ocekivanih vrijednosti.

U literaturi [S] pronalazimo jednadZzbu koja povezuje koli¢inu gibanja, jakost magnetskog

polja i radijus putanje Cestice u detektor
p=03BR 4.1)

gdje je p koli¢ina gibanja Cestice izrazena u GeV/c, B jakost magnestkog polja u jedinici tesla,

a R radijus u metrima. UvrStavanjem ve¢ navedenih vrijednosti u jednadzbu (4.1)) dobivamo
R =8.771929825 m

Izra¢unamo li radijus putanje elektrona koriste¢i relativisticku relaciju (I.15]) dobivamo
R =8.778002514 m

Uocavamo da je radijus koji bi trebali dobiti u relativistickom kodu gotovo pa jednak radijusu

iz literature.

Na slici [IT] je prikazana skica koju je generirao program u koji nije uvedena relativistika za
korak h = le—15 te se komponete koli€ine gibanja razlikuju za Sest redova veli¢ine. U ovom
sluc¢aju rekonstruirani radijus iznosi Rrrco = 0.00044855 m. Ova vrijednost je ocekivana za
program koji zanemaruju relativistiku, ali pokazuje potpuno odstupanje od vrijednosti iz

literature.

Na slici[12]je prikazana skica koju je generirao program u koji je uvedena relativistika za korak
h = 1le—15 te koli¢ine gibanja jednakih redova veli¢ine. U ovom slu¢aju rekonstruirani radijus
iznosi Rrpco = 8.7779461 m §to je vrlo blizu oCekivane vrijednosti za relativisticki izracun, a

time 1 vrijednosti iz literature.

3U literaturi [5] je navedena proirena jednadzba pcos A = 0.3BR gdje je A kut pod kojim &estica upada u
magnetsko polje u odnosu na okomicu magnetskog polja, $to u naSem slucaju iznosi A = 0 jer elektron upada
okomito na magnetsko polje.
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Slika 11: Skica koju generira program u koji nije uvedena relativistika. U programu su za ovaj slucaj
uzeti korak h = le—15 te se komponete kolicine gibanja razlikuju za Sest redova veli¢ine. Crvene
kruZnice simuliraju piksel detektore, Zuta linija je generirana putanja elektrona, a zelena linija je
rekonstruirana putanja.

5.0

2.5 A

0.0

_5.0 -

_?.5 -

—10.0 A

Slika 12: Skica koju generira program u koji je uvedena relativistika. U programu su za ovaj slucaj uzeti
korak h = le—11 te su komponete koli¢ine gibanja jednakog reda velic¢ine. Crvene kruZnice simuliraju
piksel detektore, Zuta linija je generirana putanja elektrona, a zelena linija je rekonstruirana putanja.
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5 Zakljucak

Ideja rada bila je simulirati postupak koji se odvija u prvim slojevima CMS detektora, unutar
silicijskih piksel detektora koji se nalaze unutar homogenog magnetskog polja. Kako bismo to
realizirali bilo je potrebno rijesiti diferencijalne jednadZbe gibanja elektrona koriste¢i metodu
Runge-Kutta 4, zatim definirati koncentricne kruznice koje predstavljaju piksel detektore,
pronadi sjecista putanje elektrona sa kruZnicama te iz pronadenih toCaka definirati kruZnicu po
kojoj se elektron giba. Iduci cilj bio je pronaci razdiobu vrijednosti rekonstruiranih radijusa te

time procijeniti preciznost osmisljenog algoritma.

Program u kojem nije uvrStena relativistika u konacnici daje dobre rezultate jer ne pokazuje
odstupanje vece od 35% od generiranog radijusa, medutim uz odredene postavke moZe postici
odstupanje od 1% $to je vrlo zadovoljavajuéi rezultat. Nedostatak algoritma je $to njegova
preciznost ovisi o omjeru iznosa komponenti koli¢ine gibanja, $to je njihova razlika veca to je
algoritam precizniji. Dakle za razlike od nekoliko redova veli€ine izmedu komponenti
dobivamo pribliZzno delta funkciju $to znaci da su svi rekonstruirani radijusi gotovo pa jednaki
generiranom radijusu. Takoder, treba naglasiti da radijus koji racunamo bez uvrStavanja
relativistike odstupa za nekoliko redova veliine od vrijednosti iz literature Sto je bila glavna
motivacija za ukljuCenje relativistike u algoritam. Kod u kojemu je uvrStena relativistika ne
razlikuje se znacajno od pocetnog koda, ali daje znacajno drugacije rezultate. Rekonstruirani
radijus vrlo malo odstupa od generiranog radijusa, za manje od 0.01% i to neovisno o omjeru
komponenti koli¢ine gibanja. Takoder, uo¢avamo da razdioba rekonstruiranih radijusa prati
normalnu razdiobu, §to je dobar rezultat. Rekonstruirani radijus slaze se sa vrijednostima iz
literature Sto nam govori da bez relativistiCkih zakona ne moZemo objasniti gibanje elektrona

unutar detektora.

Rad se moZe unaprijediti tako da se dodatno analizira zaSto pocetni kod ne prati normalnu
razdiobu te zaSto njegova preciznost ovisi o omjeru komponenti koli¢ine gibanja. Moguci
problem je Sto zadajemo koli¢inu gibanja od p = 10 GeV/c §to je nedostizna koliCina gibanja
za elektron ukoliko se ne uvede relativistika. Unato¢ navedenim nedostacima smatram da rad
dobro prikazuje osnove silicijskih piksel detektora te ideju analiziranja elementarnih Cestica.
Takoder, vrlo je dobro §to moZemo uociti doprinos koji imaju relativisticki zakoni pri brzinama

koje su bliske brzini svjetlosti te kako ih je nuZno Koristiti pri tim brzinama.
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A Kod bez relativistike

from cmath import sqgrt

from turtle import color

import numpy as np

from scipy.constants import elementary_ charge, electron _mass, <
speed_of_light

import random

e = elementary_charge
m = electron_mass

c = speed_of_light

Bz = 3.8 #T

#definiramo Lorentzovu silu, odnosno dv/dt

def dvdt(_E,_B,_v):

return e/mx*(_E+np.cross(_v,_B))

def drdt(_v):

return _v

def momentum_to_speed_electron(_p): #kolicina gibanja u GeV/c
_m = 0.51099895 #masa elektrona u MeV/c"2
_v2 = 1/((_m+_m)/(_px1000+_p+x1000) + 1)=xc=c
return sqrt(_v2)

def Euler(_h,N,_r, v, _E,_B):
[]
[]

_position.append(_r)

_position

_velocity

_velocity.append(_v)

for i in range(l,N):

r = _r + drdt(_v)=*_h

v = _v + dvdt(_E,_B,_v)#*_h

_position.append(_r)

_velocity.append(_v)

return np.array(_position)

def RK4(_h, N, r, v, E, _B):
_position = []
[]

_position.append(_r)

_velocity

_velocity.append(_v)

for i in range(l,_N):
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kr = drdt(_v)

sum_kr = kr

kv = dvdt(_E,_B,_v)
sum_kv = kv

r_temp = _r + kr%_h/2.0
v_temp = _v + kvx_h/2.0

kr =drdt(v_temp)

sum_kr = sum_kr + 2.0xkr
kv = dvdt(_E,_B,v_temp)
sum_kv += 2.0xkv

r_temp = _r + kr#_h

v_temp _v + kv*x_h

kr = drdt(v_temp)
sum_kr += kr

kv = dvdt(_E,_B,v_temp)

sum_kv += kv

r = _r + sum_kr#*_h/6.0
v = _v + sum_kv#_h/6.0

_position.append(_r)

_velocity.append(_v)

return np.array(_position)

def IsOnCircle(_position R1 R2 R3 R4):

9 —=Nb g INE g Ny

_targetPoints = []
0

_counter0
_counterl =
_counter?2 =
_counter3 =

_counterd =

© O O o© O

_numOfDec =

for i in range(0,np.shape(_position)[0]):

_temp = round( (pow(_position[i,0].real,2)+pow(_position[i,l].reals+

,2)) ,_numOfDec)

if(_temp == 0.0 and _counter0 == 0):

_counter0+=1
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_targetPoints.append(_position[i,:])

if(_temp == pow(_R1,2) and _counterl == 0):
_counterl+=1

_targetPoints.append(_position[i,:])

if(_temp == pow(_R2,2) and _counter2 == 0):
_counter2+=1

_targetPoints.append(_position[i,:])
if(_temp == pow(_R3,2) and _counter3 == 0):
_counter3+=1
_targetPoints.append(_position[i,:])
if(_temp == pow(_R4,2) and _counterd == 0):
_counterd4+=1

_targetPoints.append(_position[i,:])

return np.array(_targetPoints)

def FindRadius(_xLimit):

#generirajmo nasumicne kolicine gibanja za x 1 y smjer

p = 10 #ukupna kolicina gibanja iznosi 10GeV

random.uniform(0,_xLimit)

sgrt (p*p—px*px)

px
Py

#definirajmo vektore polja, brzne i polozaja
E = np.array([0,0,0])
B

np.array([0,0,Bz])

v np.array ([ momentum_to_speed_electron(px) ,+
momentum_to_speed_electron(py) ,0])

r = np.array([0,0,0])

#radijusi detektora

R1 = 0.0001
R2 = 0.00015
R3 = 0.0002
R4 = 0.00025

#position=Euler(le—-14,3000,r,v,E,B)
position=RK4(1e-14,1000,r,v,E,B)

# print ('\nPositions :\n', position.real)
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targetPoints = IsOnCircle(position, R1, R2, R3, R4)
# print ('\'nlntersections: \n', targetPoints.real)
#trazenje radijusa preko matrica

A = np.array([ [-2#targetPoints[1,0], —-2%targetPoints[1,1]] , [-2x¢«
targetPoints[2,0], —-2xtargetPoints[2,1]] ])

w
Il

np.array([—-1xpow(targetPoints[1,0],2)-1xpow(targetPoints[1,1],2),
—lxpow(targetPoints[2,0],2)-1l+*pow(targetPoints[2,1],2)])
X = np.linalg.inv(A).dot(B)

x0
yO0

X[0]
X[1]

R = sqrt(X[0]+«X[0]+X[1]*X[1]).real

#trazenje radijusa preko kopleksnih br

# x, y, z = complex(targetPoints[1,0].real ,targetPoints[1l,1].real), «
complex (0,0), complex(targetPoints[2,0].real ,targetPoints[2,1].4
real)

= z—X

w
#w /= y—x
c

(x—y) *(w—abs(w)*%2)/complex (0,2) /w.imag—x

# R abs (c+x)
# print('\np , q:', X.real)
# print ( 'RADIUS: ', R, "\m\n")
return R
#racunamo analiticki radijus
R_gen = (mxmomentum_to_speed_electron(10))/(e*Bz)
R_gen = R_gen.real

#print ('\nR analiticki:', R_gen, '\n'")

#racunamo (analiticku) kolicinu gibanja

p_gen = e*xBz*R_gen #nece bit 10Gev

p_gen = p_gen.real
import multiprocessing
def thread_function(index):

#Radii = []

Momenta = []

<_)
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for i in range(1,300):
R_reco = FindRadius(0.0000001x1)
p_reco = e*Bz*R_reco
#Radii.append (R_reco/R_gen)
Momenta .append(p_reco/p_gen)
f = open("plot_data"+str(index)+".txt" ,"w")
#for val in Radii:
for val in Momenta:
f.write(str(val)+"\n")

f.close

def FileToArray(file_name):
array_from_file = []
with open(file_name,"r") as f:
for line in f:
array_from_file.append(£float(line[:—-1]))

return array_ from file

ml = multiprocessing.Process(target=thread_function, args=(1,))
m2 = multiprocessing.Process(target=thread_function, args=(2,))
m3 = multiprocessing.Process(target=thread_function, args=(3,))

m4 = multiprocessing.Process(target=thread_function, args=(4,))

ml.start ()
m2.start ()
m3.start ()
m4 .start ()

ml.join()
m2 . join ()
m3. join ()

m4 . join ()

# allRadii []
# allRadii = FileToArray (" plot_datal .txt")+FileToArray (" plot_data2.txt")++
FileToArray (" plot_data3 . txt")+FileToArray (" plot_data4 .txt")

# print(allRadii)

[
allMomenta = FileToArray("plot_datal.txt")+FileToArray("plot_datal2.txt")+<+
FileToArray("plot_data3.txt")+FileToArray("plot_datad.txt")

allMomenta

#print (allMomenta)
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#racunanje broja slucajeva
counterl = 0
counterl0 = 0

counterELSE = 0

for i in range(0, len(allMomenta)):
if allMomenta[i] <= 1.01:
counterl +=1
elif allMomental[i] <= 1.1:
counterl0 +=1
else:
counterELSE +=1

#print (counterl *100/len (allMomenta) ,counter10+100/len (allMomenta) ,<
counterELSE #100/1en (allMomenta) )

percl = round(counterl*100/len(allMomenta) ,2)
percl0 = round(counterl0x100/len(allMomenta) ,2)
percELSE = round(counterELSE*100/len(allMomenta) ,2)

stringl = "Slucajevi unutar 1%: " + str(percl)
stringl0 = "Slucajevi unutar 10%: " + str(perclO0)
stringELSE = "Slucajevi izvan 10%: " + str(percELSE)

print(stringl + '\n' + stringlO0 + '\n' + stringELSE)

#histogram

import matplotlib.pyplot as plt

#_ = plt.hist(np.array(allRadii), bins=60, color='orange ')
_ = plt.hist(np.array(allMomenta), bins=60, color='orange')
plt.title("Histogram")

#plt.xlabel ('R_{RECO}/R_{GEN}")
plt.xlabel('p_{RECO}/p_{GEN}")

plt.ylabel('N")

plt.show()

H+

#graficki prikaz putanje

# import matplotlib.pyplot as plt

# fig, ax = plt.subplots ()

# #imenovanje osi
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# ax.set_xlabel ('x")

# ax.set_ylabel ('y")

# ax.set_aspect(aspect=1)

# ax.plot(position[:, O], position[:, 1], linewidth=1.0, color='orange ')

# circlel = plt.Circle((0, 0), 0.0001, color="r', fill=False)
# circle2 = plt.Circle((0, 0), 0.00015, color="'r"', fill=False)
# circle3 = plt.Circle((0, 0), 0.0002, color="'r"', fill=False)
# circle4 = plt.Circle((0, 0), 0.00025, color="r"', fill=False)
# THEcircle = plt. Circle ((x0, y0), R, color = 'g', fill=False )

ax.add_patch(circlel)
ax .add_patch(circle?2)
ax .add_patch(circle3)
ax .add_patch(circle4)
ax.add_patch (THEcircle)

H oH H H FH

# plt.show ()
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