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Uvod

Najraniji problem geometrijske vjerojatnosti koji je u 18. stolje¢u postavio
francuski matematicar Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon poznata je
Buffonova igla. Problem Buffonove igle glasi: kolika je vjerojatnost da igla
duljine ! slucajno ispustena na prugastu povrsinu (gdje su pruge Sirine t)

sijece dvije razlicite pruge, vidi Sliku [1]

II

Slika 1: Problem Buffonove igle.

Pojam slucajnog skupa javlja se ve¢ u samim temeljima matematicke
teorije vjerojatnosti. Naime, A. N. Kolmogorov je 1933. godine napisao:

Neka je G izmjerivo podrucje ravnine ¢iji je oblik slucajan, tj. pridruzimo
svakom elementarnom dogadaju £ odredeno izmjerivo podrucje ravnine G.

Oznac¢imo s J povrsinu podruéja G, a s P(x,y) vjerojatnost da tocka (z,y)

pripada podrucju G. Tada vrijedi :

= / / Pz, y)dzdy.



v

Moze se primijetiti da je ovo iskaz Robbinsova teorema i da je P(x,y)
funkcija pokrivenosti slu¢ajnog skupa G.

Zaceci matematicke teorije slucajnih skupova mogu se pronaci kod [9]. U
toj je knjizi G. Matheron formulirao toénu definiciju slu¢ajnog zatvorenog
skupa i razvio relevantne tehnike koje su obogatile konveksnu geometriju i
postavile osnove matematicke morfologije. Opéenito govoreci, doprinos ko-
nveksnoj geometriji odnosio se na svojstva funkcionala slucajnih skupova,
dok se morfoloski dio koncentrirao na operacije sa samim skupovima.

U ovom ¢emo se radu baviti vaznim konceptom u teoriji vjerojatnosti -
funkcionalom kapaciteta. Naime, funkcional kapaciteta odreduje distribuciju
slucajnog zatvorenog skupa u lokalno kompaktnom Hausdorffovu separabil-
nom prostoru te je povezan s pozitivno definitnim funkcijama na polugru-
pama i reSetkama. Za razliku od vjerojatnosnih mjera, funkcional kapaciteta
nije aditivan. Neaditivne mjere su opéenito dobro istrazene i primjenjuju se u
teoriji igara gdje se koriste za odredivanje dobiti koalicije igraca. Funkcional
kapaciteta moze se koristiti za karakterizaciju slabe konvergencije sluc¢ajnih
skupova i nekih svojstava njihovih distribucija. To se posebno odnosi na unije
slucajnih zatvorenih skupova gdje je svojstvo pravilnog variranja funkcionala
kapaciteta od primarne vaznosti. Moguce je razmotriti slucajne kapacitete
koji objedinjuju koncepte slucajnog zatvorenog skupa i slucajne odozgo polu-
neprekidne funkcije. Medutim, funkcional kapaciteta ne pomaze u rjesavanju
niza drugih pitanja, na primjer u definiranju ocekivanja sluc¢ajnog zatvorenog
skupa.

U prvom poglavlju rada navode se neki teorijski rezultati koji ¢e se koris-
titi u glavnom dijelu koji se bavi slucajnim skupovima. U sredisnjem dijelu
rada najprije ¢emo definirati pojam slucajnih zatvorenih skupova. Za pros-

tor E, kojemu pripadaju slucajni skupovi, vrlo se cesto pretpostavlja da je



lokalno kompaktan Hausdorff s prebrojivom bazom, no kako je Euklidski
prostor R% osnovni primjer takvog prostora, u ovom éemo se radu ograniciti
na taj posebni sluc¢aj. Dokazat ¢emo Choquetov teorem o postojanju distri-
bucija sluc¢ajnih skupova te opisati koncept funkcionala kapaciteta i njegove
povezanosti sa svojstvima sluc¢ajnih skupova. Veéina teorijskih rezultata koji
su prikazani u ovom radu preuzeta je od [13].

Slucajni skupovi igraju klju¢nu ulogu u modeliranju brojnih procesa u bi-
ologiji, medicini i znanosti o materijalima. Primjeri nekih takvih su dinamika
stanica u organizmima [10] [7], prisutnost razli¢itih biljaka u ekosustavima
[2, 18] ili éestica u materijalima [0l 18] i drugi. Ponekad ti procesi budu pre-
kompleksni pa ih je tesko opisati nekim jednostavnim modelom, stoga moze
biti tesko klasificirati ih ili usporediti njihove realizacije. Motivirani prethod-
nim ¢injenicama, u posljednjem poglavlju iskazat ¢emo rezultate provedene
simulacijske studije ¢iji je cilj ispitati koliko dobro funkcional kapaciteta opi-
suje pojedinu realizaciju slucajnog skupa te mogu li se realizacije razlicitih
modela razluciti pomoc¢u neke mjere udaljenosti bazirane na funkcionalima

kapaciteta.
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Poglavlje 1
Teorijska pozadina

Kako bismo bolje razumjeli terminologiju koristenu u ovom radu, kratko ¢emo
se prisjetiti osnovnih definicija i tvrdnji iz srodnih podrucja koje ¢e nam biti

vazne u nastavku.

1.1 Topoloski prostori

Definicija 1.1 Topologija na skupu ) je familija T podskupova od € koja

ima sljedeca svojstva:
o T sadrzi () i Q.
e T je zatvorena na proizvoljne unije.
e T je zatvorena na konacne presjeke.

Skup Q2 na kojem je definirana toplogija T naziva se topoloski prostor.

Ako je Q topologki prostor s topologijom 7T, onda za podskup U od €2 kazemo
da je otvoreni skup u €2 ako pripada familiji 7. Kazemo da je podskup A

topoloskog prostora {2 zatvoreni skup u €2 ako je skup A otvoren.



1.1. Topoloski prostori

Kazemo da je familija A podskupova prostora 2 pokrivac od 2 ako je
unija elemenata iz A jednaka 2. Ako su elementi familije A otvoreni skupovi

u 2, onda kazemo da je A otvoreni pokrivac¢ od (.

Definicija 1.2 Topoloski prostor ) je kompaktan ako svaka familija otvo-
renth skupova koja pokriva € sadrzi konacnu potfamiliju koja takoder pokriva

Q. Kaze se da svaki otvoren pokrivac sadrzi konacan potpokrivac.

Definicija 1.3 Najmanji zatvoreni skup koji sadrzava zadani skup A u to-

poloskome prostoru € naziva se zatvorenje skupa A i oznacava s cl(A).

Definicija 1.4 Interior od A, u oznaci int(A), najveéi je otvoren skup

sadrzan u A.

Definicija 1.5 KaZemo da je topoloski prostor () lokalno kompaktan u
tocki x € ) ako postoji kompaktan skup C' C Q koji sadrzi neku otvorenu
okolinu od x. Ako je Q lokalno kompaktan u svakoj tocki, kaZemo da je 2

lokalno kompaktan topoloski prostor.

Definicija 1.6 KaZemo da je topoloski prostor Hausdorffov ako za svake

dvije razlicite tocke postoje okoline tih tocaka koje su disjunktne.

Primijetimo da je R? lokalno kompaktan Hausdorffov prostor jer je svaki
r € R? sadrzan u nekom otvorenom skupu (a;,by) X (ag, bo) X ... X {ag, by)

koji je podskup kompaktnog skupa [ay, b1] X [az, bo] X ... X [ag, bg] C R

Definicija 1.7 Za podskup M topoloskog prostora () kazemo da je relativno

kompaktan ako mu je zatvorenge cl(M) kompaktan skup.

Definicija 1.8 Neka je Q skup i d : Q x Q — R realna funkcija koja ima

sljedeca svojstva:



1.1. Topoloski prostori

(M1) Za svaki z,y € Q2 je d(x,y) > 0,

(M2) Za svaki x,y € Q d(x,y) =0 ako i samo ako je x =y,

(M3) Za svaki x,y € Q je d(z,y) = d(y, z),

(M4) Za svaki x,y, z € Q vrijedi d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Funkcija d naziva se metrikom (udaljenocéu) na skupu Q, a par (€2, d)

naziva se metrickim prostorom.

Definirajmo sada topologiju na metrickom prostoru.

Definicija 1.9 Neka je (2, d) metricki prostor, xo € 2 njegova tocka, a r €

R, r > 0, realan broj. Pod otvorenom kuglom u prostoru ) sa sredistem

u o i radijusom r podrazumgjevamo skup B(xg,r) = {x € Q : d(z,z¢) < r}.
Neka je U C Q). KaZemo da je U otvoren skup u prostoru €2 ako se

moze prikazati kao unija otvorenth kugala 1z tog prostora.

Relativno kompaktan skup u metrickom prostoru mozemo karakterizirati

na sljedeci nacin.

Teorem 1.10 Neka je M podskup metrickog prostora ). Skup M je relativno

kompaktan ako i samo ako svaki niz uw M ima konvergentan podniz, tj.
k — oo
(v<xn)n€N g M)(E'(l’nkkeN g (*rn)nEN))xnk ;} o, To € Q.
Ako je pri tome xog € M, onda je M kompaktan skup.

Prisjetimo se sada definicije baze i podbaze topologije.

Definicija 1.11 Neka je T topologija na $2 i neka je B C T neka podmnoZina
od T. KaZemo da je B baza topologije T ako se svaki otvoreni skup U € T

moZe prikazati kako unija neke familije elemenata iz B.



1.2. Teorija mjere

Definicija 1.12 Neka je T topologija na skupu 2 1 P C T podmnoZina od
T. Kazemo da je P podbaza topologije T ako je mnozZina B svih konacnih

presjeka elemenata iz P baza za T .

Kardinalni broj a = min{cardB : B je baza topologije 7} naziva se

tezina topoloskog prostora 2 i pise se w(2, T) = a.

Definicija 1.13 Za topoloski prostor kaZemo da je 2-prebrojiv ili da za-

dovoljava drugi aksiom prebrojivosti ako je w(§2,T) < N,.

Definicija 1.14 Neka su Ty @ T2 topologije na Q. KazZemo da je T, grublja
od Ty (ili da je Ty finiga od Ty) i pisemo Ty < Ty ako je Ty C Ts.

Definicije i ostali rezultati iz ovog odjeljka preuzeti su od [17], [I1], [5] i
[12].

1.2 Teorija mjere
Prisjetimo se definicije algebre i o-algebre.

Definicija 1.15 Familiju > podskupova skupa €2 nazivamo o-algebra sku-

pova na skupu €2 ako ona ima sljedeca svojstva:
1. QeX
2. Ac =A% %

3. Unija prebrojivo mnogo elemenata iz X je element iz 33, ). za svaki niz

(Ap)nen skupova iz 3 vrijedi | J, .y An € 2.

Za uredeni par (2, X)) kaZemo da je izmjerivi prostor. Svaki element od

Y. zove se tzmjerivi skup.



1.2. Teorija mjere

Ako se u prethodnoj definiciji umjesto uvjeta 3. zahtijeva da > bude
zatvorena na formiranje konacnih unija, dobiva se definicija algebre skupova
na skupu 2.

Ekavivalentno je umjesto gornjih uvjeta za o-algebru zahtijevati sljedeca
svojstva:

1.” § € ¥ umjesto 1.

3.” Presjek prebrojivo mnogo elemenata iz . je element iz X, tj. za svaki

niz (Ap)nen skupova iz X vrijedi [,y An € X umjesto 3.

Napomena 1.16 KazZemo da je familija skupova D zatvorena na konacne

unije (presjeke) ako za sve My, My € D wvrijedi My UMy € D (MyN My € D).

Definicija 1.17 Neka je Q skup. Familiju podskupova od 2 koja je zatvorena

na konacne presjeke zovemo w-sistem na skupu €.

Definirajmo sada prostor mjere.

Definicija 1.18 Neka je ¥ o-algebra na skupu ). Mjera na ¥ svako je

preslikavanje 1 : ¥ — R s ovim svojstvimas:

1. (nenegativnost) u(A) > 0 za svaki A € ¥,

3. (o-aditivnost ili prebrojiva aditivnost) Za svaki niz (A;)ien disjunktnih

skupova iz ¥ vrigedi p(|U;2, Ai) = Doy (4.
Za u(A) kaze se da je mjera skupa A. Trojka (2,5, 1) zove se prostor
mjere.
Propozicija 1.19 Neka je F bilo koja familija podskupova skupa 2. Tada
Je
o(F):= ﬂ{z : ¥ jeo —algebra, F C ¥}



1.2. Teorija mjere

najmanja o-algebra koja sadrzi familiju F. Za o(F) kaZemo da je o-algebra

generirana s F.

Definicija 1.20 o-algebru generiranu topologijom na prostoru £ nazivamo

Borelova c-algebra i oznacavamo s B(S2).

Teorem 1.21 Neka je o-algebra X na skupu €2 generirana mw-sistemom &, tj.
Y = o(€). Nadalje, neka su p,v : ¥ — [0,00] dvije mjere na o-algebri %
takve da je

uw(E)=v(E), VE € €&.

Ako je ispunjen jedan od sljedeca dva uvjeta:
o 1u(Q) =v(Q) < oo, ili

e postoji rastuci niz (E,)nen skupova iz € sa svojstvom Q = |Jo, B, i

w(Ey), v(E,) < oo, Yn € N
onda je = v.

Definicija 1.22 Neka je (Q,U) Hausdorffov topoloski prostor, a (2,3, u)
prostor mjere takav da je B(2) C X. Za mjeru p kazemo da je regularna ili
Radonova myjera ako vrijedi:

(i) (regularnost izvana) za svaki skup A € 3
pu(A) = inf{u(U) : A CU,Uotvoren},
(ii) (regularnost iznutra) za svaki otvoren skup U
p(U) = sup{p(K) : K C U, Kkompaktan},

(iii) (konacnost na kompaktima) p(K) < oo za svaki kompaktan skup
K CQ.

Rezultati iz ovog odjeljka preuzeti su iz [§].



1.3. Vjerojatnosti prostori i sluéajni elementi

1.3 Vjerojatnosti prostori i slucajni elementi

Definicija 1.23 Neka je (Q, %, P) prostor mjere. Ako je P(A) = 1, kaze
se da je P vjerojatnosna myjera ili vjerojatnost, a X zovemo o-algebra

dogadaja.

Prostor mjere (2,3, P), pri ¢emu je P vjerojatnosna mjera, nazivamo vjero-

jatnosni prostor.

Definicija 1.24 Neka je (Q, X, P) vjerojatnosni prostor. Funkcija X : Q —
R je sluéajna varijabla na Q ako je X~Y(B) € ¥ za svaki B € B(R), tj.
XBR) C .

Vjerojatnosna mjera Px inducirana slu¢ajnom varijablom X, tj.
Px(B) =P(X € B), B € B(R)
jos se naziva distribucija ili zakon razdiobe slucajne varijable X.

Definicija 1.25 Neka su (X,.A) i (Y, B) izmjerivi prostori, A C X skup i
f A=Y funkcija. Funkcija f je izmjeriva u paru o-algebri A i B ili krace
A — B izmjeriva ako je f~1(B) € A za svaki B € B.

Podsjetimo se definicije i osnovnih svojstava funkcije distribucije:

Definicija 1.26 Neka je (€2, X, P) vjerojatnosni prostor i neka je X slucajna
varijabla na njemu. Funkciju Fx : R — [0, 1] koja realnom broju x pridruZuje
vjerojatnost da realizacija slucajne varijable bude manja ili jednaka tom broju,

ty. funkciju definiranu s
Fx(z)=Plwe: X(w) <z} =P{X <z} =P{X € (—o0,x]} (1.1)

zovemo funkcija distribucije slucajne varijable X .



1.3. Vjerojatnosti prostori i sluéajni elementi

Teorem 1.27 Neka je (2, 2, P) vjerojatnosni prostor i X : Q — R slucajna
varijabla, a Fx : R — [0, 1] njezina funkcija distribucije. Tada vrijedi:

1. Funkcija distribucije slucajne varijable X monotono je rastuéa funkcija,

tj. za svaki x1,x9 € R takve da je x1 < xy slijedi Fx(x1) < Fx(x3).

2. lim, o Fx(z) = Fx(—00) =0

3. lim, o Fx(x) = Fx(+o00) =1

4. Funkcija distribucije neprekidna je zdesna, tj.

lim Fx(z+ h,) = Fx(x)
hnp—0*t
za svaki v € R.

Teorem 1.28 Borelova o-algebra B(R) generirana je m-sistemom {(—o0,b] :
b e R}.
S obzirom da vrijedi ((1.1)) po prethodnom teoremu i Teoremu slijedi da
funkcija distribucije jednozna¢no odreduje distribuciju sluc¢ajne varijable.

Definirajmo sada poopcéenje pojma sluc¢ajne varijable.
Definicija 1.29 Neka je (2, X,P) wvjerojatnosni prostor i (E,E) izmjerivi
prostor. Sluéagni element s vrijednostima u E je funkcija X : Q@ — E koja
je (X, €)-izmjeriva.

Vjerojatnosna mjera Px inducirana slu¢ajnim elementom X, tj.

Px(EF)=P(X € FE), E€&

naziva se distribucija ili zakon razdiobe sluc¢ajnog elementa X.

Prisjetimo se §to znaci oznaka (g.s.).
Definicija 1.30 Kazemo da vrijedi X € E (g.s.) ako je P{X € E} =
P{weQ: X(w) € E}) =1.

Rezultati iz ovog odjeljka preuzeti su od [§] i [20].



1.4. Poluneprekidnost

1.4 Poluneprekidnost

Definicija 1.31 Neka je f : R? — R i 2y € R?. KaZemo da je f odozgo

poluneprekidna u tocki xy ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takvi da je
f(x) < f(zo) +€ zasvaki x € B(xo,0)

Kazemo da je f odozgo poluneprekidna ako je odozgo poluneprekidna u

svakoj tocki domene.

Da bismo bolje dozivjeli pojam odozgo poluneprekidnosti, pogledajmo pri-

mjer na Slici [I.1]

Slika 1.1: Primjer odozgo poluneprekidne funkcije.

Preuzeto od [10], [13] te [22].

1.5 Abelove polugrupe i polukarakteri

Definicija 1.32 Binarna operacija na skupu G je preslikavanje s karte-

zigevog ummnoska G x G u skup G.

Za binarnu operaciju kazemo da je asocijativna ako vrijedi (a-b)-c = a-(b-c)

za sve a,b,c € G.



1.5. Abelove polugrupe i polukarakteri

Ako jea-b=10b-a zasve a,b € G, onda kazemo da je binarna operacija

komutativna.

Definicija 1.33 Abelova polugrupa je algebarska struktura koju defini-
ramo kao neprazan skup G s asocijativnom i komutativnom binarnom opera-

crjom.

Definicija 1.34 Neka je S proizvoljna Abelova polugrupa, tj. S je skup za-
jedno s komutativnom @ asocijativnom binarnom operacijom koju zovemo
zbrajanje 1 oznacavamo s +. Pretpostavljamo da postoji neutralni element
koji oznacavamo s 0. Polukarakter na S je funkcija x : S — [—1,1] za

koju vrijedi x(0) =1 i x(s +t) = x(s)x(t) za svaki s,t € S.

Skup svih polukaraktera na .S, u oznaci S , sam je po sebi Abelova polugrupa
s obzirom na tockovno mnozenje s neutralnim elementom polukarakterom

identicki jednakim 1.

Definicija 1.35 Za funkciju f : S — R kaZemo da je pozitivno definitna,
u oznaci f € P(S), ako je f omedena i matrica ||f(s; + sj)|lij=1,..n J€

pozitivno semidefinitna za svaki n > 1 1 svaku n-torku sy, ..., s, € S.

Za funkciju f : S — R uvodimo pojam uzastopne razlike na sljedeci
nacin:
A f(s) = f(s) = f(s+ 1)
Do f(8) =D, 1 s f(8) = Dy s [(s 4 80),m > 2
gdje su sq,...,8,,5 € 5.

Definicija 1.36 KazZemo da je funkcija f : S — R, potpuno monotona,

u oznaci f € M(S), ako je Ay, s, f(8) >0 za svakin > 11 81,...,8,,8 € S.

10



1.5. Abelove polugrupe i polukarakteri

Definicija 1.37 Kazemo da je skup S ekstremni podskup skupa K ako
za svaki v,y € K za koje je (1 —t)x +ty € S za 0 <t < 1 nuzno slijedi da

sux,y€S.

Definicija 1.38 Konus u vektorskom prostoru V je skup C C V' koji je

zatvoren na zbrajangje i skalarno mnoZenje.

Iskazimo neke teoreme koji ¢e nam biti potebni.

Teorem 1.39 Skup M(S) svih potpuno monotonih funkcija ekstremni je pod-
konus familije P(S) pozitivno definitnih funkcija na S.

Teorem 1.40 Neka je S idempotentna polugrupa. Za f € P(S) postoji je-

dinstvena Radonova mjera pu na polukaratkterima S takva da je
f(s) = nl{x €8 x(s) =1}).

Rezultati iz ovog odjeljka preuzeti su od [1J.
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Poglavlje 2

Slucajni skupovi

2.1 Definicija slucajnog skupa

Intuitivno, sluc¢ajni je skup objekt ¢ije su vrijednosti skupovi nekog topoloskog
prostora [E. Opcenito zatijevamo da prostor E bude lokalno kompaktan Ha-
usdorffov topoloski prostor koji zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, no,
kako je R? jedan takav, radi jednostavnosti koristit ¢emo njega. Kako ne
bismo promatrali familiju svih skupova topoloskog prostora R?, ogranicit
¢emo se na familiju zatvorenih skupova koju ¢emo oznacavati s F. Familiju
kompaktnih skupova oznacavat ¢emo s K, a standardnu topologiju na R? s
g.

Prilikom definiranja slucajnih elemenata vazno je utvrditi koje ¢e nam
informacije o promatranim dogadajima biti dostupne u okviru izmjerivog
prostora (£2,%) na kojem je definiran taj slucajni element. Zeljeli bismo
osigurati da svi vazni funkcionali budu sluc¢ajne varijable, ali da zahtjevi za
izmjerivost ne budu prestrogi da bismo ukljucili sto je vise moguce sluc¢ajnih
elemenata. Sljedec¢a definicija uvodi fleksibilan i koristan koncept slucajnog

zatvorenog skupa.



2.1. Definicija sluéajnog skupa

Definicija 2.1 Neka je (Q,3,P) vjerojatnosni prostor. Preslikavanje X :
Q — F nazivamo sluéajni zatvoreni skup ako za svaki kompaktan skup
K u R vrijedi

{lweQ: X(w)NK#£0}eXx (2.1)

Uvjet ([2.1) intuitivno znaci da promatranjem sluc¢ajnog zatvorenog skupa X
uvijek mozemo reci sijece li on zadani kompaktni skup K.

Za svaki A C R?
Fa={FeF:FNA#0D}
oznacava familiju zatvorenih skupova koji imaju neprazan presjek s A, a
FA={FeF:FnA=0}

familiju zatvorenih skupova koji ne sijeku A. Fellova topologija na F to-
pologija je generirana skupovima Fg za sve G € G i FX za sve K € K.
o-algebra B(F) nad F generirana skupovima Fy za svaki K € K naziva se
Effrosova o-algebra. Effrosova o-algebra sadrzi FX za svaki K € K i Fg

za svaki G € G jer svaki Fz mozemo prikazati kao
Fo=()Fx.
n

gdje je {K,,n > 1} niz kompaktnih skupova za koji vrijedi K,, T G. 1z pret-
hodnog mozemo zakljuciti kako se Borelova o-algebra generirana Fellovom
topologijom na F poklapa s Effrosovom o-algebrom pa definiciju slu¢ajnog

zatvorenog skupa mozemo preformulirati na sljedec¢i nacin:

Definicija 2.2 Neka je (2,3, P) vjerojatnosni prostor i B(F) Borelova o-
algebra generirana Fellovom topologijom na F. Sluéagni zatvorenti skup

u RY izmjerivo je preslikavanje iz (0, %) u (F, B(F)).

13



2.2. Funkcionali kapaciteta

Primjer 2.3 Neka je (Q,3,P) vjerojatnosni prostor. Ako je & : Q — R?
sluc¢ajni element u R?, onda je jednoclani skup X = {£} slucajni zatvoreni

skup.

Primjer 2.4 Neka je (2, X, P) vjerojatnosni prostor. Neka je R : Q@ — R
nenegativna slucajna varijabla. Tada je X = B(x, R), disk sa sredistem u

x € R? i slucajnim radijusom R, slucajni zatvoreni skup.

2.2 Funkcionali kapaciteta

Definicija 2.5 Distribucija sluéajnog skupa X dana je izrazom Px(x) =

P{Xex}=P{w e Q: X(w) € x}) za x € B(F).

Kako je Effrosova g-algebra B(F) generirana skupovima Fg za K € K,
distribucija slu¢ajnog skupa X odredena je izrazom Px (F) = P{X € Fx} =
P{w e Q: X(w) € Fx}) = P{w € Q : X(w) N K # 0}). Kazemo da dva
slucajna skupa X i Y imaju istu distribuciju, u oznaci x 2 Y, ako vrijedi

P{X € x} =P{Y € x} za svaki x € B(F).
Definicija 2.6 Kazemo da je funkcional Tx : KK — [0,1] dan s
Tx(K)=P{XNK#0},KeK (2.2)

funkcional kapaciteta od X. Cesto umjesto Tx(K) pisemo T(K) kada ne

dolazi do dvosmislenosti.

Primjer 2.7 Ako je X = {&} slucajni jednoclani skup, onda je Tx(K) =
P{¢ € K} pa je funkcional kapaciteta vjerojatnosna distribucija sluc¢ajnog

elementa &.
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2.2. Funkcionali kapaciteta

Primjer 2.8 Neka je X = {&, &} skup formiran od dvaju nezavisnih jedna-
kodistribuiranih slucajnih elemenata v R, Tada je Tx(K) =1—(1—-P{¢, €
K1})2. Na primger, ako su & i & brojevi koji su pali na dvjema kockama,

onda je Tx({6}) vjerojatnost da je pala barem jedna Sestica.

Navest ¢emo propoziciju koju ¢emo koristiti u daljnjem razmatranju funk-

cionala kapaciteta.

Napomena 2.9 KazZemo da je preslikavanje T : I — R rastuée ako vrijedi:
T(K,) < T(K3) za svaka dva kompaktna skupa K1, Ky € K takva da je K; C K.

Napomena 2.10 KazZemo da K, | K ako je K, nerastuci niz skupova za
koje vrigedi K = NK,,.

Kazemo da T(K,) | T(K) kako n — +oo ako je lim, o T(K,) =
T(K).

Propozicija 2.11 Rastuce preslikavanje T : K — R je odozgo polunepre-
kidno ako i samo ako T(K,,) | T(K) kako K,, | K in — +ooc.

Promotrimo sada neka svojstva funkcionala kapaciteta. Direktno iz defi-

nicije mozemo zakljuciti kako vrijedi

T®) =0 (2.3)

0<T(K)< 1K €K. (2.4)

Buduéi da vrijedi Fg, | Fx kako K, | K, po svojstvu neprekidnosti u od-
nosu na padajuéu familiju dogadaja za vjerojatnosnu mjeru P zaklju¢ujemo

da je funkcija T" odozgo poluneprekidna pa po Propoziciji vrijedi
T(K,) JT(K) kada K,]K u K. (2.5)
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2.2. Funkcionali kapaciteta

Lako se pokaze da je funkcional kapaciteta T monotono rastuca funkcija,
tj.
T(K,) <T(K;) akoje K;C K.
Da bismo opisali jace svojstvo monotonosti koje T' zadovoljava, uvodimo

oznaku za uzastopne razlike:
A, T(K)=T(K)—-T(KUK)) (2.6)

A, .. A, T(K) = Ak, .M, T(K) — Ak, ,..Ax, T(KUK,) za n>2
(2.7)
Ako je T iz funkcional kapaciteta od X, onda vrijedi
A, T(K)=T(K) - T(K UK),)
=P{XNK#0} -P{XN(KUK)) # 0}
=P{XNK#D} —PU{XNK #£D}Uu{XNK, #0})
=P{XNK#D} - (P{XNK#Q}+P{XNK, #0}
~PU{XNK #0}n{XNK,#0}))
=—(P{XNK #0} —P{XNK#D}n{XNK; #0}))
= P({XN K #0NIXNK # 0} {X 1K #0})
= —PUXN K # 0N\ XNK #0})
=-P{XNK, #0,XNK =0}

Analogno bismo dobili vezu izmedu uzastopnih razlika viseg reda i distribucije

od X
= —P{X € Fi,,..icn}>

.....

.....
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2.2. Funkcionali kapaciteta

Iz prethodnog mozemo zakljuciti da za svakin > 11 Ky,.... K, € K
vrijedi

A, .. A, T(K) <0 (2.8)

K

K>

K3

Slika 2.1: Primjer skupa F' € F§17K27K3.

Primjer 2.12 Ako je X = {&} slucagni jednoclani skup s distribucijom P,
onda je

A, A, T(K) = —P{¢ € (KiN...N K, N K)}

Primjer 2.13 Neka je X = (—00,&] X (—00,&] slucajni zatvoreni skup u

ravnini R?, kao na Slici[2.4 Tada je

A{»’C}T({yaz}) - _P{é S [a,b>><[c, d>} 24 T = (aac)a y= <b7 C)? = (a’d>v §= (51752)
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2.2. Funkcionali kapaciteta

Slika 2.2: Skup X zajedno s tockama x,y i z.

Svojstvo odozgo poluneprekidnosti je slicno neprekidnosti zdesna, a
(2.8) generalizacija je koncepta monotonosti pa mozemo re¢i da funkcional
kapaciteta po svojstvima nalikuje na funkciju distribucije. Svojstvo koje ga
razlikuje od mjera je $to nije aditivna funkcija ve¢ samo subaditivna, tj. za

sve kompaktne skupove K; i Ky vrijedi
T(KiUK,) <T(Ky)+T(Ks)
Uvjerimo se da 1" nema svojstvo aditivnosti sljede¢im primjerom:

Primjer 2.14 Ako je X = B(&,r) disk radijusa r sa sredistem u slucajnoj
tocki & u R? ¢ K" r-ovojnica kompaknog skupa K, tj. skup {x € R? :
d(z,K) <r}, onda je

Tx(K) =P{{ € K"}

T'x nije mjera jer r-ovojnice K{ @ KI disjunktnih skupova Ky i Ky ne moraju

biti disjunktne, vidi Sliku [2.5
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2.2. Funkcionali kapaciteta

Slika 2.3: r-ovojnice skupova K; i K.

S obzirom na vazna svojstva funkcionala kapaciteta 71" Zeljeli bismo pro-
matrati opéenito funkcionale na K koji nisu direktno povezani s distribucijom
sluc¢ajnog zatvorenog skupa. Funkcionalom kapaciteta nazivat ¢emo svaki
funkcional ¢ : K — R koji poprima vrijednosti iz skupa [0, 1], praznom skupu

pridjeljuje vrijednost 0, odozgo je poluneprekidan i potpuno alternira na IC,

tj. funkcional za koji vrijede svojstva (2.3), (2.4)), (2.5), (2.8)), pri ¢emu ¢emo

pojam potpuno alternirajuceg funkcionala uvesti sljede¢om definicijom:

Definicija 2.15 Neka je D familija skupova zatvorena ma konacne unije.

Kazemo da je funkcional ¢ : D — R

e potpuno alternirajuéi (potpuno U-alternirajuci), u oznaci ¢ € A(D)

ili ¢ € A(D) ako vrijedi
Ak, . A, p(K)<0 za n>1, KK,. ,K,eD

Ako gornja nejednakost vrijedi za sve n < m, kaZemo da je @ alterni-

rajuéi stupnja m (m-alternirajuci).
e potpuno U-monoton, u oznaci p € My(D) ako vrijedi
Ak, . Agp(K)>0 za n>1, KK, .. ,K,eD
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2.2. Funkcionali kapaciteta

Uvedimo sada novu vrstu uzastopnih razlika u kojima koristimo presjek:
Vi p(K) = o(K) — o(K N Ky) (2.9)

vKanlgD<K) = Vanl...VKlgo(K) - Vanl...Vchp(K N Kn) Za N 2 2
(2.10)

Definicija 2.16 Neka je D familija skupova zatvorena na konacne presjeke.

KazZemo da je funkcional p : D — R
e potpuno N-alternirajuéi, u oznaci p € Aq(D) ako vrijedi

Vi, -Vgp(K)<0 za n>1, KKy, .. K,€D

e polpuno monoton (potpuno N-monoton), u oznaci ¢ € M(D) ili

© € Mq(D) ako vrijedi

Vi, -Vg,p(K)>0 za n>1, KKy, .. K,€D

Definicija 2.17 Neka je ¢ : D — [0, 1] funkcional. Funkcional ¢ : D' —
[0,1], gdje je D' = {K® : K € D} familija komplemenata skupova iz D,
definiran s

PK)=1—9(KY z2a K®ecD (2.11)

naziva se dualni funkcional funkcionala ¢.

Propozicija 2.18 Neka je ¢ : D — [0,1]. Tada vrijede sljedeée ekvivalen-

cyje:
1. ¢ € Ay(D) ako i samo ako za svaki fiksni L € D vrijedi

—App(K) = o(KNL)— ¢(K) € My(D)
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2.2. Funkcionali kapaciteta

2. ¢ € An(D) ako i samo ako za svaki fiksirani L € D vrijedi

—Vi0p(K) = p(KUL) = p(K) € Mn(D)

3. ¢ € An(D) ako i samo ako za dualni funkcional p na D' = {K¢: K €
D} wrijedi p(K) € My(D)

4. o € AL(D) dko i samo ako za dualni funkcional p na D' = {K® : K €
D} wvrijedi 9(K) € M (D)

Dokaz.

1. Treba dokazati: ¢ € Ay(D) ako i samo ako —App(K) = (K NL)—
©(K) € My(D) za svaki fiksirani L € D. Po Definiciji to je ekvi-
valentno kao dokazati: Ay ..Ap,o(K)<0zam >1, K, Lq,.. L, €
D akoisamo ako Ak, ..Ax, (—App(K)) >0zan>1, K,Ki,.. K, €
D izasvaki fiksirani L € D. Bududi da vrijedi Ak, .. Ax, (—Arp(K)) =
—ALAg, ...Ag, p(K), tvrdnja ocito vrijedi.

2. Analogno se dokaze kao pod 1.

3. Principom matematicke indukcije dokazimo pomoénu tvrdnju: Ak, ...Ax, @(K) =

_VKEVK?SO(KC) za n > 1, K,Kl,...,KnED

(BI) Za n = 1 vrijedi:

A, p(K) = o(K) — ¢(K U Ky

=
=
=

1= o(K9) = (1 - o((K UK1)Y))

= —(p(K) = p(K“ N KY))

= Ve (p(K))

(PI) Pretpostavimo da za nekin € Nvrijedi Ag, ...Ax, ¢(K) = —VKg...Vchcp(Kc)
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2.2. Funkcionali kapaciteta

(KI) Dokazimo tvrdnju za n + 1:

- 2. ~ ~
AKn-H“'AKlgO(K) AKnAKﬁO(K) - AKnAKﬁO(K U Kl)
PI
2 Ve Viep(KC) = (~Vie.. Viep((K U K,)O))
= —(Vie - Vgep(KY) = Vie..Vigep(KC N KY))

Treba dokazati: ¢ € An(D) ako i samo ako ¢ € My (D). Po Definiciji
i Definiciji to je ekvivalentno kao dokazati: Vi, ...V, o(L) <
Ozam >1, L,Ly,.., L, € D ako i samo ako Ak, ..Ax,¢(K) >

0Ozan >1, K Ky, .. K, € D. S obzirom na pomoénu tvrdnju
Ak, ..Ag, p(K) = —VKg...Vchgo(Kc), tvrdnja 3. ocito vrijedi.

4. Analogno se dokaze kao pod 3.

Tvrdnja 1 Neka je p mjera na KC. Za svakin > 1 1 svaki K, Ky, ..., K, € K
vrijedi
—Ag, A p(K) = p((Kp NN KR)\K)
Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po n € N.
(BI) Za n = 1 vrijedi:
(2.6)
Ao u(1) B (1) — (1 U )
= pu(K U Ky) — p(K)
= u(K1\K)

(PI) Pretpostavimo da za neki n € N i proizvoljne K, Ky,..., K, € K
vrijedi —Ag, ... Ag, p(K) = p((Ky M. N KR)\K)
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2.2. Funkcionali kapaciteta

(KI) Dokazimo tvrdnju za n + 1

_AKn+l"'AK1 ( ) AKhu(K) - AKHAK1N<K U Kl))

E ||.

—(Ak
p(Kyn o N K )\K) — p((KiN N K)\(K U Kypq))
=u((Kin. . .NnEK)\NK\(KiNn..nNK)\(KUK,.1)))

Slika 2.4

p((KiN...NK,NK,1)\K)

Slika 2.4: Jednakost skupova ((K1N...N K )\K)\((KiN..NK,)\(KUK,11))
(KN N K O K )\ K

|

S obzirom da vrijedi —Ag, ... Ag, pu(K) = p((K1N...NK,)\K) > 0, svaka
je mjera u potpuno alternirajué¢i funkcional. Usto za disjunktne K i K;
vrijedi A () = —p(K\K) = —p(Kq),

Primijetimo da je proizvoljni funkcional ¢ rastuéi ako i samo ako je

Arp(K) & o(K) — p(K U K;) <0
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2.2. Funkcionali kapaciteta

. Zan = 2 imamo

A, A 19(K) A, p(K) — A, p(K U K»)

D (G(K) — (K U Ky)) = (p(K U Ka) — (K U Ky UKY))

= p(K) = (K UK) — (KU K>) + (K U Ky UK)
pa za ¢ vrijedi uvjet A, Ag, p(K) < 0 ako i samo ako vrijedi
O(K)+ (KUK UK;) <p(KUK;) + o(KUK>). (2.12)
Ako je K =01 ¢(0) = 0, onda gornji uvjet postaje
(K1 U Ks) < (K1) + o(K2),
tj. @ je subaditivna funkcija. Ako je ¢ rastuca, onda je ekvivalentno s
(K1 NKy) + (KUK UK,) < p(Ky)+ oK) (2.13)

za sve Ki, Ky. Funkcional ¢ koji zadovoljava (2.13]) naziva se konkavan
ili jako subaditivan. Funkcional koji zadovoljava obrnutu nejednakost na-
zivamo konveksan ili jako superaditivan. Primijetimo da je funkcional

2-alternirajuci ako je konkavan i monoton.

Definicija 2.19 Funkcija ¢ : P — [—00,+00], gdje je P familija svih pod-
skupova prostora R, naziva se kapacitet (K — kapacitet) ako zadovoljava

sljedece uvjete:
1. ako je M C M’, onda je p(M) < (M)
2. ako M, 1+ M, onda je o(M,) 1 ©(M)

3. ako K, | K za kompaktne K,,, K, onda je ¢(K,) | ¢(K).
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2.2. Funkcionali kapaciteta

Moze se pokazati da se kapacitet ¢ definiran na K moze na prirodan
nacin prosiriti na familiju P svih podskupova od R? tako da ¢ zadrzi svoj-
stva monotonosti ili alterniranja. Kada zelimo prosiriti funkcional kapaciteta

slu¢ajnog zatvorenog skupa, to radimo na sljede¢i nacin:
T(G) =sup{T(K): Ke K, K CG},Geg (2.14)
T"(M)=inf{T*(G):GeG, M CG},M P (2.15)
Teorem 2.20 Prosirenje funkcionala kapaciteta T konzistentno je s T', 1j.
vrijedi:
1. T(K)=T(K) za svaki K € K

2. T*(B) =sup{T(K) : K € K, K C B} za svaki Borelov skup B.

Dokaz. Dokazimo samo prvu tvrdnju:

1. Primijetimo da je T*(K) limes T*(G,,) zaniz G,, € G takvihda G,, | K.
Odaberimo sada niz K, € K tako da je K C K, C G, za svaki
n € N. Sada zaklju¢ujemo da je lim, ., . T(K,) = T*(K), a iz
odozgo poluneprekidnosti funkcije T slijedi lim,, 1 T(K,) = T(K)
paje T*(K) =T(K).

S obzirom da se T'1 T* poklapaju na K, koristit ¢emo oznaku 7' (umjesto
T*) na cijelom P. Iz svojstva neprekidnosti vjerojatnosne mjere po prethod-
nom teoremu mozemo zakljuciti da vrijedi T(B) = P{X N B # ()} za svaki

Borelov skup B.
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2.3. Choquetov teorem

2.3 Choquetov teorem

Kako je o-algebra B(F) vrlo bogata elementima, nemoguce je eksplicitno pri-
druziti mjeru svim njezinim elementima pa bismo zeljeli iskoristiti ¢injenicu
da familije Fx, K € K generiraju tu o-algebru. S obzirom na to, oé¢ekujemo
da bi funkcional kapaciteta na K trebao na jedinstven nacin odredivati dis-
tribuciju pripadajuceg slucajnog zatvorenog skupa. Choquetov teorem, koji
¢emo iskazati u nastavku, govori kako odozgo poluneprekidni potpuno al-
ternirajuéi kapaciteti na IC odgovaraju distribucijama sluc¢ajnih zatvorenih
skupova. Jedinstvenost u Choquetovu teoremu lako je dokazati iz Cinjenice
da familija F, K € K generira o-algebru B(F), no za dokaz egzistencije bit

¢e nam potrebni jos neki koncepti.

Teorem 2.21 (Choquetov teorem) Funkcional T : K — [0,1] takav da
vriedi T(0) = 0 funkcional je kapaciteta jedinstvenog slucajnog zatvorenog
skupa v R? ako i samo ako je T odozgo poluneprekidni potpuno alternirajuci

funkcional.

Definicija 2.22 KazZemo da je funkcional T maksitivan ako za svaka dva

kompaktna skupa K, Ky vrijedi :
T(Kl U KQ) = maX{T(Kl), T(KQ)} (216)

Ako je T maksitivan funkcional na I, onda (2.16) vrijedi i za proSirenje

funkcionala 7" na sve podskupove od R¢.

Definicija 2.23 (Supremum mjere) Supremum mjere uvodimo jer donose
vainu familiju kapaciteta. Neka je dana funkcija f : R? — R. Supremum
integral funkcije f je funkcija f¥ :G — R dana s:

@)=\ .6 eg,

teG
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2.3. Choquetov teorem

uz oznaku ' za maksimum brojeva iz prosirenog skupa realnih brojeva R.
Funkciju ¢ : G — R nazivamo supremum mgjera ako je p()) = 0 i za
svaku familiju {G;, j € J} otvorenih skupova vrijedi:
o(lJG) =V @)
j€J jeJ
Primijetimo jos da je svaka supremum mjera maksitivna, ali obrat ne

vrijedi.
Primjer 2.24 Definiramo maksitivni kapacitet T' na sljedeéi nacin:
T(K) =sup{f(x):x € K}, (2.17)

gdje je f : R4 — [0,1] odozgo poluneprekidna funkcija. Tada je T = fY
supremum integral funkcije f. Funkcional kapaciteta T opisuje distribuciju
slucajnog zatvorenog skupa X = {x € R? : f(z) > a}, gdje je a slucajna
varijabla uniformno distribuirana na [0, 1], vidi Sliku[2.5,

T(K) B P{XN K +0)
=P{f(z) >, zaneki ze€ K}

= P{sup f(z) = a}

zeK

=P{w e Q:sup f(z) > a}
zeK

wni SUPze K f(.T) 1
0

= sup f(z) — 0

zeK

=sup{f(z):x € K} =T(K)
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4

Slika 2.5: Primjer realizacije slucajnog skupa X u RY, za d = 1.

Napomena 2.25 Primijetimo da je svaki maksitivni funkcional T mono-
tono rastuci. Naime, neka su Ky, Ky skupovi 1z familije skupova koji zado-
voljavaju takvi da je K1 C Ks. Oznacimo s K3 = K>)\ Ky C Ks. Sada
vrijedi T(Kz) "™ 7k, U 1) B2 max{T(K)), T(K3)} > T(K)).

Slika 2.6: Odnos skupova K7, Ky i K3.

Propozicija 2.26 (Maksitivni odozgo poluneprekidni kapaciteti) Ako
je T maksitivni odozgo poluneprekidni funkcional s vrijednostima wu [0, 1],

onda je T dan s (2.17) za odozgo poluneprekidnu funkciju f : RS — [0,1].
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Dokaz. Kako je T odozgo poluneprekidna, po Propoziciji vrijedi T(K,) |
T({x}) ako K, | {x} te je funkcija f definirana s f(x) = T'({x}) odozgo po-

luneprekidna funkcija. Dakle vrijedi:
(Vo € RY) (Ve > 0)(3G(x), okolina) T(G(x)) <T({z})+e= f(z)+e

Svaki se kompaktan skup K € K moze pokriti s Ge(z),z € K. S obzirom
da je K kompaktan, njegov se otvoreni pokriva¢ moze reducirati na konacan
potpokriva¢ G¢(x1), ..., Ge(2,), tj. K C Ge(x1)U...UG(z,,). 1z maksitivnosti

funkcionala T slijedi:

Nap[ZZ5
<

T(K) T(Ge(1) U ... UGe(2y))

E16)

= max{T(G.(z1)),..., T(Ge(x,))}
< max{f(z1),...., f(zn)} +¢€

iz. cega odmabh slijedi (2.17)). =

Ovom propozicijom pokazali smo da se od kona¢nog maksimuma u
mozemo prebaciti opéenito na supremum po svim jednoclanim skupovima
uz pretpostavku odozgo poluneprekidnosti, tj. da Primjer [2.24] opisuje sve
maksitivne kapacitete koji odgovaraju distribucijama slucajnih zatvorenih

skupova. Usto iz propozicije slijedi kako je, uz pretpostavku odozgo polune-

prekidnosti, funkcional T iz (2.16]) supremum mjera.

Napomena 2.27 Kazemo da je T maksitivni funkcional na D ako vri-
jedi (2.16) za sve Ky, Ky € D, gdje je D familija skupova zatvorena na

konacne unije.

Teorem 2.28 (Potpuna alternacija maksitivnog kapaciteta) Svaki funk-
cional ¢ koji je maksitivan na familiji D zatvorenoj na konacne unije je

potpuno alternirajuci na D.
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Dokaz. Neka su K, Ky,..., K, € D proizvoljni. Principom matematicke
indukeije pokazimo da uz pretpostavku da je ¢(K7) = min{p(K;), ..., o(K,)}
vrijedi Ak, ...Ax,0(K) = p(K) — (K U K;) za svaki n € N.
(BI) Zan = 1 vrijedi Ag, o(K) B o(K) — o(K U k).
(PI) Pretpostavimo da za nekin € N uz pretpostavku ¢(K7) = min{p(K1), ..., o(K,)}
vrijedi Ak, ...Ax,0(K) = o(K) — (K U K;).
(KI) Dokazimo tvrdnju za n + 1 uz pretpostavku

p(K1) = min{p(Ky), ..., o(Knpa)}- (2.18)

2.7
oK) B A Ay oK) — Ay Dy (K U Koy

2 () = (K U K)] = [p(K U Ka) = 9K U Ky U )]

AKn+1"‘AK1
maksit:ivnost [QO(K) . SO(K U Kl)] . [max{go(K),gD(KnH)}—
max{p(K), p(Kni1), o(K1)}]

B2 [p(K) — (K UKy -0

= ¢(K) — o(K U Ky)
Kako je ¢ maksitivan, to po Napomeni slijedi Ak, ...Ax, o(K) = o(K)—
o(K U K;) <0 zasvaki n € N pa je ¢ potpuno alternirajué¢i. m

Definicija 2.29 KaZemo da su slucajni zatvoreni skupovi X, ..., X,, neza-

visni ako za svaki X1, ..., Xn € B(F) vrijedi:
P{Xl € X1y -y Xn En} = P{Xl - XI}P{Xn - Xn}

Sljede¢om propozicijom pokazat ¢emo kako se nezavisnost slucajnih za-

tvorenih skupova moze karakterizirati preko Choquetova teorema.

Propozicija 2.30 Slucajni su zatvoreni skupovi X, ..., X,, nezavisni ako 1

samo ako vrijedi:
P{XiNK #0,... X, NK, #0} = HTX(KZ)
i=1
za sve K1, ..., K, € K.
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2.4 Dokazi Choquetova teorema

U ovom ¢emo se odjeljku baviti dokazom Choquetova teorema. S obzirom da
smo nuznost pokazali u Odjeljku 2.2, ovdje ¢emo se baviti samo dovoljnoséu.
Za pocetak ¢e nam trebati nekoliko pomoc¢nih lema, no prije toga prisjetit

¢emo se definicija skupova Fy, F¥ i Fy .

Napomena 2.31
Fy={FeF:FnNnV #(} (2.19)

FV={FeF:FnV =0} (2.20)

Fooovm={FeF FNV=0,FNVi #0,...,FNV, #0} (2.21)

-----

te primijetimo da vrijedi:
F)CER R FeF AV 0y =(FeF:Fnv =0 B
FE ppeF v =0y =(FeFr: v 20 B R 229

Lema 2.32 Neka je V familija podskupova od R koja sadrzi () i zatvorena
je na konacne unije. Neka je © najmanja familija zatvorena na konacne
presjeke generirana skupovima Fy i FV, za V. € V. Tada je ® algebra i

svaki se neprazan skup Y € ® moZe prikazati kao

V=F v (2.23)

.....

za nekin > 014V, Vi,...,V, €V za koje vrijedi V; £ VUV, za i # j. Tada

kazemo da je (2.23) reducirana reprezentacija od ).

!/

Ako je Y = .7-"V1, VY neka druga reducirana reprezentacija od Y, onda je

V=V n==%kiz svaki i € {1,...,n} postoji j; € {1,...,n} takav da je
VUV, =VUV.,
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n

Dokaz. Primijetimo da se svaki ) € © moze zapisati u obliku Y = ({1 Fy;)N

i=1
V= W;
(ﬁ FWi) ngf (ﬁ Fv)NFY .7-"“,/1 77777 v, zaneke Vi, ... V, Wy, ..., W, €
9. -
Pokazimo sada neke pomocne tvrdnje koje ¢emo koristiti u dokazu da je
D algebra.

Matematickom indukcijom pokazati ¢emo da za fiksni F' € F vrijedi:

ATA [ A=A (A& AN [ (AT AN & Ag) | [ (AT AL ] | Ayh)C & Ay,
(2.24)

uz oznake A = (FNV £ 0),A, = (FNVi=0)zai=1,...,nte” |” za

logicko 7ili” 1 7&” za logicko 7i”.
(BI) Za n =1 vrijedi:
Al A AL A (A& A | A,
=A[(A& A (AC&Al)
ACLEA 41 (AC & Ay

(PI) Pretpostavimo da za neki n — 1 € N\{1} vrijedi
AlAL | | A=A (A& A) | (A ADC & Ag) | o | (A AL ] | Ap2)C & Any)

(KI) Dokazimo tvrdnju za n + 1
ALA | | An= (A AL ] o | Ayy) | As

(BI)
= (AJA A ) (A AL ] ] Ans)C & AY)
DA (AC & A | ((A] ADC & Ag) | o | (A ] Ay | oo | Ano)C & Ai)
| (A Ay ... | A1) & A)

Primijetimo jo§ da vrijedi (vidi Sliku [2.7)):

(FNV=0)&(FNV,=0)=Fn(VuV,)=0. (2.25)
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Slika 2.7: (FNV =0)& (FNV;=0)=FnNn(VUV,)=0.

Pokazimo sada da je © algebra.
1. Zab eV vrijedi Fs B2 (Fe F- FRo£0) =0 eD.

2. Ako je Y € ©, onda se ) moze prikazati kao ) = .7-"“/{1 v {F €

----- n

FFNV=0&FNWV#0&..& FNV, # 0} pa vrijedi

ye=F\Yy
={FeF:FNV#AO|FnVi=0|..|FnV,=0}
B2 i e F POV A (FNV A0 &FNV: =0) |
(FAVAQIFNVi=0)“&FNVa=0)]..|
(FAVAD|FNVi=0|...| FNV,.1 =0)° & FNV, =0)}
—{FeF:FNV£D|(FNV=0&FNV,=0)| (FNV =0& (FNV; =0)°
CFAVoa=0)| .. |(FAV=0& (FNVi=0]|..| FNV,.1 =0 & FNV,=0)}
B2 e F PV O FAWVUV) =0 (FA(VUVY) =0& FAV; #0)
| J(FN(VUV)=0& FNV1#0& .. & FNV,_1 #0)}

.....

V¢ je kona¢na unija skupova iz ® pa pripada skupu D.
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3. ® je po pretpostavci zatvorena na konacne presjeke.

Pretpostavimo da vrijedi ¥ = Fy, . te da je za neke i # j V; C VUV,
Tada skup V; mozemo izbaciti bez da promijenimo Y, vidi Sliku [2.8

Slika 2.8: Primjer reducirane reprezentacije od ) preko skupa V; odnosno V;.

Dakle, mozemo zakljuciti da postoji reducirana reprezentacija za Y (2.23)).

. . .o . .o . ’
Pretpostavimo da imamo dvije reducirane reprezentacije JFy, i F
Vlv'“’vn 1""’Vk

za neprazan skup ). Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti da
postoji tocka x € V/\V. Kako je J # 0, postoji k tocaka (od kojih neke
mogu biti iste) zy, ...,z takvih da je 7; € V/\V' za 1 < j < ki

{w1, o} € Fyy =Y =Fn v,
Kako = ¢ V, vrijedi {z,21,...,2x} € Fy, _y..nox € V' pa{z, 21, ..., 2} ¢

10

Izaberimo sada y € V,\V iy € V\(VUV,),i=1,..,n—1 Kako je

FY vy Pa smo dosli do kontradikcije. Dakle, mora vrijediti V' = V".

{yb EES) yn—l}ﬂVn = @7 toje {ylv "'7yn—1} ¢ yl {y7 Y1, "'7yn—l} € y pa pOStOji
Jn €{1,.. .k} takavdajey € V] iy; ¢ V] zai=1,..,n—1. Za proizvoljnu
tocku 3" € V,\V mozemo slicno zakljuciti da je ¢’ € Vj paje V,\V C V},
iV, C VUV, . Koristedi iste argumente u suprotnom smjeru, dobivamo

VI\V CV,,. Akojei, # n, dobivamo V,, CVUV] =VU(V/\V) C VUV,
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Sto je kontradikcija s pretpostavkom da ) ima reduciranu reprezentaciju.
Dakle, mora vrijediti i, =n paje V, UV CVUV] CV UV, tj. VUV =
V' UV,. Da bismo proveli dokaz do kraja, koristili bismo iste argumente za

svaki skup V;, i =1,...,.n—1. =

Lema 2.33 Uz oznake iz Leme neka je T potpuno alternirajuci funkci-
onal na V takav je T(0) =0, 0 < T < 1. Tada postoji jedinstveno aditivno
preslikavanje P : © — [0,1] takvo da je P(0) = 0 i P(Fy) = T(V) za svaki

V e V. Ovo preslikavanje dano je s

P(Y) = —Ay. .. Ay T(V) (2.26)

-----

.................

v,) P(F\ZUVnV,L,J = ]P)(}—x‘//l ..... Voy)

..........

P(FY,...v.) = P(F v, ) = POV,

...............

(2.27)

iz. cega direktno vidimo da je jedino aditivno prosirenje za P(Fy) = T(V)
dano s (2.26). Lako se pokaze da se desna strana jednakosti (2.26]) nece
promijeniti ako bilo koju reprezentaciju od ) zamijenimo s reduciranom re-

prezentacijom. Matematickom indukcijom pokazimo da vrijedi:
Ay, .. Ay T(V) = Ay, ov...Ayuv T(V) (2.28)

(BI) Za n =1 vrijedi:

2.6)

=)

A T(V) = T(V) = T(VU (VU V)
=T(V) - T(V;UV)

ART(V)
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(PI) Pretpostavimo da za neki n — 1 € N\1 vrijedi
AVn---AVlT(V) = AVHUV'-'AVlLJVT(V)

(KI) Dokazimo tvrdnju za n

Avoov Dy TV) B Ay v Aoy T(V) = Ay oy Ay TV U (V, UV))
=Ay _ v AT (V)= Ay, _ v Ay T(V, UV)
Ay L ART(V) = Ay, Ay T(Va U V)
Ay, Ay T(V)

S obzirom da vrijedi po Lemi slijedi da je P()) jednako za svaku

reduciranu reprezentaciju od ). Kako je T" potpuno alternirajuci, to je P

nenegativna funkcija i vrijedi P(0) = P(Fy) = T'(0) = 0. Iz (2.27) slijedi:

P(FY ) <PF )< <PFV)=1-P(F)) & 1_p(r) = 1-T(v) < 1

..........

Ostaje pokazati da je P aditivna. Neka su ) i )’ dva disjunktna neprazna

elementa iz ® s pripadnim reduciranim reprezentacijama
Y=Fu v Y =Fvy v
takvi da je YU )Y € ©. Kako je

/ VUV’ _
YoV =r vivi..v; =0,

..........

ne postoji skup F' € F takav da, bez smanjenja opcéenitosti, vrijedi FNV = (),
FNV' =0iFnNYV,#0 pa mozemo pretpostaviti da je V,, C V U V’'. Kako

je YUY € @, ovu unija ima svoju reduciranu reprezentaciju

Vll
yUyI:.Fl// Vr/r;.

,,,,,

Akoje V=R% ondajey = {0} akosusviVi=0zai=1,..,n,aY =0

inace pa aditivnost trivijalno vrijedi. Pretpostvaimo da postoji ¢ V i
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r; € V\V,i=1,..,n. Tadaje F = {x,2y,...,x,} € Y. Kako je F € YUY,
slijedi FNV” = () pa xz ¢ V”. Sada slijedi V” C V. Slicno se pokaze
V" C Vipaje V" C VNV, Pokazimo da je V" = V. Pretpostavimo
suprotno, tj. da postoji tocka x € VA\V” i 2/ € V'\V”. Izaberimo tocke
ol € VI\V" za i = 1,...,m. Tada je {z,2/,2,...,2//} € YUY pa je
{z, 2’} NV =0 ili {z,2'} NV’ = sto u oba slucaje daje kontradikciju pa
mozemo zakljuciti da je V- = V" ili V! = V”. Kada bi vrijedilo V' = V" imali
bismo V,, CV UV’ =V iz ¢ega slijedi ) = () $to nije istina pa zakljucujemo
da vrijedi V = V”. Sada iz toga i V/ C VNV’ slijedi V C VNV’ sto je
jedino moguce ako je V' C V'. Nadalje, V,, CV UV CV'UV' =V’ pa je
V, CV'. Zasvaki F € YUY uvjet FNV, # 0 povlaci F' ¢ )’ pa je, zbog
FeYUY, Fe) dok FNV, =0 povlaci F ¢ Y pa je F € Y. Kako je

Vo, CV/
YCQUY)NFy, CYiY C (YUY)NF CY, vrijedi
Y=QUY)NFy, =F i Fo, = F

7 V — V//
Y =QUuY)NF" =Fpu g NF" =0 FL,

1
1

pa je
—P(Y) = Av, Ay Ay T(V)
= Ay Ay T(V) = Ay Ay T(V U V)
V= Avy Ay TV = Ay Ay T(V U V)
=-PQYUY) - (-P())
=-PQUY) +PQ),
tj.

PQUY)=PQ)+P)
pa zakljucujemo da je P aditivna na ©. m

Lema 2.34 Neka je T potpuno alternirajuci odozgo poluneprekidni funkci-
onal na K. Istim slovom oznacimo njegovo prosirenje definirano s (2.14)) 4
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(2.15). Neka su G i Gg bilo koja dva otvorena skupa, K € K proizvoljan, niz
{K,,n>1} C K takav da K,, T G i niz {G,,n > 1} C G takav da G,, || K
te G, 2 cl(Gpy1) € K za svakin > 1. Tada je

T(GoUKUG) = lim T(Go UG, UG)

n—oo

Dokaz. Kako je 7" monotono rastudi, to je
T(GoUKUK,) <T(GyUG,UK,) <T(GyUG,UG).

Za svaki otvoreni G/ O GoU G U K imamo G’ O G, za dovoljno veliki n.
Iz slijedi T(Go UG, UG) | T(Go U K UG). Slicno T(Go U K U K,,)
konvergira prema T'(Go U K U G) jer je T odozgo poluneprekidna. m

Dokazimo sada dovoljnost u Choquetovu teoremu:

Funkcional T : K — [0,1] takav da vrijedi T'(#) = 0 funkcional je ka-
paciteta jedinstvenog sluéajnog zatvorenog skupa u R? ako i samo ako je T
odozgo poluneprekidni potpuno alternirajuéi funkcional.

Dokaz. Neka je V familija skupova V = GU K gdje je G € G i K € K.
T je moguce prosiriti do potpuno alterniraju¢eg kapaciteta na V. Po Lemi
formula odreduje aditivno preslikavanje iz © u [0, 1]. Primijetimo
da ® generira g-algebru B(F). Uz poznavanje rezultata o proSirenju mjere
definirane na algebri na pripadnu o-algebru (vidi [19], Prop. 1.6.2) dovoljno je
pronadi familiju ®" C D koja sadrzi kompaktne skupove (u Fellovoj topologiji

na F) takve da za svaki Y € © vrijedi

P(Y) = sup{P())') : ) € D'} (2.29)

.....

Tada su elementi iz ®’ kompaktni u Fellovoj topologiji i ®" C ©. Ostaje
pokazati ([2.29)).
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77777

niz {Gy, k > 1} otvorenih skupova takvih da Gy | Ko i Gy 2 cl(Gri1) €
K za svaki k > 1. Dakle, V' je limes padajuceg niza otvorenih skupova
Go U Gj. Slicno, za svaki i € {1,...,n} V; mozemo dobiti kao limes rastuceg
niza {K;, k > 1} kompaktnih skupova. Definiramo Y, = FE?;JG’“KM Tada je
Ve €®'1Y,TY kad k — oco. Kako bismo pokazali da vrijedi P(Yy) T P()),
primijetimo sljedece:

P(Y)=-T(V)+> T(VUV) = > T(VUV, UVy)+ ..,

i i <io

P(Ve) = ~T(GoUGr) + Y T(GoUGrUKy) — > T(GoUGKU Ky p UKi) + ..

11 <12

Kako su obje gornje sume konaé¢ne i, po Lemi [2.34] svaki sumand u drugoj
sumi konvergira prema odgovaraju¢em sumandu u prvoj sumi, vrijedi P()) 1
P(Y). m

Sada ¢emo se baviti dokazom koji se bazira na harmonijskoj analizi. Fa-
milija K kompaktnih skupova je Abelova polugrupa s obzirom na operaciju
unije. Unija je idempotentna operacija, tj. vrijedi K U K = K. Kljucna
ideja dokaza je identificirati sve (neprekidne u nekom smislu) polukaraktere
na (K, U) kao elemente iz F. Neka je Z skup svih podpolugrupa I od (K, U)

koje zadovoljavaju
K,Lel=KULel i KCLLel=Kel (2.30)

Definiramo K = {I € T: K € I} isnabdijemo Z najgrubljom topologijom
u kojoj su skupovi K i I\f( otvoreni za svaki K € K. Oznac¢imo s 1;
preslikavanje 17(K) = 1ger iz K u [0,1]. Nadalje, Z, oznacava skup svih
I € T takvih da je 1; odozgo poluneprekidna funcija.

Lema 2.35 Za F € F neka je Ir =K' = {K € K: KNF = 0}. Tada
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je funkcija F +— Ip bijekcija izmedu F i I, 1 inverzno preslikavanje je I +—>
RN Uye; int(K).
Dokaz. Primijetimo da je Ir € Z. Naime, vrijedi

o akosu K, L€ Ip,tj. KNF=0iLNF=0,ondaje (KULNF =10,
tj. KUL € Ip

eakoje KCLiLel tj. LNF=0,ondaje KNF=0,tj. Kel.

Pokazimo da je {Ip : F' € F} = Z,, tj. da je trazeno preslikavanje surjek-
tivno. Ako je K N F = (), onda postoji otvorena okolina od K koja ne sijece
F' pa je funcija 17, odozgo poluneprekidna. Neka je I € Z,. Za svaki K € [
familija I sadrzi okolinu od K s njezinim kompaktnim zatvorenjem, dakle
U & =] int(K).
Kel Kel
Dakle, F = RN\ (Jg;int(K) je zatvoren i I C Ir. Ako je L € I, onda se L
moze pokriti s {int(K) : K € I}. Kako je L kompaktan, otvoreni pokriva¢
od L moze se reducirati na konac¢an potpokriva¢ pa L mozemo prekriti i s

konactno mnogo kompaktnih skupova iz I, tj.
L Cint(K;)U...Umnt(K,) C K;U...UK,.

Zbog vrijedi L € [ pa je I = Ir. Konacno, ako su F| i F; razliciti
zatvoreni skupovi i © € Fj\Fy, onda je {z} € Ig,\Ip, pa je Ip # Ig, tj.
trazeno preslikavanje je injektivno pa, uz prethodno pokazanu surjektivnost,
zakljucujemo da vrijedi bijektivnost. m

Dokazimo sada jacu tvrdnju.

Propozicija 2.36 Preslikavangje ¢ : I — F definirano s

c(I) =RA | J int(K)

Kel
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neprekidno je na L s obzirom na Fellovu topologiju na F te bijektivno pres-

likava I, u F.

Dokaz. Po karakterizaciji neprekidnosti, dovoljno je pokazati da su ¢ (FX)
ic Y (Fg) otvoreniu Z za K € K 1 G € G. Primijetimo da je ¢(I) N K = ()
ekvivalentno postojanju skupa L € [ za kojeg vrijedi K C int(L). Dakle,
vrijedi

MFH= Y L (2.31)

Lek,KCint(L)

pa mozemo zakljuciti da je ¢™*(FX) otvoren u Z jer je L otvoren. Sli¢no,
c(I)NG # () ekvivalentno postojanju skupa K € K\ I za kojeg vrijedi K C G.
Dakle, skup

Fe)= | @K

KeK,KCG

jeotvorenuZ. m

Pogledajmo sada jedan drugaciji dokaz Choquetova teorema.
Dokaz. Neka je T odozgo poluneprekidni potpuno alternirajuc¢i kapacitet
takav da je T(0) =010 < T < 1. Iz uvjeta odozgo poluneprekidnosti slijedi

Q(K)=sup{Q(L): L e K, K Cint(L)},

gdjeje Q(K) = 1-T(K). Primijetimo da je Z izomorfan skupu polukaraktera
na (K,U), tj. skupu svih preslikavanja iz K u R koji zadovoljavaju x(0) = 1,
X(KUL)=x(K)x(L). Po Teoremu slijedi da je funkcional Q@ =1 —T
pozitivno definitan na IC, tj.

i ¢i;Q(K; UK;) >0

ij=1
za kompleksne cq, ..., c,, n > 1, gdje ¢; oznacava kompleksno konjugirani par

broja C;. Po Teoremu [1.40| postoji mjera v na Z za koju vrijedi

QK)=v({IeT:K e I}) = v(K).
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2.5. Razdvajajucée klase

Sada po i svojstvu neprekidnosti Radonove mjere (sup, v(G,) = v(U, Ga)
za rastucu familiju otvorenih skupova G,,) slijedi
v U D) =sw{v(l):Lek K Cint(L)} =v(c (FX)).
LeK,KCint(L)
Dakle, Q(K) = u(FX), gdje je p slika mjere v po neprekidnom preslikavanju
c: 71 — F. Jedinstvenost direktno slijedi jer skupovi f{éw K, generiraju

B(F). m

2.5 Razdvajajuce klase

Choquetov nam teorem kazuje kako vjerojatnosna mjera na B(F) moze biti
odredena svojim vrijednostima na Fx za K € IC, tj. funkcionalom kapaciteta
na K. Medutim, funkcional kapaciteta definiran na cijeloj familiji kompak-
tnih skupova K prilicno je tesko konstruirati jer je familija IC dosta bogata,
a opcenito je komplicirano i provjeriti uvjete potpunog alterniranja. U ne-
kim slucajevima moguce je smanjiti familiju kompaktnih skupova tako da
se odozgo poluneprekidni potpuno alternirajué¢i funkcional na ovoj familiji
prosiruje na jedinstvenu vjerojatnosnu mjeru na B(F), tj. definira distribu-
ciju jedinstvenog slucajnog zatvorenog skupa. U nastavku ¢emo se baviti
mogucénostima ogranicavanja funkcionala kapaciteta na nacin da ogranicenje
odreduje distribuciju opéeg slucajnog zatvorenog skupa. Oznacimo s B =
{B € B(RY) : cl(B) € K} familiju svih relativiho kompaktnih Borelovih

skupova u R,

Definicija 2.37 KaZemo da je klasa A C By razdvajajuéa ako je ) € A
i za svaki K € K 1 G € G takve da je K C G postoji A € A takav da je
K C ACG. Za familiju skupova Ay kaZemo da je predrazdvajajuéa klasa

ako familija konacnih unija skupova iz Ay ¢ini razdvajajucu klasu.
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2.5. Razdvajajucée klase

Primgjer skupa iz razdvajajuce klase prikazan je na Slici[2.9

Slika 2.9: Skup A iz razdvajajuce klase.

Kako je R? lokalno kompaktni Hausdorffov prostor koji zadovoljava drugi
aksiom prebrojivosti, za svaki par K C G iz Definicije [2.37] postoji otvoreni
skup G; s kompaktnim zatvaracem cl(G) takav da je K C G; C cl(Gy) C G.
Iz Definicije [2.37] slijedi i postojanje skupa A € A takvog da je K C int(A) C
cl(A) C G. Buduéi da R? zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti, svaka
razdvajajuca klasa sadrzi prebrojivu razdvajajuc¢u podklasu.

Neka je ¢ : A — [0, 0] rastuca funkcija na razdvajajucoj klasi A. De-
finiramo njezino vanjsko prosirenje ¢~ i unutarnje prosirenje ¢" na sljedeéi
nacin:

¢ (K)=inf{p(A): Ac A K Cint(A)}, K € K,
©°(G) = sup{p(A) : A€ A,cl(A) CG},GeQG.

Ako je ¢p restrikcija funkcije ¢ na razdvajajuéu podklasu A; C A, onda je

o] = ¢ i) =" Primijetimo da je o7~ = 0" =7 i o0 = 70 = .

Definicija 2.38 KaZemo da je skup B € By skup kontinuiteta funkcije ¢
ako je

p"(int(B)) = ¢~ (cl(B))
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2.5. Razdvajajucée klase
gdje dopustamo co = oo.

Oznacimo s &, familiju skupova kontinuiteta za . Familija &,NK (i &) je
i sama razdvajajuca klasa. Za svaki par K C G takav da je cl(G) € K neka
je K, 0 <t <1 rastuca familija kompaktnih skupova takva da je Ky = K
i Ky T G kad t T 1. Tada postoji najvise prebrojivo ¢ takvih da je K; ¢ &,
dakle mozemo odabrati bilo koji drugi K, € &, kao razdvajajuci skup za K
iG.

Ako je A C K i ¢ odozgo poluneprekidna na A, onda je o~ = .

Teorem 2.39 Neka je A razdvajajuca klasa zatvorena na konacne unije.
Neka je ¢ : A — [0,1] potpuno alternirajuca funkcija na A za koju vrijedi
©(0) = 0. Tada postoji jedinstveni slucajni skup X s funkcionalom kapaciteta
T(K) = ¢ (K) za svaki K € K. Posebno, ako je A C K i ¢ odozgo
poluneprekidni potpuno alternirajuci funkcional na A, onda postoji jedistveni

slucagni skup s funkcionalom kapaciteta T' = ¢ na A.

Dokaz. Ako je ¢ potpuno alternirajuéi funkcional, onda je i ¢~ potpuno
alternirajuci funkcional. Primijetimo jos da je ¢~ odozgo poluneprekidan pa
trazenu tvrdnju mozemo dobiti primjenom Choquetova teorema na p~. ®
Vazne razdvajajuce klase su familija K, svih konac¢nih unija kugli po-
zitivnog radijusa i klasa KC,, svih konacnih unija paralelepipeda. Obje ove
klase mogu se zamijeniti svojim prebrojivim podfamilijama kugli s racional-
nim sredistima i polumjerima te paralelepipeda s racionalnih vrhovima. Na

ove posebne slucajeve odnosit ¢e se sljede¢a propozicija.

Propozicija 2.40 Neka je Ky familija zatvorenja svih relativno kompaktnih
skupova iz baze topologije na Re. Tada je Ky razdvajajuéa klasa i za svaki

funkcional kapaciteta T na Ko postoji jedinstveni slucajni zatvoreni skup X
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2.6. Slucajni kompaktni skupovi

takav da je za svaki K € K
T(K)=P{XNK = 0}.

Primjer 2.41 Neka je d = 1, tj. promatrajmo realni pravac R. Razmotrimo
familiju KCo koja se sastoji konacnih unija zatvorenih ogranicenih segmenata.
Po Propoziciji[2.40 slijedi da vrijednosti funkcionala kapaciteta T na Ky jed-
noznacno odreduju distribuciju slucajnog zatvorenog podskupa od R. Lako
se pokaze da je T' odozgo poluneprekidan na KCy ako i samo ako je T([a,b])

zdesna neprekidno s obzirom na b 1 slijeva neprekidno s obzirom na a.

2.6 Slucajni kompaktni skupovi

Kako je R? lokalno kompaktan, to je familija K svih kompaktnih skupova
izmjeriva podklasa od F, tj. K € B(F). Stovise, vrijedi

K= J{FeF:FCK,}

n>1

gdje je { K,,n > 1} niz kompaktnih skupova takvih da K,, T R¢ kada n — oo.

Napomena 2.42 Primijetimo da gornji izraz ima smisla jer vrijedi tvrdnja.

Svaki zatvoreni podskup F' C X kompaktnog prostora X je kompaktan.

Definicija 2.43 Slucajni zatvoreni skup X naziva se sluc¢agni kompaktni

skup ako su mu vrijednosti gotovo sigurno kompaktne (tj. X € K (g.s.)).

Upoznajmo se sada ukratko s kratkovidnom topologijom na /C.

Kratkovidna topologija na I ima podbazu koja se sastoji od

Kf={KeK:KNF=0},F€F
Ke={KeK:KNG#0},Geg
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2.6. Slucajni kompaktni skupovi

Usporedujuéi navedene familije s podbazom Fellove topologije na F lako
se vidi da je kratkovidna topologija jaca od topologije inducirane na I iz
Fellove topologije. Npr. skup K, = {0,n} konvergira u Fellovoj topologiji
prema {0}, ali ne konvergira u K, §to objasnjava ¢injenicu da K s kratkovid-
nom topologijom nije kompaktan prostor, ve¢ samo lokalno kompaktan.

Sada je moguce konstruirati slucajni kompaktni skup na alternativni
nacin, tj. direktno kao slucajni element cija je vrijednost iz K. Kratko-
vidna topologija na K generira Borelovu o-algebru B(K) na K koja se moze
koristiti za definiranje slucajnog kompaktnog skupa kao izmjerivog preslika-
vanja s vrijednostima u IC, tj. X : @ — K. Moze se pokazati da je o-algebra
B(K) generirana skupovima {K € K : KNG # (0} za G € G. Kako je R?
lokalno kompaktan, svaki se otvoreni skup moze aproksimirati kompaktnim
skupovima, odakle je B(K) = B(F) N K, tj. Borelova g-algebra na K podu-
dara se s tragom o-algebre B(F) na K. Dakle, primjenom ova dva prirodna
pristupa za definiranje slu¢ajnog kompaktnog skupa dobit ¢emo isti objekt.

Sljededi rezultat je svojevrsni teorem o ”zasti¢enosti” distribucija sluc¢ajnih

kompaktnih skupova.

Teorem 2.44 Neka je X slucajni kompaktni skup u RY. Za svaki € > 0
postoji K € K takav da je P{X C K} > 1 —e.

Dokaz. Neka je Q = {x3,k > 1} prebrojiv gust skup u R? i m € N.
Primijetimo da vrijedi (uz oznaku B,.(x) za zatvorenu kuglu radijusa r sa

sredistem u x)
lim P{X =y Bl/m(xk)} — 1.
n—oo
k=1

Odaberimo n = n,, takav da je

P{X < Bl/m(m} >1- 2%

k=1
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2.7. Ostali funkcionali vezani uz slucajne skupove
tj.

IP{X z QBl/m(xk)} —1 —IP{X C Ln) Bl/m(xk)} <1-(1— 2im) - 2%

k=1

Definiramo kompaktni skup K kao

K= U By ().

m>1 k=1

Tada je

P{X ¢ K} = P{X N K # 0}

Nm C
faoy (G
m>1 . .
= { Xm(UBl/m(xk)> £ 0 }
m>1 k=1

< Z> {X Z @Bl/m(ﬂfk)}
> P

m>1

A
s|rn

pajeP{IXCK}=1-P{XZK}>1—¢€ m

2.7 Ostali funkcionali vezani uz slu¢ajne sku-
pove

Funkcional kapaciteta Tx (K) definira se kao vjerojatnost da X pogodi kom-
paktan skup K istoga se Cesto naziva funkcional ”pogadanja” od X. Moguce
je definirati druge funkcionale povezane sa slu¢ajnim zatvorenim skupom X.
U ovom ¢emo se dijelu rada upoznati s funkcionalima izbjegavanja, sadrzavanja

i ukljucivanja.
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2.7. Ostali funkcionali vezani uz sluc¢ajne skupove
Definicija 2.45 Za slucajni zatvoreni skup X kaZemo da je
Qx(K)=P{XNK=10}, KecK

funkcional izbjegavanja,

Cx(F)=P{XCF}, FeF,
je funkcional sadrzZavanja 1

Ix(K)=P{KC X}, Kek
je funkcional ukljucivanja.

Svaki od navedenih funkcionala moze se prosiriti na familiju otvorenih
skupova i svih skupova na slican nacin kao kod funkcionala kapaciteta. Uoc¢imo
sada neka svojstva gore navedenih funkcionala i njihove medusobne poveza-

nosti. Ocito vrijedi:

1.

Qx(K) =P{XNK =0}
=1-P{XNK#0}
=1-Tx(K),

2.

Cx(F) =P{XC F}
=P{XNF°=0}
= Qx(F°)
=1-Tx(F°),
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2.7. Ostali funkcionali vezani uz slucajne skupove

Ix(K) =P{K € X}
=P{KNX" =0}
= Qxc(K)

L1 — Txe(K).

Principom matematicke indukcije uz gornje relacije lako se pokaze da vri-
jedi Ak, ..Ag, Qx(K) = —Ag, ..Ag, Tx (K) pa kako je funkcional kapaciteta
potpuno alternirajuéi, funkcional izbjegavanja potpuno je U-monoton na K
(vidi Definiciju . Sli¢no se pokaze da je funkcional sadrzavanja potpuno
MN-monoton na F jer vrijedirelacija Vg, ..., Cx (F) = —=A gy . Ap)c Tx (F).
Funkcional sadrzavanja definiran na otvorenim skupovima dualni je funkci-
onal za funkcional kapaciteta po .

Choquetov teorem moze se preformulirati tako da pokazuje da funkcional
izbjegavanja Qx(K), K € K jednoznac¢no odreduje distribuciju od X. Isto
vrijedi i za funkcional sadrzavanja Cx (F), F' € F definiran na familiji zatvo-
renih skupova. Funkcional sadrzavanja Cx(K) restringiran na K € K moze
biti degeneriran za nekompaktni X pa tako nece odredivati distribuciju od

X. Medutim, ako je X slucajni kompaktni skup, onda vrijedi

n—oo

gdje je {K,,n > 1} rastuéi niz kompaktnih skupova takav da K, 1 R%

Propozicija 2.46 Distribucija slucajnog kompaktnog skupa X jedinstveno je

odredena njegovim funkcionalom sadrzavanja Cx(K), K € K.

Cesto je korisno razmotriti funkcional ukljucivanja Ix (L) definiran na

skupovima L iz familije J konac¢nih podskupova R?. Iz neprekidnosti vjero-
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2.7. Ostali funkcionali vezani uz slucajne skupove

jatnosnih mjera navedenih gore odmah slijedi
Ix(K)=inf{Ix(L): Le 3, L C K} (2.32)

najprije za prebrojive K, a zatim za svaki K € K po separbilnosti prostora
R?. Funkcional ukljucivanja Ix(L), L € J moze se jednoznacno prosiriti na
cijelu klasu K kao u . Medutim, funkcional uklju¢ivanja opc¢enito ne
odreduje jedinstveno distribuciju od X. Na primjer, ako je X = {{} slucajni
jednoc¢lani skup, pri ¢emu £ ima apsolutno neprekidnu distribuciju, onda

Ix(K) =P{K C X} =P{K C {£}} is¢ezava na svakom nepraznom K.
Napomena 2.47 Uocimo da vrijedi
Tx({z}) = P{X N {x} # 0} = P{{z} € X} = Ix({z}).

Vrlo se lako moze uspostaviti odnos izmedu funkcionala kapaciteta i funkci-
onala uklju¢ivanja na kona¢nim skupovima. Ako je K = {z} jednoc¢lan skup,

onda se
px(z) = Tx({z}) = Ix({z})

naziva funkcija pokrivenosti za X. Sljedeca propozicija slijedi iz odozgo

poluneprekidnosti funkcionala kapaciteta.

Propozicija 2.48 Funkcija pokrivenosti px(z),r € R? odozgo je polunepre-

kidna.

Za skupove s dvije tocke odgovarajuci funkcional ukljucivanja

Yx (w1, m2) = Ix({a1, 22}) = P{z1, 22} € X}

naziva se funkcija kovarijance od X. Lako je vidjeti da je funkcija kova-

rijance pozitivno definitna. Kovarijanca se moze izraziti koristenjem funkci-
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2.7. Ostali funkcionali vezani uz slucajne skupove

onala, kapaciteta i funkcije pokrivenosti na sljedeéi natin
Yx(z1,x0) = Ix({1, 22}) = P{{x1, 22} C X}
=P{{a1} € X, {z2} € X}
=P{{a1} € X} +P{{z2} € X} —P{{{z1} € X} U{{z2} € X}}
=P{{z1} C X} +P{{z2} C X} = P{{z1, 22} N X # 0}
= px(71) + px(22) — Tx ({21, 22}).

n-tockovne vjerojatnosti pokrivenosti mogu se izracunati iz funkcionala

kapaciteta koristec¢i formulu ukljucivanja-iskljuc¢ivanja
IX({ZL‘l, ceey :L'n}) = ]P){{LL'l, ,xn} g X} = _A{xn}~-~A{xl}TX(®)~

Dakle, funkcional uklju¢ivanja Ix (L), L € Jifunkcional kapaciteta Tx (L), L €
J restringirani na familiju J konac¢nih skupova mogu se izraziti jedan preko
drugoga rjesavanjem sustava linearnih jednadzbi.

Integriranjem funkcije kovarijance od X dobivamo
K(z)= /Zx(x,x + z)dx

— /]P{{x,x + 2z} C X}dx
=EXNXN(X—2))]

Sto nazivamo geometrijski kovariogram od X.

Napomena 2.49 KaZemo da je slucajni zatvoreni skup X u R? staciona-
ran ako je

Xg(X+a)

za sve a € R?, tj. distribucija od X invarijantna je na sve ne-slucajne tran-
slacije.
d
Kazemo da je slucajni zatvoreni skup X u R izotropan ako je X ~ (¢ X)

za svaku deterministicku rotaciju g.
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2.7. Ostali funkcionali vezani uz slucajne skupove

Ako je X stacionaran, onda je funkcija kovarijance neprekidna i ovisi o razlici
argumenata pa mozemo pisati Xx(x; — x2) umjesto Xx(x1,z). Ako je X
stacionarni izotropni sluc¢ajni skup, onda ¥x (21 — x2) ovisi samo o r = ||z —
Toll.

U mnogim je primjenama korisno aproksimirati () eksponencijalnom

funkcijom kovarijance danom s

S(r)=p(l —ple ™ +p?

gdje je p zajednicka vrijednost za px(x).

Funkcija v(x) = ¥(0) — ¥(z) naziva se variogram i vrijedi
1
vz —y) =Pz € Xy ¢ X} +Plo ¢ X,y € X}].

Funkcija kovarijance Y(-) moze se koristiti za razvoj spektralne teorije za
stacionarne slucajne zatvorene skupove. Za Borelov skup A u R? definiramo

njegovu slucéajnu mjeru pu(A) = Ag(ANX). Ako je
Cov(A) = ing([E)d(L’,
onda je

/d Ai(AN (B + f))Couv(dh)

kovarijanca izmedu p(A) i u(B). Moze se pokazati da postoji kona¢na mjera

v na R%, koja se naziva Barlettov spektar, takva da je
d(2)S(w)dr = | (x)v(du)
R4 R4

gdje je zﬂ Fourierova transformacija funkcije v koja propada dovoljno brzo.
Kada ne bismo promatrali sluéajne skupove u R¢, ve¢ u nekom lokalno
kompaktnom Hausdorffovu topoloskom prostoru E koji je konacan, tada bi

distribucija slucajnog zatvorenog skupa prirodno bila odredena konac¢nim
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2.7. Ostali funkcionali vezani uz slucajne skupove

skupom vjerojatnosti Px(F') = P{X = F'} za svaki F' C E. Ove se vjerojat-
nosti mogu dobiti iz funkcionala ukljuc¢ivanja formulom Mobiusove inverzije
Px(F) =Y (-1 "M Cx(K), F CE,
KCF

gdje card(-) oznacava kardinalnost pripadajuéeg skupa. Primijetimo da su
svi zatvoreni skupovi u konacnom prostoru kompaktni. Gornju formulu u

suprotnom smjeru mozemo zapisati na sljede¢i nacin

Cx(F) = Z Px (K).

KCF
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Poglavlje 3
Simulacijska studija

Ovo poglavlje predstavlja primjenu teoretskih rezultata koji su prezenti-
rani u prethodnom poglavlju. Koristec¢i simulirane uzorke sluc¢ajnih zatvo-
renih skupova napravit ¢emo procjenu funkcionala kapaciteta i funkcionala
ukljucivanja te klasifikaciju realizacija slucajnih skupova temeljenu na tim

procjenama.

3.1 Procjena funkcionala za simulirane po-

datke

Za procjenu funkcionala koristeni su simulirani uzorci pet modela slucajnih
skupova (Boolean model (Slika (lijevo)) te Boolean model s elipsama
(Slika [3.1] (sredina)), repulsive (Slika[3.1] (desno)) i dva cluster modela (Slika
koji su realizacije Quermass interaction modela s reguliranim parame-

trima [3], 4]. Svaka je realizacija pikselizirana u rezoluciji od 400 x 400 piksela.



3.1. Procjena funkcionala za simulirane podatke

Slika 3.1: Boolean model (lijevo), Boolean model s elipsama (sredina) i Re-

pulsive model (desno)

Slika 3.2: Cluster modeli

Pretpostavljamo da su procesi koji su izgenerirali dobivene realizacije sta-
cionarni. Pretpostavka stacionarnosti procesa omogucuje nam da za svaku
realizaciju mozemo dobiti odgovaraju¢i empirijski funkcional te mozemo de-
finirati mjeru udaljenosti medu dvjema realizacijama kao maksimalnu apso-
lutnu razliku vrijednosti empirijskih funkcionala. U ovom radu napravljene
su procjene funkcionala kapaciteta koristenjem formule

—~ 1
Tx(K,) = I Z Lixnk -0},

Kekn

te funkcionala ukljuc¢ivanja

_ 1
Ix(K,) = Z 1ikcexy,

95



3.1. Procjena funkcionala za simulirane podatke

gdje je K, kvadrat dimenzija n x n piksela za n = 1,...,50, I, familija
svih kvadrata dimenzija n x n piksela koji su podskupovi kvadrata 400 x 400
piksela i X pikselizirana realizacija slucajnog skupa. Detaljnije o metodama
procjene tih funkcionala moze se pronaci kod [14].

Sljedeci grafikoni (Slika prikazuju vrijednosti empirijskih funkcionala
kapaciteta i empirijskih funkcionala uklju¢ivanja razlicitih modela za razlicite
dimenzije kvadrata. Pri tom crna linija oznac¢ava Boolean elipse model, cr-
vena Boolean model, ljubicasta Repulsive, plava Clusternew i zelena Cluster

model.

08

08

07

06

05

04

03

Slika 3.3: Graficki prikaz vrijednosti funkcionala kapaciteta (lijevo) i funk-
cionala ukljucivanja (desno) razlicitih modela za razli¢ite dimenzije argume-
nata. Crna linija oznacava Boolean elipse model, crvena Boolean model,

ljubicasta Repulsive, plava Clusternew i zelena Cluster model.
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3.2 Klasifikacija realizacija slu¢ajnih skupova

Koristeéi mjeru udaljenosti definiranu u Odjeljku [3.1 mozemo provesti postu-
pak hijerarhijskog klasteriranja realizacija sluc¢ajnih skupova. Cilj je klasteri-
ranja ispitati u kolikoj se mjeri klasteri dobiveni hijerarhijskim hlasteriranjem
na temelju procijenjenih funkcionala podudaraju sa stvarnim klasterima re-
alizacija dobivenih iz razli¢itih modela.

Promotrimo najprije rezultate hijerarhijskog klasteriranja temeljenog na

funkcionalu kapaciteta, Slika [3.4]

25
=}
2\

0.20
I

015
I

0.10
I

0.05
I

Slika 3.4: Hijerarhijsko klasteriranje temeljeno na funkcionalu kapaciteta.
Crna linija oznacava Boolean elipse model, crvena Boolean model, ljubicasta

Repulsive, plava Clusternew i zelena Cluster model.

Iz gornjeg grafikona mozemo zakljuciti kako se 5 najvecih klastera dobi-
venih hijerarhijskim klasteriranjem ne poklapa u potpunosti s odgovarajuc¢im
klasterima stvarnih 5 modela. Medutim, jasno se vidi kako bi se finijom po-
djelom na klastere uspjelo potpuno razluciti realizacije dobivene iz razlicitih
modela, no neki bi modeli imali vise pripadaju¢ih podklastera.

Sada promotrimo rezultate hijerarhijskog klasteriranja temeljenog na funk-
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cionalu ukljucivanja, Slika
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Slika 3.5: Hijerarhijsko klasteriranje temeljeno na funkcionalu ukljuc¢ivanja.
Crna linija oznacava Boolean elipse model, crvena Boolean model, ljubicasta

Repulsive, plava Clusternew i zelena Cluster model.

Sliéno kao kod prethodnog grafikona, vidljivo je da 5 najvecih klastera ne
odgovara pripadnim stvarnim klasterima modela, no ponovno je vidljiva ten-
dencija razdvajanja. U usporedbi s gornjim klasifikatorom, mozemo uociti
nesto jacu moc¢ razlucivanja razlicitih modela kod klasteriranja na temelju
funkcionala kapaciteta. Generalno, mogli bismo naslutiti kako su hijerarhij-
ski modeli temeljeni na funkcionalima kapaciteta i ukljucivanja vrlo dobri

klasifikatori realizacija stvarnih modela.
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Zakljucak

Teorijski dio rada koji sadrzi definiciju slucajnog zatvorenog skupa u R?,
definiciju funkcionala kapaciteta i njegovih svojstava te dokaz Choquetova
teorema navodi nas na vaznost funkcionala kapaciteta za opisivanje distri-
bucije slucajnog zatvorenog skupa kao jednog od bazi¢nih koncepata koji su
nam vazni kada proucavamo slucajne elemente opéenito. Naime, dokazano je
kako funkcional kapaciteta na jedinstven nacin odreduje distribuciju pripa-
dajuéeg slucajnog zatvorenog skupa Sto opravdava slutnju da bi funkcional
kapaciteta mogao posluziti za konstrukciju mjere slicnosti dviju realizacija
sluc¢ajnog zatvorenog skupa. Nakon provedene simulacijske studije, dobiveni
rezultati upuéuju na istinitost te slutnje jer se iz dobivenih histograma vrlo
dobro mogu razluciti realizacije razlicitih modela. S obzirom na vrlo dobre
rezultate klasteriranja pomocu funkcionala kapaciteta, napravljeno je i klas-
teriranje pomoc¢u funkcionalu uklju¢ivanja koje je dalo slicne zadovoljavajucée
rezultate. S obzirom da su procjene odgovaraju¢ih funkcionala napravljene
samo na familiji kvadrata razlicitih dimenzija, simulacijska studija moze se
unaprijediti poboljsanjem procjena funkcionala dodavajuc¢i na primjer pro-

cjene za familiju svih pravokutnika u prostoru R2.
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Sazetak:

Slucajni skupovi igraju kljuénu ulogu u modeliranju brojnih procesa u biolo-
giji, medicini i znanosti o materijalima. U prvom dijelu rada koji se odnosi
na teroijske rezultate definiran sluc¢ajni zatvoreni skup u R? kao funkcija
nad vjerojatnosnim prostorom te su navedeni ilustrativni primjeri. Potom
je definiran pojam funkcionala kapaciteta te su istrazena njegova svojstva.
U sredisnjem poglavlju rada dokazan je Choquetov teorem koji nam govori
o nuznim i dovoljnim uvjetima da bi funkcional bio funkcional kapaciteta
jedinstvenog slucajnog zatvorenog skupa, a time i da na jedinstven nacin
odreduje distribuciju pripadajuéeg slucajnog zatvorenog skupa. U zavrsnom
dijelu rada napravljena je simulacijska studija ¢iji cilj je bio istraziti koliko
dobro funkcional kapaciteta opisuje realizaciju sluc¢ajnog skupa te moze li se
mjera slicnosti bazirana na funkcionalu kapaciteta iskoristiti za klasteriranje
realizacija razlicitih modela. Rezultati istrazivanja pokazali su da funkcional
kapaciteta vrlo dobro razlikuje odgovarajuce realizacije pa se moze koristiti
kao mjera slicnosti za klasteriranje.

Kljucne rijeci:

Choquetov teorem, funkcional kapaciteta, mjera sli¢nosti



TEMELJNA DOKUMENTACIJSKA KARTICA

Podatci o radu:
broj stranica 62, broj slika 16, broj literaturnih navoda 22, jezik izvornika:
hrvatski
Mentor(ica): doc. dr. sc. Vesna Gotovac Dogas
Clanovi povjerenstva:
doc. dr. sc. Tanja Vojkovic

dr. sc. Tvan Jelié

Povjerenstvo za diplomski rad je prihvatilo ovaj rad 23. kolovoza 2022.



TEMELJNA DOKUMENTACIJSKA KARTICA

FACULTY OF SCIENCE, UNIVERSITY OF SPLIT
DEPARTMENT OF MATHEMATICS

MASTER’S THESIS
Random closed sets and capacity functionals

Margarita Graso

Abstract:

Random sets play an essential role in modelling several phenomena in biology,
medicine and material science. The first part of the paper, which refers to
the theoretical results, a random closed set in R¢ is defined as a function over
the probability space and illustrative examples are given. Then the concept
of capacity functional was defined and its properties were investigated. In
the central chapter of the paper Choquet’s theorem is proved. It tells us
what are the necessary and sufficient conditions for a functional to be a
capacity functional of a unique random closed set, and thus to uniquely
determine the distribution of the corresponding random closed set. In the
final part of the paper a simulation study was made the goal of which was
to investigate how well the capacity functional describes the realization of
a random set and whether the similarity measure based on the capacity
functional can be used for clustering the realizations of different models.
The results of the research showed that the capacity functional distinguishes
the corresponding realizations very well, so it can be used as a measure of
similarity for clustering.
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