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1 Uvod

Primjena fizikalnih koncepata u svakodnevnom zivotu nema granica, od hodanja i
voznje automobila do koriStenja telefona ili jednostavne radnje paljenja svjetla. Zato nije
zacudujuce da su fizikalni koncepti ,,pronasli svoju primjenu i u financijama. Naime, 1900.
godine, skokovito kretanje cijena dionica podsjetilo je studenta matematike Louisa Bacheliera
na Brownovo gibanje. Tako je u svom doktoratu, The Theory od Speculation, postavio nekoliko
temeljnih pretpostavki u financijama koje se temelje na analogiji izmedu Brownovog gibanja i
cijena dionica. Pokazalo se, a pokazati ¢e se i u ovom radu, da je Brownovo gibanje doista jako
dobar model za simuliranje kretanja cijena dionica. Zbog moguénosti simuliranja velikog broja
razli¢itih dogadaja, Monte Carlo metode takoder imaju iznimno Siroku paletu moguéih

primjena, od fizike, inZenjerstva i statistike, do racunalne grafike i igara.

Ideja ovog rada je proucavanje jedne od primjena Brownovog gibanja i Monte Carlo
simulacija u financijama. U tu svrhu, proucavaju se opcije kao financijski instrument te se
procjenjuje njihova cijena. Opcije su vrlo moéan i kompleksan alat na trzistu kapitala te dobro
razumijevanje njihovog ponaSanja uvelike pomaZe u manipulaciji rizika. One su izvedeni
financijski instrument ¢ime njihova cijena ovisi o cijenama dionica. Stoga se u radu uvelike
proucava i simulira kretanje cijena dionica. Postoji nekoliko vrsta opcija, a u radu se promatraju

dvije osnovne vrste, tzv. vanilija opcije.

S obzirom da su opcije kompleksan financijski instrument, u radu se prvo objasnjavaju
osnovni pojmovi u financijama, te potom pojam opcija kao financijskog instrumenta. U trecem
se poglavlju uvodi slu¢ajan hod i Brownovo gibanje, te se usporedbom sa primjerom kretanja
cijena dionica pokazuje kako je ono iznimno dobar kandidat za opis kretanja cijena dionica.
Uvodi se 1 matematicki okvir za Brownovo gibanje, poznat kao i Wienerov proces te se odatle
grade aritmeti¢ki i geometrijski slu¢ajni hod. Promatra se i distribucija konacnih cijena dionica
kao temelj za neke od metoda odredivanja cijene opcije.

U cetvrtom se poglavlju objasnjavaju osnovne metode odredivanja cijene najosnovnije
vrste opcija, tzv. europskih opcija. Objasnjava se Cesto koristen model binomnog stabla za opis
kretanja dionica te njegova primjena u odredivanju cijene opcije, te se navodi Black-Scholes
formula kao vrlo koristan 1 jednostavan alat u odredivanju cijene europske opcije. U petom se
poglavlju navode tri metode odredivanja cijene europske opcije u kojima se koriste Monte Carlo
simulacije: numericko integriranje, premos¢ivanje binomnog stabla, te simulacija
geometrijskog slu¢ajnog hoda. U Sestom se poglavlju objasnjavaju metode za odredivanje malo

kompleksnije vrste opcija, tzv. ameri¢kih opcija. Metode koje se koriste su primjena modela

1
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binomnog stabla, Longstaff-Schwartz metode, te se spominje numeri¢ko rjesavanje Black-
Scholes parcijalne diferencijalne jednadzbe koja je kompleksnija metoda te se u ovom radu ne
koristi. Na kraju se, u sedmom poglavlju opisuje primjena svih metoda na primjeru. U zakljucku
se usporeduju dobivene vrijednosti za razli¢ite metode te se navodi na koji se nac¢in metode

mogu poboljsati.

U dodatku su navedeni kodovi koriSteni za simuliranje slucajnih hodova kao i1 za
odredivanje cijena razli¢itim metodama. Kodovi su pisani u C jeziku. Crtezi na kojima su
prikazani grafikoni izradeni su u Gnuplot-u, dok su dijagrami toka izradeni pomocu alata

draw.io.
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2 Opcije kao financijski instrument

2.1 Osnovni pojmovi u financijama

Trziste kapitala je organizacija financijskih tvrtki i posrednika, a obuhvaca trgovanje
dionicama tvrtki i ostalim financijskim instrumentima [3]. Financijski instrument predstavlja
dokument o legalnom dogovoru koji ukljucuje bilo koji oblik novéane vrijednosti [5], odnosno
predstavlja svaki ugovor na temelju kojeg nastaje financijska imovina jednog subjekta i
financijska obveza ili vlasnicki instrument drugog subjekta. Ako za financijski instrument
postoji dobro razvijeno trziste, naziva se vrijednosnicom (eng. security) [9]. Portfelj je skup
financijskih imovina, odnosno vrijednosnica [3]. Kako bi se umanjio rizik, portfelj se ¢esto

sastoji od razli¢itih vrijednosnica koje nisu korelirane.

Financijski instrumenti dijele se na osnovne/nov¢ane instrumente te izvedenice.
Osnovni instrumenti dijele se na nerizicne (novac, drzavne obveznice) i rizi¢ne (strane valute,
dionice...) [1]. Trzis$ni rizik odnosi se na moguc¢nost gubitka ili ¢ak povrata manjeg od
o¢ekivanog kao rezultat neoc¢ekivanih kretanja na nekom trzistu [9]. Uklanjanje rizika u
ulaganju naziva se hedging [3]. Obveznice su duznicke vrijednosnice koje su uglavnhom manje
rizi¢ne i predstavljaju dugovanje odredenog novéanog iznosa uvecanog za kamatu. Dionice su
vrijednosnice koje predstavljaju udio u vlasnistvu dioni¢kog drustva. Izvedenice su financijski
instrumenti koji svoju vrijednost izvode iz vrijednosti nekog drugog osnovnog instrumenta [4].
Pod izvedenice spadaju buduc¢nosnice (eng. futures) , opcije (eng. options), zamjene (eng.

swaps),... [1] Medu njima detaljnije ¢e Se obraditi opcije u sljede¢em potpoglavlju.

Kamatna stopa vrijednosnice predstavlja stopu povrata ulozenog novca. Kamatna
stopa na nerizi¢no ulaganje naziva se bezrizicna kamatna stopa 5. Bezrizi¢na stopa vrlo je

vazan alat u financijama te sluzi kao osnova za usporedbu svih ostalih ulaganja.

Kada se promatraju uplate i1 isplate u buducnosti, odnosno kada se usporeduje
izvrSavanje transakcija u razli¢itim trenutcima, a s istim bazama, potrebno je provesti
diskontiranje. Naime, posjedovanje koli¢ine novca P danas vrijedi vise nego posjedovanje P
koli¢ine novca nekada u budu¢nosti. Ako su novci uloZeni po bezrizi¢noj stopi 75, pokaZe se

([9], poglavlje 2.2, stranice 35-40) da ¢e u trenutku t taj novac poprimiti vrijednost

V = Pe'rt, (2.1)
Odavde se lako dobije da je danasnja vrijednost P u odnosu na vrijednost V dana s
P=Ve st (2.2)
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Ovo se naziva diskontiranjem buduceg novca u sadasnjem trenutku. Na P u izrazu (2.2) ¢esto
se referira kao na sadasnju vrijednost od V [9].

Jos jedan od klju¢nih pojmova u financijskoj matematici je arbitraza. Predstavlja
strategiju trgovanja na financijskom trzistu kojom netko ostvaruje zaradu bez rizika [1].
Pretpostavka nepostojanja arbitraze jedna je od klju¢nih pretpostavki u odradivanju cijena

financijskih instrumenata.

2.2 Opcije

Opcije predstavljaju vrhunski alat za suocavanje s rizikom u investicijama. One su
izvedeni financijski instrument (financijska izvedenica), odnosno pismeni ugovor koji vlasniku
(kupcu opcije, eng. buyer/holder) daje pravo, ali neiobvezu kupovine ili prodaje vezane
imovine (eng. underlying asset) po unaprijed ugovorenoj cijeni izvrSenja (eng. strike
price) na dan dospijeéa (eng. expiry, expiration date) za europske opcije, ili prije ili na sam
dan dogovorenog datuma za americ¢ke opcije [1,7]. Prodavatelj (pisac, eng. seller/writer)
opcije pristaje na takav ugovor i obvezuje se ispuniti ga ako to zatrazi kupac ugovora. Dakle,
vlasnik B ima pravo, ali ne i obavezu, a prodavatelj W ima potencijalnu obavezu. U vecini
slucajeva, kupac i prodavatelj se nikada ne susrecu, ve¢ transakciju obavlja treca stranka,
odnosno posrednik (eng. exchange). Posrednik je taj koji postavlja pravila ugovora, a time i

odreduje cijenu ugovora.

Kupovna (pozivna, eng. call) opcija daje pravo, ali ne i obvezu da B kupi dogovorenu
koli¢inu vezane imovine od W-a. Prodajna (eng. put) opcija daje pravo, ali ne i obvezu da B
proda dogovorenu koli¢inu vezane imovine W-u. Zbog ucestalosti engleskih naziva u stru¢noj
literaturi, u nastavku ¢e se takoder koristiti engleski nazivi put i call. Naravno, prodavatelj
naplacuje uslugu. Glavna tema ovog rada je odredivanje koja bi bila poStena cijena takvog

ugovora. Ta cijena je to¢na kvantifikacija rizika.

Primjer: Banka, koja trenutno posjeduje dionice u vrijednosti od 50 kn, planira za tri mjeseca
prodati dionice, ali u tom trenutku zeli dobiti najmanje 45 kn po dionici. Banka sklapa ugovor
put opcije s drugom strankom koja pristaje kupiti dionice po cijeni od 45 kn za tri mjeseca, bez
obzira na trzi$nu cijenu. Ako se dogodi da trziSna cijena za tri mjeseca premasi ovu vrijednost,
banka nije obvezna prodati dionice po cijeni od 45 kn, ve¢ moze slobodno prodati dionice po

trzi$noj cijeni [9].
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2.3 Funkcija isplate opcija

Pozicija opcije obzirom na kretanje cijena moze biti:

— van novca (eng. out-of-the-money, OTM) kad se opcija ne izvrSava jer nema zarade;
— kod novca (eng. at-the-money, ATM) kad je ista ugovorena cijena i ona na trzistu;
— unovcu (eng. in-the-money, ITM) kad je opciju povoljno izvrsiti jer donosi zaradu.

Neka je cijena izvrSenja put opcije K. Ako cijena dionice u trenutku dospijeca, Sy,
prelazi cijenu izvrSenja za iznos AS, odnosno Sy = K + AS, vlasnik prodajom na trzistu moze
dobiti AS vise novca nego iskoriStavanjem opcije. Stoga ne iskoristava opciju, odnosno opcija
nema vrijednost ako cijena dionice premasuje cijenu izvrSenja u trenutku dospijeca; ona je van
novca i isti¢e bez vrijednosti. Opcija isti¢e bez vrijednosti i ako je cijena dionice u trenutku
dospijec¢a jednaka cijeni izvrSenja, tj. S = K. Tada je opcija kod novca.

No, ako je cijena dionice u trenutku dospije¢a manja od cijene izvrSenja, S; = K — AS,
tada vlasnik iskoristava opciju te prodaje dionice po cijeni K. U ovom slucaju, opcija ima
vrijednost od AS = K — S; po dionici, te je u novcu. Slijedi matematicki izraz za funkciju
isplate put opcije

P = max(K — Sr,0). (2.3)
Na crtezu 1, punom linijom prikazana je funkcija isplate za vrijednost put opcije na datum
dospijeca. Medutim, do sada nije uzeto u obzir da je vlasnik trebao platiti troSak ugovora. Neka
takav ugovor kosta npr. AS. Isprekidana linija na crtezu 1 je funkcija profita [9]. Moze se
zakljuciti da vlasnik ne iskoriStava put opciju ¢ak ni kada je cijena dionice K — AS; to jest gdje

krivulja profita sijece x 0S.

\
isplata

3AS ~
profit -----
2AS — .
g
35 AS |- _
S
=
0 :
AS F ! ! i I L]
K-3AS  K-2AS K-AS K K+AS  K+2AS K+3AS

St
Crtez 1: Grafikon isplate za put opciju s cijenom izvrSenja K
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Na sli¢an se nacin odredi funkcija isplate za call opcije

C = max(S; — K, 0),

(2.4)

koja je prikazana punom linijom na crtezu 2, dok je isprekidanom linijom prikazana funkcija

profita.

dobitak

3AS

2AS8

-AS

isplata
profit

K-3AS  K-2AS  K-AS K

St

K+AS K+2AS K+3AS

Crtez 2: Grafikon isplate za call opciju s cijenom izvrSenja K




M. Pavic¢i¢ Donkié¢: Primjena fizikalnih koncepata i Monte Carlo metoda u procjeni financijskih opcija

3  Brownovo gibanje

1827. botanicar Robert Brown mikroskopom je uocio cik-cak gibanje zrnaca peludi u
vodi. Takvo se gibanje danas naziva Brownovo gibanje te je poznato da je ono posljedica
slucajnog utjecaja molekula vode na zrnca peludi. Ovo je objasnjenje razjasnio Albert Einstein
1905. pokazavsi da cCestice koje vrSe Brownovo gibanje moraju zadovoljavati parcijalnu
diferencijalnu jednadzbu

d 02
2= o
gdje je p distribucija Cestica u prostoru i vremenu, a D je fizikalna konstanta [9]. Jednadzba

(3.1)

(3.1) naziva se difuzijska jednadzba, a konstanta D naziva se koeficijent difuzije.

Kao $to je ve¢ spomenuto u uvodu, 1900. godine, Louis Bachelier je, nakon $to ga je
kretanje cijena dionica podsjetilo na Brownovo gibanje, postavio nekoliko temeljnih
pretpostavki u financijama koje se temelje na analogiji izmedu Brownovog gibanja i cijena
dionica. Kasnije je Norbert Wiener definirao matematic¢ki okvir Brownovog gibanja. lako bi
Brownovo gibanje u prirodi trebalo imati ograni¢enu brzinu, matematicki model dopusta
neograni¢enu brzinu prijelaza s jednog mjesta na drugo s malom, ali pozitivnom vjerojatnoscu.
Stoga se, kada je potrebno razlikovati matematicku definiciju Brownova gibanja od fizickog

Brownova gibanja, koristi naziv Wienerov proces umjesto Brownova gibanja [3].

3.1 Slucajni hod

Kada bi se moglo promatrati gibanje jedne Cestice peluda kroz vodu, uodila bi se
komplicirana putanja. U kratkom periodu izmedu dva sudara s molekulama vode, Cestica se
giba po pravcu, a svaki sudar uzrokuje promjenu brzine ¢estice. Potrebno je pronaci statisticki
opis gibanja Cestica peludi u vodi, pritom ne mareci za putanju svake Cestice. Ukoliko je broj
promatranih Cestica velik, prosjecne vrijednosti su dobro definirane te je moguce izracunati i
odstupanja od srednjih vrijednosti. Iz tog razloga se stvarni, deterministicki procesi modeliraju
slucajnim ili stohastickim procesom koji ima iste prosjecne vrijednosti fizikalnih veli¢ina. [10]

Modeliranje putanje Cestice naziva se slu¢ajnim hodom te tada cestica preuzima ulogu
tzv. Setaca. U slucajnom hodu, Seta¢ se giba jedan korak u zadanom vremenu, prema nekim
pravilima. U ovom slucaju, gibanje Cestice izmedu sudara predstavljeno je koracima Setaca, dok
se promjena brzine prilikom sudara modelira tako da se smjer svakog koraka u hodu bira na
slu¢ajan nacin. Stoga slucajni Seta¢ slijedi cik-cak putanju koja je sli¢na naizgled slu¢ajnoj

trajektoriji Cestice peluda, te se ¢esto naziva kao hod pijanca.
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Neka je vremenski raspon podijeljen u diskretne periode At i neka se u svakom takvom
periodu Seta¢ pomakne korak u desno ili lijevo za udaljenost Ax, nasumi¢no birajuéi smjer.
Neka je pocetni polozaj Setac¢a x, = 0. Nakon n vremenskih perioda, novi polozaj Setaca biti
¢e izmedu —n(Ax) i n(Ax).

Jedna od vaznih vrijednosti je vjerojatnost da se Seta¢ u odredenom trenutku nalazi u
to¢no odredenom poloZaju. Neka je p(X,t) vjerojatnost da se Seta¢ nalazi u X = mAx, m
koraka u desno od ishodista, nakon n vremenskih perioda, t = n(At). Neka je r broj
napravljenih koraka u desno, a [ broj napravljenih koraka u lijevo, tako da je n = r 4+ [. Da bi

Setac bio u polozaju mAx, mora vrijediti m = r — L. Iz prethodna se dva izraza moze dobiti

1 1
r=§(n+m) l=§(n—m). (3.2)
Broj nacina na koji je moguce odabrati r koraka u desno od ukupnih n moguénosti naziva se

kombinacija i dan je binomnim koeficijentom

n n!
Cnr) = (r) = T (3.3)

Ako su vjerojatnosti da Seta¢ napravi korak u desno i da Seta¢ napravi korak u lijevo jednake,

odnosno 1/2, onda je vjerojatnost da seta¢ zavrsi u polozaju X = mAx jednaka

1 1 n!
X) = — _ (3.4)
PO =5t = =1
pri ¢emujer = (n+m)/2.[9]
Neka su vjerojatnosti koraka u desno i koraka u lijevo jednake. Oc¢ekivanje varijable X

ekvivalentno je srednjoj vrijednosti polozaja, E(X), te je za hod od jednog koraka

1 1
(—AX) E + (+AX) E = 0.
Za hod od n nezavisnih koraka, o¢ekivanje je n puta ovaj izraz, tj. E(X) = 0. No, ocekivanje
ne daje informaciju koliko bi mogla biti udaljena kona¢na vrijednost. Stoga je korisno

promatrati kvadrate poloZaja. Srednja vrijednost kvadrata polozaja, E(X?) za jedan korak je

(—Ax)? % + (+Ax)2% = (Ax)2.
Za n koraka, E(X?) = n(Ax)?. Po definiciji, varijanca je o¢ekivanje kvadrata odstupanja od
srednjih vrijednosti
var(X) = E{[X — E(X)]*} = E(X?) — [E(X)]*. (3.5)
Korijen ove vrijednosti je standardna devijacija o i predstavlja mjeru koliko daleko se Cestica
pomakla od pocetnog polozaja, te je za hod od n koraka \/]E(T = v/nAx [9].

U zakljucku, za hod od n koraka vrijedi:

E(X) =0 o = JE(X?) = VnAx var(X) = n(Ax)?. (3.6)
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Graf vjerojatnosti p(X, t) opisane izrazom (3.4) iznimno je slican normalnoj distribuciji.
Normalna distribucija sa srednjom vrijednosti u i varijancom a2 uobicajeno se oznadava kao

N (u,5?). Gustoéa vjerojatnosti takve distribucije je

1 _(x=p)?
gb(x):We 202, (3.7)

Prema centralnom graniénom teoremu! vjerojatnosti, distribucija slu¢ajnog hoda &estica
zapravo ¢e teziti u normalnu distribuciju. Primjenom ove aproksimacije te koristenjem t = nAt,
X =mAx,u=0,i0% =n(Ax)? i uvodenjem pokrate D = (Ax)?/(2At), dobije se

x2

e 4tD, (3.8)

x,t) =~
p(x,0) VvamrtD

D u ovom izrazu jednak je onom u (3.1), a lako se pokaze da (3.8) uistinu zadovoljava (3.1).

Na crtezu 3 prikazan je tipi¢ni grafikon cijena dionica. U ovom slucaju, prikazane su
cijene dionica tvrtke Ericsson Nikola Tesla d.d. Lako se moze uociti da cijene rastu i padaju na
nasumican nacin iz dana u dan. I na ve¢im vremenskim skalama, reda mjeseci, cijene imaju
trend rasta i pada, stoga je ocito kako je slu¢ajan hod dobar kandidat za opis kretanja cijena
dionica. Iako su cijene dionica u budué¢nosti naizgled sluéajne, one ipak slijede raspodjelu

vjerojatnosti, te se stoga na temelju iste moraju donositi financijske odluke.

1500 -

1400 - |

1300

1200 - -

cijena dionice [kn]|

1100 - =

1000 f -
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Crtez 3: Cijene dionica tvrtke Ericsson Nikola Tesla d.d. u 2019. i 2020. godini. Podaci su

preuzeti iz baze zse.hr

! Centralni grani¢ni teorem: Neka su X;, X,,...X,, nezavisni slu¢ajni uzorci iz distribucije sa srednjom vrijednosti
Z?:lxi_nli

Vno?

u i kona¢nom varijancom ¢ 2. Tada distribucija sume Y = postaje N(0,1) kako n — oo.
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3.2 Wienerov proces

Matematicki okvir kojeg je Norbert Wiener definirao glasi: Neka je W;, t = 0, polozaj
Brownove Cestice u trenutku t, s W, = 0.
Aksiom 1. Svaki prirast W, — W; je normalno distribuiran sa srednjom vrijednosti 0 i
varijancom a2h gdje je o fiksni parametar.
Aksiom 2. Za svaki par disjungiranih vremenskih intervala [t,, t,] i [t5, t,], prirasti W, — W,
| W, — W, su nezavisne slucajne varijable s distribucijama kao u aksiomu 1.

Aksiom 3. W; je kontinuiran u t = 0 [9].

Iz navedenih aksioma slijedi niz svojstava Wienerovog procesa, no u ovom slu¢aju
najzanimljivije je sljedece. Sukladno aksiomu 1 moZe se pisati
W, = otZ, (3.9
gdje je Z slu¢ajna varijabla koja je uzorak iz normalne distribucije V'(0,1), $to se uobicajeno
oznacava kao Z~N(0,1). Ova jednadzba implicira da kako prirasti vremena izmedu skokova
teze u nulu, tako tezi i veli¢ina skokova. Iz ovog je razloga putanja Brownovog gibanja
kontinuirana. Po svojoj definiciji, Wienerov proces ima parametar . Varijanca od W, je o2t
¢ime o kontrolira stupanj rasprSenosti procesa. Istu ulogu igra i u svojoj primjeni na cijene
dionica i u tom slu¢aju naziva se volatilnost [9]. Ona mjeri tendenciju cijene dionice da oscilira,
odnosno da odskoci od konstantne vrijednosti.
Wienerov proces opisan preko (3.9) ima srednju vrijednost 0. Medutim, moze se uvesti
prosirenje koje uvjetuje smjer definiranjem
X, = ut + W, = ut + o\/tZ. (3.10)
Konstantni parametar u u svijetu financija naziva se drift te se ovakav proces naziva Wienerov
proces s driftom. Ucinak drifta je pomicanje srednje vrijednosti polozaja Brownove Cestice iz
0 u ut u trenutku t, odnosno [9]:
E(X,) = E(ut + W,) = ut + EW,) = ut + 0 = put,
var(X,) = var(ut + W,) = var(ut) + var(W,) = 0 + o%t = 0%t = var(W,). (3.11)

3.3 Aritmeticki i geometrijski slu¢ajni hod

Aritmeticki slucajni hod (eng. arithmetical random walk, ARW) definira se kao
simulacija {Xg, Xas, Xonts - Xnae} Brownovog gibanja s driftom. Pritom je dopuSteno da
pocetna vrijednost, X, bude proizvoljna, ne nuzno nula [9]. Koristi se naziv aritmeticki jer su
svi koraci istih veli¢ina, u smislu da imaju istu srednju vrijednost pAt i istu standardnu

devijaciju o+/At. Algoritam aritmetic¢kog slu¢ajnog hoda koristen je u kodu u dodatku A.

10
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Medutim, ideja koristenja ARW za modeliranje cijena dionica ima dvije mane:
1. Hod moze poprimiti negativne vrijednosti §to nije pozeljno za cijene dionica
2. U stvarnosti, dionice koje se prodaju po niskim cijenama ¢esto imaju male priraste u cijeni,

dok dionice koje se prodaju po visokim cijenama imaju znatno vecée priraste u cijeni.

Rjesenje [9] za ove probleme ponudio je Paul Samuelson idejom da prirast cijene
dionice mora biti proporcionalan trenutnoj cijeni. Drugim rije¢ima, ako je S; trenutna cijena
dionice, onda je infinitezimalna promjena cijene, dS, dana s

dS = S, (udt + dw,), (3.12)
gdje su dW, prirasti Wienerovog procesa. S ovom promjenom, cijena dionice nikada ne moze
poprimiti negativne vrijednosti jer kada je S; = 0, veli¢ina skoka je takoder 0.

Koristenjem (3.9), izraz (3.12) moze se zapisati kao

ds = S,(udt + oVdtz,). (3.13)
Ovaj se model naziva geometrijsko Brownovo gibanje (eng. geometric Brownian motion,
GBM) za cijene dionica. Radi se o kontinuiranom gibanju, te se ¢esto naziva i drift-difuzija
model.

Kada se simulira diskretno geometrijskog Brownovo gibanje, simulacija se naziva
geometrijski sluc¢ajni hod (eng. geometric random walk, GRW). Na crtezu 4 prikazana je
usporedba ARW 1 GRW za razliCite pocetne cijene dionica. Iz crteza (a) lako je uocljiva prva
navedena mana ARW, tj. poprimanje negativnih vrijednosti, dok za GRW cijena priblizna nuli
iznimno malo oscilira te nikada ne poprima negativne vrijednosti. Takoder je, na sva Cetiri
crteza, uo€ljiva ovisnost veli¢ine koraka GRW o cijeni dionice, te ne postojanje takve ovisnosti
kod ARW.

Na crtezu 5 prikazana su tri razli¢ita rezultata simulacije procesa (3.13) dobivenih
koristenjem istih parametara. Podaci su generirani koriStenjem koda u dodatku B. Crtez
pokazuje da geometrijsko Brownovo gibanje pruza velik broj varijacija po pitanju promjena
cijena.

Na crtezu 6 prikazan je rezultat simulacije geometrijskog sluc¢ajnog hoda, usporedno s
cijenama dionica prikazanima na crtezu 3. Podaci su dobiveni koriStenjem koda u dodatku B.
Lako je uocljivo da je Brownovo gibanje, odnosno sluc¢ajni hod doista dobar kandidat za

opisivanje kretanja cijena na trzistu.

11
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Crtez 4: Usporedba geometrijskog i aritmeti¢kog slu¢ajnog hoda na skali od 100 dana s

parametrima o = 300%, u = 0,1, te ulazom za funkciju ranl idum = —2. Kori$tene su
razli¢ite pocCetne cijene: (a) Sy = 0,1 kn, (b) S, = 0,5 kn, (¢) Sy = 5 kn, (d) Sy, = 50 kn
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idum=0 ——
idum =-1500 ——
idum = -3000

150

redni broj dana u godini

Crtez 5: Tri rezultata simulacije geometrijskog slu¢ajnog hoda na skali od jedne godine s

parametrima S, = 60, 0 = 30%, u = 0,1 s razli¢itim ulazima za funkciju ranl
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Crtez 6: Usporedba cijena dionica tvrtke Ericsson Nikola Tesla d.d. i rezultata simulacije
geometrijskog slucajnog hoda (GRW) s parametrima S, = 1005 kn, u = 0,1, ¢ = 30%,
idum = —7621313 na skali od dvije godine

Ukoliko se u izraz (3.8), koji predstavlja gustocu vjerojatnosti za slu¢ajni hod u jednoj
dimenziji, uvrsti D = 62 /2, gustoéa postaje normalna distribucija N (0,02%t) [9]. 1z (3.9) i
prvog aksioma Wiener-ovog procesa, slijedi da je ta gustoca ekvivalentna gusto¢i Wienerovog

procesa, ¢ime je pokazana veza izmedu volatilnosti 1 difuzijskog Brownovog gibanja.

U GBM modelu, ¢lan s driftom vodi do eksponencijalnog rasta srednje vrijednosti sa
stopom rasta p. U slucaju kada nema procesa difuzije, diferencijalna jednadZba poprima oblik
dS/S = udt, a njeno rjesenje je

S = Syeht, (3.14)

pri ¢emu je S, pocetna vrijednost od S.

3.4 Distribucija cijena dionica u trenutku dospijec¢a

Iako individualne realizacije mogu dati nekakvu ideju kako se cijene dionica ponasaju,
vaznija informacija je distribucija konacne cijene, Sy, preko svih mogucéih realizacija. Oblik
distribucije dobije se ponavljanjem veéeg broja simulacija i potom prikazivanjem podataka u
histogramu. Tako je na crtezu 7 prikazan histogram za 10° pokretanja algoritma za GRW s
parametrima kao na crtezu 5 te razli¢itim ulazom za funkciju ranl u svakom pokretanju, kako

bi se svaki put dobilo razli¢ito kretanje cijena dionica. Uocljivo je da distribucija nije normalna,
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odnosno rep s desne strane duzi je nego rep s lijeve strane. Ovo je posljedica tog $to su cijene
ograniCene na ne-negativne vrijednosti. Pokaze se ([9], poglavlje 1.5.2, str. 13-16) da je

logaritam od S normalno distribuiran i vrijedi

1
InS;~1InS, +,uT—§azT+m/TZ. (3.15)
Ovakva se distribucija naziva log-normalna. Odatle slijedi:

1
E(InS;) =InS, + uT — =0T
(InS7) o TH > (3.16)

var(InSy) = o°T.
Znajudi da je In S normalno distribuiran, moguce je odrediti distribuciju od Sy . Ako je
X normalno distribuirana vrijednost, X~N(a,8?), onda se log-normalno distribuirana
vrijednost moze zapisati kao R = e* (tako da je In R = X). Ucestala oznaka je R~Ln(a, B?).
Potom se odredi funkcija gustoce vjerojatnosti od R, g(y) kao derivacija njene kumulativne

distribucijske funkcije, te se dobije

_(ny-a)?
gly) = e 2% (3.17)
ypV2m
0.07 I \
p GRW
/\ N —

0.06 — { \ —

0.05 / \ =
S \
T 0.04 |- -
5
=]
=]
e 0.03 - ’ =
8

0.02 —

0.01 —

O | | |
0 50 100 150 200 250 300 350
St [kn]

Crtez 7: Distribucija S GRW-a s parametrima S, = 60, 0 = 30%, u = 0,1 i slu¢ajnim

vrijednostima ulaza idum za funkciju ranl. Crvena linija predstavlja fit funkcije gustoce

vjerojatnosti log-normalne distribucije (3.17). Dobiveni parametri fit-a su: @ = 4,14963,
B = 0,300274, te koeficijent normalizacije A = 2,99953
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Koristenjem dobivene gusto¢e vjerojatnosti odrede se oéekivana vrijednost E(R) i varijanca
E(R?) — E(R)?. U dobivene se izraze uvrsti R = Sy te se, uzevsi u obzir da je X~N (a, ),
odnosno a = E(In Sy), 5% = var(In S;) dobije:

1
a=1InS, +,uT—EazT

(3.18)
p? = o?T.
U konacnici slijede parametri distribucije varijable Sy:
1 2..15
E(S.) = eln50+/"T_fa T+50°T _ S ehT
(Sr) 0 (3.19)

var(Sy) = (eazT _ 1)ezln50+2uT—02T+0'2T — Sg(eazT _ 1)62;1T'
Dobiveni izraz za E(Sy) ekvivalentan je (3.14). Dakle, S je distribuirana kao Sy~Ln(a, 5?)

s a i f? zadanima prema (3.18).
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4 Qdredivanje cijene opcije
Tehnika slu¢ajnog hoda daje precizan alat za izra¢un ostvarenih cijena dionica i koristi

se u mnogo prilika. Medutim, mora se izvrsiti nekoliko tisuca realizacija kako bi se postigli

dobri rezultati. Postoji nekoliko aproksimacijskih tehnika koje daju dobre, a brze rezultate.

4.1 Model binomnog stabla

Binomni model sastoji se od resetkaste strukture koja predstavlja cijene koje se razvijaju
u vremenu. Deterministicki je, jednostavno ga je konstruirati, te daje odgovore u gotovo svim
sluajevima. Stovise, kako se binomno stablo profinjuje, njegovi se rezultati poboljsavaju. U
grani¢nom slucaju, cijene binomnog stabla slazu se s cijenama geometrijskog Brownovog

gibanja (pokazano u [9], dodatak C).

U binomnom modelu, vremenski interval [0, T] podijeljen je u diskretne periode At.
Broj takvih perioda je n = T /At. Potom se konstruira graf binomnog stabla s ¢vorovima u
svakom trenutku 0, At, 2At, ...,nAt = T. Na prvom, po¢etnom nivou 0, vrijeme je 0, odnosno
0At te graf ima samo jedan ¢vor, Ny, S cijenom S,. Model postulira da se odavde cijena moze
povecati za neki faktor, u > 1 (grana prema gore), ili smanijiti za neki faktor, 0 < d < 1 (grana
prema dolje). Stoga u trenutku 1At postoje dva ¢vora, kao §to je prikazano na crteZzu 8, oznacena
kao N;(1) i N,(0), s cijenama Syu za N;(1) i Sod za N,(0). Indeks k évora N, predstavlja
vrijeme k = t/At, a argumenti redni broj cijene u poretku od najnize (0) prema najvecoj (k).
Postupak se ponavlja u svakom ¢&voru te se cijene racunaju u svakom sljedec¢em
vremenskom periodu. Stoga u trenutku 2, kao Sto je prikazano na crtezu 9, postoje tri ¢vora
N,(2), Ny(1) i N»(0) s odgovaraju¢im cijenama:
N,(2): S;(w)u = Syu?,
N,(1): S;(u)d = Syud,
N,(0): Sy(d)d = Syd?.

Ny(1)

SO d

Crtez 8: Prvi korak binomnog stabla
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N>(2)

Sod?

Crtez 9: Dva koraka binomnog stabla

Primjetno je da gornja cijena od N;(0) iznosi u(Syd) = Syud i jednaka je donjoj cijeni od
N, (1); drugim rije¢ima graf se ponovno spaja tako da u trenutku 2 postoje samo tri ¢vora, a ne

cetiri. Kako se dodaje vise perioda, stablo se $iri aritmeticki, ne geometrijski, kao na crtezu 10.

Pored faktora cijena u i d, postoji i vjerojatnost da ¢e cijena i¢i gore i pripadna
vjerojatnost da ¢e cijena i¢i dolje. Stoga je za svaki ¢vor grafa vezana i vjerojatnost. Neka je g
vjerojatnost porasta (koraka prema gore) i 1 — g vjerojatnost pada (koraka prema dolje).

Vjerojatnost dolaska u ¢vor N, (1) je q i dolaska u N;(0) je 1 — g. Na kraju drugog perioda,

Ny(4)
o 4
Ny3) Sout

—

_— —
Ny2) o Se T Ny(B)

fl.(i/ - Sou? \\\\\\1 \];% 2) ///////57023 d
1\:.{/// Sou \\*\\ :gz.(l\/) B //’///;S'Ouzd\\\\\,\\ \\]\[ /%2)
So T M) Sed T vy St

Sod T N0 /,/Soudz '\\\\\\ Ny(1)

Lgod?\\\\\\ N3(0) //'/’///S()Zld 3

Sod® T Ny(0)
Sod*

Crtez 10: Cetiri koraka binomnog stabla
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¢vor N,(2) dogada se s vjerojatnoséu g2, N,(0) s vjerojatnoséu (1 — q)?, a vjerojatnost za
N,(1) je 2q(1 — q) jer postoje dva moguca nacina dolaska do N, (1). Opcenito, na kraju k-tog
perioda
N, (i) dogada se s vjerojatnoscu ('i‘)qi(l —q)k 4.1)

U ovom modelu, faktori u i d kao i njihove vjerojatnosti q i 1 — q konstantni su duz cijelog
vremenskog intervala.

Konacne cijene i vjerojatnosti ovise izravno o u, d i q te ih je potrebno prikladno
odrediti, ovisno 0 u i o. Ocekivana vrijednost i varijanca od S; preko binomnog modela su:

E(S1) = quS, + (1 — q)dS,
var($;) = q(uSp)? + (1 — q)(dS)* — E*(Sy) = S5 (qu? + (1 — q)d? — e**4Y),
S druge strane, iz (3.19) slijedi:
E(S;) = Spe#At
var(S;) = §3(e?°4 — 1)e2#2t,
Izjednacavanjem prethodnih izraza dobije se:
qu+ (1—q)d = e#t

4.2)
quz +(1- q)d2 — e(Z,u+02)At_
Zadovoljavanje ovih dviju jednadZzbi za tri parametra u, d i q odgovarat ¢e statistickim
karakteristikama dvaju pristupa. Stoga se moze napraviti proizvoljni odabir za tre¢u jednadZzbu.

Uobicajeni odabir je iliu = 1/d ili ¢ = 1/2. Promotrimo oba slucaja:
Sluéaju =1/d

Neka vrijedi u = 1/d. lIzrazavanjem q preko ostalin parametara u izrazima (4.2) te

izjednaCavanjem dobivenih izraza dobije se
d? — (e HAt + e(“‘“"z)“)d +1=0.
Uvodenjem pokrate
24 = e HAt 4 p(uta?)at 4.3)
i rjeSavanjem kvadratne jednadzbe d? — 24d + 1 = 0, dobije se:

d=A—A? -1

u=A++42-1 (4.4)
ehdt _ g
1= u—d -’

Ukoliko se ispostavi ilig < 0 ili ¢ = 1, onda se ova metoda ne moze upotrijebiti te je potrebno

pokusati s metodom q = 1/2.
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Sluc¢ajq=1/2
Neka je g = 1/2. 1z (4.2) slijedi
u+d = 2ehht
u? + d? = 2¢(2u+o?)at,

Kombiniranjem gornjih izraza i rjeSavanjem kvadratne jednadZzbe za d, dobije se:

d = ehht (1 —\ ed?At 1)
u = ehht (1 + m) (4.5)

1
q=>5.

2
U primjeni ovog rjeSenja, d mora ostati pozitivna vrijednost.

Osim pruzanja konac¢nih vjerojatnosti, stablo se moze koristiti i za ra¢un vjerojatnosti
da je odabran specifi¢ni put kroz stablo. Takva vjerojatnost jednostavno se dobije kao umnozak
vjerojatnosti duz svake etape puta. Za svaki pomak prema gore, mnoZi se s ¢, a za svaki prema
dolje s 1 — g. Na primjer, na crtezu 10, put od ¢vora N, do ¢vora N, (2) preko ¢vorova N; (1),
N, (1) i N3(2) ima vjerojatnost g2(1 — q)?. To se takoder odrazava i na kona¢nu cijenu u tom

¢voru, Sou?d?. Na ovaj nacin, binomno stablo moZe se koristiti za izradun financijskih

instrumenata koji ovise o odabranom putu kao $to su americke opcije.

4.2 Primjena binomnog stabla za odredivanje cijene opcije

4.2.1 Binomno stablo s jednim korakom

Najjednostavniji slucaj je binomno stablo s jednim vremenskim korakom, kao na crtezu
11. Neka je trenutno, t = 0, cijena dionice S, = 50 kn. U trenutku dospijeca, t = 1, cijena
dionice moze ili narasti na 52 kn ili pasti na 48 kn. Posrednik Zeli prodati call opciju s cijenom
izvrSenja 51 kn. Odnosno, posrednik je stranka koja garantira ugovor te, ako se od nje zatrazi,
prodaje imovinu po cijeni izvrSenja u trenutku dospijeca [9].

S, =52

Tijednost opcije = 1

) =48

vrijednost opcije =0
Crtez 11: Cijene dionica (gornja vrijednost) i vrijednosti call opcije (donja vrijednost) u
kunama za binomno stablo od jednog koraka
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Obzirom da postoji moguénost da ¢e posrednik trebati prodati dionice u trenutku
dospije¢a, on kupuje dio, A, dionica danas kako bi ih kasnije lakSe prodao. Moguéi nacin
odredivanja cijene opcije je konstruiranje bezrizi¢nog portfelja. Portfelj posrednika sastoji se
od call opcije, ¢iju se vrijednost C treba odrediti, i A udjela referentnih dionica. Vrijednost
takvog portfelja jednaka je cijeni dionica, odnosno S, - A, umanjenoj za vrijednost opcije,
odnosno cijenu takvog ugovora. Stoga je u ovom sluc¢aju vrijednost portfelja

SeA—C=50kn-A—C.
U trenutku dospijeca, ukoliko je cijena dionice narasla, odnosno iznosi 52 kn, vrijednost call
opcije je C = max(S; — K,0) = max(52 kn — 51 kn, 0) = 1 kn, sukladno (2.4), pa vrijednost
portfelja postaje
52kn-A—1Kkn.
Ukoliko je cijena pala, vrijednost call opcije je € = max(49 kn — 51 kn,0) = 0 kn, pa je
vrijednost portfelja
48 kn - A.
Izjednacavanjem ovih dviju vrijednosti, i na taj nacin odredivanjem A, moze se otkloniti
neodredenost polozaja posrednika, tj.
52kn-A—1kn=48kn-A = A=1/4.
Slijedi da je vrijednost portfelja u trenutku dospije¢a 12 kn, neovisno o tome je li cijena dionice
narasla ili pala. Ova se vrijednost portfelja diskontira kako bi se dobila vrijednost portfelja u
trenutku t = 0, §to prema (2.2) iznosi
50kn-A—C =12kn-e7 "/,
aza A = 1/4 opcija poprima vrijednost
C=1250kn—12Kkn-e” "/, (4.6)

U prethodnom izvodu vjerojatnost nije imala nikakvu ulogu. Neka je stoga q statisticka
vjerojatnost za pomak prema gore generirana iz nedavnih cijena dionica. Intuitivno je pomisliti
da ako je vjerojatnost za pomak prema gore velika, opcija bi trebala kostati vise. Medutim,
cijene call opcije razlic¢ite od (4.6) rezultiraju moguc¢nos$cu arbitraze. Arbitraza se ne moze
odrzati jako dugo te ¢e se cijene brzo prilagoditi tako da ju eliminiraju. Umjesto toga, velika
vjerojatnost pomicanja prema gore rezultira visokim oc¢ekivanjima dobitka za vlasnika opcije.

No, postoji vjerojatnost za koju je o€ekivanje jednako nuli.

Ako je g vjerojatnost pomicanja cijene prema gore, tada vlasnik opcije zaraduje 1 kn s

vjerojatnosc¢u q ili 0 kn s vjerojatnoséu 1 — q. Océekivanje zarade je stoga q - 1 kn. Kupac plac¢a
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12,50 kn —12kn-e™"f u trenutku 0, ili, ekvivalentno tome, 12,50kn-e’f —12kn u
trenutku 1 (kada dode do isplate). Vjerojatnost pokrica (eng. break-even probability) je dakle

q-1kn =12,50kn-e’f — 12 Kkn,
odnosno

q=12,50-e"f — 12 4.7)
i naziva se vjerojatnost neutralna na rizik [9]. Da je bezrizi¢na stopa jednaka 0, vjerojatnost
neutralna na rizik bila bi ¢ = 1/2. Kada bi vjerojatnost neutralna na rizik koraka prema gore
bila stvarna vjerojatnost koraka prema gore, onda bi kupac opcije imao isto o¢ekivanje zarade

kao da je izvrsio ulaganje s bezriziénom stopom.

Jo§ jedna karakteristika vjerojatnosti neutralne na rizik je da €ini isplatu postenom u
smislu o¢ekivanja za obje stranke u ugovoru opcije. Drugim rije¢ima, o¢ekivana diskontirana
promjena vrijednosti portfeljaodt =0dot =T je 0

E, (diskontirana promjena u vrijednosti portfelja) = 0. (4.8)

Ocekivanje je izracunato s obzirom na q.

Vjerojatnost koja ima svojstvo da je ocekivana buduca vrijednost slucajne varijable
jednaka njenog trenutnoj vrijednosti naziva se martingal. Martingal pruza jo$ jedan nacin
odredivanja cijene opcije. To je jedno od najvaznijih nacela u odredivanju cijena imovine koja
svoju vrijednost crpi iz vrijednosti druge, temeljne, vrijednosnice. Radi se o rizik-neutralnom
nacelu odredivanja vrijednosti opcije koje tvrdi: ,,Cijena opcije jednaka je diskontiranom
ocekivanju isplate opcije, pri cemu je ocCekivanje izracunato s obzirom na vjerojatnost
neutralnu na rizik.“ Pritom je definicija za vjerojatnost neutralnu na rizik: ,,Vjerojatnost
neutralna na rizik je vjerojatnost za koju se ocekivani rast referentne vrijednosnice odvija po

bezrizicnoj stopi.*“ [9].

4.2.2 Binomno stablo od dva koraka

Sljedec¢e prosirenje binomnog stabla je na stablo s dva koraka. Neka je pocetna cijena
So- Tijekom prvog vremenskog perioda At, cijena moze porasti na Syu ili se spustiti na Sod. U
drugom vremenskom periodu dogada se ista stvar, te su stoga cijene u trenutku t = 2At
sljedeée: Squ?, Soud, i Sod?, a vjerojatnosti su redom g2, 2q(1 — q), i (1 — q)?, kao na crtezu
12. Neka cijena izvrSenja K lezi izmedu Syud < K < S,u?. Stoga su vrijednosti isplate u
trenutku dospijeca, sukladno funkciji isplate (2.4), jednake 0 osim u najgornjem ¢voru u kojem

je vrijednost isplate Sou? — K. Neka je cijena call opcije ponovno oznadena s C.
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5

Crtez 12: Cijene dionica i vrijednosti call opcije za binomno stablo od dva koraka

Vjerojatnost neutralna na rizik odredi se izjednacavanjem oc¢ekivanih vrijednosti, kao
§to je pokazano za dolazak do izraza (4.2). Medutim, u ovom slu¢aju je potrebno uracunati i
rast s bezrizi€nom stopom te stoga vrijedi:

qu+ (1 —q)d = e "r,
odakle slijedi:
Poznavajuéi q, u trenutku dospijeca o¢ekivana vrijednost call opcije je
(Sou? =K)-q*+0-2q(1—q) +0- (1 — q)* = (Seu* = K) - ¢%,

te stoga iz rizik-neutralnog nacela odredivanja vrijednosti opcija slijedi da je cijena call opcije

jednaka ovom iznosu diskontiranom na t = 0, odnosno
2

e TrAt _ g
C = (Sou? — K)q?e 2% = (Sou? — K) <—u — ) e 2Trht, (4.10)
4.2.3 Binomno stablo s n koraka
Neka sada binomno stablo ima n vremenskih koraka, tako da t = n predstavlja
dospijece. U bilo kojem trenutku t = k,0 < k < n, postoji k + 1 ¢vorova N, (i) za0 < i < k.
Cijena dionice u ¢voru Ny (i) jednaka je
S, (i) = Soutdk, (4.11)

dok je vjerojatnost dolaska do ¢vora N (i) dana s (4.1), odnosno

k\ . .
(i) q'(1— ™.
Postoje dva nacina za odredivanje vrijednosti opcije: rizik-neutralno odredivanje

vrijednosti opcije, te odredivanje vrijednosti opcije korak po korak. 1. nacin je direktniji i
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racunski jednostavniji, medutim pristup korak po korak ima prednost §to se moze koristiti za
odredivanje cijene drugih opcija, na primjer onih koje ovise o odabranom putu kao §to su

americke opcije.

Rizik-neutralno odredivanje cijene
Neka cijena izvr$enja call opcije leZi izmedu ¢vorova N,,(m — 1) i N, (m)
Soum™ dn Mt < K < Sou™d™t ™,
S obzirom da je u ¢vorovima i < m vrijednost opcije jednaka 0, sukladno (2.4), isplata call
opcije je suma preko ¢vorova i > m umnozaka isplata Sou'd™™! — K i vjerojatnosti dolaska do

¢vora N, (i)
(Tll) g'(1 — @)™ (Sould™™ — K).

Cijena europske call opcije je ova suma diskontirana n vremenskih koraka do t = 0

n

C =e T/t Z (:L) q'(1 — i (Seuld™t — K). (4.12)

i=m
Na sli¢an se na¢in dode do cijene put opcija. Jedina je razlika u funkciji isplate te indeksima
sumacije (put opcija ima vrijednost razli¢itu od 0 za ¢vorove i < m). Dobije se da je cijena

europske put opcije
m-—1

P = e Tmit Z (:l) q'(1 — )™ (K — Spuld™™), (4.13)

i=0
Odredivanje cijene korak po korak
Neka su cijene u trenutku izvrSenja t = n zadane s (4.11). Za sve ¢vorove u trenutku
izvr$enja izraCuna se vrijednost opcije koja je za t = n jednaka isplati odnosno:

1, (i) = max(S,, (i) — K, 0) za call opcije ili V,(i) = max(K — S,,(i),0) za put opcije.
Potom se za svaki par pridruzenih ¢vorova N, (i) i N, (i + 1), naznaéenih na crtezu 13, raGuna
vrijednost opcije u ¢voru N,_4(i). Za njen izracun koristi se rizik-neutralno nacelo. Potrebno
je uraCunati i vjerojatnosti g i (1 — q) te diskontirati vrijednost za 1At. Stoga je vrijednost
opcije u ¢voru N,,_; (i) dana kao

Ve () = e gl (i + 1) + (1 = ()], (4.14)
Nakon $to se na ovaj nacin izraunaju sve vrijednosti opcijau t = n — 1, postupak se ponavlja

za ¢vorove u t = n — 2. Ovi koraci se ponavljaju dok se ne dode do vrijednosti opcije u Nj.

23



M. Pavic¢i¢ Donkié¢: Primjena fizikalnih koncepata i Monte Carlo metoda u procjeni financijskih opcija

N,(i+1)

Crtez 13: Oznake u odredivanju cijene korak po korak

Kao $to je ve¢ receno, pristup korak po korak moze se koristiti za odredivanje cijene
americkih opcija. Za americke opcije nije moguce koristiti rizik-neutralno odredivanje cijene.
O tome ¢e se vise diskutirati u poglavlju 6. Primjena modela binomnog stabla za izracun cijene
europske opcije prikazana je na primjeru u potpoglavlju 7.1.2 te u kodu u dodatku C.2.

Metoda odredivanja cijene koriStenjem binomnog stabla obi¢no je dovoljno toc¢na
ukoliko se koristi dovoljna podjela vremenskog raspona. Medutim, ima svojih nedostataka.
Konacne cijene dionica su diskretne i samo su aproksimacija kontinuirane prirode stvarnih
cijena. Takoder, distribucija konacnih cijena je binomna, §to je samo aproksimacija log-
normalne distribucije stvarnih cijena. No, moZda je najve¢a mana metode to Sto ne pruza

jednostavnu formulu za racun cijene dionice, ve¢ samo rekurzivni postupak.

4.3 Black-Scholes formula

Znajuéi da je u GBM modelu buduéa cijena dionice distribuirana log-normalno, trebalo
bi biti moguce iskoristiti to znanje u svrhu odredivanja cijena opcija. UKoliko je g(y) gustoca
raspodjele log-normalne distribucije konacne cijene, zadana s (3.17), a G(y) funkcija isplate s
obzirom na tu gusto¢u (za call opcije G(S) = max(S—K,0), a za put opcije G(S) =

max(K — S, 0)), o¢ekivanje isplate je integral

E(isplata) = f G(y)g(y)dy. (4.15)
0

Parcijalnom integracijom te uvodenjem pokrata (detaljno u [9], poglavlje 3.6.1), dobije se da je
za europsku call opciju oc¢ekivanje isplate
E(isplata) = Spe™Td(d,) — K®(d,).

Pritom je ®(d) kumulativna distribucijska funkcija standardne normalne distribucije dana s

1.2

1
\/T_n e 2 dx (416)

d
o(d) = f
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I predstavlja vjerojatnost da je varijabla x, koja je uzorak standardne normalne distribucije,
manja od vrijednosti d. Varijable d; i d, predstavljaju sljedeée pokrate:
So 12
In (@) + (7 £29°)7 (4.17)
oVT

Diskontiranjem ocekivanja vrijednosti isplate na t = 0 dobije se Black-Scholes formula za

d1,2 =

cijenu europske call opcije
C = S,®(d,) — Ke "Td(d,). (4.18)
Na sli¢an se nacin, koristenjem prikladne funkcije isplate, dobije formula za cijenu
europske put opcije
P = —S,®(—d;) + Ke "rTd(—d,). (4.19)
Primjena ovog nacina izrauna cijene opcije prikazana je na primjeru u potpoglavlju
7.1.1 te u kodu u dodatku C.3.

Pri detaljnom izvodu Black-Scholes formule moze se uociti da je vjerojatnost da call
opcija zavr$i U novcu jednaka
Pr(call zavrsava u novcu) = ®(d,), (4.20)
te sli¢no za put opciju

Pr(put zavrSava u novcu) = ®(—d,). (4.21)

Na crtezu 14 prikazana je ovisnost cijene europske put opcije dobivene koriStenjem
Black-Scholes formule (4.19) o ulaznim parametrima. Za prikaz ovisnosti o parametru, jedan
je parametar variran dok su ostali fiksirani. Uocljivo je da porastom pocetne cijene dionice S,
cijena opcije pada. Naime, pri nizim vrijednostima S,, drugi ¢lan formule, Ke "/Td(—d,),
poprima vece vrijednosti od prvog, S,®(—d;), dok se porastom S, njihova razlika smanjuje,
¢ime se smanjuje 1 cijena opcije. Pri promjeni cijene izvrSenja K dogada se ,,zrcalna® situacija
od ovisnosti 0 S,. Pri nizim vrijednostima K, dva ¢lana imaju sli¢ne vrijednosti, pa je cijena
opcije mala, dok porastom K drugi ¢lan poprima vece vrijednosti te cijena raste.

Na crtezu 15 prikazana je ovisnost dijelova formule (4.19) o parametru o koji se
pojavljuje i u brojniku i u nazivniku izraza za d,,. Moze se uo€iti da za niske vrijednosti
parametra, d, i d, naglo padaju te poprimaju slicne vrijednosti, dok porastom parametra,
vrijednosti varijable d; u nekom trenutku ponovno pocinju rasti, dok vrijednosti varijable d,
kontinuirano padaju te poprimaju negativne vrijednosti. Posljedi¢no, porastom parametra o,
vrijednosti CDF rastu i to na nacin da za d, vrijednost kontinuirano raste, dok za d; u nekom

trenutku vrijednost pocinje padati. Obzirom da su S, K, 77 i T, konstante, oblici pribrojnika u
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Black-Scholes formuli (4.19) proporcionalni su CDF te stoga podjednako ovise o parametru o.
Zbrajanjem doprinosa dvaju pribrojnika dobije se linearna ovisnost cijene opcije o parametru,
osim za vrijednosti o < 0.05 za koje krivulja poprima naizgled paraboli¢ni oblik.

Ovisnost cijene opcije o parametru 75 sli¢na je ovisnosti o Sy. Konac¢no, pri niZim
vrijednostima parametra T, dva pribrojnika u Black-Scholes formuli poprimaju priblizno
jednake vrijednosti. Poveanjem parametra, vrijednosti oba pribrojnika se smanjuju, no
vrijednosti drugog pribrojnika smanjuju se sporije od vrijednosti prvog. Stoga povecanjem
parametra nastaje sve veca razlika izmedu dvaju pribrojnika, ¢ime se povecava i cijena opcije.

Na crtezu 16 prikazana je ovisnost cijene europske put opcije dobivene Black-Scholes
formulom o simultanoj promjeni parametara 7y i o kako bi se promotrilo postoji li lokalni
ekstrem. Medutim, doprinos parametra o prevladava te je ovisnost cijene opcije monotona i u

ovom slucaju postize maksimum za o = 1 i1y = 0.

10 10

P [kn]
P [kn]

8
6
4
2
0

12
10 | a
8 - |
Eot 1
L _
2 - |
0 | | | |
02040608 1 0 02040608 1 100 200 300 400 500
o re T [dani]

Crtez 14: Ovisnost cijene europske put opcije dobivene Black-Scholes formulom (4.19) o

parametrima Sy, K, o, ¢ i T. Pri prikazivanju ovisnosti, jedan se parametar varira dok se ostali

drze konstantnima pri vrijednostima S, = 60 kn, K = 60 kn,0 = 03,1, =0.1,T =90 dana
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O(-dy)
- O(-d)

d12

8 — -
6 - —
4+ _
10 So®(-d) T 5 L _
KeTH®(-ds)

0 | | | | 0 | | | |

02 04 06 08 1 02 04 06 08 1
o (o}

Crtez 15: Ovisnost dijelova Black-Scholes formule za cijenu europske put opcije (4.19) o

parametru a. Pritom su preostali parametri S, = 60 kn, K = 60 kn,7r = 0.1,T = 90 dana

Crtez 16: Ovisnost cijene europske put opcije dobivene Black-Scholes formulom (4.19) o

simultanoj promjeni parametara o i 5. Pritom su preostali parametri konstantni s

vrijednostima S, = 60 kn, K = 60 kn, T = 90 dana
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5 Monte Carlo metode za europske opcije

Analiti¢ka rjeSenja, odnosno Black-Scholes formule, prikazane u proslom potpoglavlju
lako se koriste te se stoga koriste najcescée, ponekad pri uvjetima na rubu njihove primjenjivosti.
Na primjer, jedna od pretpostavki Black-Scholes modela je da su volatilnost i bezrizi¢na stopa
konstantne. Suprotno tome, Monte Carlo (MC) je uvijek primjenjiv, bez obzira na to $to u nekim
slu¢ajevima njegovo rjesenje zahtijeva odredenu dozu opreza. Jedan od tih slucajeva dogada se
kada je potrebno znanje o buducnosti kako bi se u sadasnjem trenutku donijela odluka, kao u
slu¢aju americkih opcija. No, vecina ne-europskih opcija su samo ovisne 0 putu, ne
zahtijevajuci napredno znanje, i mogu se jednostavno razrijesiti.

Ako cijena opcije nije ovisna o putu, onda je dovoljno samo odraditi simulaciju kona¢ne
cijene Sr, odrediti vrijednost opcije za tu cijenu i potom diskontirati vrijednost opcije do
trenutka t = 0. Cijena opcije je prosje¢na vrijednost tako dobivenih cijena usrednjena po
dovoljno velikom broju uzoraka, odnosno Setada. Za ovakav izraCun postoje tri nacina:
numericko integriranje, binomno stablo, te simulacija geometrijskog slu¢ajnog hoda. Metode

se razlikuju po na¢inu odabira konac¢ne cijene dionice Sy.

5.1 Numericko integriranje

Prema rizik-neutralnom nacelu, cijena opcije jednaka je diskontiranom ocekivanju
isplate opcije. U kontinuiranom slu¢aju, ocekivanje isplate je integral isplate opcije u trenutku
dospijeca, G(y), integrirane u odnosu na gustocu vjerojatnosti u trenutku dospijeca, kao u
(4.15). No, prema zakonu velikih brojeva, o¢ekivanje moze biti aproksimirano empirijski. Ako

su X4, X5, ... X, ishodi n dogadaja, onda je aproksimacija o¢ekivanja funkcije G (X)
n
1
E(G(X)) = ;Z G(X)). (5.1)
i=1

Izraz tezi u to¢nu vrijednost kako n — oo [9].

U slucaju odredivanja cijene opcije, ulogu ishoda preuzimaju cijene dionica u trenutku
dospije¢a, S;. Kao $to je pokazano u potpoglavlju 3.4, cijene Sy distribuirane su kao
Se~Ln(a, f?) s a i f? zadanima s (3.18):

1 2 2 2
a=lnSO+,uT—EaT B =0°T.
Pritom se za u uzima bezrizi¢na stopa 7¢, a o je volatilnost. Stoga se log-normalni uzorci mogu

dobivati uzorkovanjem X~N (a, f2), odnosno X = a + BZ, Z~N(0,1), te potom izraGunom

Y = e¥, ili jednostavnije
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Y = e®*hZ, (5.2)
Za call opciju s cijenom izvrSenja K, funkcija isplate je G(Y) = max(Y — K, 0), a za put opciju
je G(Y) =max(K —Y,0). Primjena ovog nalin izraCuna prikazana je na primjeru u

potpoglavlju 7.1.3 te u kodu u dodatku C.5.

5.2 Binomno stablo

Rizik-neutralno nac¢elo odredivanja cijene moze biti implementirano koriStenjem Monte
Carlo simulacije na nacin da se simuliraju putanje kroz binomno stablo. U modelu binomnog
stabla, koriStena je pretpostavka da su volatilnost i bezrizi¢na stopa konstantne. No ako nisu,
nisu konstantni ni parametri u, d i q. U tom slucaju, ¢vorovi stabla se ne spajaju pa broj ¢vorova
raste eksponencijalno s brojem koraka te metoda postaje neodrziva u nekom trenutku. No,
Monte Carlo metoda moze dopustati da parametri u,d i q ovise o ¢voru, bez pretjeranog

produljenja vremena izracuna.

Pocevsi iz pocetnog ¢vora s S = S, simulira se putanja kroz stablo odabirom smjera
gore ili dolje u svakom sljede¢em ¢voru ovisno o vjerojatnosti g. Mogu se i1 racunati parametri
u, d i q u slucaju da postoji njihova ovisnost o ¢voru. Pri dolasku do kraja stabla, S predstavlja
cijenu vrijednosnice u trenutku dospijeca za tu putanju. Tada je moguée izraCunati isplatu opcije
koristenjem (2.3) ili (2.4), ovisno o vrsti opcije. Ovaj izra¢un se ponavlja N puta, te se isplate
akumuliraju. Potom se procijeni ocekivana isplata dijeljenjem akumulirane vrijednosti s N te
se cijena opcije diskontira na vrijeme 0. Primjena ovog nacina izracuna prikazana je na primjeru

u potpoglavlju 7.1.4 te u kodu u dodatku C.6.

5.3 Simulacija GRW

Jo§ jedan moguci nacin generiranja konac¢ne cijene St je koriStenjem geometrijskog
slucajnog hoda. Polaze¢i od cijene S,, generira se GRW duz vremenskog perioda, pomoc¢u
(3.13), kako bi se izracunala instanca S;. Takoder se mora pretpostaviti da je drift ekvivalentan
bezrizi¢noj stopi. Primjenjuje se funkcija isplate na S; kako bi se izraCunala isplata za tu
instancu. Ocekivana isplata je srednja vrijednost N takvih instanci, a cijena opcije je ocekivana
isplata diskontirana do sadasnjeg trenutka. Funkcije isplate ponovno su dane s (2.3) ili (2.4),
ovisno o vrsti opcije. Primjena ovog nacina izracuna prikazana je na primjeru u potpoglavlju
7.1.5 te u kodu u dodatku C.7.
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6 Metode za americke opcije

Kao sto je ve¢ receno, americke opcije razlikuju se od europskih po tome Sto imaju
moguénost izvrSenja u bilo kojem trenutku do dana dospijeca, ukljucujuéi i taj dan. Intuitivno
je da su stoga ameri¢ke opcije skuplje od europskih, te da je njihovu cijenu teze odrediti.
Potrebno je dodati da su cijene americke call opcije i europske call opcije jednake ako imaju

isti datum dospijeca i istu cijenu izvrSenja [3].

Pri odredivanju cijene americke opcije potrebno je uzeti u obzir mogucnost ranijeg
iskoristavanja opcije. U svim metodama koje su spomenute do sada (osim metode korak po
korak u modelu binomnog stabla), ne postoji na¢in prilagodbe metode za americku opciju.
Naime, rizik-neutralno odredivanje cijene u modelu binomnog stabla koristi samo cijene opcija
u trenutku dospijeca. Isto tako, sve tri Monte Carlo metode koriste cijene u trenutku dospijeca
za odredivanje cijene opcije. Ne moze se primijeniti ni Black-Scholes formula jer izvod formule
polazi od ideje da su cijene u trenutku dospijeca distribuirane log-normalno, tj. nije moguce
implementirati rano iskoriStavanje opcije.

Dakle, od dosada spomenutih metoda preostaje jedino racun korak po korak. Pritom je
potrebno napraviti jednostavnu modifikaciju; vrijednost opcije u svakom ¢&voru treba se
usporediti s vrijednoscu isplate u sluc¢aju da se opcija iskoristi u datom trenutku. Ukoliko je
vrijednost isplate u danom trenutku veca od vrijednosti same opcije, tada ona postaje njena
prava vrijednost. Primjena ove metode prikazana je na primjeru u potpoglavlju 7.2.1 te u kodu
u dodatku D.1. Postoji nekoliko metoda odredivanja vrijednosti americ¢kih opcija, a neke od
njih su numericko rjeSavanje Black-Scholes parcijalne diferencijalne jednadzbe te Longstaff-

Schwartz metoda najmanjih kvadrata.

6.1 Numericko rjeSavanje Black-Scholes parcijalne diferencijalne
jednadzbe

lako nije moguce znati postoji li u buduénosti neki trenutak, prije dana dospijeca, u
kojem ¢e biti isplativo iskoristiti opciju ranije, postoji podrucje u kojem je, ukoliko je opcija
dovoljno ,,duboko u novcu, ovisno o preostalom vremenu do dana dospijeca, potrebno
iskoristiti opciju ranije. Ta ideja dovela je do koncepta granice izvrSenja (eng. exercise

boundary). Na crtezu 17 prikazan je primjer granice izvrSenja za americku put opciju. Na

K—S;

ordinati je prikazan relativni iznos koliko je opcija u novcu, —

, dok je na apscisi prikazano

vrijeme do dospijeca, T =T — t. U samom dospije¢u, T = 0, granica je ekvivalentna cijeni

izvrSenja. To jest, ako K — S; = 0, opcija treba biti iskoriStena. Kako se vrijeme do dana
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Crtez 17: Primjer granice izvrSenja za ameri¢ku put opciju

dospijeca povecava, granica poprima logaritamski oblik. Vazno je spomenuti da ne postoji
analitiCki izraz za granicu izvrSenja, a kada bi postojao, makar do na dobru aproksimaciju, bilo
bi moguce konstruirati metodu prema naprijed za odredivanje cijene opcije. Jedan od mogucih
pristupa je tretiranje granice izvrSenja kao problema slobodne granice u numeri¢ckom rjeSenju
Black-Scholes diferencijalne jednadzbe [9]. Granica izvrSenja Cesto se prikazuje na grafu na
kojem ordinata predstavlja cijenu dionice, a apscisa proteklo vrijeme. U tom slu¢aju poprima

oblik polinoma drugog stupnja s pozitivnom domenom.

Teorem: [3] Neka je P(S, t) cijena americke put opcije s danom dospijec¢a T i cijenom izvrSenja
K.Tadazasvakit € [0, T] postoji broj S; € (0,c0)takavdaza0 < S < S;i0 <t < T, vrijedi

P(S,t)=K—S§ aP+1 25262P+ SaP< P (6.1)
= ot 270 a5z T s ST '
dokza S; < Si0 <t <T vrijedi

oP 1 92p oP

P(S,t) > max(K — S,0) 0252 — + 7S =5 =1rP. (6.2)

—_— _|_ —_
ot 2 052
Rubni uvjet u S =S¢ je da je cijena opcije kontinuirano diferencijabilna s obzirom na S,

kontinuirana u t, i vrijedi

aP
P(S¢,t) = max(K — 5{,0) =5 (56,0 =-1. (6.3)
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Optimalna granica izvrSenja za ameri¢ku put opciju je krivulja dana s {(t,S;) : 0 < t <
T}. U podru¢ju danom s {(t,S) : S > S/} bolje je priekati da se cijena dionice spusti te ne
iskoristiti opciju u ranijem trenutku. U tom podrucju, nejednadzba (6.1) postaje jednadzba. U

. . . . . . 9P . D .
tom se slucaju uzima rubni uvjet i —1 duz optimalne granice izvrSenja te se rjeSava Black-

Scholes-Merton parcijalna diferencijalna jednadzba (7.2). Problem slobodne granice
koristenjem nekoliko supstitucija svodi se na problem koji sadrzi jednadzbu topline oblika

au 02U

— =k?— 6.4

ot & ox?’ ©4)
gdje je U = U(x,t), a k je konstanta. Zbog kompleksnosti odredivanja granice izvrSenja te

rubnih uvjeta parcijalne diferencijalne jednadzbe, u radu se nece koristiti ova metoda.

6.2 Longstaff-Schwartz metoda

Longstaff-Schwartz metoda [6] kombinira Monte Carlo metodu s jednostavnom
regresijom najmanjih kvadrata. Ako je americka opcija u novcu na dan dospijeca T, optimalna
strategija za vlasnika americke opcije je njezino iskoriStavanje. Medutim, prije dana dospijeca,
potrebno je u svakom trenutku usporediti vrijednosti isplate izvrSenja opcije u tom trenutku s
oéekivanom vrijednosti isplate u buducnosti, odnosno nastavkom vlasnistva nad opcijom.
Opciju je potrebno izvrSiti ako je trenutna isplata vec¢a. U tom smislu je optimalna strategija
izvrSenja odredena ocekivanjem isplate u slu¢aju ne izvrSavanja opcije. Kljuna ideja
Longstaff-Schwartz metode je da se ocCekivanje isplate moze procijeniti iz presjeka simulacije

koriStenjem najmanjih kvadrata.

Za primjenu metode, prvo je potrebno diskretizirati vrijeme, odnosno postaviti broj
vremenskih koraka n = T /At, sli¢no kao u modelu binomnog stabla. Potom se za Zeljeni broj
Setaca N koriStenjem geometrijskog sluc¢ajnog hoda (3.13) odreduju cijene za svaki Seta¢ u
svakom vremenskom Kkoraku S;—ja;n=; = Sj;. Na taj se nacin dobije polje cijena dimenzije
N X (n + 1). Pod uvjetom da opcija nije izvrSena prije trenutka dospije¢a t = nAt = T, isplata
u dospijecu dana je s (2.3). Sljede¢i korak u metodi je izracun isplata opcije u trenutku
dospijeca, Y,,, za svaki od Setaca.

Ako je u trenutku t = (n — 1)At opcija u novcu, vlasnik treba odluciti hoée li odmah
izvr$iti opciju ili ée nastaviti vlasnistvo do kona¢nog trenutka dospijeéa u t = nAt. Stoga se
uzimaju u obzir oni Setaci za koje je, u trenutku t = (n — 1)At, opcija u novcu. Skup cijena tih
SetaCa, oznaCavases X = {S (n—1),i}- Za SetaCe za koje je cijena u novcu, racunaju se pripadajuce

diskontirane isplate koje ¢e se dobiti u t = nAt u slucaju da se opcija ne izvrsi u trenutku ¢ =

32



M. Pavic¢i¢ Donkié¢: Primjena fizikalnih koncepata i Monte Carlo metoda u procjeni financijskih opcija

(n — 1At kao Y,,_; = e~ "rAtY, . Skup takvih isplata oznacava se s ¥ = {Yn—l,i}- U stvarnosti,
u trenutku t = (n — 1)At nije poznata buduca cijena dionice S,, u trenutku dospijec¢a kao ni
pripadajuca vrijednosti opcije. U tu svrhu se provodi prilagodba (eng. fit) polinoma drugog
stupnja na skup uredenih parova {(x;,y;):x; € X,y; € Y} Koristenjem metode najmanjih
kvadrata kako bi se odredila funkcija ocekivane isplate od nastavka vlasniStva nad opcijom u
trenutku t = (n — 1)At. Koristenjem dobivenog polinoma, oznacenog s p,_;(x), moguce je
odrediti hoce 1i se opcija izvrsiti ili nastaviti vlasni§tvo nad njom. Ako Seta¢ nije u novcu u
trenutku t = (n — 1)At, vlasnistvo se nastavlja. Vrijednost izvrSenja u danom trenutku jednaka
je K —S,_; zaSetace koji su u novcu, dok je vrijednost nastavka vlasnistva dana s p,,_1 (Sp—1).
Ako vrijedi K — S,_1 > pn-1(S,—1), opcija se izvrSava, inae se nastavlja. U slu¢aju da se
opcija izvr§ava u t = (n — 1)At, isplata u t = nAt postaje nula jer nema buduce isplate s
obzirom da je opcija izvrSena.

Dalje je potrebno vidjeti treba li se opcija izvrSiti u trenutku t = (n — 2)At. Ponovno
se uzimaju u obzir samo oni Setaci za koje je u tom trenutku opcija u novcu te se konstruira
skup cijena dionica X ta te Setace, te skup isplata Y. Medutim, u konstruiranju skupa isplata Y,
potrebno je uzeti u obzir isplate u oba buduca trenutka, t = (n — 1)At i t = nAt. Isplate koje
se dobivaju u t = (n — 1)At diskontiraju se za jedan vremenski period te se racunaju kao
Y,_, = e "rAty, . dok se isplate koje se dobivaju u t = nAt diskontiraju za dva vremenska
perioda te se ra¢unaju kao Y,,_, = e~ 27rAty, . Ponovno se provodi fit polinoma drugog stupnja,
Pn—2(x) na odabrane podatke te se na isti na¢in kao i za prethodni trenutak odreduje izvrSava
li se opcija ili ne. Odnosno, ako vrijedi K — S,,_, > pn_2(Sh_2), opcija se izvr$ava, inate se
nastavlja, te se u sluc¢aju izvrSenja buduce isplate za taj Seta¢ postavljaju na nulu.

Postupak se ponavlja do trenutka t = 1At (za kojeg se takoder provodi). Nakon
odredivanja isplata u svim trenutcima t = 1At, ...nAt za svih N Setaca, moguce je odrediti
cijenu ameri¢ke opcije. Cijena opcije dobije se diskontiranjem svih isplata na t =0 te

usrednjavanjem po svim setac¢ima, odnosno
1 N n
p= Nz z eIty (6.5)
i=1 j=1
Primjena ove metode detaljno je prikazana na primjeru u potpoglavlju 7.2.2 te u kodu u
dodatku D.2.
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7 Primjena na primjeru

Za primjer e se procijeniti vrijednosti europske i americke put opcije za tvrtku Ericsson
Nikola Tesla d.d. ¢ije su cijene dionica prethodno prikazane na crtezima 3 i 6. Neka je pocetna
cijena dionice ona od 2. sije¢nja 2019. godine te iznosi S, = 1005,00 kn. Neka je cijena
izvrSenja opcije jednaka pocetnoj cijeni dionice, odnosno K = 1005,00 kn. Sa crteza 6 uo¢ljivo
je da odabrane vrijednosti volatilnosti i bezrizicne kamatne stope za simulaciju dobro

odgovaraju stvarnom stanju pa neka su stoga njihove vrijednosti 7 = 0,1, = 30%. Neka je

dospije¢e T = 100 dana.

7.1 Odredivanje vrijednosti europske put opcije

Prvo ¢e se primijeniti Black-Scholes formula koja se i Koristi u vecini slucajeva
odredivanja cijena europskih opcija. Takoder, kako se u ostalim metodama se broj setaca i/ili
broj vremenskih perioda povecavaju, tako se cijena dobivena metodom priblizava onoj
dobivenom koristenjem Black-Scholes metodom (detaljnije u [3], potpoglavlje 2.4). Stoga je
prikladno i koristiti vrijednost dobivenu Black-Scholes metodom kao referentnu za usporedbu

vrijednosti dobivenih ostalim metodama.

7.1.1 Primjena Black-Scholes formule
Black-Scholes formula za cijenu put opcije dana je s (4.19)
P =—-S,®&(—d,) + Ke "rTd(-d,).

Dakle, prvo je potrebno izracunati koeficijente d; i d, koristenjem (4.17):

In (5(—0) + (rf +%02)T

d. = ~ 0,252988
! oVT
SO 1 2
d =ln(?)+(rf_§0-)’rz0095961
2 O'\/T )

Potom je potrebno odrediti vrijednosti kumulativne distribucijske funkcije (CDF) za

—d, 1 —d; racunanjem integrala (4.16)

U tu svrhu koristena je Monte Carlo integracija metodom temeljenom na teoremu srednje

vrijednosti [10]
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b
[ reax = o -, @)
gdje je (f) prosje¢na vrijednost funkcije f(x), dana izrazom
1 n
(F)==) f&x. 72)
i=1

Pritom su x; slucajni brojevi kao uzorci jednolike raspodjele od a do b. Stoga je Monte Carlo

procjena integrala (7.1) dana s

b n
1
[rea=e-a23 . 7.3
a i=1
Medutim, CDF je izrazena preko nepravog integrala. Na grafu podintegralne funkcije,
1 1.2
xX) = —e_ix
f() Nor
prikazanom na crtezu 18 uocljivo je da je ve¢ za vrijednosti manje od x = —4, vrijednost

podintegralne funkcije priblizna nuli. To¢nije,

F(—4) L 3 ~ 0,0001
_ = —02e =~ .
\V2m '

Stoga se u izraunu integrala postavlja ,,cut-off vrijednost na —5 (tada vrijednost podintegralne

funkcije postaje reda 107°).

0.5

03 - —

Jx)

0.2 - B

Crtez 18: Podintegralna funkcija kumulativne distribucijske funkcije
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Pri koriStenju Monte Carlo metoda, korisno je i provesti analizu greske. Moguca mjera

greSke je varijanca

0? = (1)~ (), (7.4
gdje je
() = D P (75)

Medutim, na ovaj se nacin dobiva greska koja je veca od stvarne, te je vaznije promatrati
varijancu srednjih vrijednosti koja procjenjuje koliko prosjek od n mjerenja odstupa od

egzaktnog prosjeka [10]
2 =2 (7.6)

Pri izracunu vrijednosti CDF, broj Setaa bira se na nacin da varijanca bude $to manja.
U ovom sluéaju, za broj Setaca odabrano je N = 108. Dobije se:
®(—d,) = 0,400158 g,,[P(—d;)] =1,2-107°
&(—d,) = 0,461797 0,,[P(—d,)] = 1,3-107>,
Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti CDF u Black-Scholes formulu (4.19), dobije se da je cijena
europske put opcije P = 49,40458 kn. 1z izraza (4.21) zna se da je vjerojatnost da put opcija
zavr$i U novcu jednaka ®(—d,) te je stoga u ovom sluéaju ta vjerojatnost 46, 18%. Kod u
kojem je implementiran izraun cijene opcije pomocu Black-Scholes formule i kod za funkciju

za izracun kumulativne distribucijske funkcije navedeni su u dodacima C.3 i C.4, redom.

7.1.2 Primjena modela binomnog stabla
Neka se stablo sastoji od 4 koraka. S obzirom da se promatra europska put opcija,
moguce je koristiti 1 rizik-neutralno odredivanje cijene, kao i odredivanje cijene korak po korak.
U svakom slucaju, potrebno je prvo izracunati koeficijente u, d i g. No, prije tog potrebno je
izraCunati vremenski korak At izrazen preko godina. Dobije se
At = T/fl65 _ 1002365
Potom se rac¢unaju koeficijenti u,d i q. Neka je g = 1/2. U tom slucaju vrijede relacije (4.5)

~ 0,068493.

odnosno:

d = e"r (1—+/eo8 1) ~ 0,927698 u = e (1++/e7 8 — 1) ~ 1,086048.
Dobivena je pozitivna vrijednost za koeficijent d te se stoga mogu Kkoristiti ovi koeficijenti.
Sada se mogu radunati cijene opcija u ¢vorovima pomoéu (4.11), odnosno S, (i) = Sou‘d*~t.

Dobivene cijene dionica u svim ¢vorovima prikazane su na crtezu 19.
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-

Ny4)
. - Sout =1398,177 |
N;(3) ' ]
- A Sgr’ = 1287,399 -
N,(2) : Ny3)
, A Sour=1185,398 ] - Sord=1194,317
N(1) N3(2) ' ]
L Sou=1091,478 Sgrd =1099,691
Ny Ny(1) | Ny(2)
S,=1005,00 Soud =1012,562] SgrPd? =1020,180
) SO TN T ’
S, d=932,336 _ | Soud?=939,351
- ’ N,(0) ) ’ Ny1)
Sod® = 864,926 | . . Soud® = 871,434 |
' ) N;3(0)
| Sod” = 802,390
Ny(0)

| Sydt=T744375

Crtez 19: Cijene dionica u kunama u svim ¢vorovima binomnog stabla za odabrani primjer

Za rizik-neutralno odredivanje cijene, sada je potrebno odrediti koeficijent m koji se
odreduje prema poloZzaju cijene izvrSenja u odnosu na konac¢ne cijene dionica
Sou™ dn Mt < K < Sou™md™t ™,
S obzirom da je cijena izvrSenja 1005,00 kn, ona lezi izmedu ¢vorova N,(2) = N,(m) i
N,(1) = N,(m — 1). Slijedi da je m = 2 te se odavde se moze primijeniti formula za ra¢un

cijene put opcije (4.13), tj.

m-—1

— e—rant Z q (1 _ q)n l(K S u dn L)

i=0
Uvrstavanjem svih vrijednosti, dobije se da je cijena put opcije P = 48,33795 kn.

Za odredivanje cijene korak po korak, prvo se raCunaju isplate u trenutku dospijeca
koriStenjem (2.3), odnosno

P = max(K — S, 0).
Dobije se V,(4) =V,(3) =V,(2) =0, V,(1) = 133,566 kn, te V,(0) = 260,625 kn. Potom
se koristenjem (4.14), odnosno
Vo1 (0) = e [qV (i + 1) + (1 = @Vh(D],

korak po korak ra¢unaju vrijednosti opcija u svakom ¢voru. Dobivene vrijednosti prikazane su
na crtezu 20. Vrijednost opcije koja se dobije u ¢voru N, predstavlja cijenu opcije, te u ovom
slu¢aju iznosi P = 48,33795 kn. Uocljivo je da su cijene dobivene na dva nacina jednake.

Sve navedene vrijednosti dobivene su koristenjem koda u dodatku C.2.
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Ny(4)
) _ Sput=1398,177
| N;(3) Ho (@) =0
Soi? =1287,399 .
N 3)=0 S NG)
L Squr=1185,398 |  Spd=1194317
Ny(1) Ho 1(2)=0 - N;3(2) < VW3)=0
Sou=1091,478 | 1SpPd = 1099,691
Ny < V(1) =16,356 Ny(1) 1 B@)=0 N4(2)
So=1005,00 =~ _ Soud =1012,562] _ Sgu’d? =1020,180
P=48338 - Ny(0) H V(1) = 32,937 - N;(1) HoTW(2)=0
Sod = 932,336 | | Soud?=939.351 g
V(0)=180,984 - Ny(0) L V3(1) = 66,327, Ny(1)
| Sod? = 864,926 Soud® = 871,434

Id ™

-

s

\
h.

Y
/

-

Va(0)=130,1441(  Ns(O) - (1) = 133,566
Syd>=802,390 | .
73(0)= 195,750 Ny(0)

Socd" = 744,375
V4(0) =260.625 |

Crtez 20: Cijene dionica i vrijednosti europske put opcije u kunama u svakom ¢voru

binomnog stabla za odabrani primjer

Razlika izmedu cijene dobivene Black-Scholes formulom i cijene dobivene koristenjem
binomnog stabla priblizno je jednaka 1,07, $to €ini razliku od 2,16%. Medutim, rezultat se
moze popraviti povecanjem broja koraka binomnog stabla. Ukoliko je broj koraka 10, cijena
opcije koriStenjem obje metode postaje P = 49,48496 kn Cime je razlika izmedu cijene
dobivene Black-Scholes formulom otprilike 0,08 kn, odnosno 0,16%. Daljnjim povecanjem
broja koraka, na 10*, program nije u moguénosti izracunati cijenu koristenjem rizik-neutralnog
odredivanja cijene jer je potrebno izraunati n! ¢ime dolazi do opterecenja. No, moguce je
izvrSiti raun korak po korak te se dobije cijena opcije P = 49,40375 kn ¢ime je razlika s

cijenom dobivenom Black-Scholes formulom reda 10~%.

7.1.3 Primjena Monte Carlo metode numeri¢kog integriranja

U metodi numerickog integriranja, uzorkuju se kona¢ne cijene dionica S; kao uzorci
log-normalne distribucije S;~Ln(a, f?). Stoga je prvo potrebno odrediti parametre a i 2
koristenjem (3.18):

1
a=InS,+ uT — EO'ZT ~ 6,927811 p? = 0T ~ 0,024658.
Sada je potrebno uzorkovati cijene iz log-normalne distribucije koristenjem (5.2)
Sy = e%BZ 7N (0,1).

Medutim, generatori pseudoslucajnih brojeva generiraju brojeve po uniformnoj distribuciji. U

tu svrhu Kkoristi se Box-Muller transformacija koja iz dva nezavisna uzorka uniformne
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distribucije U, U,~1(0,1)2 daje dva nezavisna uzorka normalne distribucije Z,,Z,~Z(0,1)

koristenjem:
Z, = cos(2nU;){/—21InU,
ZZ ES Sln(an1)1/ _2 ln Uz.

Potom se racuna vrijednost uzorka Sy, te isplata u trenutku dospijeca koriStenjem (2.3)

P = max(K — S, 0).

(1.7)

Isplate se akumuliraju u N koraka. Ocekivanje isplate dobije se ra¢unanjem srednje vrijednosti
isplata, odnosno dijeljenjem akumulirane vrijednosti s N, te se konacna cijena dionice dobije
diskontiranjem ocekivanja isplate. U ovoj se metodi moze racunati varijanca, odnosno drugi
korijen varijance koji predstavlja standardnu devijaciju, na isti na¢in kao i u prethodnom ra¢unu
kumulativne distribucijske funkcije. Za ovaj se primjer, za N = 108 dobiju vrijednosti:
P =49,41141kn o,,(P) =7,7-1073 kn.

Kod u kojem je implementirana ova metoda i koji je koriSten za dobivanje ovih podataka
prikazan je u dodatku C.5. Razlika cijene dobivene ovom metodom te cijene dobivene Black-

Scholes formulom reda je 1073 te iznosi 0,01%.

7.1.4 Primjena Monte Carlo metode za binomno stablo

Kao i u primjeni klasi¢nog modela binomnog stabla, neka je broj koraka stabla 4. Prvo
je potrebno izracunati vremenski korak At izrazen preko godina, te koeficijente u,d i q. S
obzirom da navedene vrijednosti ovise samo o ulaznim parametrima, one su jednake kao u i
primjeni modela binomnog stabla:

At = 0,068493 qg=1/2 d =~ 0,927698 u ~ 1,086048.
Potom se krece od pocetne cijene S te se generira slucajan broj iz raspona [0,1). S obzirom na
to da koeficijent g predstavlja vrijednost porasta cijene, ukoliko je generirani broj manji od g,
cijena se povecava za faktor u, dok se u suprotnom slucaju smanjuje za d. Cijena se na ovaj
nac¢in mijenja za odabrani broj koraka binomnog stabla, te kona¢na cijena predstavlja cijenu u
trenutku dospijeca, St za koju se racuna isplata koristenjem (2.3).
Postupak se ponavlja za N Setaca te se isplate akumuliraju. Ocekivanje isplate dobije se
racunanjem srednje vrijednosti isplata, a konacna cijena dionice dobije se diskontiranjem
oc¢ekivanja isplate. Takoder je moguce, kao i u prethodnom primjeru, racunati varijancu.
Vrijednosti koje se dobijuza N = 108 in = 4 su:
P =48,34285kn o0,,(P) =7,9-1073 kn.

2 U(a, b) oznadava uniformnu distribuciju na segmentu [a, b]
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Kod koji je koristen za dobivanje ovih podataka prikazan je u dodatku C.6. Razlika
izmedu vrijednosti dobivene koristenjem klasi¢nog modela binomnog stabla s 4 koraka i Monte
Carlo metode s istim brojem koraka je 5- 1073 kn, ¢ime je pokazana iznimna sli¢nost dvaju
metoda. No, kao i kod klasi¢éne metode, razlika izmedu cijene dobivene Black-Scholes
formulom 1 cijene dobivene koriStenjem Monte Carlo metode nije zanemariva; priblizno je
jednaka 1,06, $to u ovom slucaju ¢ini razliku od 2,15%. Ponovno se rezultat moze popraviti
povecanjem broja koraka binomnog stabla. Medutim, povecanjem broja vremenskih koraka
dolazi do znatnog produljenja trajanja izraCuna te Se stoga smanjuje broj Setaca. Pove¢anjem
broja vremenskih koraka s n = 4 nan = 10 i smanjenjem broja Setacas N = 108 naN = 107

cijena postaje P = 49,47828 kn ¢ime se razlika smanjuje na 0,15%.

7.1.5 Primjena Monte Carlo simulacije GRW

U ovoj metodi, kona¢ne cijene dionica S promatraju se kao konaéni polozaji
geometrijskog slu¢ajnog hoda. Polazi se od pocetne cijene dionice S, te se u koracima od
jednog dana cijena dionice pomice sukladno (3.13)

ds = S,(rydt + aVdtZz,).
Pritom je potrebno koristiti uzorke iz normalne distribucije pa se ponovno Kkoristi Box-Muller
transformacija, kao u metodi numeri¢kog integriranja. Potom je postupak ekvivalentan
prethodnom: racuna se isplata, postupak se ponavlja N puta, isplate se akumuliraju, te se racuna
srednja vrijednost isplata, kao 1 varijanca. Konacna cijena opcije dobije se diskontiranjem.
Vrijednosti koje se dobiju za N = 107 su:
P =49,41633kn 0,,(P) =2,4-10"%kn.

Primjena ove metode u kodu prikazana je u dodatku C.7. Razlika izmedu cijene dobivene ovom

metodom i cijene dobivene Black-Scholes formulom je 2,4 - 1072 kn, odnosno 0,02%.

40



M. Pavic¢i¢ Donkié¢: Primjena fizikalnih koncepata i Monte Carlo metoda u procjeni financijskih opcija

7.2 Odredivanje vrijednosti americke put opcije

S obzirom nato da je broj metoda koje ¢e se koristiti za odredivanje vrijednosti americke
opcije malen te stoga nema dovoljno argumenata za raspravu, za referentnu ée se vrijednost
uzeti vrijednost P = 52,0544kn = P koju se dobije koristenjem kalkulatora na portalu

optionseducation.org kao $to je prikazano na crtezu 21. Pritom se izraun zasniva na stvarnim

podacima o volatilnosti i prethodnim cijenama trgovanja dionicama na trzistu.

7.2.1 Primjena modela binomnog stabla

Kao i kod primjene za europsku put opciju, neka se stablo sastoji od 4 koraka. Promatra
se americka put opcija, pa nije moguce koristiti rizik-neutralno odredivanje cijene, ve¢ samo
odredivanje cijene korak po korak. Prvo je potrebno izracunati koeficijente u, d i q, te
vremenski korak At izrazen preko godina. Ulazni parametri jednaki su kao i za europsku opciju,
pa se dobiju jednake vrijednosti, odnosno

At = 0,068493, q=1/2, d =0,927698, u = 1,086048.
Isto tako i cijene u svim ¢vorovima su jednake kao i kod europske opcije te su njihovi iznosi
prikazani na crtezu 19. Potom se rac¢unaju isplate u trenutku dospijeca koje su takoder jednake
kao i za europsku put opciju te iznose V,(4) =V,(3) =V,(2) =0, V,(1) = 133,566 kn, i
V,(0) = 260,625 kn. Sljede¢i korak je odredivanje vrijednosti opcija u svakom ¢voru.
Medutim, za americku put opciju nije dovoljno samo koristiti (4.14), odnosno
Vooa (D) = e [qV (i + D) + (1 = @Vh(D],

ve¢ je potrebno dobivenu vrijednost usporediti sa isplatom opcije u slucaju da se ona izvr$i u
danom trenutku. Stoga je vrijednost opcije u svakom ¢voru dana s

Vaor () = max{e 72 [qV (i + 1) + (1 = QVu(D], K — Sou'd™ "},

call Put
Style: Option Value: | 76.5646 |52.0544
Price: |1005.00 Delta: @l | 0.5999 -0.4302
strike: [1005.00 Gamma: [@ | 0.0024 0.0028
Theta: @l | -0.4491 -0.2123
Expiration Date:
Hpreon e :{'J'OEXV ______ vega Bl [2.0325 |2.0269 |
Days to Expiration:
e e Calcuiate Rho: B | 1.4419 [-0.9022 |
Volatility %: | 30
_ Implied Volatility
Interest Rate%: |10 Option Price Vola %
Dividends Date|
moaryy || | |
Dividends Amount: \:l _—
Dividends o——
Frequency: [ Monthly v]

Crtez 21: Vrijednost americke call i put opcije dobivena koristenjem kalkulatora na portalu

optionseducation.org
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Ny4)
) Syt =1398,177
| N;(3) Ho @) =0
Sg* = 1287,399 | §
N2 o 3)=0 - Ny(3)
_Spp=1185398 . Spid= 1194317

Ny(1) Ho 1(2)=0 - N;3(2) - V3)=0
Sou=1091,478 | Syr*d = 1099,691 \

Id ™

Ny Hr(=16356 - MO W r@=0 L NQ@)
Sp=1005,00 _ Soud =1012,562) _ Sgu’d? =1020,180
_ P=50,787 - Ny(0) H V(1) = 32,937 - N;(1) HoTW(2)=0

Sed =932,336 | | Soud?=939.351 g
V1(0) =85,915 - N,(0) - V5(1) = 66,327 ) Ny(1)
| Sod? = 864,926 | _ Soud® =871,434
V5(0)=140,074)-(  N3(0) - Y (1)=133,566
Sd*=802,390
V5(0) = 202,610 Ny(0)
’ T Sydt = 744,375
_V4(0)=260,625

/

Crtez 22: Cijene dionica i vrijednosti americke put opcije u kunama u svakom ¢voru

binomnog stabla za odabrani primjer

Dobivene vrijednosti prikazane su na crtezu 21. Uocljiva je razlika u ¢voru N3(0) u
odnosu na europsku opciju. Naime, vrijednost isplate u slucaju da se opcija izvr$i u danom
trenutku vecéa je od vrijednosti dobivene izrazom (4.14) te stoga vrijednost isplate postaje
vrijednost opcije. Ta se razlika proteZe u ¢vorovima N,(0), N; (0) i kona¢no u N, te se dobije
da je cijena opcije P = 50,78661 kn. Dobivena cijena veca je od cijene europske opcije, kao
Sto je 1 ocekivano. Sve navedene vrijednosti dobivene su koriStenjem koda u dodatku D.1.

Razlika izmedu dobivene vrijednosti 1 vrijednosti odabrane kao referentne iznosi oko
1,27 kn, odnosno 2,44%. Stoga se, kao i u slu¢aju europske opcije, povecava broja koraka na
n = 10*. U tom se slu¢aju dobije cijena opcije P = 52,02243 Kkn, ¢ime je razlika smanjena

na 0,03 kn, odnosno na 0,06%.

7.2.2 Primjena Longstaff-Schwartz metode
Neka je, jednostavnosti radi, broj Setaca N = 8, a broj koraka n = 3. Prvi korak je
odredivanje cijena u svim ¢vorovima. Cijene se generiraju koristenjem (3.13), te se u jednoj od
simulacija dobiju vrijednosti prikazane u prvih pet stupaca tablice 1. Potom se koristenjem
(2.3), odnosno
P = max(K — S7,0)
racuna isplata opcije u trenutku dospijeca, Y;. Dobivene vrijednosti prikazane su u zadnjem

stupcu tablice 1.
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Tablica 1: Simulacija cijena dionica u 3 koraka i isplata u trenutku dospijeca u kunama

Setac| t=0 t=1 t=2 t=3 Y3
1 1100500 1153,17 | 1143,13 | 1155,73 | 0,00
2 11005,00 | 1031,90 | 1055,81 | 1005,94 | 0,00
3 1100500 | 981,11 | 917,36 | 902,58 | 102,42
4 |1005,00 | 844,99 |1023,34 | 1142,01 | 0,00
5 11005,00 | 1006,42 | 1225,93 | 1285,47 | 0,00
6 | 1005,00 | 945,79 | 943,90 | 934,51 | 70,49
7 11005,00 | 868,41 | 856,58 | 810,38 | 194,62
8 | 1005,00 | 985,25 | 1023,29 | 1084,10 | 0,00

Sljedeci korak je odredivanje treba li se opcija izvrsiti u trenutku t = 2. Iz cijena dionica
u tablici 1, uo€ljivo je da su samo tri Setaca, treci, Sesti i sedmi, u novcu. Neka njihove cijene
tvore skup X, a njinove isplate, Y, = e~ "r2Y; neka tvore skup Y, kao u drugom i tre¢em stupcu
tablice 2. Sada je potrebno izvrsiti fit polinoma drugog stupnja na tri uredena para (Sz,i’ Yz,i) za
Setace koji su u novcu. Fit se izvrSava koriStenjem metode najmanjih kvadrata (viSe u dodatku
E), te se dobije

po(x) = 0,0036x2 — 7,8183x + 4277,8193.

Koristenjem dobivenog polinoma, racunaju se vrijednosti polinoma za elemente skupa X te se
usporeduju s vrijednostima opcije u slucaju trenutnog izvrSenja opcije. Vrijednosti su navedene
u cetvrtom 1 petom stupcu tablice 2. U svakom je slucaju vrijednost polinoma veéa od
vrijednosti trenutnog izvrSenja, §to implicira da za nijednog Setaca nije isplativo izvrSenje opcije
te se vlasni$tvo nad opcijom nastavlja. Stoga su isplate u trenutku ¢t = 2 nula, dok isplate u
trenutku dospijeca, t = 3, ostaju nepromijenjene, kao $to je prikazano u posljednja dva stupca
tablice 2.

Tablica 2: Cijene i isplate u kunama Setaca koji su u novcu u trenutku t = 2, vrijednosti isplata
u slucaju izvrSenja, vrijednosti isplata u slucaju nastavka vlasnistva, odluke o izvrSenju ili

nastavku vlasniStva, te dosadaSnja saznanja o isplatama

Setad | X =S, | Y =e 72, | K—S, | p,(S,) | odluka | Y, Ys
3 |917,36 101,49 87,64 | 101,49 | nastavak | 0,00 | 102,42
6 943,90 69,85 61,10 | 69,85 | nastavak | 0,00 | 70,49
7 856,58 192,85 148,42 | 192,85 | nastavak | 0,00 | 194,62
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Jos preostaje odrediti treba li se opcija izvrsiti u trenutku t = 1. 1z tablice 1, vidljivo je
daje u trenutku t = 1, pet Setaca u novcu: treéi, Cetvrti, Sesti, sedmi i osmi. Njihove cijene tvore
skup X, a njihove se isplate sada ra¢unaju kao ¥; = e "rAY, + e~27rAtY, te tvore skup Y, kako
je prikazano u drugom i treCem stupcu tablice 3. Ponovnim fitanjem polinoma drugog reda na
podatke, dobije se polinom

p,(x) = —0,0248x2 + 45,1740x — 20435,4998.
Potom se racunaju vrijednosti polinoma za elemente skupa X te se usporedivanjem s
vrijednostima opcije u slucaju trenutnog izvrsenja opcije, donosi odluka od izvrsenju opcije ili
nastavku vlasniStva. Dobivene vrijednosti prikazane su u ¢etvrtom i petom stupcu tablice 3. Za
Cetvrti i sedmi Seta¢, vrijednost isplate u slucaju trenutnog izvrSenja vecéa je od vrijednosti
polinoma te se u tim slu¢ajevima donosi odluka o izvrSenju opcije. Za ostale se Setace nastavlja
vlasnis$tvo nad opcijom. Zbog izvrSenja opcije za Cetvrti i sedmi Setac, potrebno je promijeniti
I vrijednosti isplata, te isplate za ta dva Setaca u trenutku t = 1 poprimaju vrijednosti K — S;,

dok u ostalim trenutcima postaju nula.

Konaéne vrijednosti isplata za sve Setace u svim trenutcima prikazane su u tablici 4.
Sada je moguce odrediti cijenu opcije diskontiranjem svih vrijednosti isplata na trenutak t = 0
te usrednjavanjem po svim Setac¢ima, tj. primjenom (6.5). Pritom se moze racunati i varijanca
te se kona¢no dobiju vrijednosti:

P =57,76736 kn  7,,(P) = 22,15 kn.

Razlika izmedu vrijednosti dobivene ovom metodom i referentne vrijednosti iznosi 5,71 kn
odnosno 10,97% referentne vrijednosti $to je poprili¢no velika greska, no to je bilo i o¢ekivano
s obzirom na to da je koristen mali broj Setaca kao i mali broj koraka. Navedene vrijednosti

dobivene su koristenjem koda u dodatku D.2.

Tablica 3: Cijene i isplate u kunama Setaca koji su u novcu u trenutku t = 3, vrijednosti isplata
u slucaju izvrSenja, vrijednosti isplata u sluc¢aju nastavka vlasnistva i odluke o izvrSenju ili

nastavku vlasniS$tva

Setad | X =S, | Y = e T8, + e~ 2770y, | K—S; | p1(Sy) | odluka
3 198111 100,57 23,89 | 40,93 | nastavak
4 |844,99 0,00 160,01 | 49,22 | izvrSenje
6 |945,79 69,21 59,21 | 131,27 | nastavak
7 |1868,41 191,10 136,59 | 113,17 | izvrSenje
8 1985,25 0,00 19,75 | 26,29 | nastavak
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Tablica 4: Konacéne vrijednosti isplata u kunama za sve Setace u svim trenutcima

Setac Y; Y, Y3
1 0,00 |0,00| 0,00
2 0,00 |0,00| 0,00
3 0,00 |0,00| 102,42
4 1160,01|0,00| 0,00
5 0,00 |0,00| 0,00
6 0,00 |0,00| 70,49
7 1136,59 0,00 0,00
8 0,00 |0,00| 0,00

Neka je sada broj koraka jednak broju dana do trenutka izvrSenja, n = 100, kako bi se

opcija mogla izvrsiti svaki dan. Zan = 100 i N = 8 dobiju se vrijednosti

P =48,13174 kn

0, (P) = 11,94 kn

¢ime se razlika smanjila na 7,54%. Kako bi simulacija bila reprezentativna, potrebno je koristiti

i znatno veéi broj Setaca. Tako se zan = 100 i N = 103 dobiju vrijednosti
P =52,29919 kn

om(P) = 1,86 kn

¢ime se razlika dodatno smanjila na 0,47%, no 1 dalje je varijanca poprilicno velika. Za jo$

to¢nije rezultate trebalo bi dodatno povecati broj Seta¢a, no tada dimenzije polja postaju

prevelike te dolazi do preopterecenja.
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8 Zakljucak

Na crtezu 23 prikazana je usporedba metoda koriStenih za odredivanje vrijednosti
europske put opcije. Moze se uociti da se rezultati jako dobro slazu, osim za Monte Carlo
simulaciju binomnog stabla. Intuitivno je za pretpostaviti da bi se povecanjem broja Setaca
rezultati uvelike poboljsali. Ta metoda ima prednost promjenjive volatilnosti 1 bezrizi¢ne
kamatne stope u svakom od ¢vorova stabla, te se stoga ne smije ,,otpisati zbog ovakvog
odstupanja ve¢ je potrebno pronaci na¢in kako popraviti rezultate, odnosno povecati broj Setaca.
Moze se zakljuciti da su cijene dobivene razli¢itim metodama priblizne te su stoga sve koriStene

metode dobre. Izbor Zeljene metode ovisi 0 uvjetima trziSta i kretanju cijena dionica.

Na crtezu 24 prikazana je usporedba metoda koriStenih za odredivanje vrijednosti
ameri¢ke put opcije te su S P, oznaCene referentne vrijednosti dobivene koriStenjem

kalkulatora na portalu optionseducation.org. Lako je uocljivo da postoji popriliéno odstupanje

vrijednosti dobivenih Longstaff-Schwartz metodom. Intuitivno je pretpostaviti da bi se

120 f 200
100 175
Black-Scholes —m— 150
Binomno stablo E 80 - E 125
MC num. int. —e— £ 60 =100
MC binomno stablo —&— ™~ 40 Ry 75
o L ! ! 0 | | |
900 1000 1100 1200 900 1000 11001200
So [kn] K [kn]
200
175
150
— 125 —_
é. 100 —i
75 R
50
25
0
0.25050.75 1 0 0.25050.75 1 125 250 375 500
o re T [dani]

Crtez 23: Usporedba metoda koristenih za odredivanje vrijednosti europske put opcije ovisno
0 promjenama parametara. Jedan se parametar varira dok se ostali drze konstantnima pri
vrijednostima S, = 1000,00 kn, K = 1000,00 kn, = 0.3,77 = 0.1, = 100 dana
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povecanjem broja Setaca rezultati poboljsali. Na grafikonu ovisnosti cijene opcije o datumu
dospije¢a, moze se uociti da se referentne vrijednosti nalaze izmedu cijena dobivenih
koriStenjem dviju metoda. Stoga se moze zakljuciti da bi se optimalan rezultat mogao dobiti

usrednjavanjem vrijednosti dobivenih koriStenjem dviju metoda.
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Crtez 24: Usporedba metoda koriStenih za odredivanje vrijednosti americke put opcije ovisno
0 promjenama parametara. Jedan se parametar varira dok se ostali drze konstantnima pri
vrijednostima S, = 1000,00 kn, K = 1000,00 kn,o = 0.3,7 = 0.1,T = 100 dana
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Doda

tak

A. Kod za aritmeticki sluc¢ajni hod

Ideja koda preuzeta je iz [9], algoritam 1. U kodu se poziva program ,,ranl.c kao

generator slucajnih brojeva koristen na kolegiju ,,Stohasticke simulacije u klasi¢noj i kvantnoj

fizici“, a ideja koda preuzeta je iz [7]. Output je datoteka s vremenima i polozajima aritmeti¢kog

slu¢ajnog hoda.

#tinclud
#includ
#includ
#includ
#includ

t#tdefine
f#tdefine
#tdefine
f#tdefine
f#tdefine

int mai

uvijek

e <stdio.h>

e <stdlib.h>

e <time.h>

e <math.h>

e "ranl.c" //program koji daje pseudoslucajne brojeve
#define PI 3.14159265

n() {

X0

T

dt

mi
sigma

0
//korak od 1 dana

P ORPW

.0
.05
.0

srand(time(0));

FILE* dat;

dat = fopen("ARW.txt", "w");

long idum; //pocetna vrijednost za ranl - generira se nasumicno kako ne bi
imali isti niz brojeva

idum =
idum =
double
double
double
double
double
double

rand() % (3000 + 1); //nasumican odabir ulaznog parametra za ranl
(-1.9) * idum;

Ul, U2; //brojevi kao uzorci uniformne distribucije

20, Z1 = @; //brojevi kao uzorci normalne distribucije

Zt;

n=T/ dt;
dXt;

Xt = Xo;

fprintf(dat, "o\t%f\n", Xt);
for (int t = 1; t <= n; t++) {

//transformiranje Ul i U2 u Z0 i Z1 koristenjem Box-Muller transformacije
if (t % 2==1){

Ul = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od © do 1

U2 = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od © do 1

Z0 = cos(2 * PI * U2);

70 = 720 * sqrt(-2 * log(Ul));

Z1 = sin(2 * PI * U2);

Z1 = 71 * sqrt(-2 * log(Ul));

Zt = 70;
}
else
Zt = 71;
dXt = mi * dt + sigma * sqrt(dt) * zt;
Xt += dXt;
fprintf(dat, "%d\t%f\n", t, Xt);
¥
fclose(dat);
return 0;
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B. Kod za geometrijski sluc¢ajni hod

Ideja koda preuzeta je iz [9], algoritam 2. Output je datoteka s vremenima i polozajima

geometrijskog sluc¢ajnog hoda.

#tinclud
#includ
#includ
#tinclud
#includ

e <stdio.h>
e <stdlib.h>
e <time.h>

e <math.h>

e "ranl.c" //program koji daje pseudoslucajne brojeve

#define PI 3.14159265

f#tdefine
#tdefine
t#tdefine
t#tdefine

int mai

Se 5
T 10/365.0
mi 0.05
sigma 1.0

n() {

srand(time(0));

FILE* dat;

dat = fopen("GRW.txt", "w");
long idum = (-3000);
fprintf(dat, "#idum = %d\n", idum);

double
double
double
double
double
double
double

Ul, U2; //brojevi kao uzorci uniformne distribucije
70, Z1 = 0; //brojevi kao uzorci normalne distribucije

Zt;

dt = 1.0 / 365.90;
n=T/ dt;

dst;

St = So;

fprintf(dat, "%d\t%f\n", @, St);
for (int t = 1; t <= n; t++) {
//transformiranje Ul i U2 u Z0® i Z1 koristenjem Box-Muller transformacije

}

if (£ %2 ==1)

Ul = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od © do 1
U2 = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od @ do 1

Z0 = cos(2 * PI * U2);

Z0 = 720 * sqrt(-2 * log(Ul));

Z1 = sin(2 * PI * U2);

Z1 = 71 * sqrt(-2 * log(Ul));

Zt = 70;
}
else

7t = 71;

dst = St * (mi * dt + sigma * sqrt(dt) * zt);

St += dSt;

fprintf(dat, "%d\t%f\n", t, St);

fclose(dat);

return

9;
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C. Kod za europsku put opciju

U nastavku je naveden kljucni dio koda (main) u kojem se pozivaju funkcije za izracun

cijene europske put opcije koriStenjem razli¢itih metoda. U zaglavlju su ukljuc¢ene datoteke u

kojima se nalaze funkcije za metode, te datoteka u kojoj je jednostavna funkcija koja vraca

isplatu europske put opcije prikazana u dodatku C.1. U zaglavlju su takoder definirani ulazni

parametri za dani problem te ulazni parametri za metode. Vrijednost dobivena koriStenjem

Black-Scholes formule sprema se u varijablu BS koja je ulazni parametar za sve ostale funkcije

te sluzi kao referentna vrijednost za usporedbu.

#include
#tinclude
#include
#tinclude
#tinclude
#include
#tinclude
#tinclude
#include
#tinclude
#tinclude

//Ulazni
t#tdefine
t#tdefine
t#tdefine
t#tdefine
t#tdefine

//Ulazni
t#tdefine
t#tdefine
t#tdefine
t#tdefine
t#tdefine
t#tdefine

<stdio.h>

<stdlib.h>

<time.h>

<math.h>

"ranl.c"

"EU_put_payoff.c"

"EU_put_1 Black-Scholes_formula.c"
"EU_put_2 Binomno_stablo.c"
"EU_put_3_MC_numericko_integiranje.c"
"EU_put_4 _MC_binomno_stablo.c"
"EU_put_5 MC_simulacija_GRW.c"

parametri za dani problem

So 1005.0 //trenutna cijena dionice

K 1005.0 //cijena izvrsenja

rf 0.1 //bezrizicna kamatna stopa

sigma 0.3 //volatilnost

nDani 100.0 //dospijece (u danima)
parametri za metode

NCDF pow(10,8) //broj vremenskih koraka za izracun CDF

Koracil pow(10,4) //broj vremenskih koraka za metodu binomnog stabla
NMC1 pow(10,8) //broj ponavljanja za MC numericko integriranje
Koraci2 10 //broj vremenskih koraka za MC binomno stablo
NMC2 pow(10,7) //broj ponavljanja za MC binomno stablo

NMC3 pow(10,7) //broj ponavljanja za MC simulaciju GRW

int main() {
double T = nDani / 365.0; //dospijece u godinama
double BS = 0.0; //vrijednost dobivena Black-Scholes formulom

BS = Black_Scholes(So, K, rf, sigma, T, NCDF);
binomno_stablo(Se, K, rf, sigma, Koracil, T, BS);
MC_numericko_integriranje(So, K, rf, sigma, NMC1, T, BS);
MC_binomno_stablo(Se, K, rf, sigma, Koraci2, NMC2, T, BS);
MC_simulacija_GRW(Se, K, rf, sigma, nDani, NMC3, T, BS);

return 0;

}

C.1 Funkcija za izracun isplate europske put opcije

double payoff(double Y, double K) { //funkcija isplate put opcije
if (K - Y < 0.9) return 0.0;
else return K - Y;
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C.2 Funkcija za model binomnog stabla

U funkciji je implementirano racunanje vrijednosti put opcije koristenjem binomnog
stabla s n koraka. Koristi se i rizik-neutralno odredivanje cijene, kao i odredivanje cijene korak
po korak. Pritom se koriste dvije pomo¢ne funkcije, jedna za racunanje faktorijele, a druga za
racunanje binomnog koeficijenta. Prvo se provodi racun cijene dionice KoriStenjem rizik-
neutralnog odredivanja cijene. IspiSe se vrijednost koeficijenta m te izraCunata cijena opcije |
njenarazlika u odnosu na referentnu vrijednost BS. Potom se provodi racun cijene dionice korak

po korak, te se ispisuje cijena opcije i njena razlika u odnosu na referentnu vrijednost BS.

int fact(int n) {
int rez = 1;
for (int i =
return rez;

ny, i > 0; i--) rez = rez * i;
}

double binkoef(int n, int i) {
return fact(n) / (fact(i) * fact(n - 1i));
}

void binomno_stablo(double S©, double K, double rf, double sigma, int nKoraci, double
T, double BS){

printf("METODA BINOMNOG STABLA\n");

double dt = T / nKoraci; //vremenski koraci u godinama

//izracun koeficijenata u, d, q

double u, d, g;

//izracun preko q = 1/2

qg=1.0/ 2;

d = exp(rf * dt) * (1 - sqrt(exp(pow(sigma, 2) * dt) - 1));
u = exp(rf * dt) * (1 + sqrt(exp(pow(sigma, 2) * dt) - 1));

printf("\ta) Rizik-neutralno odredivanje cijene opcije\n");
double P1 = 90.0;
if (nKoraci > 12) //13! = 6 227 020 800
printf("\t\tBroj koraka prevelik za racunanje faktorijele.");
else {
int m = 0;
for (int i = nKoraci; i >= @; i--) { //odredivanje m
if (S@ * pow(u, i) * pow(d, (nKoraci - i)) < K) {
m=1i+ 1;
break;
}
}
printf("\t\tm = %d\n", m);
for (int i = 0; i < m; i++)
P1 += binkoef(nKoraci, i) * pow(q, i) * pow(1l - q, nKoraci - i) *
(K - So * pow(u, i) * pow(d, (nKoraci - 1i)));
P1 *= exp(-rf * nKoraci * dt);
printf("\t\tP = %.5f", P1);
if (BS > 0.0)
printf("\t|P - BS| = %.0e", fabs(P1 - BS));
}

printf("\n\tb) Odredivanje cijene opcije korak po korak\n");
double* V, * Vpom; //vrijednosti opcije u cvorovima
V = (double*)malloc((nKoraci + 1) * sizeof(double));
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Vpom = (double*)malloc((nKoraci + 1) * sizeof(double));
if (V == NULL || vpom == NULL) {
printf("Memory not allocated.\n");
exit(0);
}
for (int i = nKoraci; i >= @; i--) { //izracun vrijednosti opcija u dospijecu
V[i] = payoff(Se * pow(u, i) * pow(d, (nKoraci - 1i)), K);
Vpom[i] = V[i];
}
for (int k = nKoraci - 1; k >= @; k--) { //racun unazad
for (int i = k; i >=0; i--)
V[i] = exp(-rf * dt) * (q * Vpom[i + 1] + (1 - q) * Vpom[i]);
for (int i = nKoraci; i >= @; i--)
Vpom[i] = V[i];
}
printf("\t\tP = %.5f", V[0]);
if (BS > 0.9) //ako se poziva funkcija za izracun koristenjem Black-Scholes
formule
printf("\t|P - BS| = %.0e", fabs(V[@] - BS));
printf("\n");
free(V);
free(Vpom);
}

C.3 Funkcija za Black-Scholes formulu

Funkcija racuna cijenu put opcije koriStenjem Black-Scholes formule te vjerojatnost da
ista zavr$i U novcu. Prvo se racunaju koeficijenti d; 1 d,, a potom se pozivanjem funkcije za
CDF, navedene u dodatku C.4, ra¢unaju CDF(—d,) te CDF(—d,). U kona¢nici se racuna cijena

put opcije te se ispisuju cijena kao i vjerojatnost da opcija zavrsi U NOVCU.

#tinclude "CDF.c"

double Black_Scholes(double S©, double K, double rf, double sigma, double T, int N){
printf("BLACK-SCHOLES FORMULA\Nn");
double di, d2, CDF1, CDF2, P;
dl = (log(S@ / K) + (rf + @.5 * pow(sigma, 2)) * T) / (sigma * sqrt(T));
d2 = (log(So / K) + (rf - ©.5 * pow(sigma, 2)) * T) / (sigma * sqrt(T));
CDF1 = CDF(N, -d1);
CDF2 = CDF(N, -d2);
P =K * exp(-rf * T) * CDF2 - SO0 * CDF1;
printf("\tP = %.5f = BS\n", P);
printf("\tPr(put zavrsava u novcu) = %.2f %%\n", CDF2*100.0);
return P;

}

C.4 Funkcija za kumulativnu distribucijsku funkciju

U funkciji se provodi izracun kumulativne distribucijske funkcije za ulazni koeficijent.
S obzirom da je integral CDF nepravi, napravljena je ,,cut-off™ vrijednost uzevsi u obzir oblik
podintegralne funkcije. Racun se provodi metodom srednjih vrijednosti. U funkciji se ra¢una i
varijanca te se u konacnici ispisuju drugi korijen varijance te drugi korijen varijance srednjih

vrijednosti. Glavnoj funkciji se vra¢a vrijednost CDF.

#define PI 3.14159265
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#tdefine a -5 //cut-off granica nepravog integrala

double fja(double x) { //podintegralna funkcija
return (1 / sqrt(2 * PI)) * exp(-0.5 * x * x);

}
double CDF(int N, double b) {
if (b <= -5 || b »>=5) return 1.0;
else {
long idum = (-2578);
double r, x;
double Fn = 90.0;
double sumkv = 0.0;
double var2;
for (int i = 0; i < N; i++) {
r = ranl(&idum);
Xx=a+r* (b-a);
Fn += fja(x);
sumkv += pow(fja(x), 2);
}
var2 = sumkv / N - pow(Fn / N, 2);
Fn = (b - @) * Fn / N;
printf("\tCDF: var = %f\t var/sqrt(N) = %.1le\n", sqrt(var2), sqrt(var2) /
sqrt(N));
return Fn;
}
}

C.5 Funkcija za numericko integriranje

U funkciji je implementirana metoda numeri¢kog racunanja za racun cijene put opcije.
Prvo se radunaju parametri distribucije, a i $%. Potom se Box-Muller transformacijom
transformira uzorak iz uniformne distribucije u uzorak iz normalne distribucije. Racuna se
cijena dionice u trenutku dospijeca, Sy, kao uzorak iz log-normalne distribucije. Oc¢ekivanje
isplate raCuna se kao srednja vrijednost od N isplata, a cijena opcije racuna se koristenjem rizik-
neutralnog nac¢ela. Program ispisuje cijenu opcije, razliku u odnosu na referentnu vrijednost BS,

drugi korijen varijance, te drugi korijen varijance srednjih vrijednosti.

#define PI 3.14159265

void MC_numericko_integriranje(double S©, double K, double rf, double sigma, int N,
double T, double BS){
printf("MONTE CARLO NUMERICKO INTEGRIRANJE\n");
long idum = (-2578);
double U1, U2; //brojevi kao uzorci uniformne distribucije
double Z0, Z1 = @; //brojevi kao uzorci normalne distribucije
double Z, alfa, beta2, Y, var2;
double E = 0.0;
double sumkv = 0.0;
double P;
alfa = log(S@) + rf * T - ©.5 * sigma * sigma * T;
beta2 = sigma * sigma * T;
for (int i = 1; i <= N; i++) {
// Box-Muller transformacija
if (i %2 ==1) {
Ul = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od @ do 1
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}

U2 = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od @ do 1
Z0 = cos(2 * PI * U2);
20 = 720 * sqrt(-2 * log(Ul));
Z1 = sin(2 * PI * U2);
Z1 = Z1 * sqrt(-2 * log(Ul));
Z = 70;

}

else
Z = 171;

Y = exp(sqrt(beta2) * zZ + alfa);

E += payoff(Y, K);

sumkv += pow(payoff(Y, K), 2);

¥
E=E/N;
P =E * exp(-rf * T);

var2 = sumkv / N - pow(E, 2);

printf("\tP = %.5f", P);

if (BS > 0.0) printf("\t|P - BS| = %.0e", fabs(P - BS));

printf("\n");

printf("\tvar = %f\t var/sqrt(N) = %.1le\n", sqrt(var2), sqrt(var2)/sqrt(N));

C.6 Funkcija za Monte Carlo metodu za binomno stablo

Ideja koda preuzeta je iz [9], algoritam 11. U kodu se provodi racun cijene put opcije

koriStenjem Monte Carlo simulacije prolaska kroz binomno stablo. Prvo se racunaju i ispisuju

vrijednosti vremenskog pomaka At, te koeficijenata q,u,d. Potom se, polaze¢i od pocetne

cijene dionice, simulira rast ili pad cijene, do trenutka dospije¢a. Racuna se oCekivanje isplate,

te u konacnici cijena opcije kao i varijanca. Program ispisuje cijenu opcije, razliku u odnosu na

referentnu vrijednost BS, drugi korijen varijance, te drugi korijen varijance srednjih vrijednosti.

MC_binomno_stablo(double SO, double K, double rf, double sigma, int nKoraci, int N,
double T, double BS){

printf("MONTE CARLO BINOMNO STABLO\n");

long idum = (-2578);

double dt = T / nKoraci;

//izracun koeficijenata u, d, q

double u, d, q;

//izracun preko q = 1/2

qg=1.0/ 2;

d = exp(rf * dt) * (1 - sqrt(exp(pow(sigma, 2) * dt) - 1));
u = exp(rf * dt) * (1 + sqrt(exp(pow(sigma, 2) * dt) - 1));

double E = 0.0; //ocekivanje
double S, rand, var2;
double sumkv = 0.0;

double P;
for (int i = 1; 1 <= N; i++) { //ponavljanje izracuna
S = S0,

for (int t = 1; t <= nKoraci; t++) {
rand = ranl(&idum);
if (rand < q)S =S * u;
else S =S * d;

}

E += payoff(S, K);

sumkv += pow(payoff(S, K), 2);
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E=E/N;

P = E * exp(-nKoraci * rf * dt);

var2 = sumkv / N - pow(E, 2);

printf("\tP = %.5f", P);

if (BS > 0.0) printf("\t|P - BS| = %.0e", fabs(P - BS));

printf("\n");

printf("\tvar = %f\t var/sqrt(N) = %.le\n", sqrt(var2), sqrt(var2)/sqrt(N));
}

C.7 Funkcija za simulaciju GRW

U funkciji se simulira geometrijski slu¢ajni hod kako bi se uzorkovale kona¢ne cijene
dionica Sy. Za izracun je potrebno uzorkovati iz normalne distribucije pa se koristi Box-Muller
transformacija. Iz simulirane cijene dionice izrauna se isplata. Isplate se akumuliraju te se
izracuna ocekivanje isplate kao i varijanca. Cijena dionice dobije se diskontiranjem oc¢ekivanja
isplate. Ispisuju se cijena opcije, razlika u odnosu na referentnu vrijednost BS, drugi korijen

varijance, te drugi korijen varijance srednjih vrijednosti.

#define PI 3.14159265

void MC_simulacija_GRW(double S©, double K, double rf, double sigma, double nDani, int
N, double T, double BS) {
printf("MONTE CARLO SIMULACIJA GRW\n");
long idum = (-2578);
double U1, U2, ZO, Z1 = 0.0; //brojevi kao uzorci uniformne i normalne dist.
double dt = 1 / 365.0; //koraci od jednog dana
double Zt, St, dSt;
double E = 0.0; //ocekivanje
double P = 0.0, sumkv = 0.0, var2; //cijena, suma kvadrata, kvadrat varijance
for (int i = 1; i <= N; i++) {
St = SO,
for (int t = 1; t <= nDani; t++) {
// Box-Muller transformacija
if (t%2==1) {
Ul = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od © do 1
U2 = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od © do 1
Z0 = cos(2 * PI * U2);
Z0 = Z0 * sqrt(-2 * log(Ul));
Z1 = sin(2 * PI * U2);
Z1 = 71 * sqrt(-2 * log(Ul));
Zt = Z0;
}
else Zt = Z1;
dst = St * (rf * dt + sigma * sqrt(dt) * zZt);
St = St + dSt;
}
E += payoff(St, K);
sumkv += pow(payoff(St, K), 2);

}
E=E/N;
P =E * exp(-rf * T);

var2 = sumkv / N - pow(E, 2);

printf("\tP = %.5f", P);

if (BS > 0.0) printf("\t|P - BS| = %.0e", fabs(P - BS));

printf("\n");

printf("\tvar = %f\t var/sqrt(N) = %.1le\n", sqrt(var2), sqrt(var2)/sqrt(N));
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D. Kod za americ¢ku put opciju

U nastavku je naveden klju¢ni dio koda (main) u kojem se pozivaju funkcije za izracun
cijene americke put opcije koriStenjem razli¢itih metoda. U zaglavlju su ukljucene datoteke u
kojima se nalaze funkcije za metode, te, kao i u kodu za europsku opciju, datoteka u kojoj je
jednostavna funkcija koja vraca isplatu europske put opcije prikazana u dodatku C.1. Isplata
europske i ameri¢ke put opcije je jednaka pa se moze koristiti ista funkcija. U zaglavlju je
definiran broj koraka za model binomnog stabla, dok je broj Setaca i broj koraka za Longstaft-
Schwartz metodu potrebno definirati u zaglavlju funkcije za primjenu metode jer se koriste kao
promjenjive dimenzije polja.
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <time.h>
#include <math.h>
#include "ranl.c"
#include "EU_put_payoff.c"

#include "AM_put_1 Binomno_stablo.c"
#include "AM_put_2_ Longstaff-Schwartz.c"

#define SO 1005.0 //trenutna cijena dionice

#define K 1005.0 //cijena izvrsenja

#define rf 0.1 //bezrizicna kamatna stopa

#define  sigma 0.3 //volatilnost

#define  nDani 100.0 //dospijece (u danima)

#define Koracil pow(10,4) //broj vremenskih koraka za metodu binomnog stabla

//broj setaca i koraka za L-S metodu potrebno je definirati u zaglavlju funkcije

int main() {
double T = nDani / 365.0; //dospijece u godinama
binomno_stablo(S0, K, rf, sigma, Koracil, T);
Longstaff_Schwartz(Se, K, rf, sigma, T);
return 0;

}
D.1 Funkcija za model binomnog stabla

Funkcija se razlikuje od one u dodatku C.2 po tome $to se ne koristi rizik-neutralno
odredivanje cijene, te se u racunu korak po korak mijenja nacin odredivanja vrijednosti opcije
u svakom ¢voru. Tj. u svakom se ¢voru vrijednost opcije dobivena koriStenjem (4.14)

usporeduje s vrijednoscéu isplate u danom trenutku. Funkcija na kraju ispisuje cijenu opcije.

void binomno_stablo(double S©, double K, double rf, double sigma, int nKoraci, double
A
printf("METODA BINOMNOG STABLA\n");
double dt = T / nKoraci; //vremenski koraci u godinama
//izracun koeficijenata u, d, q
double u, d, q;
q=1.0/ 2;
d = exp(rf * dt) * (1 - sqrt(exp(pow(sigma, 2) * dt) - 1));
u = exp(rf * dt) * (1 + sqrt(exp(pow(sigma, 2) * dt) - 1));
double* V, * Vpom; //vrijednosti opcije u cvorovima
V = (double*)malloc((nKoraci + 1) * sizeof(double));
Vpom = (double*)malloc((nkKoraci + 1) * sizeof(double));
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if (V == NULL || Vvpom == NULL) {
printf("Memory not allocated.\n");
exit(9);
}
for (int i = nKoraci; i >= @; i--) { //izracun vrijednosti opcija u dospijecu
V[i] = payoff(Se * pow(u, i) * pow(d, (nKoraci - i)), K);
Vpom[i] = V[i];
}
for (int k = nKoraci - 1; k >= @; k--) { //racun unazad
for (int i = k; i >=0; i--)
V[i] = max(K - S@ * pow(u, i) * pow(d, (k - 1)), exp(-rf * dt) *
(g * Vpom[i + 1] + (1 - q) * Vpom[i]));

for (int i = nKoraci; i >= @; i--) Vpom[i] = V[i];
}
printf("\tP = %.5f\n", V[0]);
free(V);
free(Vpom);

}

D.2 Funkcija za Longstaff-Schwartz metodu najmanjih kvadrata

U funkciji je implementiran racun cijene americke opcije koriStenjem N Setaca i n
koraka. Prvo se postavljaju cijene svih Setaca u n + 1 trenutaka koriStenjem geometrijskog
slu¢ajnog hoda (3.13). Pritom se izvrSava Box-Muller transformacija kako bi se dobili uzorci
normalne distribucije. Nakon postavljanja cijena, raCunaju se isplate u trenutku dospijeca za
sve Setace. Potom krece petlja od trenutka t =n — 1 do t = 1. U petlji se u pomocna polja X
I Y spremaju cijene i isplate onih Setaca koji su u novcu te se nad uredenim parovima provodi
fit pozivanjem funkcije navedene u dodatku E. Potom se za one Setace koji su u danom trenutku
u novcu racunaju vrijednosti polinoma i usporeduju se s vrijednostima isplate u tom trenutku
kako bi se donijela odluka o izvrSenju opcije ili nastavku vlasniStva nad njom. U slucaju
izvrSenja opcije, mijenjaju se vrijednosti isplata. Nakon izlaska iz petlje po vremenskim
koracima raCuna se cijena opcije 1 njena varijanca, te se na kraju ispisuju cijena opcije i drugi

korijen varijance srednjih vrijednosti.

#include "Fit_Gauss_elimination.c"
#define PI 3.14159265

#tdefine N 1000

#tdefine n 100 //broj cvorova

void Longstaff_Schwartz(double SO0, double K, double rf, double sigma, double T) {
printf("LONGSTAFF-SCHWARTZ METODA\n");
float dt = T / n; //vremenski koraci u godinama
long idum = (-7621313);
int i, j, k; //1 - indeks po granama, j - indeks po koracima
float diskont = exp(-rf * dt);
float U1, U2, 70, Z1 = 0.0; //brojevi kao uzorci uniformne i normalne distr.
float Zt, dSt; // uzorak iz normalne distribucije, pomak cijene
float St[N][n + 1]; //cijene u svim cvorovima
float isplata[N][n]; //vrijednost funkcije isplate u svim cvorovima
double X[N], Y[N]; //pomocna polja
float pol_val[N]; //vrijednosti fitanog polinoma u cvorovima
double a2, al, a@; //koeficijenti fitanog polinoma
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float P = 0.0, sumkv = 0.0, var2; //cijena, suma kvadrata, kvadrat varijance

for (i =0; i < N; i++) //postavljanje cijena u svim cvorovima
St[i][e] = Se; //t=0
for (1 = 0; i < N; i++) {
for (j =1; j < n+ 1; j++) { //Box-Muller transformacija
if (3 %2 ==1) {
Ul = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od 0 do 1
U2 = ranl(&idum); //uniformno generiranje brojeva od © do 1
20 = cos(2 * PI * U2);
20 = Z0 * sqrt(-2 * log(Ul));
Z1 = sin(2 * PI * U2);
Z1 = Z1 * sqrt(-2 * log(Ul));
Zt = 70;
}
else 7t = 71;
dst = St[i][j - 1] * (rf * dt + sigma * sqrt(dt) * Zt);
St[i][j] = St[i]l[j - 1] + dSt;
}
}
for (i =0; i < N; i++) //izracun isplate u dospijecu
isplata[i][n - 1] = payoff(St[i][n], K);

for (j =1; j < n; j++) { //petlja po koracima od t=n-1 do t=1
for (i =0; i < N; i++) { //petlja po granama
if (payoff(St[i][n - j], K) > ©.0) { //provjera je 1li opcija ITM
X[i] = st[i][n - J1;
Y[i] = 0.60;
for (k = 1; k <= j; k++)
Y[i] += pow(diskont, k) * isplata[i][n - j - 1 + k];

}

else { //ne uzimaju se u obzir situacije u kojima opcija nije ITM
X[i] = 0.0;
Y[i] = 0.0;

}

fit(N, X, Y, &a2, &al, &a@); //fitanje parova za koje je opcija ITM

for (1 =0; i < N; i++) {

if (X[i] != @.8) //racun vrijednosti polinoma samo za ITM
pol val[i] = a2*pow(St[i][n-j], 2) + al*St[i][n-j] + a@;

else pol_val[i] = 0.9;

if (pol_val[i] == 0.0) isplata[i][n - j - 1] = 0.0;

else if (K - St[i][n - j] > pol_val[i]) { //iskoristavanje opcije
for (k = 1; k <= j; k++) isplata[i][n - j + k - 1] = 0.0;

//izvrsenje - isplate u buducnosti postaju @

isplata[i][n - j - 1]

K- st[i][n - J1;
}

else isplata[i][n - j - 1] 0.0; //odluka o ne izrvsavanju

}
}

//suma svih diskontiranih isplata
for (i = 0; i < N; i++) { //petlja po granama
for (j =1; j < n+ 1; j++) { //petlja po koracima
P += pow(diskont, j) * isplata[i][j - 1];
sumkv += pow(pow(diskont, j) * isplata[i][j - 1], 2);

}

P /=N;

var2 = sumkv / N - pow(P, 2);

printf("\tP = %.5f\tvar/sqrt(N) = %.2f\n", P, sqrt(var2) / sqrt(N));
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E. Fit polinoma drugog stupnja koriStenjem metode najmanjih kvadrata

Ideja koda kao i dio teoretske podloge preuzeti su s [8]. Neka je broj uredenih parova
(x;, y;) na koje je potrebno izvrsiti fit polinoma drugog reda oznacen s N, te neka su oznake u
polinomu dane kao p(x) = a,x? + a;x + a,. Koridtenjem metode najmanjih kvadrata,

problem izvrSavanja fita svodi Se na rjeSavanje sustava jednadzbi

N z X Z x? . Vi
zxi in les [Z;] = inyi :
Do Yt Yt | v

Teoretska podloga za rjeSavanje sustava matrica uzeta je iz biljeski s kolegija

N

,Programiranje u struci 1. Ideja je da se sustav jednadzbi svede na oblik U - x = b gdje je U
gornja trokutasta matricaredan X niu; # 0,zasvei = 1,...,n, x je matrica rjeSenja, a b je

matrica stupac ¢iji su elementi desna strana jednadzbi. RjeSenje se moze na¢i zamjenom unazad

n
UjiX; )
xizbi—Z# , i=nn-1,..,1.
e U
j=i+1

Za opcéenitu, ne-trokutastu matricu, koristi se metoda Gaussove eliminacije. ldeja
metode je da se prva jednadzba dodaje drugima u svrhu poniStavanja nepoznanice x; U
preostalih n — 1 jednadZzbi. Onda se koristi druga jednadzba i dodaje sljede¢im jednadzbama
kako bi se eliminirala nepoznanica x, u preostalih n — 2 jednadzbi. Tako se nakon n — 1
oduzimanja dobije gornja trokutasta matrica. Pritom se sve operacije vrSe na elementima
matrice A i elementima matrice stupac b. Stoga je praksa uvodenje nove, proSirene matrice
dimenzije n X n + 1, koja za prvih n stupaca ima elemente matrice A, dok se u zadnjem stupcu
nalaze elementi matrice b. Nakon §to se matrica svede na gornje trokutastu, moguce je
primijeniti zamjenu unazad.

Medutim, u nekim se slu¢ajevima moze dogoditi da u koraku eliminacije element na
dijagonali postane nula. Stoga se uvodi nova ideja — Gauss-Jordanova eliminacija u kojoj se
stabilnost povecava koriStenjem pivotiranja. Pivotiranje je postupak odabira optimalnog
elementa matrice na dijagonali s kojim se vrsi redukcija. Odabir pivota moze se posti¢i
zamjenom redaka 1 stupaca. Pritom je nuzno voditi racuna o poretku pivotirajucih elemenata.

Zamjena samo stupaca ili samo redaka naziva se parcijalno pivotiranje i ono se najéescée koristi.

U nastavku je navedena funkcija koriStena u primjeni Longstaff-Schwartz metode za fit

polinoma drugog stupnja. Fit se vr$i primjenom prethodno objasnjenog nacina.
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void fit(int N, double xin[], double yin[], double* a2, double* al, double* ag) {

int i, j, k, N_ITM = @; //brojaci, broj setaca za koje je opcija ITM
double* x, * y; //polje cijena dionica, isplate za setace koji su ITM
double X[5] = { @.0 }; //polje za spremanje elemenata matrice s potencijama
double Y[3] = { 9.0 }; //desna strana jednadzbe
double B[3][4] = { 0.0 }; //prosirena matrica
double A[3] = { ©.0 }; //matrica rjesenja
double temp, term; //pomocna varijabla za pivotiranje, varijabla za Gaussovu el.
x = (double*)malloc(N * sizeof(double));
y = (double*)malloc(N * sizeof(double));
if (x == NULL || y == NULL) {

printf("Memory not allocated.\n");

exit(9);

for (i = 0; i < N; i++) { //spremanje samo onih setaca koji su ITM
if (xin[i] != @0.0) {
X[N_ITM] = xin[i];
y[N_ITM] = yin[i];
N_ITM++;

}

for (i =0; i <= 4; i++) { //konstruiranje pomocnog polja X
for (j = 0; j < N_ITM; j++)X[i] += pow(x[j], 1);

}
for (i =0; i <= 2; i++) { //konstruiranje matrice stupac Y
Y[i] = @;
for (j = @; J < N_ITM; j++)Y[i] += pow(x[j], 1) * y[3j];
}

for (1 =0; i <= 2; i++) { //kosntruiranje prosirene matrice

for (J = @; j <=2; j++) B[i][J] = X[i + JI;
) B[1][3] = Y[i];
for (1 =0; i< 2; i++) { //parcijalno pivotiranje

for (k =i+ 1; k < 3; k++) {
//ako je abs() dijagonalnog elementa manja od elemenata ispod, zamijeni retke

if (fabs(B[i][i]) < fabs(B[k][i])) {
for (3 = 0; J < 4; j++) |

temp = B[i][]];
B[i]1[j] = B[kI[31;
B[k][j] = temp;

}
}
for (k =i+ 1; k < 3; k++) { //Gaussova eliminacija
term = B[k][i] / B[i][i];
, for (3 =05 J < 4; j++) B[kI[3] = B[kI[J] - term * B[i][]];

for (i =2; i >=0; i--) { //zamjena unazad
A[i] = B[i][3];
for (3 =1+ 1; j < 35 j++)A[i] -= B[i][J] * A[J];
A[i] = A[i] / B[i][i];

}

*a2 = A[2];
*al = A[1];
*a0 = A[0];
free(x);
free(y);
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