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Uvod

Pojam relacije je jedan od najvaznijih matemati¢kih pojmova. Strogo matematicko definiranje
relacija zahtijeva visoku razinu apstraktnog misljenja pa ih ¢esto pojednostavljeno shva¢amo
kao pridruzivanje.

Relacije imaju neka jako lijepa svojstva i omogucuju nam da uspostavimo odnose medu
skupovima. Funkcije su poseban i iznimno vaZzan slucaj relacija. Ocekivano je da tako vazni
pojmovi u matematici pronadu svoje mjesto u kurikulumu matematike, odnosno na nastavi u

osnovnim i srednjim $kolama.

Cilj ovog diplomskog rada je istraziti kako i u kojoj koli¢ini su funkcije zastupljene u

kurikulumu.

U prvom dijelu rada dana je teorijska podloga, odnosno teoremi i stroge matematicke
definicije onih pojmova koji su vezani za funkcije i vazni u kurikulumu. Teorijski dio nam
sluzi kako bi usporedili definicije i teoreme s definicijama i teoremima s nastave te utvrdili

njihovu korektnost.

U drugom dijelu rada navedeni su odgojno obrazovni ishodi iz kurikuluma za pojedini razred.
Ishodi su iz domene Algebra i funkcije. U nastavku je detaljno opisano kad i kako se obraduju

funkcije po razredima.



Sadrzaj

LU T RSP P U TPRTR SRR 1
N F T L2 | PSPPSR PP 2
IO T 0 o [ PSSR 3
1.1, KarteZijeV UMNOZAK .........eeiiiiiiiiiiiiiiieiiesie sttt 3
1.2, REIACIE ...t b b 4
L.30 FUNKCIJE 1ttt bbbttt b bbbttt 5
1.4, Graf TUNKCIJE ...ttt bbbt 8
1.5, Elementarne fUNKCIJE .......ocieiiee ettt 11
2. FUNKCIJE U KUFTKUTUMIU L.ttt ste e ne e 23
2.1. Kurikulum nastavnog predmeta Matematika .............ccccooevieiiiiciiiene e, 23
2.2. Funkcije u nastavi MatematiKe...........cveveiieiieii e 32
ZAKIJUCAK ... nne s 52
YT - UL USSR SRUSPRSPR 53



Poglavlje 1

1. Funkcije

1.1. Kartezijev umnozak

Definicija 1.1.1. Neka su X i Y neprazni skupovi, te x € X i y € Y. Uredeni par elemenata x i

y, U oznaci (x,y), je skup

(6, y) = {{x}, {x, y3}.
Vazno svojstvo uredenih parova je da su uredeni parovi (x,y) i (x’,y") jednaki ako i samo
akojex=x"iy=y'"
Definicija 1.1.2. Neka su X i Y neprazni skupovi. Skup {(x,y):x € X Ay € Y} naziva se
Kartezijev (ili direktni) umnozak skupova Xi Y i oznacava s X X Y.
Skupovi X i Y nazivaju se faktori Kartezijeva umnoska.
Napomena Dogovorno se uzima da je X X Y = @ ako i samo ako je barem jedan od skupova
X 1Y prazan skup.
Pojam Kartezijevog umnoska moze se poop¢iti na vise od dva faktora. Kartezijev umnozak n
skupova definiramo induktivno na sljede¢i nacin

Xl XXZXX3:(X1XX2)XX3

Xy XXy X X X1 XXy = (X1 XXy X oo X Xpop) X X,
Elemente Kartezijevog umnoska skupova Xi,X,..,X, nazivamo uredenim n-torkama i
oznacavamo (x4, ..., X,,), gdje je x; € X;,i € {1, ...,n}.
Napomena Ako je bilo koji od skupova X;,i € {1, ...,n}, prazan, dogovorno se uzima da je
Xy XX, X XX, 1 XX, =0.
Primjer 1.1.1. Poznati primjeri Kartezijevog umnoska koji se Cesto spominju u nastavi

matematike su:



e Koordinatna ravnina
RZ2=RXR={(x,y):x,y € R}
e Koordinatni prostor

R3=RXRXR={(,y,2):x,5z€R}

1.2. Relacije

Kartezijev umnozak dva skupa je posebno zanimljiv jer se u tom skupu nalaze sve moguce
kombinacije elemenata iz dana dva skupa. To nam omogucuje da promatramo odnose izmedu
elemenata danih skupova.

Na taj nacin dolazimo do pojma relacije, jednog od najvaznijih pojmova u matematici.
Pogledajmo sljede¢i primjer kako bismo bolje shvatili ideju relacije. Neka je Z skup svih
zena, a D skup sve djece u Splitu. O¢ito je da izmedu ta dva skupa mozemo uspostaviti
nekakav odnos. Primjerice, neke zene su majke pa su one povezane sa svojim djetetom iz
skupa D (ne nuzno jer dijete ne mora Zivjeti u Splitu). Jasno je da skup Z X D sadrZi uredene
parove (Zena, dijete), a skup uredenih parova koji sadrze majku i njezino dijete je podskup tog
skupa. Taj podskup sadrzi uredene parove (majka, dijete).

Sada je jasno da nas posebno zanimaju odredeni podskupovi Kartezijevog umnoska.
Definicija 1.2.1. Neka su X i Y skupovi. Dvoclana (ili binarna) relacija iz skupa X u skup Y je
svaki podskup RS X xY. Ako je X=YiR S X XX onda kazemo da je R dvoclana
(binarna) relacija na skupu X.

Za element x € X kazemo da je u relaciji R s elementom y € Y ako je (x,y) € R. Umjesto
(x,¥) € R obi¢no se pise xRy i ¢itamo ,,x je u relaciji R s y*.

Skup {x € X:(3y € Y) xRy} nazivamo domena relacije R i oznatavamo s D(R), a skup
{y € Y: (3x € X) xRy} nazivamo slika relacije R i oznacavamo s K (R).

Neka je R € X x Y. Ako je X # Y onda kazemo da je R heterogena relacija, a ako je X =Y

onda kazemo da je R homogena relacija na skupu X.

Definicija 1.2.2. Neka je R € X x Y neprazna relacija. Inverzna (suprotna) relacija relaciji R

jerelacija R~ € Y x X definiranasa R~ = {(y, x): (x,y) € R}.



Definicija 1.2.3. Neka su X,Y i Z neprazni skupovite RS X XY i § €Y x Z. Kompozicija
relacija R i S je relacija So R € X x Z definiranasa SeoR = {(x,2): Ay € Y)((x,y) ER A
(v, z) € 5)}.

1.3. Funkcije

Vazno je naglasiti da ¢emo se u daljnjim poglavljima baviti binarnim relacijama i njih ¢emo
nazivati ,,relacije® (osim ako nije drugacije naglaseno).
Relacije mogu imati mnoga lijepa svojstva, posebno homogene relacije. Medu tim lijepim
svojstvima nalazimo refleksivnost, simetricnost, tranzitivnost, antisimetricnost, irefleksivnost,
asimetricnost. Ta svojstva 1 relacije koje posjeduju ovakva svojstva su jako vazan dio
matematike, no nazalost nisu zastupljene u Skolskom kurikulumu pa za ovaj rad nisu bitne.
Nas trenutno zanimaju svojstva koja mogu imati heterogene relacije, a samim time i
homogene relacije kao poseban slucaj heterogenih. Ova svojstva se obraduju u srednjim
Skolama 1 koriste se pri rjeSavanju zadataka pa ¢emo na njih posebno obratiti paznju i pomocu
njih definirati poseban slucaj relacije funkcije.
Definicija 1.3.1. Neka su X i Y neprazni skupovi te R € X X Y. Kazemo da je relacija R:

a) Injektivna (injekcija) ako iz (x,y) € Ri (x',y) € R slijedi x = x'.

b) Funkcionalna ako iz (x,y) € Ri (x,y") € R slijediy = y'.

c) Totalna ako vrijedi (Vx € X)(3y € Y)xRy.

d) Surjektivna (surjekcija) ako vrijedi (Vy € Y)(3x € X)xRy.
Definicija 1.3.2. Neka su X i Y skupovi te f € X x Y relacija. Ako je relacija f funkcionalna
i totalna onda kazemo da je f funkcija s domenom X i kodomenom Y.
Drugim rije¢ima, f je funkcija ako za svaki x € X postoji jedinstveni y € Y takav da
(x.y) €f.
Napomena. U nekim literaturama moZemo pronac¢i manje formalnu definiciju funkcije koja
kaze da je funkcija pridruzivanje koje svakom elementu jednog skupa pridruzi to¢no jedan
element drugog skupa. Ovakva definicija se u strogom matematickom kontekstu izbjegava
zbog pojma pridruzivanja koji nigdje nije strogo definiran. Tada koristimo zapis f: X = Y ili
funkciju zapisujemo kao uredenu trojku (X,Y,f). Funkcija se na nastavi definira kao
pridruZivanje.
Razumijevanje navedenih svojstava i definicije funkcije nuzno je da bi uéenici razumjeli

korake pri trazenju domene funkcije i rjeSavanju sliénih zadataka. Cest je slu¢aj da ucenici
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samo zapisu ,,pravila®“ pomocu kojih dolazimo do domene, no ne razumiju zasto stvar ne bi
funkcionirala kad bi ,,problemati¢na mjesta“ ostala u domeni. Ne razumiju da takva relacija
ne bi bila totalna pa samim time ni funkcija.

Nakon §to smo definirali funkciju uvesti ¢emo uobicajene oznake koje se koriste kad je dana
relacija funkcija.

Za funkciju umjesto f € X XY piSemo f:X — Y. Umjesto (x,y) € f piSemo f(x) =y te
element x nazivamo argumentom funkcije, a element y slikom elementa x. Domenu funkcije

f oznaCavamo sa Dy.

Ve¢ smo spominjali kompoziciju relacija u prethodnom poglavlju. Sada ¢emo nesto reci 0
kompoziciji funkcija.

Teorem 1.3.1. Neka su relacije f C X XY i g €Y x Z funkcije. Tada je i kompozicija g o
f € X x Z funkcija.

Dokaz. Pokazimo prvo da je g o f totalna. Neka je x € X proizvoljan. f je funkcija pa postoji
y € Y takav da je (x,y) € f. Nadalje, g je funkcija pa postoji z € Z takav da je (y,z) € g.
Slijedi da je (x,z) € g o f ¢ime je dokazano da je kompozicija funkcija f'i g totalna.

Pokazimo jo$ da je g o f funkcionalna. Neka su (x,z) € go f i (x,2z") € g o f. Tada postoje
yiytakvidaje (x, ) Ef, (x,y)YESf, (v,2)€g, (', z) € g.Kako su f funkcionalna
slijedi da je y =y, a kako je i g funkcionalna slijedi kona¢no z = z' &ime je dokazana

funkcionalnost kompozicije, a time i tvrdnja teorema.

Napomena Iz prethodnog dokaza se lako vidida je z = (g o f)(x) = g(f (x)).
Za kompozicije funkcija vrijedi:
e gof # fog(nije komutativna)
e (fog)oh=fo(geoh) (asocijativna)
U nastavku ¢emo definirati poseban slucaj funkcije koji igra vaznu ulogu u svijetu funkcija.
Govoriti ¢emo o bijekciji o kojoj ucenici sluSaju u srednjoj Skoli, a omogucuje nam da
uvedemo pojam inverzne funkcije.
Definicija 1.3.3. Za funkciju kazemo da je bijekcija ako je injektivna i surjektivna.
Napomena Lako se dokaZe da je kompozicija dviju bijekcija isto bijekcija.

Teorem 1.3.2. Neka je dana funkcija f: X — Y. Relacija £~ je funkcija ako i samo ako je f

bijekcija.



Dokaz. Pretpostavimo da je £~ funkcija. Treba dokazati da je tada f bijekcija.

Injektivnost: Neka su (x,y) € f i (x',y) € f. Tadasu (v,x) € f1i (y,x") € f~1. Kako je
f~1 funkcija, slijedi da je x = x’ ¢ime je dokazana injektivnost.

Surjektivnost: Neka je y €Y proizvoljan. f~1 je funkcija pa postoji x € X takav da je
(v,x) € f~1iz Cegaslijedi (x,y) € f pa je f surjekcija.

Slijedi da je f bijekcija.

Obratno, pretpostavimo da je f bijekcija. Treba dokazati da je £~ funkcija.

Funkcionalnost: Neka su (y,x) € f~1i (y,x") € f~1. Tadasu (x,y) € f i (x',y) € f pa je
x = x' jer je f bijekcija.

Totalnost: Neka je y € Y proizvoljan. f je bijekcija pa postoji x € X takav da je (x,y) € f,

dakle (y,x) € f~! pa je teorem dokazan.

Napomena Moze se pokazati da je u tom sludaju i f 1 bijekcija.

Primjer 1.3.1. Identiteta na skupu X idy:X — X je funkcija koja svakom elementu iz skupa
X pridruzi samog sebe, odnosno idy(x) = x,x € X. Lako se provjeri da je ova funkcija

ujedno i bijekcija. Ona ima vrlo zanimljiva svojstva. Naime, za proizvoljnu funkciju f: X =Y
vrijedi feoidy =f i idyof =f.

Sljedeci teorem ¢e nam dati mo¢ni alat za traZenje inverza zadane funkcije.

Teorem 1.3.3. Neka je f: X — Y bijekcija. Vrijedi fo f™1 =idy i f 1o f = idy.

Dokaz. 1z Teorema 1.3.1. i Teorema 1.3.2. slijedi da su kompozicije fof™ 1 i f7lof
funkcije, a iz prethodne dvije Napomene mozemo zakljuciti da su 1 bijekcije. Neka su x €
X iy €Y proizvoljni. Vrijedi:

(FofMO =)=y (fif" bijekcije) = idy(y) paje f o f~" = idy.

(F' o ) = fH(F()) = x = idy(x) paje f1 o f = idy.

Napomena Moze se pokazati da je f 1 jedinstvena funkcija s ovim svojstvom.

Neke funkcije koje nisu bijekcije mozemo ,,srezati“ da postanu bijekcije. Tada govorimo o

restrikciji funkcije.
Definicija 1.3.4. Funkcija g je restrikcija (suzenje) funkcije f ako vrijedi D(g) S
D(f) i (vx € D(g))g(x) = f(x) i pisemo g = f|pg)-



Primjer 1.3.2. Kvadratna funkcija f: R — R definirana s f(x) = x? nije injekcija pa prema

tome nema inverznu funkciju. Ipak, moguce je definirati inverz na restrikciji g = f1o,+00)-

Inverzna funkcija funkcije g je g~*: [0, +o) — [0, +oo) definirana's f(x) = Vx.

1.4. Graf funkcije

Naglasavam da se u ovom poglavlju bavimo isklju¢ivo realnim funkcijama realne varijable,

odnosno funkcijama oblika f: X — R gdje je X € R.

Definicija grafa funkcije se poklapa s definicijom funkcije u ovom radu. Inace, na nastavi se
funkcije definiraju kao ,,pridruzivanja“ pa se graf definira posebno kao skup svih tocaka

(x,y) gdje je x iz domene, a za y vrijedi f(x) = y i oznacavamo ga s [}.

Sa grafovima osnovnih elementarnih funkcija (Poglavlje 1.5.) ucenici se susrecu jo§ na

pocetku srednje Skole. Tu su pravila vrlo jasna i nije teSko nacrtati trazeni graf.

U Cetvrtom razredu srednje Skole u igru ulaze slozenije funkcije pa se stvar malo
zakomplicira. Vazno je napomenuti da se na nastavi prethodno obrade limesi i derivacije i da

su ucenici dobro upoznati s njima (u ovom radu se ne¢emo baviti njima, ali ¢emo ih koristiti).

U ovom poglavlju ¢emo definirati pojmove i iskazati teoreme (bez dokaza) koji ¢e nam

uvelike pomoc¢i da nacrtamo graf bilo koje realne funkcije.

Napomena U poglavlju 1.3. smo definirali inverznu funkciju. Obzirom na to da je graf
funkcije f: X — Y zapravo skup uredenih parova iz X X Y, kao i sama funkcija, lako se vidi da

su grafovi funkcije f i njenog inverza f =1 simetri¢ni obzirom na pravac y = x.
Pri crtanju grafa dane funkcije prvi korak je odrediti domenu funkcije, a zatim nultocke.

Definicija 1.4.1. Neka je f: X - R, X € R, funkcija. Ako za x, € X vrijedi f(x,) = 0 onda

kazemo da je xo nultocka funkcije f .

Zatim odredujemo tok funkcije (intervale rasta, pada, lokalne ekstreme, konveksnost,

konkavnost 1 tocke infleksije).
Definicija 1.4.2. Za funkciju f: X — R gdje je X € R kazemo da je na skupu X
a) Rastuc¢a ako (Vx1,x, € X)x1 < x5 = f(x1) < f(x3)

b) Strogo rastuéa ako (Vxi,x, € X)x1 < x5 = f(x1) < f(x3)



C) Padajuéa ako (Vxq,x; € X)x; < x5 = f(x1) = f(x3)
d) Strogo padajuca ako (Vx1,x5 € X)x1 < x5 = f(x1) > f(x3)

Za rastuce ili padajuce funkcije kazemo da su monotone, a za strogo rastuée i strogo padajuce

kazemo da su strogo monotone funkcije.

O monotonosti funkcije puno nam mogu reci vrijednosti derivacije u toc¢ki. Naime, derivacija
funkcije u danoj tocki predstavlja nagib tangente na tu funkciju u danoj tocki. Poveznica

monotonosti i derivacije je iskazana u sljede¢em teoremu.

Teorem 1.4.1. Neka je funkcija f: X = R, X € R, derivabilna na intervalu I < X. Funkcija f

je rastuca (padajuca) na I ako i samo ako je f'(x) =0 (f'(x) < 0) zasvaki x € I.

Korolar 1.4.1. Neka je funkcija f: X — R, X € R, derivabilna na intervalu I < X. Ako je
f'(x) >0 (f'(x) <0) zasvaki x € I, onda je funkcija f strogo rastuca (strogo padajuca) na
I.

Definicija 1.4.3. Kazemo da funkcija f: X = R, X € R, ima u tocki x, € X lokalni minimum
(lokalni maksimum) ako postoji € > 0 i interval (x, —&,x, + &) € X tako da je f(xy) <
f0) (f(xg) > f(x)) za svaki x € (xq — &, x¢ + €)\{xo}. Pritom vrijednost f(x,) nazivamo

lokalnim ekstremom, a tocku xy tockom lokalnog ekstrema.

Odredimo li tok funkcije na intervalima, moZemo lako zakljuciti u kojim tockama funkcija
ima lokalni minimum (maksimum). Ipak, u praksi postoje laksi na¢ini da pronademo tocke u

kojima bi funkcija mogla imati lokalni ekstrem.

Definicija 1.4.4. Neka je X € R interval i f: X —» R funkcija. Kazemo da je tocka x, € X

stacionarna tocka funkcije f ako je f neprekidna u x, i uz to je f'(x,) = 0.

Teorem 1.4.2. (Dovoljan uvjet za lokalni ekstrem) Neka je funkcija f: X - R, X € R,
derivabilna na intervalu I € X i dvaput derivabilna u svojoj stacionarnoj tocki x, € I. Ako je
f"(xo) # 0 onda f ima u x, lokalni ekstrem (lokalni minimum za f"(x,) > 0, a lokalni

maksimum za "' (x,) < 0).
Sada imamo sve §to nam je potrebno da bi odredili lokalne ekstreme funkcije.

Ipak, kad ispitamo monotonost i odredimo tocke ekstrema, jo§ uvijek ne znamo skicirati graf
funkcije. Potrebno je provjeriti gdje je funkcija konveksna (konkavna) i odrediti tocke
infleksije.



Definicija 1.4.5. Neka je A konveksan podskup skupa X € R. KaZemo da je funkcija f: X —

R konveksna na A ako ima sljedece svojstvo:
(Vxq,x, € A)(Vt € [0,1]) f((l —x; + txz) < (A -0)f(xy) + tf (x2).

Ako za x; # x, i t € (0,1) vrijedi stroga nejednakost, onda kazemo da je funkcija f strogo

konveksna na A.

Definicija 1.4.6. Neka je f:X - R, XS R, i neka je A € X konveksan podskup od X.
Kazemo da je funkcija [ (strogo) konkavna na A ako je funkcija —f:X — R (strogo)

konveksna na A.

Teorem 1.4.3. Neka je funkcija f: X = R, X S R, dvaput derivabilna na intervalu I € X.
Funkcija f je konveksna (konkavna) na I ako i samo ako je f"'(x) = 0 (f"'(x) < 0) za svaki
x €1

Definicija 1.4.7. Kazemo da funkcija f: X = R, X € R, ima u tocki x, € X infleksiju (pregib)
ako postoji € >0 i interval (x, —¢&,xy+€) € X tako da je f na (xy, — & x,) Strogo
konkavna, a na (x,, xo + €) strogo konveksna ili obratno. Tocku (xy, f (xo)) nazivamo tockom
infleksije grafa funkcije f.

Dakle, graf u tocki (xo, f(xg)) prelazi iz konveksnog u konkavni oblik ili obratno. Jedan
vazan primjer gdje je iznimno vazno odrediti tocke infleksije je funkcija f(x) = x3 jer
funkcija na cijeloj domeni raste, ali ima tocku infleksije u ishodi$tu pa se u toj tocki mijenja

tok funkcije.

Teorem 1.4.4. Neka je funkcija f: X - R,X € R, dvaput derivabilna na intervalu I € X i

triput derivabilna u toc¢ki x, € I. Ako je f""(xq) = 0i f'""(x,) # 0 onda f ima u x, infleksiju.

Da bismo skicirali graf funkcije potrebno je provjeriti ima li asimptota (pravci kojima se

funkcija pribliZzava, ali ih nikad ne dotakne).

Definicija 1.4.8. Neka je X € R neomeden skup i f:X - R funkcija. KaZemo da graf

funkcije f ima za desnu (lijevu) asimptotu pravac y = kx + [ ako je
liT lf(x) —(kx+ D] =0 (lim|f(x)— (kx+1)]|=0)
X—+00 X——00

Ako je pritom k = 0 govorimo o horizontalnoj asimptoti, a ako je k # 0 0 kosoj asimptoti.

Ako je xo gomiliste skupa X, xo & X | limf = too (limf = £00) onda kazemo da je pravac
X0 X0

x = x, desna (lijeva) vertikalna asimptota grafa funkcije f.
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U slucaju da je pravac y = kx + 1 kosa ili horizontalna asimptota vrijedi
x
k = limM il=lim(f(x) — kx).
x—-oo X X—00
Definirati ¢emo jo$ nekoliko pojmova koji nam mogu uvelike pomo¢i pri crtanju grafa

funkcije.

Definicija 1.4.9. Za funkciju f kazemo da je periodicna ako postoji realan broj T > 0 takav
da za sve x € Dy vrijedi x+T € Dsif(x) = f(x+T). T zovemo period funkcije f, a

najmanji pozitivni period zovemo temeljni period funkcije f.

Definicija 1.4.10. Za funkciju f kazemo da je parna ako za svaki x € Dy vrijedi f(—x) =
f(x). Ako za svaki x € Dy vrijedi f(—x) = —f (x) kazemo da je f neparna funkcija.

Napomena Graf parne funkcije je osnosimetri¢an obzirom na os y, a graf neparne funkcije je

centralnosimetri¢an obzirom na ishodiste.

Ocito je da ¢e nam graf periodi¢ne funkcije biti znatno lakSe nacrtati jer, ugrubo receno,

odredimo dio grafa (ovisno o temeljnom periodu) i samo ponavljamo taj dio.

1.5. Elementarne funkcije

U nastavi se ucenici susrec¢u s nekim elementarnim funkcijama ve¢ u prvom razredu srednje
Skole. U ovom poglavlju ¢emo definirati elementarne funkcije i detaljno opisati osnovne

elementarne funkcije od kojih se one sastoje.
Osnovne elementarne funkcije su:

e Konstanta

Eksponencijalne funkcije
e Logaritamske funkcije

e Opca potencija

e Trigonometrijske funkcije

e Ciklometrijske funkcije
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Definicija 1.5.1. Elementarne funkcije su funkcije koje se mogu dobiti iz osnovnih
elementarnih funkcija ili njihovih restrikcija pomocu konacnog broja zbrajanja, oduzimanja,

mnozenja, dijeljenja i konacnog broja njihovih kompozicija.
Elementarne funkcije se dijele na:

e Polinome

e Racionalne funkcije

e Algebarske funkcije

e Transcendentne funkcije

Konstanta i op¢a potencija
Definicija 1.5.2. Funkciju f(x) = ¢, ¢ € R nazivamo konstantom.
Graf ove funkcije je pravac y = c i paralelan je sa x-osi.

Definicija 1.5.3. Funkcija f: X — R definirana izrazom f(x) = x",r € R za sve x € X, zove

se opca potencija.

Posebno, f(x) =x%,q € Q, zove se iracionalna funkcija. Iracionalna funkcija koja se

obraduje na nastavi je f(x) = vx gdje je x € [0, +0) (Slika 1)

0.5F

Slika 1

Ova funkcija je inverzna kvadratnoj funkciji ako kvadratnu funkciju restringiramo na [0, +o)

jer kvadratna funkcija na R nije bijekcija pa nema inverz.
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Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Definicija 1.5.4. Funkcija f:R — (0,+o0) definirana izrazom f(x) =a*,a>0,a #1

naziva se eksponencijalna funkcija, a se naziva baza, a x eksponent.

Eksponencijalna funkcija je strogo rastu¢a za a>1, a strogo padaju¢a za 0<a<l i nema

nultoc¢aka (Slika 2).

Slika 2
/
15 / 40
."Ifl‘
.’J‘I
f'r [
b / 30}
/ \ L
10+
| / \ .
rd "-\ L
| / 20 F
[ \ |
L \ |
5k \\\ [
i 10+
I - i
S ———— _ L I L ' — 4
4 -2 2 4 -4 -2 2
a>1 0<a<l1

Eksponencijalna funkcija je bijekcija Sto znaci da postoji jedinstvena funkcija koja joj je

inverzna. Tu funkciju nazivamo logaritamska funkcija.
log,:(0,+0) > Ra>0,a+#1 log,x=yea’=x
Vrijedi log, a* = x i a'°8a* = x,

Posebno vazni su logaritam s bazom 10 (dekadski logaritam, oznaka log) i logaritam s bazom

e (prirodni logaritam, oznaka In).

Logaritamska funkcija je takoder bijekcija. Slicno kao 1 eksponencijalna funkcija,
logaritamska funkcija je rastuéa za a > 1 i padajuca za 0 < a <1 i ima jednu nulto¢ku

N(1,0) jerjelog, 1 = 0.
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Slika 3

_ \\
s

a>1 0<a<1

Trigonometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije su vecini u€enika najteze funkcije s kojima se susrecu u Skoli. One
su po mnogo¢emu posebne i1 drugacije od drugih funkcija koje smo dosad spomenuli u ovom
poglavlju. Imaju razna lijepa svojstva od kojih se jedno posebno istie, a to je periodi¢nost.
Periodi¢nost je posebna jer prethodne elementarne funkcije nisu imale i to je ucenicima nesto
novo. Pri rjeSavanju zadataka pojavljuje se period ¢iju vaznost i funkciju ucenici Cesto ne
uocavaju. Iz tog razloga je iznimno vazno da ucenici usvoje znacenje, definiciju, graf i

svojstva trigonometrijskih funkcija.

Prvo S§to se definira je eksponencijalno preslikavanje E: R — k(0,1) koje svakom realnom
broju pridruzi to¢ku na jedini¢noj kruznici k(0,1). Ovo se preslikavanje jo§ naziva namatanje
pravca na kruznicu i to je upravo ono §to radimo. Promotrimo Sliku 4. Pravac koji namatamo
je paralelan s y-osi i prolazi kroz toc¢ku (1,0). Svakom realnom broju x pridruzimo to¢ku na
kruznici k tako da duljina kruznog luka od to¢ke (1,0) do E(x) bude jednaka |x| (primijetimo
da je tada i mjera kuta £E(0)OE (x) u radijanima jednaka x). Na slici je prikazano namatanje
pozitivnog dijela pravca, ali negativan dio bismo preslikali analogno samo na drugu stranu (u
smjeru kazaljke na satu). Kako je pravac beskonacan, a jedini¢na kruznica ima opseg jednak
27, logi¢no je da ¢e se u svaku tocku na kruznici smjestiti beskona¢no mnogo toc¢aka pravca i
to u razmaku od 27, odnosno vrijedi E(x) = E(x + 27x) za sve realne brojeve x. 1z ovoga

zakljuCujemo da je E periodi¢no preslikavanje s temeljnim periodom 2 7.
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Slika 5
Definiramo

E(a) = A = (cosa,sina)
B =(1,tga)
C = (ctga, 1)
a sa slike se lako vidi (sli¢nost trokuta) da je tga = % i ctga = % (u udZbenicima su
tangens 1 kotangens definirani na ovaj nacin).

Sinus, kosinus, tangens i kotangens se viSe ne gledaju kao omjeri stranica pravokutnog trokuta

ve¢ kao funkcije. ZapiSimo ih formalno.

sin:R - [—1,1]
Funkcija sinus je periodi¢na s periodom 2k, k € Z, a temeljni period je 2. Njezin graf lako

mozemo nacrtati koriste¢i poznate vrijednosti i periodi¢nost (Slika 6). Sinus je neparna
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funkcija jer vrijedi sin(—x) = —sin x (slijedi iz toga da su tocke E(x) i E(—x) simetri¢ne

obzirom na x-0s).

Slika 6 Sinusoida

cos:R - [—1,1]
Funkcija kosinus je takoder periodicna s istim periodom kao i sinus. Za razliku od sinusa,
kosinus je parna funkcija $to se lako moze vidjeti ako promotrimo E(x) i E(—x) na brojevnoj
kruznici. Dakle, vrijedi cos(—x) = cos x.
Usporedimo i graf funkcije cos (Slika 7) i sinusoidu (Slika 6) primjec¢ujemo da vrijedi

sinx = cos(x — g).

Slika 7
Najvaznija poveznica izmedu sinusa i kosinusa je osnovni trigonometrijski identitet
sin?x 4+ cos?x =1
kojeg se lako izvede direktnom primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut sa Slike 5
(katete sin @ i cos a i hipotenuza duljine 1).

Na nastavi se iskazuju i dokazuju adicijske formule. Budu¢i da sve adicijske formule

proizlaze jedna iz druge dovoljno je dokazati osnovni adicijski teorem za funkciju kosinus.
Teorem 1.5.1. Vrijedi cos(a + ) = cosacosf —sinasinf,Va, B € R.
Dokaz.

Promotrimo Sliku 8. Zapisimo koordinate danih tocaka.
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A(cos B, —sin ) jer je sinus neparna funkcija.
B(1,0), C(cosa,sina), D(cos(a + B),sin(a + B))
Prema S-K-S poucku trokuti A OAC i A OBD su sukladni pa je |AC| = |BD]|. Primjenimo li

formulu za udaljenost tocaka imamo:
(cosa — cos )% + (sina + sinB)? = (1 — cos(a + B))? + (—sin(a + B))?
cos? a — 2 cos a cos f + cos? B + sin? @ + 2sina sin B + sin? B
=1-2cos(a + B) + cos?(a + B) + sin?(a + B)
2—2cosacosf + 2sinasinf =2 — 2cos(a + )

cos(a + B) = cosacosf —sinasinf

Slika 8

Definirajmo sad tangens i1 kotangens. Naime, kad smo ih definirali kao koordinate presje¢nih
toc¢aka na Slici 5 nismo uzeli u obzir slucaj kad te tocke ne postoje. Naime, u tim slucajevima
tangens (kotangens) ne mozemo definirati pa te tocke moramo izbaciti iz domene.

Pogledajmo koje su to tocke za tangens.

Presjecna tocka ne postoji kad se pravac OE (a) poklapa s y-osi. U tom slucaju tocka E (@)

lezi na y-0si pa je cosa =0 = a € {§+ krke Z}. Dakle, tangens nije definiran za
elemente tog skupa pa je tg: R\ {§+ kmrk € Z} - R. (Slika 10)

Na sli¢an nacin dobijemo da kotangens nije definiran na skupu {km k € Z} (tamo gdje je
sina = 0) pa je ctg: R\{km k € Z} - R. (Slika 9)
Tangens i kotangens su takoder periodi¢ne funkcije s temeljnim periodom k7, k € Z. Lako se

vidi da su tangens i kotangens neparne funkcije jer vrijedi
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tg(—x) = —tgx ictg(—x) = —ctgx

Ocita poveznica tangensa i kotangensa koju valja istaknuti je identitet

1
Ctgx = t‘g—x,x € Dtg N DCtg

=an -2 vz 1 ¥ 2 S/ 2 2m =3w/2 S-m -ml2

w2

-2

-3

-4

-5

-6

m

3mi/2

T Sm/2

-6

Slika 9

Slika 10

Iz adicijskog teorema o kosinusu proizlaze adicijski teoremi za sinus, tangens i kotangens koji

se takoder izvode na nastavi. [zvode ¢emo izostaviti iz ovog rada.

Ciklometrijske funkcije

Ciklometrijske funkcije su funkcije koje su inverzne trigonometrijskim funkcijama. Ipak, da

bi dosli do toga prvo moramo malo srediti nase trigonometrijske funkcije. Naime, sve one su

surjekcije, ali su i1 periodi¢ne $to automatski znaci da nisu injektivne pa nisu ni bijekcije.

Dakle, nemaju inverz. 1z tog razloga ¢e inverzne funkcije ustvari biti inverzi restrikcija naSih

trigonometrijskih funkcija.

Funkciju sinus ¢emo suziti na interval [—gﬂ jer je na tom intervalu injektivna i surjektivna

pa i bijekcija. Naravno, mogli smo odabrati bilo koji drugi interval, ali ovo je najces¢i i

najzgodniji izbor zbog skiciranja grafa.
w1

sin |[_%%] : [—E,E] - [—-1,1]

Ova funkcija ima inverz i to je funkcija arkus sinus
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- - : T T
(sm I[‘%%]) = arcsin: [-1,1] » =3

Vazno je naglasiti da su sinus i arkus sinus inverzne samo na intervalu [—1,1] jer ucenici

cesto djeluju na sinus arkus sinusom u jednadzbama i izgube beskonacno mnogo rjeSenja

jednadzbe.
L) Sin(x)
4 Arcsin(x)
n/2 - X |
1
0 -
X
-1
-nf2 - <
-nl2 -1 0 1 /2
Slika 11

Analogno napravimo za ostale trigonometrijske funkcije (restringiramo ih na intervale na

kojima su injektivne) pa imamo

(cos|p,q) = arccos:[—1,1] - [0, 7] (Slika 12)

2’2

-1
(tg |<_EE>> =arctg:R - <—g,g> (Slika 13)

(ctg |(0,,,))_1 = arcctg: R - (0, 7) (Slika 14)
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[ ] Cos(x)
n y Arccos(x) - A Ta(x)
X ¥ Arctg(x)
X
w2 | | /2
1 |
0 -
X
0 . /2
X
-1
-1 0 1 /2 n
-n/2 0 w2
Slika 12
Slika 13
A | o)
¥ Arcctg(x)

X

0 n/2 ks

Slika 14

Polinomi
Prve funkcije s kojima se ucenici susre¢u su one najjednostavnije, polinomi.

Definicija 1.5.5. Neka je n € N, i neka su a, ...,a, realni brojevi. Funkcija p,,: R - R
definirana izrazom p,(x) = ay + a;x + -+ a,x™ za sve x € R zove se polinom. Brojeve
ayo, ---, A, Nazivamo koeficijentima polinoma p,,. Ako je a,, # 0 onda kazemo da je polinom p,,

stupnja n, broj a,, vodeci koeficijent polinoma p,,, a koeficijent a, jos nazivamo i slobodnim
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koeficijentom. U slucaju da je a,, = 1 kazemo da je polinom p, normiran. Svaki realni broj

x € R za koji je p,(x) = 0 nazivamo nultocka polinoma p,,.

Polinom oblika p,(x) =0,x € R, nazivamo nul-polinom i to je jedini polinom

nedefiniranog stupnja.

Definicija 1.5.6. Polinom stupnja 1 nazivamo linearna funkcija i zapisujemo u obliku f(x) =
kx + 1, gdje su k i | realni brojevi i k # 0. Vodeci koeficijent nazivamo koeficijentom smjera,

a slobodni koeficijent predstavlja odsjecak na y-0si.

Graf linearne funkcije je pravac y = kx + [. Pravac je rastu¢i za k>0, a padajuci za k<O0.

Linearna funkcija ima jednu i samo jednu nultocku.

Definicija 1.5.7. Polinom stupnja 2 nazivamo kvadratna funkcija i zapisujemo u obliku

f(x) =ax*+bx +cgdjesua,b,c € Ria # 0.

—-b+VbZ-4a

Nultocke kvadratne funkcije racunamo po formuli x;, = ” °, gdje radikand zovemo

diskriminantom i ozna¢avamo D = b? — 4ac.

Ova jednadzba, ovisno o diskriminanti, moze imati dva, jedno ili nula rjeSenja. Prema tome,

kvadratna funkcija moze imate dvije, jednu ili nula nultocaka.

Graf kvadratne funkcije je parabola y = ax? + bx + ¢ &ija je os paralelna y-osi. Kada je a>0

parabola je okrenuta prema gore, a za a<o parabola je okrenuta prema dolje.

4ac—b?

Tjeme parabole je tocka T (xq,v,) gdje je xo = —% i yo=—— To je tocka u kojoj

kvadratna funkcija ima ekstrem (minumum za a>0, a maksimum za a<0).

Polinomi viSeg stupnja nisu toliko zastupljeni u $kolskoj matematici pa ih nije potrebno

detaljno opisivati.

Racionalne funkcije

Pn(x) H

Definicija 1.5.8. Funkcija f: X — R koja je za sve x € X definirana izrazom f(x) = () pri

cemu je X = {x € R: q,n(x) # 0}, p,, i ¢ SU polinomi stupnja n i m redom te g, nije nul-
polinom, naziva se racionalna funkcija. Ako je n<m f je prava racionalna funkcija. U

suprotnom se naziva neprava racionalna funkcija.
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Napomena Nepravu racionalnu funkciju moguce je prikazati kao zbroj polinoma i prave

racionalne funkcije.

Primjer 1.5.1. Funkcija f(x) =§ je jedna od najjednostavnijih racionalnih funkcija i njezin

graf (Slika 15) ucenici uce ve¢ u drugom razredu srednje Skole.

Slika 15
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Poglavlje 2

2. Funkcije u kurikulumu

2.1. Kurikulum nastavnog predmeta Matematika

U ovom poglavlju ¢emo navesti $to je propisano u Kurikulumu za domenu Algebra i funkcije

po razredima. Domene su podijeljene po srodnim podruc¢jima matematike pa su algebra i

funkcije jedna domena. To znaci da sljede¢i odgojno obrazovni ishodi neée biti vezani samo

za funkcije, ve¢ 1 za algebru.

1. razred

1.

MAT OS B.1.2.

Prepoznaje uzorak i
nastavlja niz.

Uocava uzorak nizanja.
Objasnjava pravilnost nizanja. Objasnjava kriterije nizanja.
Nize po zadanome kriteriju.

Korelacija s Hrvatskim jezikom, Likovnom kulturom, Glazbenom
kulturom, Prirodom i drustvom, Tjelesnom i zdravstvenom
kulturom.

2. razred

1. | MAT OS B.2.1. Uocava pravilnosti nizanja brojeva, objekata, aktivnosti i pojava.
Prepoznaje uzorak i Odreduje viSekratnike kao brojevni niz.
kreira niz Kreira nizove.
objasnjavajuci Objasnjava kriterije nizanja.

pravilnost nizanja.

Korelacija s Likovnom kulturom i1 Prirodom i drustvom.

MAT OS B.2.2.
Odreduje
vrijednost
nepoznatoga ¢lana
jednakosti.

Odreduje vrijednost nepoznatoga ¢lana u jednakosti 1 dobiveno
rjesenje provjerava.

Primjenjuje svojstva racunskih operacija.

Primjenjuje veze medu racunskim operacijama.

Prosireni sadrzaji:

Rabi slovo kao oznaku za broj.
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3. razred

1L MATOS B.3.1. Koristi se slovom kao oznakom za broj.
Bjeé?va zadatke B Uvrstava zadani broj umjesto slova.
jvednlm nep(.)znz’i.t 'm Odreduje vrijednost nepoznatoga ¢lana jednakosti/nejednakosti.
¢lanom Koristeci se O . «unskih operaciia
slovom kao Pr%mj.enj.ujle svojstva I’aCl,lI}S i . p j
oznakom za broj. Primjenjuje veze medu racunskim operacijama.
4. razred
1. | MAT OS B.4.1. Razlikuje jednakosti i nejednakosti. Koristi se slovom kao
Odreduje oznakom za nepoznati broj u jednakostima i nejednakostima.
vrijednost e Racuna vrijednost nepoznate veliCine primjenjujuéi veze izmedu
LEELAIIE vElilE 1 racunskih operacija.
jednakostima ili . .
nejednakostima. Korelacija s Informatikom.
5. razred
1. | MATOS B.5.1 Prepoznaje nepoznanicu u problemskoj situaciji.
Problemsku situaciju zapisuje linearnom jednadzbom. Rjesava
Rjesava i linearnu jednadzbu oblika ax=b gdje su a i b prirodni ili decimalni
primjenjuje brojevi, provjeravajuci tocnost dobivenoga rjeSenja. Izrazava
linearnu nepoznatu veli¢inu iz jednostavne linearne jednadzbe koristeci se
jednadzbu. vezom medu ra¢unskim operacijama. Koristi se opsegom i
povrSinom geometrijskih likova za ra¢unanje duljina njihovih
stranica.
Korelacija s Geografijom i Prirodom.
2. | MATOSB.5.2 Oblikuje i prikazuje skupove (brojeva, podataka) i njihove odnose

Prikazuje skupove i
primjenjuje odnose
medu njima za
prikaz rjeSenja
problema.

pomocu Vennovih dijagrama (presjek, unija, podskup).

Odreduje broj elemenata skupa. Prepoznaje prazan skup.

Koristi se matematickim simbolima u zapisu skupova i njihovih
odnosa.

Skupovnim zapisom prikazuje rjesenja jednostavne nejednadzbe u
skupu prirodnih brojeva s nulom.

ProSireni sadrzaji: Ispisuje i prebrojava elemente skupa u
kombinatornim zadatcima.
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6. razred

1. | MAT OS B. 6. 1

Rjesava i
primjenjuje
linearnu
jednadzbu.

Analizira problemsku situaciju u skupovima Q+ i Z i zapisuje ju
linearnom jednadzbom.

Rjesava jednadzbu koja se svodi na oblik ax+b=0, gdje suaib
nenegativni racionalni ili cijeli brojevi, primjenjujuéi
ekvivalentnost jednadzbi.

Odnos dviju veli¢ina prikazanih omjerom u problemskoj situaciji
prikazuje razlomkom.

Primjenjuje ekvivalentnost razlomaka za odredivanje nepoznatoga
brojnika ili nazivnika.

Koristi se opsegom i povrsinom geometrijskih likova za racunanje
duljina njihovih stranica. Ra¢una mjeru nepoznatoga kuta u
trokutu i1 cetverokutu. Rjesava jednostavne jednadzbe s
apsolutnom vrijednos¢u. Provjerava to¢nost rjesenja jednadzbe.
Preispituje smislenost rjeSenja i tumaci dobiveno rjesenje u
kontekstu problema.

ProSireni sadrzaj: Rjesava jednostavnu linearnu nejednadzbu.
Korelacija s Geografijom i Prirodom

7. razred

1. | MATOSB.7.1
Racuna s
algebarskim
izrazima u Q.

Opisuje monom i binom. Pojednostavnjuje algebarske izraze
(eksponenata u rezultatu ne vecih od 3) u skupu racionalnih
brojeva zbrajanjem, oduzimanjem, mnoZenjem 1 dijeljenjem,
primjenjujuci svojstva racunskih operacija.

Mnozi monom binomom i binom binomom

2. | MAT OS B.7.2
Rjesava i
primjenjuje
linearnu
jednadZzbu

Analizira problemsku situaciju i zapisuje ju linearnom
jednadzbom. Rjesava jednadzbu koja se svodi na oblik ax+b=0,
gdje su a 1 b racionalni brojevi, primjenjujuci ekvivalentnost
jednadzbi. Odnos dviju veli¢ina prikazanih omjerom prikazuje
razlomkom. Primjenjuje ekvivalentnost razlomaka za odredivanje
nepoznatog brojnika ili nazivnika. Koristi se opsegom i
povrSinom geometrijskih likova za ra¢unanje duljina njihovih
stranica, visina, polumjera i promjera kruga. Rac¢una mjeru
nepoznatoga kuta u trokutu i cetverokutu. Racuna elemente
postotnoga racuna. Rjesava jednostavne jednadzbe s apsolutnom
vrijednosti. Provjerava tocnost 1 preispituje smislenost rjesenja.
Izrazava nepoznatu veli¢inu iz jednostavne linearne jednadzbe
oblika ax = b, gdje su a i b racionalni brojevi, koriste¢i se vezom
izmedu racunskih operacija.

Prosireni sadrZaj: RjeSava jednostavnu linearnu nejednadzbu.
Korelacija s Geografijom, Fizikom, Kemijom i Biologijom.
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3. | MATOSB.7.3 Prepoznaje i opisuje proporcionalne i obrnuto proporcionalne
Primjenjuje veli¢ine.
proporcionalnosti | U situacijama iz stvarnoga Zivota prepoznaje i objasnjava
obrnutu proporcionalnost i obrnutu proporcionalnost.
proporcionalnost. Odreduje i tumaci koeficijent proporcionalnosti i obrnute

proporcionalnosti.

Povezuje koeficijent proporcionalnosti s omjerom dviju
proporcionalnih veli¢ina.

Koristi se svojstvima proporcionalnosti i obrnute
proporcionalnosti pri rjeSavanju problemskih situacija.
Preispituje smislenost rjeSenja s obzirom na kontekst.
Korelacija s Geografijom, Fizikom, Kemijom, Biologijom i
Hrvatskim jezikom (struc¢ni tekstovi).

4. | MAT OSB. 7.4 Prepoznaje i objasnjava linearnu ovisnost veli¢ina iz stvarnoga
Primjenjuje zivota. Oblikuje tablicu pridruzenih vrijednosti linearno zavisnih
linearnu ovisnost. podataka. Povezuje zavisnu i nezavisnu veli¢inu u problemskoj

situaciji. Zapisuje linearnu ovisnost formulom y=ax+b, gdjesu a i
b racionalni brojevi. Prikazuje linearnu ovisnost graficki u
pravokutnome koordinatnom sustavu u ravnini. Analizira
promjenu u linearnoj ovisnosti. Usporeduje i diskutira prikaze
dviju razli¢itih linearnih ovisnosti na istom grafu. Linearnom
ovisno$cu modelira i rjeSava probleme.
ProSireni sadrzaj: Povezuje linearnu ovisnost s linearnom
funkcijom.
Korelacija s Informatikom i Fizikom.
8. razred
1. | MAT OS B.8.1 Pojednostavnjuje algebarske izraze u skupu R zbrajanjem,
oduzimanjem, mnoZenjem i dijeljenjem, primjenjujuci svojstva
Racuna s racunskih operacija.
algebarskim Mnozi monom binomom i binom binomom.
izrazima u R. Racuna vrijednosti jednostavnih algebarskih izraza.
Izlucuje zajednicki faktor. Pojednostavnjuje algebarske izraze.
Prikazuje veli¢ine matematickim formulama.
2. | MAT OS B. 8.2 Opisuje razmjer (proporciju) kao ekvivalentnost dva omjera.
Razlikuje vanjske i unutarnje ¢lanove razmjera te racuna bilo koji
Primjenjuje nepoznati ¢lan razmjera.
razmjer. Primjenjuje razmjer u rjeSavanju problema iz matematike, drugih
podrucja 1 stvarnoga zivota.
Korelacija s Geografijom, Fizikom, Kemijom i Biologijom.

3. | MAT OS B. 8.3 Analizira problemsku situaciju i zapisuje ju linearnom

jednadzbom.
Rjesava i Koristi se opsegom, povrsinom, oplosjem, volumenom,
primjenjuje razmjerom, Pitagorinim pouckom, Talesovim pouckom za
linearnu racunanje nepoznatih elemenata likova, tijela, oblika, mjerivih
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jednadZzbu. obiljezja.
Raspravlja o rjeSenju s obzirom na postavljene uvijete.
Korelacija s Geografijom, Fizikom, Kemijom i Biologijom.
4. | MAT OS B. 8.4 Analizira rjeSenje sustava te ga uvrStavanjem dobivenih
vrijednosti provjerava.
Rjesava i Rjesenje prikazuje uredenim parom brojeva.
primjenjuje sustav | U zadanim problemima prepoznaje moguénost rjeSavanja
dviju linearnih sustavom dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama.
jednadzbi s dvjema | Ako je sustav sloZeniji, svodi ga na standardni oblik i rjeSava
nepoznanicama zadanom/proizvoljnom metodom.
Raspravlja o egzistenciji dobivenog rjesenja (jedinstvenost,
nepostojanje, beskonaéno mnogo rjesenja).
5. MAT OS B. 8.5 Opisuje kvadratnu jednadzbu oblika x? = k, gdje je k nenegativan
racionalni broj i razlikuje je od linearne jednadzbe.
Rjesava i Primjenjuje kvadratnu jednadzbu za rjeSavanje problemskih
primjenjuje situacija i u svrhu prikazivanja veli¢ina matematickim
kvadratnu formulama.
jednadZbu
1. razred
1. [MAT SSB. 1.2 Za zadani izraz racuna konkretne vrijednosti, pojednostavljuje
izraz, primjenjuje formule za kvadrat i kub binoma, razliku
Racuna s kvadrata, zbroj i razliku kubova, faktorizira izraze, krati, mnozi,
algebarskim dijeli i zbraja algebarske razlomke.
izrazima i
algebarskim
razlomcima.
2. [MATSSB.1.3 Primjenjuje postotni raun za obracun poreza, carine, promjene
cijena, opise udjela i druge probleme iz Zivota.
Primjenjuje Primjenjuje omjere, ra¢un diobe i proporcionalnost u primjerima iz
proporcionalnost, | zivota.
postotke, linearne | Rjesava tekstualne zadatke iz matematike, drugih podrucja i
jednadzbe i Zivota.
sustave. RjeSava linearne jednadzbe i sustave jednadzbi odredujuci
postojanje rjeSenja.
Izrazava jednu veli¢inu pomocu drugih primjenjujuci svojstva
jednakosti.
Diskutira postojanje rjeSenja jednadZbe ovisno o parametru.
Rjesava jednostavne linearne jednadZzbe s apsolutnom vrijednoscu.
3. | MATSSB. 1.4 RjeSava linearne nejednadzbe i sustave nejednadzbi te rjeSenje
zapisuje pomocu intervala.
Primjenjuje Primjenjuje linearne nejednadzbe u problemskim situacijama.
linearne RjeSava jednostavne linearne nejednadzbe s apsolutnom
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nejednadzbe vrijednos$éu
4. | MATSSB.1.5 Zadanu linearnu funkciju prikazuje tabli¢no i graficki, opisuje
MAT SSD. 1.1 utjecaj koeficijenata na polozaj grafa, definira i odreduje nultocku,
iz grafa Cita argumente i vrijednosti te odreduje koeficijente i
Povezuje razli¢ite | funkciju, iz zadanih elemenata (argumenta i vrijednosti, tocke
prikaze linearne grafa, koeficijenta) odreduje funkciju. Crta graf funkcije apsolutne
funkcije. vrijednosti
5. | MATSSB.1.6 U problemskim situacijama prepoznaje linearnu ovisnost, zapisuje
ju kao funkciju te primjenjuje za analizu problema.
Primjenjuje Analizira problem iz grafickoga prikaza.
linearnu funkciju
pri rjeSavanju
problema.
6. | MATSSB. 1.7
Nejednakosti zapisuje pomocu intervala i obrnuto te prikazuje na
Prikazuje brojevnome pravcu.
operacije sa Primjenjuje i prikazuje podskup, uniju, presjek i razliku skupova
skupovima i realnih brojeva zapisujuci ih matemati¢kim simbolima.
rjeSenja
nejednadzbi
pomocu intervala
2. razred
1. | MAT SSB. 2.1 Bira metodu 1 rjeSava kvadratne jednadzbe s realnim
koeficijentima.
RjeSava i primjenjuje | RjeSava jednadzbe koje se svode na kvadratnu jednadzbu.
kvadratnu jednadZzbu | Faktorizira trinom. Modelira problemsku situaciju te odreduje
rjeSenja.
Korelacija s Fizikom i Informatikom.
2. | MAT SS A 2.2 Odreduje diskriminantu kvadratne jednadzbe. Argumentira
MAT SS B. 2.2 prirodu rjeSenja. Primjenjuje Vieteove formule i diskriminantu
u slozenijim zadatcima odredivanja koeficijenata.
Primjenjuje
diskriminantu
kvadratne jednadzbe i
Vieteove formule.
3. | MATSSB.2.3 Racuna funkcijsku vrijednost zadane funkcije uvrStavanjem
broja.
Analizira funkciju Raéjunski odreduje domenu jednostavnih racionalnih i
iracionalnih funkcija.
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Odreduje sliku funkcije za linearnu i kvadratnu funkciju.
Na primjeru skupa prepoznaje bijekciju.

4. | MAT SS B. 2. 4 Grafigki prikazuje funkcije f(x)=1/x i f(x)=Vx.
MATSSC.2.1 Na grafu funkcije odreduje domenu, kodomenu, sliku funkcije
1 objaSnjava bijekciju.
Analizira graficki Skicira inverznu funkciju.
prikaz funkcije.
5. MAT SSB. 2.5 Odreduje nultocke, sjeciste s ordinatom, tjeme, os simetrije,
MAT SSC. 2.2 tijek funkcije. Graficki prikazuje kvadratnu funkciju s
racionalnim koeficijentima. Ocitava tocke s grafa funkcije.
Primjenjuje Objasnjava oblik kvadratne funkcije u ovisnosti o
kvadratnu funkciju. diskriminanti i vode¢emu koeficijentu. Odreduje funkcije iz
grafa. RjeSava kvadratne nejednadzbe.
3. razred
1. | MAT SSB. 3.2 Odreduje domenu, kodomenu, sliku, rast i pad, inverznu
MAT SSC.3.1 funkciju eksponencijalne i logaritamske funkcije
(f(x)=ax,f(x)=ax+c,f(x)=ax+c,f(x)=b-ax ,
Analizira (x)=logax,f(x)=logax+c, f(x)=loga(x+c)) i crta graf.
eksponencijalnu i
logaritamsku ProSireni sadrzaj:
funkciju. Baza prirodnoga logaritma (e), crtice iz povijesti: Euler,
Napier.
2. | MATSSB.3.3 Modelira problemsku situaciju, odreduje i provjerava rjesenja
MAT S$ C.3.2 te im utvrduje smislenost.
Primjenjuje Prosireni sadrzaj:
eksponencijalnu i Crtice iz povijesti: Briggsove i Napierove logaritamske tablice
logaritamsku Korelacija s Kemijom i Biologijom.
funkciju.
3. | MAT SSB.3.4 Navodi i primjenjuje svojstva potencija i logaritama, ratuna
vrijednosti logaritamskih izraza, prelazi iz logaritamskoga u
Modelira eksponencijalni oblik i obrnuto. Rjesava jednostavne
eksponencijalnom i eksponencijalne i logaritamske jednadzbe
logaritamskom nejednadzbe. Modelira problemsku situaciju, odreduje i
jednadZbom i provjerava rjeSenja te im utvrduje smislenost.
nejednadzbom.
4. | MATSSB.3.5 Definira trigonometrijske funkcije broja na brojevnoj kruznici,
MAT SSC.3.3 otkriva svojstva i koristi ih za racunanje vrijednosti
trigonometrijskih funkcija.
Primjenjuje svojstva | Rabi dZzepno racunalo.
trigonometrijskih
funkcija. ProSireni sadrzaj: Trigonometrijski identiteti. Crtice iz
povijesti: podrijetlo imena trigonometrijskih funkcija.
Korelacija s Fizikom.
5.| MAT SSB. 3.6 Prepoznaje i opisuje grafove osnovnih trigonometrijskih
MAT SS C. 3.4 funkcija.
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Graficki prikazuje trigonometrijske funkcije: f(x)=sinx,
Analizira graf f(x)=cosx, f(x)=tgx, f(x)=Asin(bx+c)+d,
trigonometrijske f(x)=Acos(bx+c)+d
funkcije. Korelacija s Fizikom
6. | MAT SSB. 3.7 Analizira probleme opisane trigonometrijskom funkcijom i
MAT S$C.3.5 primjenjuje trigonometrijske funkcije za modeliranje
Primjenjuje
trigonometrijske
funkcije.
7. | MATSSB.3.8 Trigonometrijske jednadzbe 1 nejednadzbe rjesava graficki ili
na brojevnoj kruznici
Primjenjuje
trigonometrijske
jednadzbe i
nejednadzbe.
4. razred
1. | MAT SSB. 4.2 Opisuje aritmeticki i geometrijski niz i geometrijski red,
zapisuje op¢i ¢lan niza, povezuje s aritmetickom i
Primjenjuje geometrijskom sredinom, ra¢una zbroj prvih n ¢lanova niza,
aritmeticki i racuna zbroj geometrijskoga reda, rjeSava probleme iz
geometrijski niz i red. | svakodnevnoga zivota primjenom aritmetickoga i
geometrijskoga niza i geometrijskoga reda, posebno slozeni
kamatni racun.
2. | MATSSB. 4.3 Opisuje pojam limesa, uocava rast ili pad ¢lanova niza i
postojanje granice, tj. konvergentnost ili divergentnost.
Racuna limes niza.
Prosireni sadrzaj:
Neprekidno ukamacivanje
3. | MAT SSB. 4.4 Nabraja elementarne funkcije i navodi njihova svojstva
(domenu, kodomenu, sliku, rast/ pad, parnost/neparnost,
Analizira svojstva periodi¢nost, monotonost i ograni¢enost) funkcije, asimptote.
funkcija. Povezuje graf funkcije i svojstva i objasnjava na grafu
proizvoljne funkcije zadane razli€itim zapisima.
4. | MATSSB. 4.5 Opisuje i grafom prikazuje funkciju koja je neprekidna,
odnosno koja nije, objasnjava pojam limesa funkcije.
Tumaci znacenje Odreduje limes funkcije
limesa funkcije u Povezuje limes funkcije s pojmom asimptote.
tocki.
5. | MAT SS B. 4. 6. Graficki prikazuje i objaSnjava problem tangente, oznac¢ava
prirast varijable i prirast funkcije, povezuje s pojmom limesa.
Povezuje definiciju Objasnjava vezu derivacije 1 trenutne brzine (prijelaz iz
derivacije funkcije u prosjecne u trenutnu).
tocki s problemom Navodi definiciju derivacije.
tangente i brzine.
Korelacija s Kemijom.
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MAT SSB. 4.7

Primjenjuje
derivaciju funkcije u

Izvodi derivaciju po definiciji, navodi pravila deriviranja
zbroja, umnoska i kvocijenta.

Odreduje derivaciju slozene funkcije.

Odreduje tangentu na graf funkcije.

problemskim Rjesava problemske zadatke koriste¢i derivaciju.
zadatcima.
MAT SSB. 4.8 Odreduje domenu, nultocke, stacionarne tocke, intervale pada i

Povezuje derivaciju
funkcije i crtanje

rasta funkcije, konveksnost/konkavnost, ekstreme, asimptote.

Odreduje tijek funkcije i crta graf.

grafa funkcije.
MAT SS B. 4.9 Izracunava povrsinu ispod grafa linearne funkcije, slozene
MATSSD. 4.1 funkcije (linearna, zadana po dijelovima). Povezuje pojam

Primjenjuje
racunanje povrsine
ispod grafa funkcije.

povrsine ispod grafa s prijedenim putom u v-t dijagramu
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Ishodi propisani kurikulumom nam daju okvirnu sliku o tome Sto se obraduje na nastavi. U

nastavku ¢emo detaljno, po razredima, opisati na koji nacin se obraduju funkcije na nastavi.

2.2. Funkcije u nastavi Matematike

1.-4. RAZRED

U razrednoj nastavi matematika se ve¢inom svodi na aritmetiku i geometriju te su ostale
domene dosta zanemarene pa tako i funkcije. Ipak, ucenici se upoznaju s nizovima koji su,
prema strogoj matematickoj definiciji, funkcije. Pojam funkcije se jo§ uvijek ne spominje §to
je, po mom mis$ljenju, za ovu dob ucenika primjereno. Ipak, pridruzivanje prikazano na
Zivotnim primjerima bi ucenicima bilo u potpunosti razumljivo 1 moglo bi se povezati s

nizovima. Na taj nacin bi se postepeno uvodio pojam funkcije §to je i cilj.

5. RAZRED

U petom razredu ucenici se jo§ ne susreu s pojmom funkcije ili preslikavanja. Ipak,
postavljaju se iznimno vazni temelji. Obraduju se skupovi i operacije na skupovima. Iznimno
je vazno da se djeca upoznaju s pojmom skupa, nauce oznaCavati skupove te izvoditi
operacije na njima.

Osim skupova, prema kurikulumu se obraduju i linearne jednadZbe kao poveznica izmedu
mnoZenja 1 dijeljenja.

Vazno je naglasiti da u petom razredu ucenici znaju samo za skup prirodnih brojeva i

prosireni skup prirodnih brojeva Njy. Medutim, upoznaju se s decimalnim brojevima i

razlomcima koje ¢e tek u kasnijim razredima ,,smjestiti“ u odgovarajuce skupove brojeva.

Prema [URL4] glavni problem u obradi funkcija u nastavi je taj §to se one ne uvode postupno
iako je to moguce 1 ucCenici se konstantno susre¢u s njima u obrazovnom procesu (npr.
zbrajanje u skupu prirodnih brojeva, odredivanje opsega ili povrSine), a da toga nisu ni

svjesni.
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Primjerice, kad se obraduju operacije na skupovima valjalo bi istaknuti da elementima jednog
skupa mozemo pridruzivati elemente drugog skupa. Koristimo li zivotne primjere i graficke
prikaze, djeci ¢e takva pridruzivanja biti vrlo intuitivna i lako razumljiva. Na taj nacin ve¢ u
petom razredu spominjemo pridruzivanje ¢iji ¢e poseban slu¢aj kasnije biti funkcija. Tako bi
postovali nacelo postupnosti 1 sistematic¢nosti i1 izbjegli bismo uvodenje pojma funkcije kao

neceg potpuno novog i apstraktnog.

6. RAZRED

U ovom razredu prosiruju se horizonti i u¢enici se upoznaju sa skupom pozitivnih racionalnih

brojeva Q* i skupom cijelih brojeva Z te operacijama nad njima.

Linearne jednadZzbe se takoder proSiruju na te skupove. Odnosno, nepoznanica vise ne mora
biti prirodan broj. Ipak, linearna jednadzba je joS§ uvijek samo jednadzba i ne spominju se

funkcije.

Primjec¢ujemo da je u 5. 1 6. razredu fokus na algebri, a funkcije su potpuno zanemarene $to

nikako nije dobro jer su funkcije jedan od osnovnih matematic¢kih pojmova.

7. RAZRED

Ovdje dolazi do pomaka i napokon se priblizavamo pojmu funkcije. Ipak, linearna funkcija
prema kurikulumu spada u prosireni sadrzaj, dok je linearna ovisnost obavezna (MAT OS B.
7. 4. Primjenjuje linearnu ovisnost.). Navesti ¢emo definiciju linearne ovisnosti iz udzbenika

Skolske knjige Matematika 7.

’ Linearnu ovisnost zapisujemo formulom y = ax + b, pri ¢emu vrijedi da je
a+# 0 .Racionalne brojeve a i b nazivamo koeficijentima linearne ovisnosti.

Veli€inu x nazivamo nezavisna veli€ina, a veli¢inu y zavisna veli€ina.

Slika 16 MATEMATIKA 7, Skolska knjiga

Ocito se ovo vrlo lako i prirodno moze povezati s linearnom funkcijom, no pojam funkcije se
ne definira i ne spominje osim ako nastavnik obradi dio proSirenog sadrzaja. U istom

udzbeniku stoji:
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PROSIRENI SADRZAJ

LINEARNA FUNKCIJA

Svakoj odabranoj vrijednosti velicine x pripada samo jedna vrijednost veliCine y.
Opisanu ovisnost y o odabranom x u matematici piSemo y = f(x).

Zapis f(x) ¢itamo .ef od x".

Opisanu ovisnost ili pravilo pridruzivanja zavisne veli¢ine nezavisnoj veli¢ini
oznacujemo slovom fi zovemo funkcijom (od latinske rijedi functio).

Pravilo ili postupak kojim vrijednostima jedne veli¢ine pridruZzujemo toéno jednu
vrijednost druge veli¢ine nazivamo funkcija.

Zamijetimo > Linearna funkcija je funkcija zadana formulom fix) =ax + b.
Linearna funkcija je funkcija koja svakome racionainom broju x pridruzuje
koeficijenti racionalan broj fix) pravilom pridruzivanja zadanim formulom f{x) = ax + b,
pri cemu vrijedi da su ai b racionalnibrojeviidaje a+ 0.
fix)=ax+b Brojeve a i b nazivamo koeficijentima linearne funkcije, x nazivamo
argumentom funkcije, a fix) je vrijednost funkcije.

vrijednost argument

funkcije(y)  funkcje  Cesto fix) oznaéavamo s y i piSemo lineamu funkciju u obliku linearne ovisnosti y = ax + b.

Slika 17 MATEMATIKA 7, $kolska knjiga

Nakon ovog dijela slijedi nastavna podtema Graficki prikaz linearne ovisnosti, a u proSirenom
sadrZaju se nalazi Graf linearne funkcije.

Vidimo da se u kurikulumu za 7. razred odlucilo izbjegavati pojam funkcije, osim ako se
nastavnik odluci na prosireni sadrzaj. Mozda je takav nacin na intuitivnoj razini primjereniji
djeci toj dobi. Ipak, bilo bi dobro da se kurikulum i udzbenici vise fokusiraju na pojam
funkcije u ovom dijelu nastavnog procesa jer se on prirodno namece. Djeca su u toj dobi

potpuno sposobna razumjeti pojam pridruzivanja i crtanja pripadnog grafa.

Svakako, ovaj dio gradiva se obraduje u dobro vrijeme jer u 7. razredu ucenici imaju predmet

Fizika u kojem se ¢esto susrecu s linearnom ovisnosti.

8. RAZRED

U osmom razredu ucenici se upoznaju sa skupom realnih brojeva te operacijama kvadriranja i
korjenovanja. Naglasimo opet da se ovdje radi o operacijama, ne spominju se funkcije Sto

nikako nije dobro. Glavni razlog je taj Sto se pri rjeSavanju kvadratne jednadzbe pojavljuju

pravila, a pravila bez objasnjenja nikad nisu dobra. Uzmimo za primjer \/52 =a, a>
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0i \/@ = |a|,a € R. Ovo su pravila koja se lako mogu objasniti na primjerima. Ipak, djeci
je puno lakse ako neSto vizualiziramo. Koriste¢i grafove funkcije i inverzne funkcije, puno je
lakSe razumjeti zasto ova pravila vrijede i zaSto neka rjeSenja ,,izgubimo*. Sve te probleme
mogli smo izbje¢i da smo u ranijim stadijima nastavnog procesa uvodili pojmove
pridruzivanje, funkcija, injektivnost... Ti pojmovi nisu apstraktni ako ih uvedemo na Zivotnim
primjerima kojih ima u izobilju.

Ipak, prema sadaSnjem kurikulumu, sve se servira kao formula ili pravilo §to djecu dovodi do
toga da matematiku shvate kao niz pravila koja im niSta ne znace. Takav stav prema

matematici nije pozeljan i nuzne su neke promjene da bi se to izbjeglo.

Zakljucak je da se u osnovnoj Skoli funkcije obraduju skoro pa nikako. Vidimo da se
priblizavamo pojmu funkcije, ali svakako nije dovoljno. Funkcije se ozbiljnije obraduju tek u

srednjoj skoli.

U nastavku ¢emo opisati kako se funkcije po razredima obraduju u srednjoj Sskoli.
Naglasavam da ¢emo se ograniciti na sadrzaj koji se obraduje npr. u opéim i matematickim

gimnazijama.

1. RAZRED

U prvom razredu srednje Skole se definira pojam funkcije i detaljno se obraduje linearna

funkcija. U kurikulumu nalazimo dva odgojno obrazovna ishoda o linearnoj funkciji:
e Povezuje razlicite prikaze linearne funkcije
e Primjenjuje linearnu funkciju pri rjesavanju problema

Funkcija se definira na sljedeci nacin.

Definicija. Neka su D i K neprazni skupovi. Pridruzivanjef: D — K koje svakom elementu x
skupa D pridruzuje jedan i samo jedan element y skupa K nazivamo funkcija i pisemo f(x) =
y gdje x nazivamo nezavisnom varijablom (argument funkcije), a y zavisnom varijablom

(vrijednost funkcije).

Zatim se ova definicija zapiSe simbolicki.
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Prvo na S$to valja obratiti pozornost je to da se pojam pridruzivanje ne definira i Koristi u
definiciji funkcije kao nesto $to je intuitivno jasno. U strogom matematic¢kom kontekstu tako
ne mozemo definirati funkciju pa je potpuno jasno zasto se definicija funkcije u teorijskom

dijelu ovog rada razlikuje od definicije na nastavi.

Pokazalo se da je ovaj pojam uistinu intuitivno jasan vecini u¢enika i da ovakva definicija ima

smisla.

Drugo Sto ¢emo istaknuti je da se u ovoj definiciji krije svojstvo funkcionalnosti i totalnosti
Sto ¢ini ovu definiciju korektnom (ako zanemarimo da pojam pridruzivanja nije nigdje strogo

definiran).

Mozemo re¢i da pojam pridruzivanja u Skolskoj nastavi predstavlja relaciju pa se tako na
Vennovim dijagramima i na zivotnim primjerima pokazuje da postoje pridruzivanja koja nisu
funkcije. Jos uvijek se ne spominju injektivnost i surjektivnost.

Ucenici moraju prepoznati funkciju medu zadanim pridruzivanjima koja su prikazana

Vennovim  dijagramima, tekstualno (pravilom), graficki ili  analiticki  (npr.

D=NK=N,x»x—2).

U ovom uvodnom dijelu koje govori opcenito o funkcijama preostalo je jo$ definirati graf
funkcije. Ve¢ smo naglasili da u teorijskom dijelu ovog rada graf funkcije nije definiran jer bi
se definicija podudarala s definicijom funkcije. Kako je na nastavi funkcija definirana kao
pridruzivanje situacija je drugacija pa se na nastavi posebno definira graf funkcije na sljedec¢i
nacin.

Definicija. Graf funkcije f:D — K, u oznaci I}, je skup svih tocaka (x,y) gdje je x iz

domene, a zay vrijedi f(x) = y. Odnosno

I = {(xy):x €D,y = f(X)}

Linearna funkcija

Tako dolazimo do, po kurikulumu, najvaznijeg pojma u domeni funkcija za 1. razred srednje

skole.

Definicija. Funkcija f: R — R oblika f(x) = ax + b gdje su a i b realni brojevi i a # 0 zove
se linearna funkcija. Graf linearne funkcije f(x) =ax +b je pravac s jednadzbom

y =ax+b.
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U ovom trenutku bi se bilo dobro nadovezati na pricu o linearnoj ovisnosti iz 7. razreda.
Dodatno se jos definira vodeci koeficijent i slobodni koeficijent.

Istrazuje se utjecaj vodeceg koeficijenta i slobodnog koeficijenta na izgled grafa funkcije i
donose se zaklju¢ci da za a>0 pravac raste, a za a<0 pravac pada. Slobodni koeficijent

predstavlja odsjecak na y-0si.
Definicija. Nulto¢ka funkcije f je onaj broj x za koji je f(x) = 0.
Postupci koje ucenici trebaju napraviti 1 koji su propisani kurikulumom su:
- Odrediti vrijednost funkcije
- Odrediti argument za zadanu vrijednost funkcije
- Crtati graf pomocu tablice i crtati graf pomocu koeficijenata linearne funkcije.

- Ocitati vrijednosti i argument zadane vrijednosti s grafa linearne funkcije

(zadano s kvadratnom mrezom)
- Odrediti funkciju pomoc¢u danih tocaka grafa funkcije

Sad éemo navesti kako se u udzbeniku Skolske knjige obraduje graf apsolutne vrijednosti

C . .. . J—.\'._ x<0
Prisjetimo se definicije apsolutne vrijednosti |x| = l 50"
X, Xz
Sto je graf funkeije apsolutne vrijednosti?
yT o) 4 |'r|/ Graf se sastoji od dvaju pravaca yv=1x, za
. / xz0i y=—x,za x<0.
Kako je |1| = (), tada je oéito da ¢e graf
4 funkcije biti iznad osi apscisa te da ce
x, sadrzavati ishodiste u kojem ce se nalaziti
’,6 ‘s‘ " nul-togka funkcije. Buduéi da je |-x| =],
y=zs s Y=z graf je simetri¢an s obzirom na os y.
* -~
g e
#, »
+ ~
s .
’ o
I’ ~,

Slika 18 MATEMATIKA 1, Skolska knjiga
Ocito je da se ovdje presutno koristi svojstvo parnosti funkcije apsolutne vrijednosti te

¢injenica da je graf parne funkcije simetrican obzirom na os y.

Nadalje, uc€enici crtaju graf apsolutne vrijednosti u malo kompliciranijim situacijama i dolaze

do pravila:

Graf funkcije f(x) = |x — a| + b crta se translacijom grafa |x| po osi x za vrijednost a i po

osi y za vrijednost b.
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Ovim pravilom je zaokruZena cjelina Linearna funkcija, a time i obrada funkcija u prvom

razredu srednje Skole.

2. RAZRED

U drugom razredu srednje Skole naglasak je na kvadratnoj funkciji. Osim kvadratne, obraduju

se i neke druge osnovne funkcije, a posebno su zanimljive inverzne funkcije.

Definicija. Funkcija f: R — R oblika f(x) = ax? + bx + ¢ gdje su a,b i ¢ realni brojevi i
a # 0 zove se kvadratna funkcija. Graf kvadratne funkcije f(x) = x? nazivamo parabola.

Jednadzba te parabole je y = x2.

Definira se jo§ kvadratni koeficijent pa se u sljede¢oj nastavnoj temi istrazuje kako promjena
koeficijenata utjece na izgled parabole. Za taj sat bi bilo korisno koristiti neku aplikaciju, npr.

GeoGebra, kako bi djeca mogla sama istrazivati i donositi zakljucke.

Definicija. Tjeme parabole y = ax? + bx + ¢ je totka T (x,,y,) gdje je x, = —% i Yo =

4ac—-b?
4a

. Os simetrije parabole je pravac x = x, koji je okomit na os x i prolazi tjemenom

parabole T.

Naravno, treba spomenuti i1 formulu za raCunanje nultocaka kvadratne funkcije. Ucenici veé

znaju $to je nultocka 1 znaju rjeSavati kvadratne jednadzbe. U ovom slucaju treba vrijediti

—-b+VbZ-4ac

ax*+bx+c=0pajex;, = —

. Uz razne primjere se dolazi do zakljucka da broj
rjeSenja ovisi o diskriminanti D = b? — 4ac. Za D>0 funkcija ima dvije nultocke, za D=0

funkcija ima jednu nultocku, a za D<0 funkcija nema nultocaka.

Navesti ¢emo formulu za racunanje koordinata tjemena pomocu nulto¢aka iz udZbenika

Skolske knjige:

Nultocke kvadratne funkcije f(x) =a(.\'—_rt](.\'—_\3_] SuxX=x 1 X=Xx,.
Koordinate tjemena 7 (x,,y,) moZemo radunati po formulama

X, + X,

2

i Yo = .f(xn)-

Xy

Slika 19 MATEMATIKA 2, Skolska knjiga

Slijedi obrnuti postupak, odnosno odredivanje formule kvadratne funkcije na osnovi grafa. U

zadatcima se moraju jasno vidjeti koordinate potrebnih toCaka (npr. moze biti zadano
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kvadratnom mrezom). Postupak se moze skratiti tako da odredimo formulu samo pomocu

tjemena i jedne tocke na grafu.

Veoma vazan dio pri obradi kvadratne funkcije je tok funkcije. U tom dijelu se prvi put crta
tablica koju ¢e ucenici vrlo Cesto Kkoristiti pri rjeSavanju kompliciranih zadataka (npr.

nejednadzbe pri trazenju domene funkcija i sli¢no).

Zanimljivo je da se u ovom dijelu gradiva ve¢ govori o lokalnim ekstremima funkcije iako oni
nisu strogo matematicki definirani, ve¢ samo intuitivno. Ovo je kvadratna funkcija pa je
ekstrem uvijek u tjemenu parabole. Posebno se naglasi da kvadratna funkcija za a>0 ima

minimum u tjemenu, a za a<0 maksimum.

Posebno vazan algebarski dio koji prirodno slijedi nakon ove cjeline je rjeSavanje kvadratnih
nejednadzbi. To je opet jedan od klju¢nih alata za trazenje domene proizvoljne realne

funkcije.

Na kraju cjeline Kvadratna funkcija obraduje se primjena kvadratne funkcije gdje

pronalazimo korelaciju s drugim nastavnim predmetima, posebno s fizikom.

Polinomi, racionalne i iracionalne funkcije

Ucenici su u prethodnim razredima naucili posebne slucajeve polinoma (linearna i1 kvadratna
funkcija). Ipak, u udzbenicima se polinomi opcenito definiraju tek nakon kvadratne funkcije
Sto nije bas prirodan slijed. Definicija je ista kao definicija u teorijskom dijelu ovog rada, a

dodatno su spomenuti samo polinomi treceg stupnja.

Definicija. Racionalna funkcija definirana je formulom f(x) = % , gdje su g i h polinomi,

h(x) # 0. Ako je stupanj polinoma u brojniku manji od stupnja polinoma u nazivniku, tada

govorimo o pravoj racionalnoj funkciji.

Ovakva definicija je matematicki korektna.

U drugom razredu promatraju se samo one racionalne funkcije koje u brojniku i nazivniku
imaju polinome stupnja najvise dva.

1

Jedina racionalna funkcija ¢ija svojstva se dodatno proucavaju je f:R\{0} » R, f(x) = -

Ono $to se za ovu funkciju dodatno obraduje je graf te se s grafa oCitava domena 1 slika

funkcije. Bilo bi dobro kad bi ucenici istrazivaju¢i samostalno dosli do grafa te funkcije.
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Takoder bi bilo korisno dodatno istraziti funkciju f(x) = S, k € R i njezin graf. Dode se do

zakljucka da je npr. graf funkcije f(x) = i osnosimetri¢an obzirom na y-0s grafu funkcije
1
g(x) = 5

Nakon toga slijede translacije grafa. Dolazimo do pravila koja vrijede opcenito 1 za druge

funkcije:

Graf funkcije g(x) = f(x — a) dobit ¢emo pomakom grafa funkcije f(x) za a udesno ako je

a>0, odnosno za a ulijevo ako je a<0.

Graf funkcije g(x) = f(x) + a dobiti ¢emo pomakom grafa funkcije f(x) za a prema gore

ako je a>0, odnosno prema dolje ako je a<0.

Sljedeée funkcije su iracionalne funkcije za koje u udZbeniku Skolske knjige ne postoji
opcenita definicija, ve¢ je samo receno da su to funkcije koje pod korjenom imaju neki

polinom.

Od iracionalnih funkcija paZnja se posveéuje samo funkciji f(x) =+/x. Analogno kao za
racionalnu funkciju tablicno se odredi nekoliko toc¢aka, nacrta se graf te se odredi domena.

Nakon toga slijedi proucavanje grafova kad nastupe neke modifikacije (translacije grafa).

Prirodna domena i slika funkcije

Definicija. Domena realne funkcije, po dogovoru, je skup svih realnih brojeva x za koje dano

pridruzivanje ima smisla. Takvu domenu zovemo prirodna domena Dy.
Slika funkcije je skup Im na koji funkcija f preslikava svoju domenu.

Zanimljivo je da se tek sada spominje domena polinoma iako je ona navedena u definiciji
linearne funkcije iz prvog razreda. Takoder, domene 1 slike racionalne 1 iracionalne funkcije
su navedene prije nego Sto se skiciraju grafovi tih funkcija. Ta rascjepkanost gradiva moze
dovesti do konfuzije. Nastavnici trebaju prilikom obrade tog gradiva pripaziti na redoslijed

kako bi on bio matematicki korektan.

Nakon ove definicije slijedi uvjezbavanje odredivanja domene i slike funkcije na zadatcima.
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Kompozicija funkcija, bijekcija i inverzna funkcija

Definicija. Neka su f:Dr — R, g: D, — R bilo koje realne funkcije i vrijedi I'm; € D,. Tada
postoji funkcija h:Df - R, u oznaci h=go f, takva da vrijedi h(x) = (go f)(x) =

g(f(x)). Funkciju h zovemo kompozicija funkcija f i g.

Vennovim dijagramima se zorno moZe prikazati zaSto je potreban uvjet Imy € Dy i kako

cijela stvar funkcionira.
Navedu se svojstva kompozicije funkcija, odnosno da nije komutativno i da je asocijativno.
Vidimo da se lagano priblizavamo pojmu inverzne funkcije. Za to nam je joS potrebno
definirati bijekciju.
Definicija. Funkcija je injekcija ako razlicite elemente domene preslikava u razliCite elemente
kodomene. Odnosno, ako vrijedi

f:D =K, (Vx1,x; € D)xy # x5 = f(x1) # f(x2).
Nakon definicije obradi se i karakterizacija:
Funkcija je injekcija ako vrijedi

f:D - K, (Vx1, %, € D)f(x1) = f(xz) = x1 = x5.

Ipak, glavna tehnika kojom ucenici provjeravaju je li funkcija injekcija je graficki, odnosno

horizontalnim testom (paralele s osi x).

Definicija. Funkcija je surjekcija ako za svaki y iz kodomene postoji X iz domene takav da je

f(x) = y. Odnosno, ako vrijedi
f:D - K, (Vy e K)(3x € D)f(x) = y.
Definicija. Funkcija je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.
Definicija. Neka je funkcija f: D — K bijekcija. Funkcija g: K — D takva da za svaki y € K

vrijedi g(y) = x ako za x € D vrijedi f(x) =y naziva se inverzna funkcija funkcije f i

oznacava f 1. Kazemo da su fi f ~! medusobno inverzne.
Karakterizacija:
Funkcija f: D — K ima inverznu funkciju f~1: K — D ako i samo ako je f bijekcija.

Nakon ovoga vazno je prokomentirati zaSto je vazno da funkcija bude bijekcija.

Vrijedi (f Lo ) =xi(fo fTH) =x.
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Grafovi inverznih funkcija su simetricni s obzirom na simetralu I i III kvadranta. Skiciranje

grafa inverzne funkcije prema kurikulumu je nesto $to ucenici svakako moraju usvojiti.

Jedan od najbitnijih koraka je prepoznati bijekciju prema grafu dane funkcije, a zatim skicirati

graf inverzne funkcije.

U udzbeniku ne postoji definicija restrikcije funkcije. Ona bi ovdje bila korisna jer neke

funkcije imaju inverz na djelovima gdje su injektivne.

3. RAZRED

Funkcije su u tre¢em razredu zastupljene vise nego u prethodnim razredima. Cijeli prvi dio
udzbenika Matematika 3, Skolska knjiga je posveéen eksponencijalnoj, logaritamskoj i
trigonometrijskim funkcijama. U kurikulumu takoder prevladavaju funkcije u domeni Algebre
i funkcije.

Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Definicija. Funkcija oblika f(x) = a*, gdje je a realan broj i a > 0,a # 1 naziva se

eksponencijalna funkcija u skupu realnih brojeva.

Nakon S§to se definira eksponencijalna funkcija, da bi definicija bila potpuna, potrebno je
odrediti domenu i sliku te funkcije. Promatraju se grafovi eksponencijalnih funkcija s
razli¢itim bazama 1 dolazimo do zaklju¢ka da opcenito za eksponencijalnu realnu funkciju
vrijedi D = RiImg = (0, +0). Ono $to takoder uocavamo je da svaka eksponencijalna
funkcija prolazi to¢kom (0,1) te da je eksponencijalna funkcija f: IR — (0, +o) bijekcija

(injektivnost se lako provjeri horizontalnim testom).

Posebno se obrati paznja na crtanje grafa za a € (0,1) (padajuéi) i za a>1 (rastuéi). Os X je
asimptota jer joj se funkcija priblizava, ali je nikad ne sijeCe. Pojam asimptote se pojavio jo§ u
2. razredu kod racionalnih funkcija. Jo§ uvijek je nemoguce strogo definirati asimptotu jer
nam za to trebaju limesi koji se rade u 4. razredu, ali potrebno je da ucenici steknu nekakvu
predodZbu o tome §to je asimptota (iako je to sve ,,mahanje rukama‘“ na ovom nivou). Pojam

rasta i pada funkcije je takoder joS u zraku i baziramo se na osjecaju bez stroge definicije.
Posebno vazna eksponencijalna funkcija u praksi je f(x) = e”*.
Definicija. Logaritam pozitivnog realnog broja b po bazi a (a > 0,a # 1) je eksponent kojim

treba potencirati bazu da bi se dobilo b.
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Ucenicima se na nastavi obi¢no ne servira Cinjenica da su eksponencijalna i pripadna
logaritamska funkcija medusobno inverzne ve¢ se polako dode do toga. Dakle, imamo
vrijednost eksponencijalne funkcije i trazimo x kojim smo trebali potencirati bazu a da
dobijemo danu vrijednost. Ovo je prvi znak da su eksponencijalna i pripadna logaritamska

funkcija medusobno inverzne.

Nadalje se uvede oznaka i simbolicki zapise ova definicija (log,x =y © a” =x). U
definiciji jasno piSe da je domena logaritamske funkcije skup pozitivnih realnih brojeva, ali i
da nije pisalo jasno se vidi da mora biti tako jer je b potencija od a koji je pozitivan realan
broj. Dakle, log,: (0, +o) — R. Lako se vidi da vrijedi log, a* = x i al®8* = x (ovo je

drugi znak da su logaritamska i eksponencijalna funkcija inverzne).
Nakon toga slijedi uvjeZbavanje na zadatcima kako bi u¢enicima ,,sjela* definicija.
Posebno se obraduju dekadski i1 prirodni logaritmi te njihova povijest.

Slijedi crtanje grafa logaritamske funkcije f(x) =log,x,a > 0,a+ 1 preko tablice
vrijednosti. Promatraju¢i grafove za razliite baze dolazimo do zakljucka da svaki graf
logaritamske funkcije sijece os x u tocki (1,0) 1 to joj je jedina nultocka i os y joj je asimptota.

Funkcija pada za a € (0,1) i raste za a>1.

U konacnici se nacrtaju grafovi eksponencijalne i pripadne logaritamske funkcije (tu bi bilo
zgodno koristiti GeoGebru da se pokaZze da to vrijedi za svaku bazu) kako bi ucenici uocili
simetriju obzirom na pravac y = x. Nakon §to uoce simetriju ucenici bi trebali povezati da je

tu rije€ o inverznim funkcijama.

Nakon ovoga se popisuju svojstva logaritama koja mogu biti korisna u racunu i prelazi se na

algebarski dio ove cjeline.

Trigonometrijske funkcije

Ovaj dio se u nastavi izvodi kao $to je obradeno u teorijskom dijelu ovog rada. Prvo se
ponove kutovi, smjer vrtnje, mjera kuta... Zatim se rjeSavaju zadatci pretvorbe iz stupnjeva u

radijane 1 obratno, ponavlja se formula za duljinu luka kruZnice.

Trigonometrija se uvodi eksponencijalnim preslikavanjem, odnosno namatanjem pravca na
jedini¢nu kruznicu. Taj dio je potrebno jako dobro i1 sistemati¢no objasniti jer mnogim

ucenicima predstavlja problem.
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Trigonometrijske funkcije sinus i kosinus se definiraju kao koordinate tocke na jedini¢noj

v e . sina . cosa . .. v e .
kruznici, a tangens i kotangens kao tga = g ctga =——. Za trigonometriju su ucenici
ve¢ prije culi 1 dosta su radili sa trigonometrijskim funkcijama, no nisu ih gledali kao funkcije
ve¢ kao omjere stranica u pravokutnom trokutu. Iznimno je vazno da ucenici shvate da se sad

ne nalazimo samo u pravokutnom trokutu, ve¢ da su to funkcije kojima treba odrediti

domenu, sliku i graf.

Pri odredivanju domene i slike funkcija dolazi se do zakljucka da su sinus i kosinus omedene

funkcije, a tangens i kotangens u nekim tockama nisu definirane.

Za razliku od teorijskog dijela ovog rada, na nastavi se nakon definicija radi geometrijski

prikaz tangensa i kotangensa (u ovom radu je to definicija).

Od svojstava trigonometrijskih funkcija obraduje se parnost, neparnost i periodi¢nost. Mjesto
na kojem se ucenici ¢esto zbune je temeljni period jer se za npr. sinus i tangens on razlikuje.
Ovo je prvi put da se definira parnost i periodi¢nost. Za periodi¢nost to ima smisla jer se
dosad nismo susretali s periodi¢nim funkcijama (osim mozda konstante koja je trivijalni
primjer), ali parne i neparne funkcije su ucenici susretali i koristili su svojstvo da je graf parne
funkcije simentri¢an obzirom na os y. Iz tog razloga nema smisla da se taj pojam definira tek

kod trigonometrijskih funkcija.

Slijedi svodenje kutova na I kvadrant, izvod i argumentacija formula koje predstavljaju vezu
izmedu trigonometrijskih funkcija, primjena na zadatcima i dokazivanju drugih
trigonometrijskih identiteta, izvod 1 argumentacija adicijskih formula, formula za polovi¢ni 1

dvostuki kut te formule pretvorbe.

Vidimo da u ovom dijelu ima puno formula i izvoda. Trigonometrija se Cesto svede na
rjeSavanje nezgrapnih zadataka i mnostvo izvoda formula koji u¢enicima predstavljaju veliko
opterec¢enje i dosadni su im. Ipak, pokazalo se da ¢e ucenici lakSe zapamtiti formulu ako znaju
odakle je dosla ili ¢e je pak sami izvesti ako je zatrebaju. Ucenicima je puno korisnije baviti
se izvodima nego da im je sve servirano na papiru u tablici. Na taj nacin koriste prethodno

nauceno gradivo i svojstva trigonometrijskih funkcija u izvodima pa sve skupa lakse pamte.

Tek nakon ovog iscrpnog dijela na red dolaze grafovi koji su, prema mom misljenju, trebali

1¢1 prije izvoda formula.

U kurikulumu jasno stoji kakve grafove uéenici moraju znati skicirati (vidi MAT SS B. 3.
6 MAT SS C. 3. 4).
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Definicija. Graf funkcije sinus f(x) = Asin(Bx + C) + D nazivamo sinusoida. Realni broj A

naziva se amplituda, B kruzna frekvencija, a C fazni pomak.

Prvo se obrade najjednostavniji oblici f(x)=sinx, f(x)=cosx, f(x)=tgx, f(x)=ctgx , zatim se
postepeno uvode kruzna frekvencija, fazni pomak, amplituda i na kraju realni broj D koji
samo translatira cijeli graf duz osi y. Na taj nacin ucenici mogu pratiti kako se graf mijenja i

zakljuciti kako promjene parametara utje¢u na izgled grafa.
Nakon toga preostaje jo§ obraditi trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe.

Ocito je da je trenutno naglasak vise na algebarskom dijelu i da u€enici uporno rjesavaju
gomilu jednadzbi i nejednadzbi. Ipak, trigonometrijske funkcije su matematic¢ki korektno i
strogo uvedene i definirane te ih se obradi temeljito Sto je i primjereno na ovoj razini

obrazovanja.
4. RAZRED

U Cetvrtom razredu srednje Skole matematika postaje malo ozbiljnija nego u prethodnim
razredima. U ovom dijelu obrazovnog procesa mnogi pojmovi koji su se dosad koristili se
strogo matematicki definiraju. Takoder, u ovom razredu su obraduju opcéenito elementarne
funkcije, a ne samo specijalni slucajevi jer sad djeca raspolazu svim potrebnim znanjima kako

bi analizirali svojstva tih funkcija.

Za pocetak, ucenici se upoznaju s limesima, neprekidnosti 1 derivacijama. Limesi i1 derivacije
su veoma vazni sami po sebi, ali nama su posebno zanimljivi jer ih ucenici mogu koristiti da
bi razumjeli funkciju koja je zadana formulom, a ne grafom. Neprekidnost je takoder vazno

svojstvo funkcija koje se nije moglo strogo definirati dok se ne obrade limesi.

Dosad su ucenici svojstva funkcija obi¢no ¢itali s danog grafa. U Cetvrtom razredu prvi put iz
funkcije zadane formulom otkrivamo svojstva dane funkcije i koristimo ih kako bi skicirali

graf funkcije. 1z tog razloga je ovo puno naprednija razina.

Neke definicije iz udzbenika Matematika 4 Skolske knjige éemo navesti ovdje kako bi se

stekao dojam strogoc¢e definicija na ovoj razini.

Na pocetku je potrebno ponoviti neka svojstva funkcija koja su naucena u prethodnim
razredima kao §to je parnost i periodi¢nost te pojam kompozicije i inverzne funkcije.
Monotonost funkcije je pojam koji u ovom trenutku treba strogo definirati (Slika 20). Razlog

zbog kojeg se ovaj pojam nije prije strogo definirao je taj $to su ucenici ocitavali svojstva
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monotonosti s grafa pa im stroga definicija nije bila potrebna. Sad ¢e ucenici za proizvoljnu

elementarnu funkciju samo iz njene formule morati odrediti intervale rasta i pada.

Omedenost funkcije je takoder nesto Sto se samo spominjalo, a sad se strogo definira (Slika
21).

Neka je interval / podskup domene D, funkcije f.

Funkcija fje rastu¢a na intervalu / ako za svaka dva realna broja x, x, € /
za koje je x, < x, vrijedi f(x ) < f(x,).

Funkcija f'je padajuéa na intervalu / ako za svaka dva realna broja
x,, x, € I zakoje je x, <x, vrijedi f{x)) 2 f(x,).

Funkcija fje konstanta na intervalu / ako za svaka dva realna broja
X, x, € Ivrijedi fix)) = f(x,).

Za funkcije koje su ili samo rastuée ili samo padajuée kazemo da su
monotone funkcije.

Slika 20 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga
Funkcija f omedena je odozgo ako postoji realni broj M takav da za svaki
x € D, vrijedi flx) < M.
Funkcija f omedena je odozdo ako postoji realni broj m takav da za svaki

xeD, vrijedi m < f{x).

Slika 21 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Nizovi se na nastavi spominju jo§ od 1. razreda osnovne Skole. U¢enicima je jasan pojam niza
na intuitivnoj razini, ali jo§ uvijek nije strogo definiran. Nizovi se u prvom polugodistu

Cetvrtog razreda srednje $kole strogo definiraju kao funkcije (Slika 22).

Funkcija a : N — R koja svakome prirodnom broju # pridruzuje realni
broj a_naziva se niz realnih brojeva.

Broj a(n) = a_ jest opéi ili n-ti €lan niza.

Slika 22 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga
Nakon toga se obraduju vazni nizovi kao $to su aritmeticki i geometrijski niz. Slijedi
definicija limesa niza (Slika 23) i uvjezbavanje na zadatcima.
Realni broj a je limes ili grani¢na vrijednost niza realnih brojeva (a,) ako
za svaki broj £ > 0 postoji prirodni broj n, takav da za sve n > n_ vrijedi
la,—a|<e.
Slika 23 MATEMATIKA 4, $kolska knjiga
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Slijedi ponavljanje funkcija te se skrece paznja na problem neprekidnosti funkcije koji se ve¢
spominjao na intuitivnoj razini. Za definiciju neprekidnosti i tocki prekida potrebni su nam
limesi pa se prvo obrade limesi funkcije (Slika 24). Zatim se definira neprekidnost (Slika 25) i

prosirenje funkcije po neprekidnosti.

Realni broj L je limes funkcije f'u tocki a ako za svaki niz (x ) koji tezi

broju a niz funkcijskih vrijednosti (f(x" )) tezi broju L. Tada piSemo

L=lim f(x).

Ako niz (f (x”)) tezi u beskonacnost za svaki niz (x,) koji tezi broju a,

tada piSemo lim f (x)= .

X=a

Slika 24 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Neprekidnost funkcije

Funkcija fneprekidna je u tocki @ u kojoj je definirana ako postoji limes
funkcije fu toj tocki koji je jednak vrijednosti funkcije u toj tocki.

lim / (x) = / (a)
Funkcija f neprekidna je funkcija ako je neprekidna u svakoj tocki iz

podrug¢ja definicije.

Slika 25 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Nakon limesa funkcija prirodno se prelazi na problem tangente, odnosno derivacije.
Derivacije su dobro zastupljene i veoma vazne u kurikulumu, a njihova obrada po
udzbenicima je temeljita i sistemati¢na. Ovo je jako dobar trenutak gdje moZemo saznati kako
ucenici razmisljaju 1 povezuju li gradivo. Nakon $to se definiraju derivacije ne postoje vise
nikakve zapreke da se uvedu teoremi koji ¢e biti iznimno vazni za proucavanje svojstava

danih funkcija.

Prvo $to se definira su intervali monotonosti (Slika 26) na koje ¢emo kasnije dijeliti domenu
funkcije, a zatim se kroz diskusiju i, po moguénosti, uz pomo¢ animacije u nekoj aplikaciji
(GeoGebra) dolazi do karakterizacije koja nam omoguéuje da na konkretnom primjeru

funkcije odredimo intervale rasta i pada (Slika 27).
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Za funkciju fkazemo da je po dijelovima monotona na intervalu
I={a,b)lc D, ako postoji kona¢no mnogo tocaka takvih da je

x, <x,<x, <..<x, idaje funkcija monotona na svakom od intervala

(@, x,), (x, x,) ... (x, b). Interval na kojem funkcija raste ili pada nazivamo
interval monotonosti.

Slika 26 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Neka je funkcija f derivabilna na intervalu 7 = (a, b), I D,.
Funkcija f'raste na intervalu / ako i samo ako je f"(x) > 0 za svaki x € .

Funkcija f'pada na intervalu / ako i samo ako je f(x) < 0 za svakix € L.

Slika 27 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga
Primijetimo da je na Slici 27 definicija kriva. Naime, funkcija f raste na intervalu | ako i samo
ako je vrijednost prve derivacije u tockama intervala I nenegativna. Greske u udzbenicima

nisu rijetkost i na njih valja pripaziti. Slijedi definicija stacionarne tocke (Slika 28).

Stacionarna tolka funkcije je svaka to¢ka x, u kojoj je tangenta na graf
funkcije usporedna s osi x. Za stacionarnu tocku vrijedi /(x,) = 0.

Slika 28 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

U drugom razredu se ve¢ spominju ekstremi kvadratne funkcije kao to¢ke u kojima graf
prestaje padati i pocinje rasti ili obratno. U€enicima je na intuitivnoj razini jasno §to je
ekstrem 1 kako izgleda minimum i maksimum. Ipak, oni se joS nisu strogo definirali. Takoder,

u opcenitom slu¢aju funkcija razlikujemo lokalni i globalni ekstrem i to je neSto novo (Slika
29 i Slika 30).
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Funkcija fima lokalni minimum u to¢ki x, ako postoji interval (@, b) koji
sadrzava x, tako da za svaki x € (g, b) vrijedi da je f(x)) <f(x).

Funkcija fima lokalni maksimum u tocki x; ako postoji interval {a, b)
koji sadrzava x, tako da za svaki x € (g, b) vrijedi da je f'(x,) > f (x).

Lokalni minimum ili lokalni maksimum funkcije nazivamo lokalnim
ekstremima funkcije.

Slika 29 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Globalni maksimum funkcije najveca je vrijednost koju funkcija poprima
na promatranome zatvorenom intervalu ili na njezinu podruéju definicije,
a globalni minimum je najmanja takva vrijednost.

Slika 30 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Jos$ uvijek ne znamo odrediti je li neka toc¢ka lokalni ekstrem. Vazno je da ucenici razumiju
razliku nuznog i dovoljnog uvjeta. U udzbeniku Skolske knjige nema navedenog nuznog
uvjeta za lokalni ekstrem. Ipak, bilo bi dobro da uéenicima naglasimo da ako funkcija u to¢ki
x ima lokalni ekstrem onda je x stacionarna tocka.

Nakon toga treba potaknuti diskusiju pitanjem ,Jesu li sve stacionarne tocCke lokalni
ekstremi? Funkcija f(x) = x3 je klasi¢an primjer kojim bi pokazali ucenicima da to ne
vrijedi jer ona u 0 ima stacionarnu tocku, ali nema lokalni ekstrem. Dakle, nuzno je da x bude

stacionarna tocka, ali ne i dovoljno.

Tako dolazimo do zaklju¢ka da sad moZzemo lako dobiti kandidate za lokalne ekstreme
(stacionarne tocke), ali jo§ uvijek nemamo dovoljan uvijet.
Slijedi, naravno, dovoljan uvjet da bi stacionarna tocka bila ekstrem i on zahtjeva postojanje
druge derivacije.

Ako u stacionarnoj tocki x, funkcija ima drugu derivaciju i vrijedi

[f"(x,) # 0, tada funkcija ima ekstrem u toj tocki ako /' mijenja predznak u
toj tocki. Pri tome:

— ako je f”(x,) > 0, tada je u x, lokalni minimum

—ako je f"(x,) <0, tada je u x, lokalni maksimum.

Slika 31 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga
Ova verzija drugog uvijeta nije dobra. Naime, nigdje prije ovog se ne spominje da prva

derivacija u tocki ekstrema mijenja predznak. Osim toga, taj dio je u potpunosti suvisan u
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ovom uvjetu. Cinjenica da prva derivacija mijenja predznak u tocki ekstrema nam moze biti

iznimno korisna pri skiciranju grafa funkcije, ali to se trebalo naglasiti drugdje.

Definicija konveksnosti i konkavnosti na nastavi se razlikuje od definicije u teorijskom dijelu
ovog rada. Naime, definicija u ovom radu je kompleksnija dok je definicija na nastavi
intuitivnija i primjerenija ucenicima (Slika 32). Slijedi iskaz i dokaz dovoljnog uvjeta

konveksnosti (konkavnosti) te definicija tocke infleksije (Slika 33).

Neka na intervalu (a, b} postoji tangenta grafa funkcije fu svakoj tocki
intervala.

Funkcija je konveksna na intervalu (@, b) ako je njezin graf iznad tangente
u svakoj tocki toga intervala.

Funkcija je konkavna na intervalu (a, b ako je njezin graf ispod tangente
u svakoj tocki toga intervala.

Slika 32 MATEMATIKA 4, $kolska knjiga

Neka funkeija fima drugu derivaciju u svakoj tocki intervala (a, b).

Ako je f(x) = 0 za svaki x € {a, b), tada jc funkcija konvcksna na
intervalu {a, b}.

Ako je [7(x) < 0 za svaki x € {a, b}, tada je funkcija konkavna na intervalu
(a, b).

Tocku u kojoj konveksnost prelazi u konkavnost ili obrnuto nazivamo
to€kom pregiba ili to€kom infleksije. Za tocku pregiba x| vrijedi

F7x,)=0.

Slika 33 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Preostaje jo§ samo definirati asimptotu i vrste asimptota.
Asimptota grafa funkcije fje pravac sa svojstvom da udaljenost od
tocke 7 na grafu funkcije f do toga pravca tezi nuli kada barem jedna od

koordinata tocke T tezi u —oo ili u +o0.

Slika 34 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga
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Pravac x = x vertikalna jc asimptota grafa funkcije fu tocki x, ako
vrjedi im f(x)=z1ee ili lim f(x)=—== 1 hm f(x)=+== ili obrnuto

K—H iy =iy

lim f(x)=+e= 1 lim f(x)=—oo.

Slika 35 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga
Pravac y = y horizontalna je asimptota grafa funkcije f'ako vrijedi
lim f(x)=y,.
x_)tw.f( )=,
Slika 36 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Pravac y = kx + [/ Kosa je asimptota grafa funkcije f'ako postoje limesi
konacnih vrijednosti

P b e lim (f (x) — k).

e x
Slika 37 MATEMATIKA 4, Skolska knjiga

Nakon ovoga imamo alat potreban za crtanje grafa dane funkcije. Obi¢no se na nastavi
napravi popis svih koraka koji su potrebni.

Vidimo da su na ovoj razini definicije velikim dijelom matematicki korektne. Osim toga,
puno se paznje obraca na dokaze tvrdnji, pogotovo u matematickim gimnazijama, $to je dobra

priprema za fakultet.
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Zakljucak

U kurikulumu i na nastavi glavnu ulogu ima aritmetika, a zatim geometrija. Cak se i
geometrija ¢esto zanemaruje jer se obraduje na kraju Skolske godine pa je nastavnici ponekad

preskoce jer smatraju da je preteska i nebitna.

Skolska matematika se tako svede na brojeve i ra¢un. Brojevi su veliki dio matematike, ali
matematika se ne bavi samo brojevima i racunom ve¢ je puno Sira. Konkretan primjer koji to
pokazuje su funkcije koje su iznimno vazne u matematici, a definiraju se tek u prvom razredu
srednje Skole §to je jako loSe. Kroz srednju Skolu funkcije su iznimno dobro i sistematicno

obradene.

Prvo se obrade osnovne elementarne funkcije, njihova svojstva i grafovi, a tek u Cetvrtom
razredu se obraduju sve realne funkcije opéenito §to je sasvim korektno jer je za crtanje grafa

potrebno definirati neke apstraktne pojmove kao $to su limesi i derivacije.

Prema mom misljenju, djeca su sposobna intuitivno shvatiti pojam pridruzivanja jo§ u
razrednoj nastavi. Relacije bi se lako mogle vizualizirati i prikazati na primjerima iz stvarnog
zivota. Tako bi poceli s upoznavanjem funkcija ve¢ u ranoj dobi. Naravno, jo§ ih ne bismo
definirali. Nakon toga bi postepeno uvodili simboliku i svojstva te bi do kraja osnovne $kole
dosli do funkcije kao posebnog slucaja pridruzivanja. Cilj ovakvog pristupa je da funkcije
ucenicima ne budu nesto apstraktno 1 novo, ve¢ da imaju dojam da ih spominjemo kroz cijelo
Skolovanje. Takoder, ovakvim pristupom bi se funkcije definirale kao poseban slucaj

pridruZivanja, odnosno relacije.
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is that functions are not covered enough in primary school while in high school functions are
largely mathematically correct and gradually processed.
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