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Uvod

Teorija igara je matematicka disciplina koja se bavi situacijama konflikta
izmedu dvaju ili vise sudionika. Sudionike ¢emo nadalje nazivati igracima.
(Cilj je odrediti ponasanje igraca koje je za njih najpovoljnije uz neke odredene
pretpostavke. Igre koje ¢emo proucavati su igre Ciste strategije s dva igraca.
To su igre u kojima igrac¢i izmjenjuju poteze, ne koristeci se slu¢ajnim uredajima
poput kockica ili karata. Takoder pretpostavljamo da su svi igraci potpuno
racionalni i da svi igra¢i imaju podatke o trenutnom stanju igre i o moguéim
potezima svih igraca. Primjer takvih igara su Sah, par-nepar i dama, dok
jamb i remi nisu takve igre. Igre koje proucavamo nazivaju se kombina-
torne igre. Dakle, igra ne mora biti drustvena igra, niti sudionici moraju biti
osobe.

U ovom radu, svaku tezu pokuSati ¢u objasniti primjerima stvarnih igara.
Potpuno rijesavanje igre je tesko pa najcesée dajemo primjere nekih odredenih
pozicija u igri.

Takoder, detaljnije ¢emo obraditi jedan zanimljiv podrazred igara, koje se
nazivaju nepristrane igre. Navesti ¢u neka zanimljiva svojstva tih igara, te

ih potkrijepiti primjerima.
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Poglavlje 1

Kombinatorne igre

1.1 Nim

Ana je predlozila Mati da odigraju jednu igru. Karte su poslozene na stol u
cetiri retka tako da se u prvom retku nalazi sedam karata, u drugom pet, u
tre¢em tri i u zadnjem samo jedna karta. Igraci naizmjenice uzimaju koliko
zele karata iz retka po izboru, te se igra ponavlja sve dok jedan od igraca
ne uzme posljednju kartu. Igrac¢ koji uzme posljednju kartu je izgubio igru.
Ana velikodusno prepusta Mati da igra prvi potez. No, nazalost Mate gubi,
kako god da igra.

Ova igra poznata je pod nazivom nim. Moze se igrati sa raznim predme-
tima poput Sibica, kamencica ili novcica. Takoder, postoje razne varijante
za odredivanje pobjednika. U spomenutoj verziji, gubitnik je onaj igra¢ koji
uzme posljednju kartu sa stola, a u standardnoj verziji pobjeduje igra¢ koji
odigra posljednji potez.

Postavlja se pitanje, zasto u opisanoj situaciji uvijek prvi igra¢ gubi?
Naime, nim je primjer igre koja ima svojstvo da sa svake njezine pozicije

uvijek toc¢no jedan igra¢ ima pobjednicku strategiju.
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Za pocetak,uvedimo pojam korektne pozicije u igri na sljedeé¢i nac¢in: Izra-
zimo broj predmeta na svakoj hrpi u binarnom sustavu te dobivene brojeve
potpisimo jedan ispod drugoga (kao kad zbrajamo brojeve na papiru).

Reéi ¢emo da je dana pozicija nima korektna ako je zbroj brojeva u svakom
od stupaca paran. U protivhom govorimo o inkorektnoj poziciji.

Indukcijom nije tesko pokazati da tada vrijedi:

Teorem 1.1 (Teorem 1.1.) S dane pozicije u nimu igru dobiva drugi igrac

ako i samo ako je pozicija korektna.

Dokaz. Uocimo kako svaki potez s korektne pozicije rezultira inkorektnom
pozicijom, a sa svake inkorektne pozicije moguce je odigrati potez na korek-

tnu poziciju. Odatle slijedi tvrdnja teorema. m

Opisana karakterizacija u potpunosti rjesava pitanje pobjednika u igri
nim. Sada nam je jasno zasto je u pocetnom primjeru Ana prepustila Mati
da igra prvi.

Pitanja o nalazenju pobjednika i pobjednickih strategija prirodno se namec¢u
kod svih tipova igara.

Primjetimo neka od svojstava igre nim:

e [gru igraju dva igrac¢a naizmjenice.

Pobjednik uvijek postoji, i to je onaj igra¢ koji odigra zadnji potez.

e [gra zavrsava u kona¢no mnogo koraka.

[graci imaju potpunu informaciju o igri. To znaci da je obojici igraca,

u svakom trenutku igre, vidljivo trenutno stanje na ploci.

Nim je strateska igra u kojoj nema elemenata sluc¢ajnosti (poput baca-

nja kocke).
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Igre sa navedenim svojstvima spadaju u klasu igara koje se nazivaju kombi-
natorne igre.

Formalna definicija kombinatornih igara dana je u nastavku.

Definicija 1.2 Kombinatorne igre su igre sa sljedecim svojstvima:

e igru igraju dva igraca koji igraju naizmjenice

nema elementa slucajnosti

e oba igraca imaju savrsenu informaciju o 1gri

e igra mora zavrsiti (nije beskonacna)

e igra zavrSava kada igrac vise nema poteza za odigrati

Dalje u ovom radu, spominjajud¢i igre, mislimo uvijek na kombinatorne
igre. Takve igre su prvenstveno od matematickog interesa a kako tipi¢no
imaju dodirnih tocaka s kombinatorikom i teorijom grafova, teorija koja se

oko njih razvila naziva se kombinatornom teorijom igara.

1.2 Osnovne tehnike

Postoje igraci za koje se ¢ini da mogu dobro igrati bilo koju igru odmah nakon
Sto nauce pravila. Takvi igra¢i imaju niz "trikova u rukavu” koji dobro
funkcioniraju u mnogim igrama bez puno razmisljanja. U ovom poglavlju
¢emo navesti neke od tih trikova. Naravno, najzanimljivije su igre u kojima
se nijedan trik ne primjenjuje izravno, ali njihovo poznavanje je vazan dio
zapo¢injanja s analizom slozenijih igara. Cesto ¢ete imati priliku razmotriti

poteze koji vode u jednostavne polozaje u kojima se primjenjuje neki od
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trikova. Te poteze je lako za razumijeti, te se prema tome oni mogu poduzeti

ili odbaciti.

1.2.1 Pohlepna strategija

Najjednostavnije heuristicko pravilo ili strategija naziva se pohlepnom stra-
tegijom. Kazemo da igra¢ igra pohlepnu strategiju ako hvata Sto je vise
moguce kad god je to moguce. Igre koje se mogu osvojiti igraju¢i pohlepnu
strategiju nisu nimalo zanimljive, ali ve¢ina igara ima neke aspekte pohlepne
igre. Na primjer, u Sahu je gotovo uvijek ispravno uhvatiti protivnicku kra-
ljicu smatrajuéi je najvecom vrijednosti, ali ne ako to omogucéuje protivniku
da uhvati vasu kraljicu ili ako to omogucuje protivniku da postavi Sah-mat.
Takoder, osnovna strategiija koja se igra u treseti je pohlepna strategija. Na-
ime, u igri treseta, as se broji kao 1 punat (bod), dok 2, 3, K, Q i J vrijede
1 belu, s tim da tri bele donose 1 punat. Dakle, u treseti, cilj je uhvatiti sto

viSe ’asova’, jer oni donose najvise bodova.

Definicija 1.3 KaZemo da igrac¢ igra pohlepnu strategiju ako uvijek bira
potez koji maksimizira ili minimizira odredenu vrijednost vezanu za poloZaj

1gre nakon sto je potez napravijen.

Naravno, vrijednost na kojoj se zasniva pohlepni algoritam bi trebala biti
dovoljno jednostavna za izracunavanje da ne treba predugo da se napravi

korak.

Postavlja se pitanje, da li pohlepna strategija uvijek funkcionira?

Primjer 1.4 Pretpostavimo da 2 igraca igraju igru pod nazivom "Tockice i
kutige’. Igra zapocinge praznom mrezZom tockica. Igraci igraju naizmjenice i
to tako da igrac koji je na potezu dodaje jednu horizontalnu ili okomitu liniju

1zmedu dviju nepovezanih susjednih tocaka. Igrac koji ispunt cetvrtu stranu

4
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okvira, to jest zatvori kvadrat, dobiva jedan bod i igra jos jedan potez.
Nakon nekoliko poteza, igra izgleda kao na slici:

*—8—9—8—5 98— 8

———0—0—0—0—0—0 0

Pretpostavimo da igru igraju igraci A i B, te neka je igra¢ A sljedeci na po-
tezu. Bez obzira sto igra¢ A odigra, igra¢ B moZe uzeti sve kvadrate u tom
retku. Ako igraci igraju pohlepnu strategiju, onda B zatvara sve kvadrate u
tom retku, te zadnji potez igra u drugom retku. Zatim A uzima sve kvadrate
u tom retku, te igra zadnji potez u sljedecem retku. Na taj nacin, igrajuci

pohlepnu strategiju, igra zavrsava kao na slici:

Dakle, igraci A i B, oba imaju po 27 bodova, te igra zavrsava bez pobjednika.
Da li je jedan od igraca mogao osigurati pobjedu da nije igrao pohlepnu stra-
tegiju?

Umgesto da je igra¢ B nakon sto je igra¢ A otvorio redak, uzeo sve kvadrate,
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mogao je uzeti sve osim dva kvadrata u tom retku, te zadnja dva kvadrata

ostaviti igracu A. Tada bi igra izgledala ovako:

Igrac A sada tma problem, jer svaki put kad uzme zadnja dva kvadrata koja
mu je igrac B ostavio, treba otvoriti novi redak. Na taj nacin igra se nastav-

lja do kraja, te na kraju igre, igra¢ B ima 42 boda, a igra¢ A ima 12 bodova.

Dakle, u prethodnom primjeru, igranje pohlepne strategije nije bio najbolji

izbor.

1.2.2 Simetrija

Za pocetak navedimo neka pravila igre go: Igra se na ploc¢i 19x19 sa bijelim i
crnim figurama. Figure su sve jednake i ponaSaju se prema istim pravilima.

Partija goa pocinje s praznom plocom, te crni igrac¢ igra prvi. Svaki potez
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se sastoji u tome da se figura stavi na odredeno mjesto i nakon toga ona
ostaje na tom mjestu do kraja partije ili biva zarobljena (”pojedena”) tijekom
partije od suigraca. Za svaku zarobljenu figuru dobiva se po 1 bod. Pobjednik
je onaj igra¢ koji na kraju igre ima vise bodova.

Navedena pravila su nam dovoljna da bi mogli razumijeti sljedec¢i primjer.
Nepoznata go igracica igra dvije igre istovremeno. Jednu sa bijelim figurama,
a jednu sa crnim. Kladila se na milijun kuna da ¢e dobiti barem jednu od
tih igara, iako nikada nije igrala go. Zanimljivo je da svakako osvaja okladu
iako ne zna puno o igri go. Zasto je to tako?

Ona jednostavno ceka da igrac koji igra s crnim figurama, prvi napravi potez
(crni igraju prvi u igri go) i $togod on napravio, ona ponovi u drugoj igri u
kojoj je ona crni igrac. Zatim, kada joj bijeli igra¢ odgovori u drugoj igri,
ona to isto odigra sa svojim bijelim u prvoj igri. Analogno igra dalje, pa
dvije igre na ploci zapravo izgledaju isto.

Dakle, ako ona izgubi u prvoj igri, dobit ée u drugoj (jer igra iste poteze kao
pobijednik u prvoj), a ako izgubi u drugoj igri, dobit ¢e u prvoj.

Strategiju koju je ova igracica koristila, zovemo ’'simetricnom strategijom’ i
primjenjuje se na sljede¢i nac¢in: Kad god vas protivnik napravi potez na
jednom dijelu ploce, trebali biste ga oponasati na drugom dijelu ploce. Da
biste igrali uspjesno, ne smijete protivniku ostavljati otvorene poteze koji mu

omogucuju eliminiranje ove strategije.

1.2.3 Promjena igre

Primjer 1.5 (3-do-15) Duva igraca igraju naizmjenice. Igrac koji je na po-
tezu, bira broj izmedu 1 1 9, te ga postavlja na jedan od slobodnih kvadrata
(3x3 ploca). Svaki od brojeva moze se odabrati samo jednom. Pobjednik je

onaj igrac kojemu je suma od tri odabrana broja jednaka 15.
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Iznenadujuce, ova igra je ”zamaskirani” krizi¢-kruzic.

Da bi to pojasnili,

nacrtat ¢emo magicni kvadrat kojemu je suma u svakom retku, stupcu i

dijagonali 15:

2194
7153
611]8

Mozemo primjetiti da je zbroj tri broja jednak 15 ako i samo ako su oni u
istoj krizi¢-kruzié¢ liniji.

Primjer 1.6 Igru krizic-kruZi¢ odigranu na sljedeci nacin:

O X Qq[% ol
X b

mozZemo poistovjetiti s igrom 3-do-15 koja nakon odigranog posljednjeg poteza

izgleda ovako:

2 4
5|3
61|38

Dakle, igru 3-do-15 mozemo tretirati kao igru krizi¢-kruzi¢, iako su pravila
skroz drugacija.
Strategija 'promjena igre’ mijenja nacin pogleda na tu igru te moze utjecati

na nasa razmisljanja. Koristi se kada je jedna igra intuitivnija od druge.

1.2.4 Parnost

Primjer 1.7 Neka je dana hrpa od 27 karata. Sljedecu igru igraju dva igraca
naizmjenice. Igra se sastoji od toga da igrac koji je na potezu odabere hrpu
(na pocetku je samo jedna) i podijeli je na dva neprazna dijela.

Tko ce pobijediti?
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Zamislite da su karte poredane u liniju. Igra se moze opisati kao postavljanje
"ograde” (Sibice, Sipke i slicno) izmedu dviju karata. To odgovara dijeljenju
hrpe na dva dijela: karte s lijeve strane i karte s desne strane do sljedece
ograde ili do kraja niza. U navedenom primjeru, ima tocno 26 poteza.
Primjetimo da opcenito u igri odigranoj s n karata, ima toéno n-1 poteza.
Dakle, pobjednik je prvi igrac¢ ako je n paran, a drugi igra¢ ako je n neparan
broj.

U nekim igrama, kao u navedenom primjeru, parnost neke vrijednosti, na
samom pocetku odreduje pobjednika. Cilj je utvrditi koja je to vrijednost
(u primjeru broj karata). Ako se igra na na¢in da posljednji igra¢ koji odi-
gra potez pobjeduje, onda je uvijek cilj prvog igraca osigurati da igra traje
neparan broj poteza, dok drugi igra¢ pokusava osigurati da igra traje paran
broj poteza.

Najjednostavnija takva igra je "voli me-ne voli me”, koja se igra sa tra-
tin¢icom. Mozemo igru shvatiti kao igru s dva igraca, gdje je prvi igrac ”voli
me”, a drugi "ne voli me”. Naizmjenice se uklanjaju latice tratincice, jedna
po jedna, a igra¢ koji ukloni posljednju laticu pobjeduje. O¢cito, jedino Sto
je vazno u ovoj igri jest parnost broja latica na tratincici. Ako je broj latica
neparan, tada ¢e pobijediti "voli me”, a ako je broj latica paran, pobijedit

¢e "ne voli me”.

1.2.5 Zbunjivanje protivnika

Sve do sada promatrane strategije su eksplicitne, sto znaci da ako one funkci-
oniraju u odredenoj igri, onda prate¢i tu strategiju mozete pobijediti. Stra-
tegija koju ¢emo objasniti u ovom odjeljku je nesto drugacija. Ovaj nacin
igre nam ne osigurava izravno pobjedu, ve¢ zbunjivanje protivnika, kako bi

dobili vise vremena za analizu igre.



Poglavlje 1. Kombinatorne igre

Ako ste u gubitnickom polozaju, isplati se sljede¢im potezom napraviti igru
Sto kompliciranijom, nadajuéi se da ¢e se protivnik zbuniti dok pokusSava

analizirati situaciju.

Primjer 1.8 Clobber. Igra se na ploci s crnim i bijelim poljima. Igru igraju
dva igraca naizmgjenice. Igrac¢ koji je ma potezu pomice jednu svoju figuru
na neku od susjednih pozicija (horizontalno ili vertikalno) gdje se nalazi pro-
tivnicka figura. Igrac¢ na potezu pomakne svoju figuru, a protivnicku izbaci iz
1gre. Pobjednik je onaj igrac koji odigra posljednji potez.

Pretpostavimo da je u igri clobber sljedece stanje na ploci i da ste vi crni

1grac koji je na potezu.
OO
OLele
9000

Iz dane pozicije, ako je crni igrac na potezu, ne postoji pobjednicka strategija

za crnog igraca. Medutim, jos se ne bi trebali predati niti napraviti nikakve
poteze za koje vas protivnik ima jednostavnu strategiju za pobjedu. Neki od

poteza, s kojim bi zbunili protivnika © mogli doci do pobjede su:
e Oee
oe e O e
900 0000

Ova strategija ima i druge implikacije. Ako niste sigurni kako bi trebali
odigrati sljede¢i potez, onda nemojte dovoditi igru u poziciju gdje ¢e vas

protivnik jednostavno znati Sto treba odigrati. Takoder, ako ste u boljoj

10
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poziciji, nemojte dopustiti protivniku da vam zakomplicira situaciju.

1.2.6 Ukrasti strategiju

Primjer 1.9 Dwva igraca igraju sljedecu igru: Igraci naizmjenice biraju koc-
kicu cokolade te pojedu izabranu kockicu i sve kockice koje se nalaze iznad
ili desno od odabrane. Kockica u donjem lijevom kutu cokolade je otrovna-

1grac koji je pojede je izgubio.

A no A H.—l
| yuull .

® = ] |

Slika prikazuje primjer igre izmedu igraca A i igraca B. Igra¢ B je izqubio
jer u zadnjem koraku jedini preostali potez mu je pojesti zadnju (otrovnu)

kockicu.

Vidimo da je u navedenoj igri zadnji potez gubitnicki. Kada bismo igrali
tako da pobjeduje igra¢ koji pojede donji lijevi kvadrati¢ ¢okolade, igra bi
bila sasvim nezanimljiva jer se to moze napraviti odmah u prvom potezu.
Igra iz primjera poznata je pod nazivom chomp. Moze se igrati na proizvolj-

nom pravokutniku s barem dva kvadratica.
Teorem 1.10 U igri chomp, prvi igra¢ ima pobjednicku strategiju.

Dokaz. Navedimo egzistencijalni dokaz teorema.

Pretpostavimo da prvi igra¢ pojede kvadrati¢ ¢okolade u gornjem desnom
kutu ploce. Ako tako dolazi u pobjednicku poziciju, onda do kraja igre moze
zadavati pobjednicku poziciju i pobijediti drugog igraca. Ako je pak ploca
bez gornjeg desnog kuta gubitnicka pozicija, drugi igrac je u jednom potezu
moze dovesti do pobjednicke pozicije. No onda je prvi igra¢ mogao odmah

odigrati taj isti potez, jer bilo koji potez na samom pocetku igre sigurno

11
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eliminira gornji desni kut ploce. m
Iz dokaza teorema ne mozemo zakljuciti sto je pobjednicka strategija prvog
igraca, nego samo da ona sigurno postoji. Dakle, dokaz koji smo naveli, nije

konstruktivni, ve¢ samo egzistencijalni dokaz teorema.

Primjer 1.11 KriZi¢-kruzi¢

Pretpostavimo da drugi igrac¢ igra pobjednicku strategiju S.

Pruvi igrac¢ postavija X na proizvoljnu poziciju, a drugi igrac¢ postavlja O
prema strategiji S. Ali, ako zanemarimo prvi X koji je postavio na plocu,
prut igrac se nalazi u isto] poziciji kao v drugi prije nego sto je odigrao svoj
prui potez. Stoga, prvi igrac¢ mozZe napraviti svoj sljedeci potez prema strate-
g1yt S, te na taj nacin nastavite svoju 1gru.

Pobjednicka strategija za drugog igraca, u tom slucaju vise ne postoji, pa igra

zavrsava prisilnom pobjedom prvog igraca ili nerjeseno.
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Poglavlje 2
Ishod igre

U teoriji igara, ishod je situacija koja je rezultat para igracevih strategija.
Dakle, svaka kombinacija strategija je ishod igre.

Postavlja se pitanje: Tko ¢e pobijediti ako oba igraca igraju savrseno?
Promotrimo igre koje imaju samo dva ishoda, pobjeda prvog i pobjeda dru-
gog igraca.

Kazemo da igra¢ igra savrseno ako vrijedi tvrdnja:

Ako igra¢ moze osigurati pobjedu, onda on mora odigrati potez koji mu
dopusta da osigura pobjedu. Ako igra¢ ne moze osigurati pobjedu, onda bi

savrsena igra znacila "napravi potez”.

Teorem 2.1 (Fundamentalni teorem kombinatornih igara) Pretpostavimo
da se igra G igra izmedu dva igraca gdje jedan igra prvi. Ili prvi igra¢ mozZe

ostgurati pobjedu, ili drugi, ali ne oboje.

Dokaz. Nazovimo prvog igraca s A a drugog s B. Svaki potez igraca A
dovodi igru u poziciju koja je indukcijom, ili pobjeda za igraca B koji igra
prvi, ili pobjeda za igraca A koji igra drugi. Ako bilo koji njegov potez
pripada drugoj kategoriji, tada je biranjem jednog od njih igra¢ A mogao

ostvariti pobjedu. S druge strane, ako svi njegovi potezi pripadaju prvoj
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kategoriji, tada igra¢ B moze ostvariti pobjedu koriste¢i svoju pobjednicku
strategiju u poziciji koja je rezultat bilo kojeg poteza igraca A. m
Prethodni teorem koristit ¢emo implicitno mnogo puta kroz ovaj rad.
Pretpostavimo sada da smo fiksirali poziciju G i pogledajmo koji su sve
moguci ishodi u igri ako je prvi igrac lijevi i ako je prvi igra¢ desni.

U donjoj tablici se spominju sljede¢i i prethodni igrac. S obzirom da u
prvom potezu ne postoji prethodni igrac, treba naglasiti da sljede¢im igracem
smatramo onog igraca koji je na potezu, a prethodnim onog koji nije na
potezu. Fundamentalni teorem dopusta ¢etiri mogucénosti, koje koristimo za

kategoriziranje pozicije u cetiri ishoda klase:

Klasa Definicija

N | Sljededi igrac, bilo da je lijevi ili desni, moze osigurati pobjedu.

Prethodni igra¢ moze osigurati pobjedu.

P
L Lijevi igra¢ moze osigurati pobjedu, bez obzira tko igra prvi.
R

Desni igra¢ moze osigurati pobjedu, bez obzira tko igra prvi.

Igre u P i N klasama nazivaju se P-pozicije i N-pozicije. Na prvi pogled
se ¢ini da ne postoje sve cetiri klase ishoda u stvarnim igrama, no nije tesko

pronadi primjere za svaku vrstu ishoda.

Primjer 2.2 U igri nim, ako postavimo kamencice u tri retka sa po jednim,
tri i pet kamencica redom, pobjednik je prvi igrac, tj sljedeéi na redu. Dakle
igra se nalazi uw N -poziciji.

Naprotiv, ako poredamo kamencice u tri retka sa po jednim, dva i tri ka-
mencica redom, pobjednik je drugi igrac¢ (prethodni). Dakle, igra se nalazi u
P-poziciji.

Naravno, u obe igre se pretpostavlja da igraci igraju savrseno.

14
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Primjer 2.3 Stop-vrata igra se na nxm ploc¢i. Dva igraca imaju domino
kocke koje postavljaju na plocu jedan za drugim. Lijevi igrac¢ postavlja svoje
domino kocke vertikalno, a desni igra¢ horizontalno.
Igrac koji ostane bez poteza je izqubio.

U igri stop-vrata lijevi igrac pobjeduje ako se igra na ploci nx1, n > 1 bez
obzira tko igra prvi, pa je igra u klasi L. Ako se pak igra na ploci 1xn, n > 1,
onda pobjeduje desni igrac bez obzira tko igra prvi, pa je u tom slucaju igra

u klasi R.

Drugi nac¢in za provjeru ishoda klase dan je u sljedecoj tablici:

D igra prvi
Ako u igri G D pobjeduje | L pobjeduje
L pobjeduje N L
L igra prvi
D pobjeduje R P

2.1 Pozicije i opcije u igri

Definicija 2.4 Igra (pozicija) G definira se kao G = {{G",G">, . }|{G"",G"2,..}}
pri cemu su {GH GE2 .} i {GP, GP2 .} skupovi opcija lijevog, odnosno

desnog igraca.

Igru G obi¢no éemo zapisivati kao G' = {G¥|GP} pri éemu G i GP predstav-
ljaju skupove opcija lijevog i desnog igraca redom.

Igru u kojoj nijedan od igraca nema sto odigrati, tj. igru oblika {@|0} = { | }
¢emo oznacavati s 0 (nula).

Napomenimo jos da ¢emo od ovog trenutka nadalje pojedine igre oznacavati
simbolima za brojeve jer ¢emo takvim igrama moc¢i manipulirati na nacin
slican onom kojim manipuliramo brojevima u standardnoj aritmetici.

Da bismo tu ideju razjasnili i preciznije opisali, promotrimo najprije nekoliko

15
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jednostavnih primjera.

Svakoj igri korisno je dodijeliti stupanj koji opisuje njezinu jednostavnost.
Nakon svakog odigranog poteza igra postaje jednostavnija u smislu da stizemo
u poziciju igre manjeg stupnja.

Najjednostavnija igra (i jedina stupnja 0) jest igra { | } s praznim skupom
opcija za lijevog i desnog igraca. U idu¢em koraku kao opcije imamo na
raspolaganju ) i 0 = { | } pa tako igara stupnja 1 ima ukupno 3 i to su:
1 ={0] }, =1 = { |0}, te * = {0]|0}. Pripadajuéa stabla ovih igara prika-
zana su na sljedecoj slici (pri tome opcije lijevog igraca oznacavamo plavom

bojom, a opcije desnog igraca crvenom):

.oN SN

0={1y 1={o1}y 1={10p *={o]|0}

Primjetimo sljedece:

U igri 0 gubi igra¢ koji je prvi na potezu (jer nema sto odabrati), od-
nosno drugi igrac¢ pobjeduje. Za takve igre kazemo da imaju vrijednost

0.

U igri 1 uvijek pobjeduje lijevi igra¢, bez obzira na to koji igrac igra

prvi. Sve igre takvog tipa imaju pozitivnu vrijednost.

U igri -1 uvijek pobjeduje desni igrac, bez obzira na to koji igrac¢ igra

prvi. Sve igre takvog tipa imaju negativnu vrijednost.

U igri x = {0]|0} pobjeduje onaj igra¢ koji je prvi na potezu, i ona

predstavlja najjednostavniju igru koja nije broj. Za igre takvog tipa
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kazemo da su neizrazite (eng. fuzzy) jer njihova vrijednost nije ni 0, ni

pozitivna, ni negativna.

Prikazane igre predstavljaju prototipove igara s obzirom na koje ¢emo klasi-
ficirati sve slozenije igre. Dakle, svaku igru mozemo prema ishodu svrstati u

jednu od navedenih cetiri klasa kako je prikazano u sljedec¢oj tablici:

pocinje D
Ako u igri G L ima pobjednicku strategiju | D ima pobjednicku strategiju
. D ima pobjednicku strategiju G=0 (drugi pobjeduje) G < 0 (D pobjeduje)
pocinje & L ima pobjednicku strategiju G > 0 (L pobjeduje) G||0 (prvi pobjeduje)

Uocimo i to kako relacija G = 0 u ovoj tablici ne govori da je sama igra G
jednaka igri 0 (nula), veé¢ da je rije¢ o igri kojoj je vrijednost jednaka 0, tj.
da igra G pripada klasi igara u kojoj drugi igra¢ ima pobjednicku strategiju.
Isto tako, relacija G||0 oznacuje da je igra G neusporediva s igrom 0, tj. da

je rije¢ o igri u kojoj pobjednicku strategiju ima prvi igrac.

Tvrdnja 1 Ishod igre G moZe se utvrditi 1z klase ishoda njenih opcija kao

sto je prikazano u sljedecoj tablici:

postoji GP € RUP | za svaki GP € LUN
postoji G € LUP N L
za svaki Gt € RUN R P

Dokaz. Dokazimo prvo gornju desnu tvrdnju iz tablice.

Neka je G € L. Tada lijevi igra¢ moze osigurati pobjedu ako igra prvi, tj
Gl € L. Takoder, mora postojati opcija u G s kojom lijevi igra¢ pobjeduje
ako igra drugi, tj G € P. Dakle, G¥ € LU P.

Desni igra¢ u tom sluc¢aju nema dobrih poteza pa su sve njegove opcije u

LUN.

17
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Obrnuto, ako je G € £ U P, onda lijevi igra¢ pobjeduje. Ako desni igrac
ima samo opcije u £ U N, onda desni igra¢ nema pobjednicki potez. Dakle
GelLl.

Ostale tvrdnje iz tablice se dokazuju na slican nacin.

2.2 Suma igara

2.2.1 Motivacija

U primjeru 2.3 dana su pravila igre stop-vrata. Pretpostavimo da se igra igra
na ploc¢i dimenzija 10x10.

Igra stop-vrata, kao i mnoge druge igre, ima pozicije koje se sastoje od ne-
zavisnih komponenti. Ponekad su, kao u igri nim, komponente jednostavno
dio igre, dok se neke igre prirodno dijele na komponente kako igra traje.

Na primjer, u igri stop-vrata, igra¢e polje ¢esto je razdvojeno na razlicite

sis

regije kao u sljedecoj igri:
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S obzirom na ¢injenicu da se mnoge igre dijele u nezavisne regije, postavlja
se pitanje: ”Kako mozemo iskoristiti dekompoziciju?”
To prirodno dovodi do odredivanja zbroja igre:

Zbroj dviju ili viSe pozicija u igri je pozicija koja je dobivena postavljanjem
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pozicija jedne pored druge. Igra¢ koji je na potezu, moze napraviti potez u

regiji po izboru.

Primjer 2.5

[

[
[T]

[ ]

J

L]

FHYmm

2.2.2 Definicija sume

Definicija 2.6 G+ H = {G + H,G + H'|GP + H,G + HP},
gdje su G i H igre, a G&, GP, HL, HP skupovi igara.

Ova definiciji sastoji se od nekih notacija koje zahtjevaju detaljnije objasnjenje.
Sto znaci GF + H?
Dodavanje jedne igre, G, skupu igara .S, definiramo kao skup igara dobivenih

dodavanjem G u svaki element skupa S:
G+S: {G+X}X€S

Druga zloupotreba notacije je koristenje zareza izmedu dva niza igara. Ovaj
zarez namijenjen je znacenju unije skupa. Skupove tretiramo kao liste, a
zarez je prirodni nacin spajanja dvije liste. Koristi se zato Sto je ta notacija
ipak intuitivnija i jednostavnija nego:

G+ H={(G"“+H)U(G+H|(G+H)U(G+HP)}
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Primjenimo ovu definiciju na igru ’Stop-vrata’. Rekli smo da u zbroju dviju
igara, G i H, igra¢ moze napraviti potez u bilo kojoj od tih igara (kompo-
nenata). Lijevi igra¢, na primjer, moze napraviti potez unutar komponente
G, mijenjajuéi G u G*¥ € GL. Ta opcija lijevog igraca iz G + H je G + H.
Ako pak lijevi igra¢ napravi potez unutar komponente H, mijenjajuéi H u
HY € H". Ta opcija lijevog igraca je iz G + H u G + HY. Dakle, opcija
lijevog igraca je (GX + H) U (G + H) kao u definiciji sume igara.
Analogno, opcija desnog igraca je (G” + H) U (G + HP).

Primjer 2.7 Neka su dane dvije pozicije, G © H, definirane navodenjem nji-

hovih lijevih i desnih opcija:

¢ - H-{IPIE)

[] [ =] [[T==]
no- HHE-{IFPIFRH=
Suma igara G 1 H, po definiciji je:
G+ H=

e GP 4+ H G+HP

}
. e e .

P

v G+
4

L1

F\HJ'_J*_ I +Ha Ty

Teorem 2.8 G+0=0G.

Dokaz. G+0={G*G"}+{ | }={G"+0,G+0 | G°+0,G+0}.
Za svaki skup S je S + 0 = 0, pa indukcijom slijedi da je G¥ +0 = GL i
GP 40 = GP. Dakle, {GE+0,G+0 | GP+0,G+0} = {GGP} = C. m

Teorem 2.9 Za igre G 1 H vrijed::
1)G+ H=H+G,
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2)(G+H)+J=G+ (H+J).

Svojstvo 1) naziva se komutativnost, a 2) asocijativnost.

Dokaz. Indukcijom se pokaze da je:

1)

G+H={G"+HG+H"G"+H,G+H"}=
—{H+G* H+GH+GP HP + G} =
=H+G

2) Promotrimo lijevu opciju:

(G+H)+J)"={(G+ ) +J,(G+H)+J"} =
={(G"+H)+ J,(G+H"+J (G+H)+ J"} =
={G"+(H+J),G+ (H"+J),G+(H+J")} =
=[G+ (H+ )"

Sliéno za desnu opciju, pa vrijedida je: (G+H)+J=G+(H+J). m

2.2.3 Negativna igra
Definicija 2.10 Neka je G = {GY|GP}. Negativna igra igre G je

-G ={-G"|-¢g"}.

Negativna igra odgovara zamjeni uloga dva igraca. Primjetimo da kod
nepristranih igara ova opcija nema efekta, jer igraci imaju jednake opcije u

igri. Dakle, svaka nepristrana igra jednaka je svojoj negativnoj igri G = —G.

Zadatak 2.11 Negirajte sljedecu poziciju u igri ‘Stop-vrata’ : H
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D - {m|of
(0B}
fooiB)

Koristeci definiciju sume igara i definiciju negativne igre, mozemo definirati

oduzimanje igara:

G—-—H=G+(—H).
Zadatak 2.12 Dokazite: —(—G) =G.
—(=G)=—{-¢"| - ¢"} =
={-(=G") - (-¢")} =
={G"16"}
Zadatak 2.13 Dokazite: —(G + H) = (-G) + (—H)
—(G+H)=—{G-+HG+H"G" +H G+H} =
={-G"-H -G-H"|-G"—H -G-H"} =
={(=9)" + (=H),(=G) + (-H)"[(=G)" + (—H),(=G) + (-H)"} =
= (=G) + (=H).

2.2.4 Ekvivalentne igre

Definicija 2.14 G = H ako (VX )G + X ima jednake opcije kao H + X.

U principu, G = H ako se G ponasa kao H u bilo kojoj sumi igara.

) Y

Kod ove definicije moramo biti oprezni jer =" ne znaci da je G isto Sto i
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H, ve¢ =" oznacava relaciju ekvivalencije. Kasnije u ovom odjelku ¢emo

pokazati da kad je G = H, mozemo zamijeniti G s H, opravdavajué¢i simbol

y_

Korolar 2.15 = je relacija ekvivalencije.

Dokaz. refleksivnost
Neka je igra G proizvoljna. Kako G + X ima jednake opcije kao G + X, VX,
to je G=G.
simetri¢nost
Neka je G = H. Po definiciji, G + X ima jednake opcije kao H + X, VX.
No, tada i H + X ima jednake opcije kao G + X pa je H = G.
tranzitivnost
Neka je G = H i H=J. Tada VX, G+ X ima jednake opcije kao H + X, i
H + X ima jednake opcije kao J + X. No, tada i G + X ima jednake opcije
kao J + X, paslijedidajeG=J. m

Ova definicija se ¢ini prirodna, no ne bas korisna. Da bi pokazali da je
G = H, po definiciji treba provjeriti G + X i H + X za svaki moguéi X.
U nastavku dajemo nekoliko tvrdnja, koje nam pokazuju kako jednostavnije

dokazati da su dvije igre ekvivalentne.

Teorem 2.16 G = 0 ako i samo ako je G u P — poziciji, to jest, u G drugi

1grac moze osigurati pobijedu.

Dokaz. = Neka je G = 0. Tada G + X ima jednake opcije kao 0 + X = X
za svaki X. Posebno, ako je X = 0, to znac¢i da G ima jednake opcije kao 0,
sto je P-pozicija.

< Neka je G u P-poziciji. Fiksirajmo bilo koju poziciju od X. Treba poka-
zati da G+ X ima jednake opcije kao X.

Ako lijevi igra¢ moze pobijediti igraju¢i drugi na X, onda on moze takoder
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pobijediti igrajuc¢i drugi na G’ + X koristeci sljedecu strategiju:

Na koju god komponentu odigra desni igrac, lijevi igra¢ odgovara na istu
komponentu, pretvarajuéi se da igra samo na G, odnosno, samo na X.

Ako lijevi igra¢ moze pobijediti pomicanjem prvi na X, onda moze pobijediti
igrajudi prvi na G + X igrajudi iste poteze na drugu komponentu od G + X,
i nastavlja kao u prethodnom paragrafu.

Mozemo simetri¢no tvrditi da ako desni igra¢ pobjeduje na X, desni pobjeduje
ina G+ X.

Dakle, X i G + X imaju jednake ishode.

m
Korolar 2.17 G -G =0

Dokaz. Po prethodnom teoremu, treba pokazati da u G — G drugi igrac
moze osigurati pobijedu.

Pretpostavimo da prvi igra¢ igra na drugu komponentu, to jest, iz G — G
u G — H. Tada drugi igra¢ moze igrati simetri¢nu strategiju, te iz G — H
napraviti potez na prvu komponentu, u H — H. Nastavljajuc¢i igru induktivno

na taj nacin, drugi igra¢ pobjeduje. m

Teorem 2.18 Fiksirajmo igre G, H i J. Tada je G = H ako i samo ako je
G+J=H+J.

Dokaz. = Neka je G = H. Zelimo pokazati da za svaki X vrijedi da je
(G + J) + X ima jednake opcije kao (H + J) + X.

Neka je X' = J+ X. Kako je G = H, to je po definiciji G + X' = H + X/,
to jest G+ (J+ X) = H + (J + X). Kako vrijedi asocijativnost, to je
G+ )+ X=(H+J)+ X.

< Neka je G+J =H+J. Tadaje (G+J)+ (=J) = (H+J)+ (—J).
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Koristedi asocijativnost i prethodni teorem, slijedi:

G=G+0=
=G+ (J-J)=
=(G+J)-J=
=(H+J)—J=
=H+(J-J)=
=H+0=
=H

Zadatak 2.19 Twvrdnja: Ako jeG =G'iH = H', ondaje G+H = G'+H'.
Dokaz: Kako jeG=G"iH=H' tojeG+H=G'+H iH+G = H+G".
Slijedi, koristeci komutativnost, da je:

G+H=G+H=H+G=H+G =G +H".
Korolar 2.20 G = H ako i samo ako je G — H = 0.

Dokaz. G=H < G+(-H)=H+(-H) & G-H=H-H<G—-H=0.
]

Ako zelimo pokazati da su dvije igre G i H jednake, po prethodnom korolaru,
dovoljno je pokazati da u igri G — H uvijek pobjeduje drugi igrac.

U praksi, ovo je najlaksi i uobicajeni nacin testiranja kada su dvije igre
jednake.

To nam omogucava da zamijenimo G's H u bilo kojem kontekstu - $to je od

velike koristi kada je H mnogo jednostavniji od G.
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2.2.5 Usporedivanje igara

Definicija 2.21 G > H ako (VX) lijevi igra¢ pobjeduje na G + X kad god
ligevi igra¢ pobjeduje na H + X.

G < H ako (VX) desni igrac pobjeduje na G+X kad god desni igrac pobjeduje
na H+ X.

Iz definicije slijedi da je G > H ako zamjena H s G nece nastetiti lijevom

igracu.
Lema 2.22 Vrijedi:

1. G > H ako i samo ako je H < (.

2. G=H ako i samo ako je G > H i+ H < G.
Dokaz.

1. Ako je G > H, onda lijevi igra¢ pobjeduje na G + X kad god lijevi
pobjeduje na H + X. To znaci da kad god desni igra¢ pobjeduje na
G + X, tada desni pobjeduje na H + X, pa je H < G.

2. G = H ako i samo ako lijevi igra¢ pobjeduje na G + X kad god lijevi
igrac¢ pobjeduje na H + X i desni igrac¢ pobjeduje na G + X kad god
desni igra¢ pobjeduje na H + X. Slijedidaje G > Hi H < (.

Teorem 2.23 Sljedece turdnje su ekvivalentne:
1. G>0.

2. G € P iliG e L (Lijevi igra¢ pobjeduge igrajuci drugi na G).
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3. Za svaku igru X, ako lijevi igrac pobjeduje igrajuci drugi na X, onda

ligevi igrac pobjeduje igrajuci drugi na G + X.

4. Za svaku igru X, ako lijevi igrac pobjeduje igrajuci prvi na X, onda

lijevi igrac pobjedugje igrajuci prvi na G + X.

Dokaz.

1 <= 3,4: Ishod igre odreduje se prema toma da li lijevi igra¢ pobjeduje
igrajuci prvi ili drugi.

2 = 3: Pretpostavimo da lijevi igra¢ moze osigurati pobjedu igrajuéi drugi
na G ina X. Za pobjediti na G+ X igrajuci drugi, koristi se 'Principom jedne
ruke’> Ako desni igra¢ igra u G, onda lijevi igra potez odreden njegovom
pobjednickom strategijom u G. Ako desni igra¢ igra u X, onda lijevi igra
potez odreden njegovom pobjednickom strategijom u X.

2 = 4: Analogno kao 2 — 3.

3 = 2: Stavimo da je X = 0.

4 = 2: Razmotrimo ekvivalentnu suprotnost sa zadnjim uvjetom: ” Ako
lijevi igra¢ ne pobjeduje igrajué¢i prvi na G+ X, tada lijevi igrac¢ ne pobjeduje
igrajuci prvina X”7. Neka je X = —G. Kako je G—G = 0, lijevi ne pobjeduje
igrajuci prvi na G — G. Stoga, lijevi igrac¢ ne pobjeduje igrajuci prvi na —G.
Analogno, desni igra¢ ne pobjeduje igrajuc¢i prvi na G. To jest, lijevi igrac

pobjeduje igrajuci drugi na G. =

Teorem 2.24 G > H ako i samo ako je G+ J > H + J za sve igre G, H 1
J.

Dokaz. = Neka je G > H. Tada po definiciji, lijevi igra¢ pobjeduje na
G + X kad god lijevi igra¢ pobjeduje na H + X, za svaki X.

Neka je X' = J+ X. Kakoje G+ X' =G+ (J+X)=(G+J)+ X i
H+ X' =H+(J+X)=(H+J)+ X, slijedi da za svaki X, lijevi igrac

27



Poglavlje 2. Ishod igre

pobjeduje na (G + J) + X kad god lijevi igra¢ pobjeduje na (H + J) + X.
Dakle, G+ J > H + J.

< Neka je G+ J > H + J. Tada za svaki X, lijevi igra¢ pobjeduje na
(G + J) + X kad god lijevi igra¢ pobjeduje na (H + J) + X.

Kakoje (G4+ )+ (=J) =G+ (J-J)=G+0=Gi(H+J)+(-J) =
H+ (J—J)=H+0= H, tada posebno za X = —J iz definicije slijedi da
jeG>H. m

Teorem 2.25 G > H ako i samo ako lijevi igra¢ moZe osigurati pobjedu

igrajuci drugi na G — H.

Dokaz. G > H akoisamo akoje G— H > H — H =0. Dakle, G — H > 0.
n

Iz prethodnog slijedi tablica:

G > 0 kada lijevi pobjeduje u G G > H kada lijevi pobjeduje u G — H

G = 0 kada drugi igra¢ pobjeduje u G | G = H kada drugi igra¢ pobjeduje u G — H

G < 0 kada desni igra¢ pobjeduje u G | G < H kada desni igra¢ pobjeduje u G — H

(|0 kada prvi igra¢ pobjeduje u G G||H kada prvi igra¢ pobjeduje u G — H

2.3 Pojednostavljivanje igara

Ako u igri G = {{QLI, GL2,  H{GPr, GgP2, }} vrijedi G2 > GM kazemo da
opcija G2 dominira G*'. U tom slucaju smijemo izbaciti opciju G** pod
uvjetom da G*2 bude zadrzana.

Kod desnog igraca, kazemo da GP2 dominira GPt ako vrijedi GP2 < GP1.
U tom slu¢aju smijemo izbaciti opciju GP* pod uvjetom da opcija GP2 bude
zadrzana.

Brisanje dominiranih opcija jedan je nacin za pojednostavljivanje igara.
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Drugi nacin sastoji se od zamjene tzv. reverzibilnih opcija.

Opciju desnog igraca X nazivamo reverzibilnom ako lijevi igra¢ ima odgo-
vor X* koji je za njega barem jednako toliko dobar koliko i dana igra G, tj
ako vrijedi X > G. U tom slu¢aju X mozemo zamijeniti nizom svih desnih
opcija XEP = {X1P1LD2- oq X1

Slicno, opcija lijevog igraca Y je reverzibilna ako desni igra¢ ima odgovor
YD koji je za njega barem jednako toliko dobar koliko i sama igra G, tj. ako
je YP < @G, te tada Y smije biti zamijenjen nizom svih lijevih opcija YPL od

YD,

Primjer 2.26 U igri G = {0, |} nijedna opcija lijevog igraca ne dominira
nad drugom buduci da je O||x, ali je zato njegova opcija * reverzibilna, buduci
da je pripadni odgovor desnog igraca x® =0, a za igru G vrijedi G > 0. To
znaci da opciju lijvog igraca x mozZemo zamijeniti svim opcijama lijevog igraca
od ¥ = 0 = { | }, tj moZemo je zamijeniti svim opcijama praznog skupa.
Dakle, moZemo je obrisati.

Na taj se nacin polazna igra G pojednostavljuje u igru {0]*}.
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Poglavlje 3
Nepristrane igre

Definicija 3.1 KaZemo da je igra nepristrana (imparcijalna) ako je skup

opcija lijevog igraca jednak skupu opcija desnog igraca.

Dakle, kod nepristranih igara, oba igraca imaju jednake opcije poteza iz svake
pozicije. Moguéi potezi ovise samo o trenutnoj poziciji igre a ne o tome koji
je od igraca na potezu. Drugim rije¢ima, jedina razlika izmedu igraca 1 i

igraca 2 je u tome koji igra prvi.

3.1 P iN pozicije

S P i N pozicijama susreli smo se u 2.-om poglavlju.

Kazemo da se igra nalazi u P-poziciji ako osigurava pobjedu prethodnom
igracu (koji je upravo odigrao potez).

Kazemo da se igra nalazi u AN-poziciji ako osigurava pobjedu sljede¢em
igracu.

Jedno od svojstava zbog kojeg je podrazred nepristranih igara zanimljiv jest
da pripadaju samo dvjema klasama ishoda, i to P i N klasama, o cemu nam

govori sljedeéi teorem.
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Teorem 3.2 Ako je G nepristrana igra, onda je G € N UP.

Dokaz. Neka je G € L. To znadi da lijevi igra¢ moze osigurati pobjedu.
No onda desni igra¢ moze upotrijebiti strategiju lijevog i pobjediti (ukrasti

strategiju). Analognoza G € R. m

Tvrdnja 2 Svaka nepristrana igra jednaka je svojoj negativnoj igri, tj

G+G=0.

Tvrdnja slijedi iz definicije nepristrane igre, te definicije negativne igre.
Po definiciji, nepristrane igre su podskup svih malih igara, pa je njihova
vrjednost neizmjerna. Medutim, skup vrijednosti koje se mogu pojaviti za

nepristrane igre je vrlo ograni¢en podskup.

3.2 Nimberi

Postoji klasa beskrajno malih vrijednosti koje se ne ponasaju kao nijedna
vrijednost s kojima smo se do sada susreli. Javljaju se prirodno kao vrijed-
nosti nepristrane igre nim i, kao sto ¢emo vidjeti, to su jedine vrijednosti
koje nepristrane igre poprimaju.

Nim se igra sa nekoliko hrpa (redaka). p-hrpa (redaka) se moze shvatiti kao
p disjunktnih suma igara od 1-hrpe. Ako uspijemo odrediti kanonski oblik
igre s jednom hrpom, zbrajanjem ¢emo dobiti rezultat svake nim igre. Dakle,
prvo trebamo definirati zbroj nim igara s jednom hrpom.

Ponovimo kako smo definirali dominantne i reverzibilne opcije.

Definicija 3.3 Neka je G igra. Lijeva opcija GT je dominantna nad drugom
lijevom opcijom GY' ako je G¥ < GY. Slicno, desna opcija G® je dominantna

nad desnom opcijom G ako je Gft > Gl
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Definicija 3.4 Neka je G igra. Lijeva opcija GY je reverzibilna ako G* ima
desnu opciju GH < G. Sliéno, desna opcija GT je reverzibilna ako G ima

lijevu opciju G*L > G.

Vrijednost hrpe veli¢ine 0 je { | } = 0 a hrpe velicine 1 je {0|0} = .

Koja je vrijednost hrpe veli¢ine 27

Ona je oblika {0, *|0, *}. Ni lijeva ni desna opcija nije dominantna ni rever-
zibilna, pa je to nova vrijednost koju oznacavamo s *2.

Hrpa veli¢ine 3 je oblika {0, %, %2|0, %, *2} te opet nema dominantne ni rever-
zibilne opcije, pa ju oznacavamo s *3.

Opdenito, ove vrijednosti se nazivaju nimberi (ili, nesluzbeno, zvijezde).
Ime potjece od igre Nim - svaki nimber *n odgovara igri Nim koja se sastoji
od jedne hrpe s n objekata.

lako potjeéu od rijec¢i "nim”, nimberi se koriste za opisivanje pozicija bilo
koje konacne nepristrane igre. S obzirom da su u nepristranim igrama opcije

lijevog i desnog igraca jednake, dovoljno je pisati samo jedan skup opcija.
Definicija 3.5 Vriyednost nim-hrpe velicine n, n > 0 je nimber xn.

Primjetimo da je *0 = 0 i *1 = 1. Obic¢no ¢emo koristiti krace zapise ove
dvije igre.
Kao §to smo ve¢ spomenuli, pozicije u nepristranim igrama mogu se svrstati
u dvije klase ishoda, N — pozicija i P —pozicija. Nimber x0 je P — pozicija,
a x1 je N — pozicija.

Primjer 3.6 Ana i Barbara igraju igru nim. Pocetna pozicija sastoji se od
tri retka, tako da se u prvom retku malazi jedan kamencié¢, u drugom dva

kamencica a u trecem tri kamencica, kao sto je prikazano na sljedecoj slici:
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Oznacimo retke s A, B i C tako da je u pocetnoj konfiguraciji igre A = 1,
B =2, C = 3. Neka je tijek igre dan sljedecom tablicom:

A|B|C

112]83 Ana uzima 1 kamencié iz retka A

0| 2| 3| Barbara uzima 1 kamencic iz retka C
0| 2|2 Ana uzima 1 kamencié iz retka C
0| 2| 1| Barbara uzima 1 kamencic iz retka B
0|11 1 Ana uzima 1 kamendic iz retka B
0| 0| 1| Barbara uzima 1 kamencié iz retka B
010|0 Ana nema vise poteza za odigrati

e U zadnjem koraku igre, kada su sve hrpe prazne, pozicija je {}.

e U 6-om koraku, Barbara ima toéno jednu opciju za odigrati. Dok ona

stavlja Anu u poziciju %0, njena pozicija je {0} = x1.

o U 5-om koraku, Ana ima dvije opcije: uzeti jedan kamencic iz retka B
ili uzesti jedan kamencic iz retka A. Kakogod, primjetimo da je svejedno
kogi ¢e od ta dva poteza odigrati Ana: U svakom slucaju, Barbari ostaje

tocno jedan kamencic u tocno jednom retku.

o U 4-om koraku, Barbara ima tri opcije: uzeti 2 kamencica iz retka B,
uzeti 1 kamenci¢ iz retka B, ili uzetli jedan kamencié iz retka C.
Ako uzme 2 kamencicéa iz retka B, stavlja Barbaru u poziciju x1. Ako

uzme 1 kamencic¢ 1z retka B, stavlja Barbaru u poziciju s dva retka,
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svaku velicine 1, tj u poziciju {*1} opisanu u 5-om koraku. Ako uzme
1 kamencié iz retka C, stavlja Barbaru u poziciju s jednim retkom od
2 kamencica. Njeni potezi ce tada biti x0 i x1 pa Anini potezi rezul-
tiraju pozicijom {x0,%1}. Takvu poziciju oznacavamo s x2. Barbarina

pozicija sastoji se od skupa svih njenih poteza, {x1,{x1},*2}.
e Rekurzivno, dobijemo da su Anine pozicije u 3-em koraku {{x1, {1}, %2}, %2}

Teorem 3.7 Za k > 0, kanonska forma od xk je
)k = {0, %, %2, ..., x(k — 1)]0,*, %2, ..., %(k — 1)}.

Dokaz. Pokazat ¢emo da ne postoje dominantne ni reverzibilne opcije.

xi||* j jer je jedna i lijeva i desna opcija od druge. To jest, ako je i > j, onda
prvi igrac igra iz i — *j u *J — % = 0 i pobjeduje. To direktno implicira da
ne postoje dominante ni reverzibilne opcije. m

Pokazati ¢emo da ako su lijeva i desna opcija igre G jednake, i ako se sastoje
samo od nimbera, onda postoji jednostavan nacin pronalazenja kanonskog

oblika i vrijednosti od G.

Definicija 3.8 Minimalna iskljucena vrigednost ili mex skupa ne-negativnih
cjelth brojeva je najmangi ne-negativan cijeli broj koji ne pripada skupu.

Oznacava se s mex{a,b,c, ... k}.
Primjer 3.9

mex{0} =0
mex{1,2,3} =0
mez{0,1,3,4,6,8} =2

mez{0,1,2,3,5,6} =4
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Teorem 3.10 Neka je G = {1, *la, .., %l |*ry, %79, .., %r; } i neka je mex{xly, *la, .., ¥l } =
mex{*ry,*rq, .., %r;} = n. Tada je G = *n i kanonska forma od G je

{0,%, %2, .., %x(n — 1)]0, %, %2, .., %(n — 1)}.

Dokaz. Pokazati ¢emo da je G — *n = 0.

Ako bilo koji igra¢ pomakne bilo koju komponentu na *k za k < n, u dru-
goj komponenti postoji potez koji se podudara. Konkretno, buduci da su
i mex{l;} i mex{r;} jednaki n, slijedi da je *k i lijeva i desna opcija od G
(takoder je i opcija iz *n). Dakle, drugi igra¢ moze odgovoriti *k — xk = 0.
Jedini preostali potezi su iz G — *n u %k — *n za k > n. U tom slucaju, *n

je opcija iz xk, pa sljede¢i igrac¢ reagira lokalno na *sn —+n =0. =

Korolar 3.11 (Sprague-grundy) Za svaku nepristranu igru G postoji ne-

negativan cijeli broj n takav da je G = *n.

Dokaz. Neka je G nepristrana igra. Indukcijom, opcije od G ekvivalentne
su nim-hrpama. Teorem 3.10 tada daje recept za pronalazenje ekvivalentne
nim-hrpe za G. =

Sprague-grundy korolar zapravo kaze da je svaka nepristrana igra jednaka

nim hrpi.

Zadatak 3.12 Izracunaj k tako da je G = {0, %3, %4, x8, %2|0, %6, ¥4} = xk
koristeéi teorem 3.10.
Kako je mex{0, %3, x4, %8, %2} = mex{0,%6,+4} = 1, po teoremu 3.10 je
G =+x1, pajek=1.

Zbrajanje nimbera biti ¢e neprirodno. Znamo da je x4 % = 0, i iz tvrdnje
2 da je xk+xk = 0 za svaki k > 0. Za naci to¢an nacin za zbrajanje nimbera,
treba nam analiza igre nim.

Analizu ¢éemo napraviti bez spominjanja vrijednosti igre ili njenih pribrojnika.
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3.3 Analiza Nim-a

Igru Nim s hrpama veli¢ine a, b, .., k ¢emo oznacavati s NIM (a,b, .., k).
Nim-zbroj brojeva a, b, ..k, zapisan kao a & b @ .. @ k, dobiva se dodavanjem
brojeva u binarnom sustavu bez prenosenja. Operacija nim-sume je zapravo

iskljucivi-ili, ili xor.

Primjer 3.13 104 1166 :

1011010
1111011
6 | 0110

0111

a 0111 je binarni zapis broja 7.

Dakle, za svaki stupac bitova, ako stupac ima paran broj jedinica, onda je

suma stupca 0, a ako ima neparan broj jedinica, onda je suma stupca 1.

Teorem 3.14 Neka su a,b © ¢ ne-negativni cijeli brojevi. Nim-suma @ za-

dovoljava sljedeéa svojstva:
e abb=>bDa;
e (a®b)dc=ad(bDc);
e adba=0
e abb®c=0 ako i samo ako a b = c.

Dokaz. Po definiciji, zbrajanje pojedine binarne pozicije (stupca), neovisno
je o zbrajanju drugih binarnih pozicija. Tvrdnje slijede iz parnosti i nepar-
nosti jedinica u svakom stupcu. =

Nadalje, iskazat ¢emo i dokazati teorem o pobjedi u nim-u.
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Teorem 3.15 Neka je G = NIM (a,b,..,k). Tada je igra G u P-poziciji ako
1 samo ako jea®bd ... Bk =0.

Dokaz. Neka su x1, 2o, ..., z, veli¢ina nim-hrpa prije poteza, a yi,vs, ..., Yn
pripadajuce veli¢cine nakon odigranog poteza. Neka je s = 1 ® ... Pz, i
t=1y1D..Py, Ako je potez napravljen u hrpi k, onda je x; = y; za sve

1 # k, 1 x> yg. Iz svojstava nim-sume @ slijedi:

t=0&81

=sPsDt
=s®(X1D...0T,) D (Y1 D ... DY)
=s®(x1DY1)D... D (T, DYn)
=s®00..00® (x; DY) PO ...B0
= 5D xr D yx

(%)t = s D x1 D Y-
Teorem slijedi indukcijom po duljini igre iz sljedece dvije leme:
Lema 3.16 Ako je s =0, onda je t # 0 bez obzira koji potez se odigra.

Dokaz. Ako nema moguéih poteza za odigrati, onda je lema trivijalno isti-
nita. Inace, bilo koji potez unutar hrpe k napravit ée t = xp ® y,. iz (*). Taj

broj je razlicit od 0 ako je xp # Y. =
Lema 3.17 Ako je s # 0, tada se moZe napraviti potez da bude t = 0.

Dokaz. Neka je d pozicija prvog (s lijeva) ne-nul bita u binarnoj reprezen-
taciji od s, i neka je k takav da je d-ti bit od xy ne-nul (takav k postoji jer
bi u suprotnom d-ti bit od s bio 0.) Neka je y, = s @ xy, pretpostavljamo da

je yr < xk: svi bitovi lijevo od d su jednaki u xy i yx, bit d smanjuje se s 1
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na 0, a svaka promjena preostalih bitova iznosit ¢e najvise 2¢ — 1. Tada prvi
igra¢ moze napraviti potez uzimajuci x — y; objekta iz hrpe k, pa je:
t=s®@xp D yx(iz(x))
=s® D (s ay)
=0.
]

Time je teorem dokazan. m

Iz prethodnog dokaza slijede zapazanja:

e Ako je preostala samo jedna hrpa, strategija teorema i logika se slazu

- pobjednicki potez je uzeti sve.

e Ako su preostale dvije hrpe, tada je pobjednicki potez, ako postoji, na-

praviti dvije hrpe jednakih veli¢ina, a zatim igrati strategiju simetrije.

Primjer 3.18 Pretpostavimo da igramo NIM(11,12,13):

1111011
1211100
1311101
1011010

Kako nim-suma nije jednaka 0, to je N -pozicija, pa osoba koja je na potezu
moZe pobijediti. Zapravo, ispod prve lijeve 1-ice u zbroju, nalazi se 1 u svakoj
hrpi. Dakle, postoji pobjednicki potez iz svake hrpe. Igrac koji je ma potezu

moZe reducirati:
e hrpu velicine 11 na velicinu 11 & 10 =1, il
e hrpu velicine 12 na velicinu 12 & 10 = 5, il
e hrpu velicine 13 na velicinu 13 @ 10 = 7.
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3.4 Zbrajanje nimbera
Teorem 3.19 Za ne-negativne cijele brojeve k i j, *k + xj = x(k @ j)

Dokaz. Iz Teorema 3.14, slijedi da je NIM s hrpama veli¢ina k,j i k& j u
P-poziciji. Vrijednost pojedina¢nih nim dijelova su xk, xj i *(k @ j). To Sto
su oni u P-pozicijama znaci: xk+*j+x(k®j) =0ili xk+*j = (kD j). m

Korolar 3.20 *a+ b+ ... +sxn=%(a®bD ... D n).

Dokaz. Slijedi iz prethodnog teorema. m

3.5 Dodatna sazeta notacija

Definicija 3.21 Neka je G nepristrana igra. Tada je nim-vrijednost (Grundy-

vrijednost), oznacena s G(G) jednaka k ako i samo ako je G = *k.

Tvrdnja 3 Neka je G nepristrana igra i neka ima tocno n opcija. Tada je

Gg(G) <n.

Dokaz. Nim vrijednost igre G je mex od skupa nim-vrijednosti njenih opcija.
Kako G ima toéno n opcija, barem jedna od {0,1,2,...,n} se ne pojavljuje u
skupu nim-vrijednosti opcija igre G. Slijedi da je G(G) < n. =

Izraz ” Grundy-vrijednost” bio je izvorni izraz za G(G). U novije vrijeme
nazvana je nim-vrijednost, jer ako je G = xk, tada je G(G) = k veli¢ina
nim-hrpe kojoj je G ekvivalent.

Ponovno postavljamo rezultate za nepristrane igre dane u prethodnim odjelj-

cima koristeéi ovu novu oznaku:

Teorem 3.22 e G(G) =mex{G(H)|H je opcija od G }
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o Ako su G, H i J nepristrane igre, onda je G = H + J ako i samo ako
jeG(G)=G(H)eG(J) .

Primjer 3.23 Igra oduzimanje(1,2,4) igra se sa hrpom brojaca. Potez se

sastoji od odabira hrpe, i uklanjanja jednog, dva ili cetirt brojaca iz te hrpe.

Sljedeca tablica pokazuje kako se izracunava prvih nekoliko nim-vrijednosti

ove igre:
opcije nim-vrijednosti mex G(n)
{} mex{} 0
{0} mex{G(0)} mex{0} 1

{1,0} mex{G(1),G(0)} mex{0,1}
{2,1} mex{G(2),G(1)} mex{1, 2}
{3,2,0} mex{G(3),G(2),G(0)} mex{0,2,0}
{4,3,1} mex{G(4),G(3),G(1)} mez{1,0,1}
{5,4,2} mex{G(5),G(4),G(2)} mezx{2,1,2}

S Ot W [\ _ O =
o [\ — (@] [\

Tvrdnja 4 U oduzimanju(1,2,4), nim-vrijednost hrpe veli¢ine n dana je s

G(n) = (n mod 3).
Dokaz.

G(n) =mex{G(n—1),G(n—2),G(n—4)}

n — 1 mod 3
=mer §yn—2mod 3

n — 4 mod 3
\

.

n — 1 mod 3
= mex

kn—2mod3 (jer jen —1=n—4 (mod 3))

=n mod 3.
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Za zadnji korak, tri moguénosti sumez{0,1} = 2, mex{1,2} = 0imex{2,0} =
1. Osnovni slucajevi za n < 3 dani su u prethodnoj tablici. m

Neka je G igra s hrpama veli¢ina 3, 4, 151 122. G(3) =0,G(4) =1,G(15) =0
1G(122) =2. Stoga je G(G) =0 1® 0@ 2 =3 paje G uN. Pobjednicki
potez je onaj koji reducira nim-vrijednost igre na 0, a takav potez sigurno
postoji iz 122, mijenjajuci njegov nimber sa 2 na 1. Izvadite 1 kamenci¢ iz
hrpe velicine 122 na 121.

Opcenito, mogu postojati i drugi pobjednicki potezi, kao uklanjanje 2 iz hrpe

veli¢ine 4.
Primjer 3.24 Nadite nim-vrijednost za oduzimangje(1,3).

Rjesenje: G(0) = 0,G(1) = mex{G(0)} = mex{0} =1, G(2) = mex{G(1)} =
mex{1} =0, G(3) = mex{G(2),G(0)} = mezx{0,0} = 1,...
Opcenito,
G(n) =mex{G(n—1),G(n—4)}
n — 1 mod 2

= mex
n — 3 mod 2

:m%{n—lmon (jer jen —1=n—3 (mod 2))

= n mod 2.

3.6 Uzmi-ili-slomi

Postoje mnoge varijacije na igru nim dobivenih izmjenom dopustenih poteza.
U ovom odjeljku opisati ¢emo i analizirati igru pod nazivom wuzmi-ili-slomi.
Uzmi-ili-slomi je igra u kojoj pravila dopustaju uzimanje i/ili dijeljenje (sla-

manje) hrpe na dva ili vise djelova pod odredenim uvjetima, poveéavajuci
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broj hrpa.
Nakon Nim-a, uzmi-ili-slomi spada u najranije i najvise proucavane nepris-
trane igre.
U inacicama ove igre, dopusteni potezi mogu se razlikovati ovisno o veli¢ini
hrpe. Na primjer, dopusteni potezi mogu biti ”igra¢ mora uzeti najmanje
jednu cetvrtinu hrpe i ne vise od polovine hrpe”.
Definicija 3.25 Za danu "uzmi-ili-slomi” igru G, neka je G(n) nim vrijed-
nost igre hrpe veli¢ine n. Nim — niz igre je G(0), G(1), G(2)...
Kako bismo automatizirali postupak pronalazenja (i dokazivanja) nim-nizova
u igri "uzmi-ili-slomi” | moramo se pozabaviti s dva pitanja:

e Koje se pravilnosti javljaju u nim-nizovima?

e Kada znamo da ¢e se neka pravilnost primjeé¢ena u nim-nizovima po-

navljati zauvijek?

Postoje tri vrste pravilnosti primje¢ene u nim-nizovima koje ¢emo navesti u
sljedecoj definiciji.
Definicija 3.26 Nim-niz je:

e periodic¢an ako postoje l > 0 i p > 0 takvi da je G(n + p) = G(n) za

sven > 1;

e aritmeticki periodican ako postoje | > 0, p > 01 s> 0 takvi da je

Gn+p)=G(n)+s za sven >1;

e sapp regularan (ili split arithmetic periodic/periodic) ako postoje ci-
jeli brojevil >0, s >0, p > 0 7 podskup S € {0,1,2,..,p — 1} takvi da
za sve n > | vrijedi:

Gin + p) — G(n), za (n mod p) € S,

G(n)+ s, za (n mod p) & S
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Podnizovi G(0), G(1), ... , G(I — 1) nazivaju se pre-period a njihovi elementi
su iznimne vrijednosti. Ako su [ i p odabrani tako da su najmanji mogudi,
tada u skladu s uvjetima definicije, kazemo da je [ duljina pre-perioda, a p
duljina perioda, dok je s salus. Ako nema pre-perioda, nim-niz se naziva

Cisto periodi¢ni, ¢isto aritmeticki periodicni, i ¢isto sapp regularan.

Primjer 3.27 o Niz 1231451671... je cisto sapp regularan jer je
G(0)=1,6(1) =2, 6G(2) =3,
G(3) =6(0+3) =4(0)
G4)=g(1+3)=6(1) +2

tj. zal =0,p=3, s=2185 ={0} vrijedi da je

Gin + p) — G(n), za (n mod p) € S,

G(n)+ s, za (n mod p) & S
o Niz 1123123123... je periodican jer je
G0)=1,6(1)=1,6(2) =2, G(3) =3,
G(4) =g(1+3)=6(1)
G(5) =G(2+3)=6(2)

tj. zal=11p=3 vrijedi da je G(n+ 3) = G(n) za svakin > 1.

o Niz 1122334455... je cisto aritmeticki periodican jer je
G(0)=1,6(1) =1,
G2)=6G0+2)=G0)+1=1+1=2
GgB)=0g(1+2)=G(1)+1=1+1=2

tj. zal=0,p=21s=1wrigedi da je G(n +p) = G(n) + 1 za svaki

n > 1.
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o Niz 0123252729... je sapp reqularan jer je
G(0) =0, 9(1) =1, G(2) = 2, §(3) = 3,
G4)=6(2+2)=6G(2) =2
G)=G(B+2)=63)+1=3+1=4

. zal =2, p=2s=21skup S = {0} vrijedi da je G(n + p) =

G(n), za (n mod p) € S,
za svakin > 1.

G(n)+s,  za(nmodp)é¢ S

e Niz 0120120120... je cisto periodican jer je
G(0)=0,6(1)=1,6(2) =2,
G(3)=G(0+3)=G(0)=0
G4 =G6(1+3)=6(1)=1

tj. zal =0 ip=3 vriedi da je G(n + p) = G(n) za svakin > 1.
o Niz 1112233445... je aritmetick: periodican jer je

g<0> =1, g(1> =1, g(2) =1,

GB)=G(1+2)=g(1)+1=14+1=2

G4)=6G2+2)=G2)+1=1+1=2

tj. zal=1,p=21is=1wvrijedi da je G(n+p) = G(n) + 1 za svaki

n > 1.

3.7 Igra oduzimanja

Definicija 3.28 Igra oduzimanja igra se s hrpama brojaca i skupa S pozitiv-
nih cijelih brojeva. Potez se sastoji od odabira hrpe, te uklanjanja bilo kojeq

broja brojaca pod uvjetom da je taj broj u S.
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e Akoje S = {ay, ..., ax} konacan, kazemo da je igra konacna, $to oznacavamo

s oduzimanje(ay, ..., ag).

e Ako se S = {1,2,3,...} / {a1, ..., ar} sastoji od svih pozitivnih cije-
lih brojeva osim kona¢nog skupa, kazemo da je igra ”sve-osim”, §to

oznacavamo sa sveosim(ay, ..., ax).

3.7.1 Konacna igra oduzimanja

Sljedeca tablica prikazuje prvih 15 vrijednosti nim-niza za nekoliko igara

oduzimanja, oduzimangje(S5).

S 01 2 3 45 6 78 9 10 11 12 13 14
{123 |0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2
{234} |0 0 1 1 2 2 0 O 1 1 2 2 0 0 1
{345} |0 001 112200 O 1 1 1 2

{346,100 0 0 1 1 1 2 2 2 0 3 3 1 4 0
tablica 3

Objasnit ¢emo samo prvih par vrijednosti za skup {1, 2, 3}:

G(0)=0

G(1) = mex{G(0)} = mez{0} =1

G(2) = mex{G(0),G(1)} = mex{0,1} =2

G(3) = mex{G(0),G(1),G(2)} = mex{0,1,2} =3
G(4) = mex{G(1),G(2),G(3)} = mex{1,2,3} =0
G(5) = mex{G(2),G(3),G(4)} = mex{2,3,0} =1

G(14) = mex{G(11),G(12),G(13)} = mex{3,0,1} =2
Iz tablice mozemo uociti da je nim-niz za oduzimanje(1,2,3) ¢isto periodicki

s vrijednostima 0123. Nim-niz za oduzimanje(2,3,4) je 001122, a 00011122 za
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oduzimanje(3,4,5). Kod skupa {3,4,6,10} pravilo jo$ nije uoceno, no kada
bi raspisali jos ¢lanova dobili bi nim-niz 0001112220331400201312.

3.7.2 Racunanje nim-nizova pomocéu Grundy-jeve ljes-

tvice

Nim-nizovi za igru oduzimanja mogu se izracunati jednostavnom tehnikom
pomocu olovke i papira. Potrebna su nam dva papira kako bi konstruirali tzv.
Grundy-jevu ljestvicu. U ovom primjeru, radit ¢emo s oduzimanje(2,4,5).

Prvo, na svakom od papira crtamo tablice tako da su brojevi u tablicama

poredani obrnutim redom, tj.

012345678910/ 11

11110798716 |5(4]3]2|1/0

Na drugoj tablici, oznacimo brojeve 2,4 i 5 oznakom A a 0 s A tj.

Al A A A
1111098 |7|6|5 |4 (3|21

Izracunati ¢emo G(10). Pomaknimo donju tablicu u lijevo tako da A pokazuje

na gornju tablicu na broj 10 kao sto je prikazano na slici:
O |1 | 234 5] 6] 78] 9|10]11

11110 9 8] 7] 6| 5| 4| 3

N}
—_
)

Zatim promatramo brojeve na koje pokazuje A.

G(8) = mex{G(3),G(4),G(6)} = mex{1,2,3} =0
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G(6) = mex{G(1),G(2),G(4)} = mex{0,1,2} =3
G(5) = mex{G(0),G(1),G(3)} = mex{0,0,1} =2
Konacno, G(10) = mez{G(8),G

—~

6),G(5)} = mez{0,3,2} = 1.

0123|456 7| 8] 910]11
ojoj1}j1,2}2}3/3/0]0]1
AN A A A
11110 98| 7| 6] 5] 4] 3| 2|1]0

3.7.3 Period konac¢ne igre oduzimanja

Nakon sto smo odigrali nekoliko konacnih igara oduzimanja, nije iznenadenje

da su njihovi nim-nizovi uvijek periodi¢ni.
Teorem 3.29 Nim-niz konacne igre oduzimanja je periodican.

Dokaz. Neka je igra oduzimanje(ay, as,...,a;) kona¢éna. Iz svake pozicije
postoje najvise k dopustenih poteza. 1z tvrdnje 3 slijedi da je G(n) < k za
svaki n.

Neka je a = max{a;}. Kako je G(n) < k za svaki n, postoji samo konacno
mnogo moguc¢ih blokova uzastopnih vrijednosti koje mogu nastati u nim-
nizu. Dakle, postoje pozitivni cijeli brojevi ¢ i r takvi da je a < g < r tako
da su vrijednosti u nim-nizu koje prethode ¢ jednake vrijednostima koje su
neposredno predhodile r.

G(q) = mex{G(q— a;)|1 <i <k} =mex{G(r—a;)|l <i<k}=G(r).

Za takve girizasvet >0, G(qg+1t) = G(r+1t). To selako pokazuje
indukcijom - upravo smo vidjeli bazni slu¢aj, a induktivni korak je zapravo
samo instanca osnovnog slucaja prevedenog t koraka naprijed. Neka je [ = ¢ i
p = r—q, primjetimo da gore navedeno kaze da za sven > [, G(n+p) = G(n),
tj. nim-niz je periodican. m

Iz dokaza teorema mozemo zakljuciti da su duljina pre-perioda i perioda
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najvise (k + 1) Medutim, to nije precizna procjena, a pomocu sljedeéeg
korolara vrijednosti perioda i duljine pred perioda obi¢no se mogu odrediti

pomocu racunala:

Korolar 3.30 Neka je G = oduzimangje(ay, as, ..., ax) i neka je a = max{a;}.
Ako su l i p pozitivni cijeli brojevi takvi da je G(n) = G(n + p) za sve
I < n < Il+ a, onda je nim-niz od G periodican s periodom duljine p i

pre-periodom. duljine [.

Dakle, s obzirom na pretpostavke vrijednosti [ i p, potrebno je provjeriti
vrijednosti od G(n) zan € {[,l+1,...,l+p+a—1} za potvrditi periodi¢nost.

Iz korolara, za vrijednosti iz tablice 3 vrijedi:

e Za oduzimanje(1,2,3) jel =0, p =41 a = 3 a ove vrijednosti mogu

se potvrditi ra¢unanjem vrijednosti G(n) za n € {0, ..., 6}.

e Za oduzimanje(2,3,4) je l =0, p =61 a = 4 a ove vrijednosti mogu

se potvrditi ra¢unanjem vrijednosti G(n) za n € {0, ..., 9}.

e Za oduzimangje(3,4,5) je l =0, p =81 a =5 a ove vrijednosti mogu

se potvrditi racunanjem vrijednosti G(n) za n € {0, ...,12}.

e Za oduzimangje(3,4,6,10) je l = 14, p = 7 i a = 10 a ove vrijednosti

mogu se potvrditi ra¢unanjem vrijednosti G(n) za n € {14, ...,30}.
Dva glavna pitanja koja jos uvijek privlace istrazivace su:
e Kao funkcija od a; koliko dug moze biti period od oduzimangje(ay, ...ax)?
e Naéi opéenitu formu nim-niza za oduzimanje(ay, ...ax).

Mnoge igre s razlicitim skupom S su zapravo jednake u smislu da imaju

jednake nim-nizove. Na primjer, nim-niz igre sa skupom S = {1} je 01, sto
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je takoder nim-niz igre sa skupom S = {1,3}. Nadalje, navedeni niz je nim-
niz igre oduzimanje(1, k) gdje je k bilo koji neparan broj.

Sljedeci teorem daje nam opcenitiju verziju ove analize:

Teorem 3.31 Neka je G = oduzimanje(ay,...a) c¢isto periodicno s peri-
odom p. Neka je H = oduzimangje(ay, ...ax,a; +mp) zam >0, tada G i H

imaju jednake mim-nizove.

3.7.4 Sve-osim igra

Sljedeca tablica prikazuje prvih 15 vrijednosti nim-niza igre sveosim(S) za

odredene skupove S:

S 0123456 7 89 10 11 12 13 14
{123} |0 0 0 0 1 1 1 1 22 2 2 3 3 3
{234} |01 0 1 0 1 2 3 2 3 2 3 4 5 4
(345} |0 1 2 0 1 2 3 4 5 3 4 5 6 7 8
{346,010 1 2 0 1 2 0 1 2 3 4 5 3 4 5

Grundy-jeva skala moze se koristiti i za sveosim igre, tako da se s trokutima
oznace brojevi koji nisu opcije.
Vrijednosti u prethodnoj tablici ne izgledaju periodi¢no jer se ¢ini kao da se

G(n) povecava s n, sto potvrduje sljedeéa lema:

Lema 3.32 Neka je G = sveosim(ay,ag, ...,a;) t a = mazx{a;}. Tada je

G(n+t) > G(n) za svet > a.

Dokaz. Kako je svaka opcija iz n takoder opcija iz n+t to je G(n+t) > G(n).
Nadalje, n je opcija iz n + t, pa G(n) nestaje kao nim-vrijednost opcije iz

n + t, te zbog toga nemamo jednakost. m
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Kakogod, sve sveosim igre oduzimanja su aritmeticki periodi¢ne. Iz gornje

tablice mozemo zakljuciti sljedece (salus vrijednost oznacili smo sa +):

S nim-niz
{1,2,3} 0000(+1)
{2,3,4} 010101 (+2)
{3,4,5} 012012(+3)

{3,4,6,10} | 012012012(+3)

Dokazivanje da je nim-niz aritmeticki periodi¢an obi¢no je puno teze nego
dokazati periodicnost. Unato¢ tome, mozemo usporediti rad na konac¢nim
igrama oduzimanja, dokazujuci da su sveosim igre oduzimanja aritmeticki
periodi¢ne, a zatim identificirati kako netko (osoba ili ra¢unalo) moze auto-

matski potvrditi aritmeticku periodi¢nost.

Teorem 3.33 Neka je G = sveosim(ay,ag, ...,a;). Tada je nim-niz od G
aritmeticki periodican.

Dokaz. Teorem slijedi iz Leme 3.36 i 3.37 koje su iskazane i dokazane u
nastavku. =

Uz aritmeticku periodi¢nost, ponavljanje koje trazimo je u obliku niza, a ne
njegove vrijednosti. Dok prolazite kroz dokaze, imajte na umu da su nim
vrijednosti (G(ng), ..., G(no +¢)) 1 (G(ny), ..., G(ny + ¢)) jednakog oblika ako
je:

L. G(nh) — Glno) = Gy +1) = Glng +1) = ... = Glnjy+ ¢) — Gl + ),

2. Gng+i+1)—G(ng+1i) =G(ny +i+1) — G(nj +1), Za0<i<c
Pokazat ¢e se da ¢e osnovni slucaj induktivnog dokaza zahtijevati ponavljanje
duljine oko 2a, gdje je a = max{a;}. Pokazat éemo da takvo ponavljanje

postoji u sljedece dvije leme.

Lema 3.34 Neka je G = sveosim(ay,as,...,ax), i neka je a = maz{a;}.

Tada je k—a<Gn+1)—Gn)<a—k+1, zasven>a.
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Dokaz. Neka je n > a prioizvoljan i neka je X C {G(0),G(1),G(2),...,G(n—
1)} skup nim vrijednosti opcija od n, tj. X = {G(n — a)|la ¢ {ay, ..., ax}.
Kako je G(n) mez od X, to je {0,1,2,...,G(n) — 1} C X.

Nadalje, igra G = sveosim(ay,...,a;) ne dopusta pomicanje k veli¢ine sa
hrpe. Stoga, jedan od {G(0),...,G(n —a — 1)}, nazovimo ga G(m), mora
biti barem G(n) — 1 — (a — k), jer se a — k vrijednosti iz X moze pojaviti u
{G(n —a),...,G(n) — 1}. Nadalje, m i sve opcije iz m su takoder opcije iz
n + 1. Dakle, imamo,

G(n+1) > G(m), pa je

G(n+1)>G(n) — (a — k), to jest

k—a<gG(n+1)—Gn).

Sliéno, za drugu nejednakost, jedan od {G(0),...,G(n —a — 1)} je barem
G(n+1)—2—(a— k), nazovimo ga G(s). s i sve opcije iz s su opcije od n,
pa je

Gn) >G(n+1)—(a—k)—1, to jest

Gn+1l)—Gn)<a—k+1. =m

Lema 3.35 Neka je G = sveosim(ay,ag, ...,ax) i a = max{a;}. Tada pos-
toje no, ny, s, i p = ny —ng > 0 takvi da je G(n +p) — G(n) = s za
ng < n < ng+ 2a.

Dokaz. Iz prethodne leme, za sve n, G(n+ 1) — G(n) mora biti izmedu k —a
ia—k+1. No, samo je 2(a — k) + 2 vrijednosti u tom rasponu.

Stoga, za ¢ = 2(a — k) + 2, postoji najvise ¢** moguéih nizova oblika
(Gn+1)—G(n),Gn+2)—G(n+1),...,G(n+2a) — G(n+2a —1)).
Kona¢no, za dvije vrijednosti n = nyg i n = ny, dva odgovarajuca niza su
identicna iz Cega slijedi Lema. m

Sljedec¢a lema dovrsava induktivni korak dokaza teorema.

Lema 3.36 Neka je G = sveosim(ay,as,...ax) i a = mazx{a;} i neka je
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Gn+p)—G(n)=szany <n <ny+2a Tada je G(n+p) —G(n) =s, za
sven > ng.

Posebno, G(n) ima pre-period duljine | = ng, period p i saltus s, a period i
saltus moze se prepoznati i potvrditi samo provjeravanjem prvih [+2a+p—+1

vrijednosti, tj. G(n) za 0 < n <1+ 2a+ p.

Dokaz. Indukcijom, dovoljno je dokazati da je G(n + p) — G(n) = s za
n = ng+ 2a + 1. Definirajmo sljedece velicine kao Sto je prikazano na slici 3:

ny = ng +p, N1 = ng + a, ng = ng + 2a, N} = ny+ a, i ny = n; + 2a.
Gin)

b o

|
o e e e —————— -

|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
I
h—

| |
Lp 1
| |
| 1

G ) n4n’

Dok ra¢unamo G(n') = G(n+p) kao mex od nim-vrijednosti njegovih opcija,
po lemi 3.33, G(n') prelazi sve G(m) zam <n' —a —1=n].

Znamo da je G(n') > G(n)), pa mozemo sigurno ignorirati G(m) za m < ny,.
Drugim rije¢ima, G(n') je minimalna isklju¢na vrijednost od {G(ny), ..., G(n5)}

koja prelazi G(n}). Kako dodjeljivanje G(n') ne izvodi linearnu translaciju
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tih nim-vrijednosti, G(n') — G(n) =s. m
Posljednja lema daje metodu za testiranje kada sveosim igra oduzimanja

postaje aritmeticki periodicna.

Primjer 3.37 Koristeci prethodu lemu, odredi period p @ saltus s igre G =
sveosim(2,3,4).

Prvi par vrijednosti nim-niza igre sveosim(2,3,4) je 010101232323454545....
Neka je a = max{2,3,4} = 4.

GO+6)—G(0)=2—-0=2

G(1+6)—¢G(1)=3-1=2

G8+6)—G(R)=4—-2=2
Dakle, G(n +6) — G(n) = 2 za sve 0 < n < 8 = 2a, pa je po Lemi3.37
G(n+6) —G(n) =2, za sve n > ny.

Slijedi da je l =ng=0,p =06, i s = 2.

Cesto se sveosim igre oduzimanja mogu reducirati. Tako je veéina takvih

rdukcija specificna za pojedine igre, postoji teorem o redukciji.

Teorem 3.38 Neka su a; < as < ... < ap pozitivni cijeli brojevi i neka je
b > 2ay. Tada su nim-nizovi igre sveosim(ay, ...,ax) i sveosim(ay, ..., ax,b)

ekvivalentns.

Dokaz. Oznac¢imo s G(n) nim-niz igre sveosim(ay, ..., ax), a s G'(n) nim-niz
igre sveosim(ay, ..., ax,b). Dakako, G(n) = G'(n) za sve n < b, jer su opcije

u tim dvjema igrama do te tocke jednake.

Pretpostavimo induktivno, da su dvije igre jednake do n — 1, i pokazimo da

je G(n) = G'(n).

Buduéi da su opcije iz sveosim(ay, ..., ax, b) podskup opcija iz sveosim(ay, ..., ay),

jedini moguéi nacin da je G(n) = G'(n) je ako je G'(n) = G(n — b) jer je to
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jedina vrijednost koja se ne pojavljuje medu sveosim(ay, ..., a,b) a ne po-
javljuje se medu opcijama od sveosim(ai,...,ax). Da bi ovo bilo istinito,
takoder bi trebao biti slu¢aj da nijedna opcija od n u sveosim(ay, ..., ax,b)
nije imala vrijednost G(n — b).

Medutim, promotrimo m = n — b+ ax. Po induktivnoj hipotezi je G(m) =
G'(m). Stovise, sve vrijednosti manje od n — b su opcije iz hrpe veli¢ine
m u sveosim(ay, ...,ax), pa je G(m) > G(n — b). Kako je m opcija od n
u sveosim(ay, ..., ag,b), da bi se izbjegla kontradikcija, zahtijevamo da je
G(m) > G(n—>b). No u tom slucaju, m mora imati opciju m’ u sveosim(ay, ..., ax)
takvu da je G(m') = G(n —b). Kakojem' #n—>bim' <n—ag, m' je
takoder opcija od n u sveosim(ay, ...,ax,b), Sto je kontradikcija. Time je

teorem dokazana. m
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Poglavlje 4
Zakljucak

Tema ovog diplomskog rada je bila teorija igara s naglaskom na nepristrane
igre. U prvom djelu ovog rada upoznali smo se s kombinatornim igrama
i osnovnim tehnikama u igrama. Navedene su najbitnije strategije koje se
javljaju u gotovo svim kombinatornim igrama. Svaka od tih strategija pot-
krepljena je primjerima iz stvarnih igara.

Drugi dio ovog rada odnosi se na ishod igre. U tom dijelu definirali smo
pozicije i opcije u igri, te sumu igara $to smo kasnije koristili u analizi ne-
pristranih igara.

Nepristrane igre opisali smo u zadnjem, najduzem dijelu ovog rada. Iskazali
smo i dokazali mnoga svojstva nepristranih igara. Uveli smo pojam nimbera,
kako bi pokazali da su sve nepristrane igre ekvivalentne igri nim. Ta tvrdnja
poznata je pod nazivom Sprague-grundy teorem.

Ovaj rad sadrzi primjere stvarnih igara. Osim u igrama, teorija igara moze
se koristiti i u svakodnevnom zivotu, prilikom donosenja odluka. Medu tim,
u stvarnom zivotu pravila nisu tako jednostavna i strogo definirana kao u
igrama, pa se teorija igara u praksi slabije koristi.

Cilj ovog rada je bio pokazati primjenu teorije igara u matematici, te poka-
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zati koliku ulogu imaju odluke pri odredenim uvjetima. NaSe odluke mogu

utjecati na ishod svake situacije.
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