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1 Uvod

Valovi su svuda oko nas. lako su svi valovi "prirodni", tj. uoceni su u prirodi, neke valove
nakon otkriéa i dugogodisnjih prou¢avanja znastvenici su iskoristili i razvili u nesto novo. Sto
su se valovi viSe proucavali tako je znanost i tehnologija vise napredovala. Danasnji nacin
zivota je nezamisliv bez primjene razli¢itih valova. Jedna od mnogih vrsta valova koji su se
otkrili i time unaprijedili tehnologiju je radio val (eng. radio wave). Radio val se koristi u
radioprijemniku, televiziji, navigaciji (GPS), kontroli zracnog prometa, mobilnih telefona,
igracaka na daljinsko upravljanje. PosSto su zvuk i svjetlost valne prirode, takoder, njihovim
proucavanjem smo razvili razne stvari, kao $tu su instrumenti: gitara, klavijatura, bubnjevi,
itd. Napredak znanosti o valu nije samo pridonijela fizici, ve¢ i drugim znanostima. Npr.
rengen, tj. x-zrake, koji se koristi u medicini, je elektromagnetski val.

Iako je znanost dosta napredovala, i dalje postoje nedovoljno istrazena podrucja. Tako
imamo i valove koji postoje u teoriji fizike, ali se ne mogu dokazati, tj. ne postoje instrumenti
koji bi dokazali, niti mozemo dizajnirati instrument koji bi potvrdio neku teoriju. Npr. Pilot
val (eng. pilot wave) ili Bohmian mehanika (eng. bohmian mechanics).

Val je, po definiciji [1], Sirenje poremecaja kojim se prenosi energija kroz medij, a da se
medij kao cjelina ne pomice. U fizici valovi se mogu grupirati na vise nacina: po valnoj
duljine, po orijentaciji kretanja Cestice 1 smjera energije, po dimenziji. Naj¢esce grupiranje je
na longitudinalne i transverzalne. Valovi se opisuju valnom duljinom, periodom, valnim
brojem i frekvencijom.

Setaju¢i plazom ili obalom jezera mozemo uoditi djecu koja bacaju kamencice te kako
nastaju mali pravilni kruzni brjegovi, brodove koje prolaze i kako stvaraju pravilne paralelne
brjegove, vjetar kako puse i "pomice” more ili jezero.

Drugim rije¢ima, valovi na vodi se lako uocavaju. Od ranog djetinjstva vidali smo ih u
kadi, jezeru i moru. Nesumnjivo smo doZivjeli veliko estetsko zadovoljstvo promatrajuci ih u
svoj njihovoj ljepoti i slozenosti. Sada zelimo uzivati u intelektualnom zadovoljstvu njihova
razumijevanja. To razumijevanje zahtijeva jednostavnost. Zanemarit ¢emo stoga neka
svojstva stvarne vode. Na primjer, zanemarit ¢emo Viskoznost, koja je rezultat unutarnjeg

trenja. Ogranicit ¢emo se i na njezne valove male amplitude.

Usprkos nasem pojednostavljenju pokazat ¢emo geometrijsku strukturu i relaciju disperzije
w(t) za njezne valove na vodi. Svi rezultati se mogu provjeriti jednostavnim kuénim

eksperimentima pomocu kutije za cipele ili akvarija za ribice.

lako valovi na vodi mogu nastati iz viSe razloga: vjetar, pomicanje tenkonskih ploca (tada
nastaje cunami), bacanje kamencica, plovidba broda. Mi ¢emo zanemariti nacin kako su
nastali, te ¢emo gledati samo, kao $to smo ve¢ rekli, njihovu geometrijsku strukturu i relaciju
disperzije.
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2 Valovi na vodi

U ravnotezi (tj. kad nema valova) voda je ravna i vodoravna. Kada je prisutan val, postoje
dvije sile koje teze sravniti brijeg vala: gravitacija i povrsinska napetost.

Zbog velike nestlacivosti vode, visak vode koji se pojavi u valnom brijegu mora dolaziti iz
susjednih dolova. Pojedina¢ne kapi vode u valu prema tome podvrgavaju se gibanju koje je
neka kombinacija longitudinalnog gibanja.

Ako je ravnotezna dubina vode mala u usporedbi s valnom duljinom, valovi se nazivaju
plitkovodnima (eng. shallow-water waves) ili plimnim valovima. Ispada da ti valovi imaju
brzinu Sirenja koja je neovisna o duljini vala, ali ovisi o dubini.

Ako je valna duljina mala u usporedbi s ravnoteznom dubinom vode imamo ono §to se
naziva dubokovodnim valovima (eng. deep-water waves). Pojedina¢ne kapljice vode u
putujuéem harmoni¢nom dubokovodnom valu nemaju prosje¢nu translaciju. Kre¢u se u krug.
Na primjer, plutajuca pluta podvrgava se jednolicnom kruznom kretanju s radijusom jednakim
amplitudi harmonijskog vala i periodu jednakim valnom valu. U dolu pluta ima maksimalnu
brzinu unatrag; na brijegu ima jednako veliku brzinu prema naprijed. Kapljice vode ispod
povrSine putuju u manjim krugovima; kruzni radijus se eksponencijalno smanjuje s

povecanjem dubine i zanemarivo je mali nekoliko valnih duljina ispod povrSine.

2.1 Ravni valovi (eng. straight waves)

Uzmimo u obzir da valovi na vodi imaju jednu valnu duljinu A i duge ravne paralelne
brjegove i dolove. Takvi valovi se zovu ravni valovi. Oni su dvodimenzionalna analogija
trodimenzionalnog ravninskog vala (eng. plane wave).

Pretpostavimo da imamo beskona¢no jezero jednolike dubine h. Kada nema valova
povrsina jezera je ravna §to oznacavamo s y = 0. Uzmimo da je pozitivna 0s y usmjerena
prema gore. Uzet ¢emo da je smjer §irenja valova u horizotalnom smjeru po osi £. Sto znadi
da su brjegovi i dolovi vala duz linija okomitih na os x.

Neka x iy odreduju ravnotezni polozaj dane kapi vode. ( Nebitno gdje ta kap vode padne
unutar gibanja vala njen ravnotezni poloZaj je (x,y). Ravnotezni poloZaj oznacava odredenu
kap i ne govori nam gdje je ta kap kada postoji val.) Varijabla x ide od x = —oo do x = +co.
Varijabla y ide od y = —h (dno jezera) do y = 0 (povrSina jezera).

Kada je val prisutan zadana kap se pomice kombiniranjem pokreta gore-dolje (po y osi) i
naprijed-nazad (po x osi). Oznacimo s Y(x,y,t) trenutni vektorski pomak od ravnoteznog
stanja kapi vode s obzirom na ravnotezno stanje (x,y). Vektor pomaka u ravnom valu u vodi
ima samo x i y komponentu:
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Y(x,y,t) = 2P (x,y, 1) + P, (x,,1).
(2.1)

Trenutna brzina kapljice vode s koordinatama ravnoteze je parcijalna derivacija od ¥ po
vremenu:

[3]
£y = B _ 400 | 0y

v(x, Y, ot ot at -’ (2.2)

2.2 Svojstva idealne vode

U ovom podpoglavlju ¢emo ispitivati neka svojstva idealne vode.

2.2.1 Ocuvanje mase

Znamo da je o¢uvanje elektricnog naboja dano jednadzbom kontinuiteta:

ap
V- (pv) = ot (2.3)

Jednadzba (2.3) samo kaze da razlog zasto se gustoca naboja p u beskona¢no malom
volumenu mijenja u vremenu je zato Sto trenutni pv istjeCe s povrsine volumena. U ovom
slucaju s p oznac¢imo gusto¢u vode tada jednadzba (2.3) prikazuje oCuvanje mase. U dobroj
aproksimaciji voda je nestlaciva. Stoga gusto¢a mase p je konstanta, neovisna o vremenu i
poziciji, i zbog toga je desna strana jednadzbe (2.3) nula. Takoder mozemo uzeti u obzir p S
lijeve strane jednadzbe (2.3) i zanemariti ga. Onda koriste¢i jednadzbu (2.2) mozemo
prikazati v:

Oz—g—ﬁzv-(pv)zp(v-v) (2.4)

tj.
o=v-v=v-(g—lf)=%v-¢) (2.5)

tj.
V - § = konstanta. (2.6)

2.2.2 QOdsutnost mjehuriéa

Konstanta u jednadzbi (2.5) moze biti samo nula. U protivnome, po Gaussovom teoremu,
povrsinski integral od Y po povrSini male sfere ne bi bio nula §to bi znacilo da imamo
mjehuri¢e. Mi pretpostavljamo da nemamo mjehurice. Tako smo pronasli da ocuvana,

nestlaciva, bez mjehuri¢a voda zadovoljava:




Matea Kuzmani¢: Valovi na vodi

. — all’x(x'y't) alﬂy(x,y,t) _
Ve =——=—+ % =0. 2.7)

2.2.3 Odsutnost vrtloga

U vrtlogu, linijski integral brzine v po kruznici koja zatvara vrtlog nije nula. Na
beskonacnoj maloj skali, prisutnost malih vrtloga bi znacilo da rotacija od v nije nula. Mi
pretpostavljamo da nema vrtloga i time da vrijedi:

0=va=v><2—lf=%(v><¢) (2.8)
tj.
0 ]
Vxip= 2(a¢y —@Il}x) 0. 2.9)

2.3 Stojni valovi na vodi (eng. standing water waves)

Stojni val je val u kojem neke tocke sredstva titraju s maksimalnom amplitudom, a neke

uopcée ne titraju.[2]

Mi Zelimo Koristiti intuiciju da nademo formulu za val na vodi bez previse algebre.
Uzmimo neku posudicu ili akvarij u obliku kvadra 1 napunimo ga vodom. Njihaju¢i lagano
posudu s lijeva na desno, uzduz osi x, pokuSsamo pronac¢i mod (eng. mode) oblika sinusoide.

Mozemo primjetiti da najnizi mod je sli¢an onome prikazanome na slici 1.

Slika 1: Najnizi sinusoidalan mod u kvadrastom akvariju (slika preuzeta iz knjige: Berkeley
physics course-volume I11: waves)
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Ako umijeSamo talog kave u vodu, tada mozemo vidjeti kako se voda giba. Primjetit cemo
da sav talog kave je nepomican u isto vrijeme, i da su pomaci od x i y nula. To je ono §to smo
ocekivali od normalnog moda, tj. za stojeci val: svi stupnjevi slobode osciliraju u fazi. Stoga
mozemo zakljuciti da za dovoljno male oscilacije vremenska ovisnost od ¥, i ¥, je dana

harmoni¢kim oscilatorom s istom konstantom faze, tj. vremenska ovisnost je dana

zajednickim faktorom coswt.

Nadalje, pretpostavimo da je vertikalni pomak ,, u ovisnosti od x je onaj sinusoidalnog
stojeCeg vala. Ako mod izgleda kao na slici 1. onda y,, ima ¢vor u x = 0. Stoga v, sadrzi

faktor sinkx i piSemo:
Yy (x,y,t) = coswt sinkx f(y) (2.10)

gdje je f(y) za sad nepoznata funkcija od y.

2.4 Granicni uvjeti na zidovima

Na krajevima spremnika kapljice vode mogu i¢i samo gore i dolje, ne mogu napustiti zid.
Dakle mjesto gdje 1, ima maksimume (na zidovima) je mjesto gdje i, ima ¢vorove. Zato
moramo imati cos kx za y, umjesto sin kx kod 1,

Y, (x,y,t) = coswtcoskx g(y) (2.11)
gdje je g(v) za sad nepoznata funkcija od y.

2.5 0Odnos horizontalnog i vertikalnog kretanja

Iskorist ¢emo Cinjenicu da divergencija 1 rotacija od 1 je nula. Ako iskoristimo te ¢injenice
u jednadzbama (2.10) 1 (2.11) dobivamo:

d
Vow=0;  —kg(y) + ’;(yy ) _ o, (2.12)
VX = 0; d‘zl—;y)—kf(y) —0. (2.13)

Mozemo eliminirati g(y) iz jednadzba (2.12) i (2.13) tako da diferenciramo jednadzbu
(2.12) po y i iz jednadzbe (2.13) izvu¢emo dg/dy. Tada dobijemo jednadZzbu:

d2
d_yl: = k%f, (2.14)
koja ima opce rjesenje:
f(y) = Ae™ + Be™*7. (2.15)

Ako uvrstimo ovo rjeSenje u jednadzbu (2.12) tada dobivamo da za g(y) vrijedi:
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g(y) = Ae*Y — Be™, (2.16)

2.6 Granicni uvjeti na dnu

Na dnu jezera ne postoje vertikalni pomaci kapljica vode, tj. ne mogu napustiti dno. Uvjet
da je ¥, =0 zay=—h je ekvivalentno f(y) =0 za y = —h. Tada iz jednadzbe (2.15)
dobivamo da je B = —Ae~2k",

Iz svega ovoga dobivamo konac¢nu jednadzbu za stojeéi sinusoidalni val na vodi unutar
jezera jednolike dubine h:

P, = Acos wt sinkx (e® — e 2ke~ky) (2.17)
P, = Acos wt cos kx (e*V + e 2kheky) (2.18)

Jednadzbe (2.17) i (2.18) prikazuju trenutni pomak kapi vode u odnosu na ravnotezni
polozaj (x,y). Kao §to mozemo primjetiti iz ovih jednadzbi kretanje dane kapi u stoje¢em
valu u vodi se sastoji od harmoni¢kog oscilatora duz ravne crte u (x,y) ravnini. Ovo se isto

moze primjetiti promatrajuci talog kave u posudi.

2.7 Dubokovodni valovi

Ako je dubina h puno veéa od valne duljine, onda faktor e 2*" tezi u nula i mozemo
zanemariti drugi pribrojnik u jednadzbama od f(y) i g(y). U tom slucaju jednadzbe (2.17) i
(2.18) postanu:

P, = Acos wt sin kx e*¥ (2.19)

Y, = Acos wt cos kx e (2.20)

Vidimo da je val sinusoidalan u x smjeru i eksponencijalan u y smjeru. Duljina prigus$enja
amplitude 6§ je 1/k $to je jednako A/2m. Konstanta A/2m, koje se naziva reduciranom
valnom duljinom (eng. reduced wavelength), se oznacava s A. Tako za dubokovodne valove
vrijedi:

F(y) = ek = ekl = g=IyI/A, (2.21)

duljina prigusene amplitude za dubokovodne valove jednaka je reduciranoj valnoj duljini.
Stoga amplituda oscilacije kapi vode ¢iji ravnotezni polozaj je jedna valna duljina ispod
povrsine je manja od kapi na povrsini za e 2" ~ 1/500. MoZzemo primjetiti da je dovoljno da
ravnotezna dubina vode bude jedna valna duljina da bi pomak vode na dnu bio zanemariv i
time "dubokovodni val" bude dobra aproksimacija.
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2.8 Plitkovodni valovi

Pod plitkovodni val smatramo val kojem je ravnotezna dubina h mala u usporedbi s A. U
tom slucaju, ovisnost ¥, i P, 0 y mozemo aproksimirati s prvih par ¢lanova Taylorovog reda

od f(y) i g(y). Tako mozemo pokazati da, za h < %, jednadzbe (2.17) i (2.18) pretvore u:
Y, = 2Acos wt sinkx [k(y + h)] (2.22)

Y, = 2A cos wt cos kx (2.23)

Primjetimo da za plitkovodne valove horizontalni pomak i, ne ovisi o parametru y.
Vertikalni pomak 1, linearno varira ovisno o dubini kapi, s time da postize maksimum na
povrsini i nula na dnu. Na povrSini maksimum vertikalnog pomaka je manji od maksimuma
horizotalnog pomaka za h /A «< 1.

U nasem modelu "idealne vode" mi smo zanemarili trenje vode o hrapavo (neravno) dno.
Kod dubokovodnih valova ovaj propust nije vazan, dok kod plitkovodnih valova je vazan. U
pokusu s pravokutnom tavom se moze primjetiti da talog kave nestane s podru¢ja maksimalne
horizontalne brzine i skupi se na mjesto gdje je horizontalna brzina uvijek nula, tj.
maksimalna za vertikalni pomak. Zanemarili smo jo$ i "unutarnje" trenje tekucine, viskoznost.

2.9 Disperzijski odnos gravitacijskin valova na vodi (eng. gravitational
water waves)

Promatrali smo geometrijsku strukturu (idealnih) vodenih valova, ali nismo spomenili
relaciju izmedu "oblika" (valna duljina i dubina) i frekvencije. To je zato $to nismo spomenili
povratnu silu (eng. return force). (Prisjetimo se da sila povratka po jedinici pomaka po
jedinici mase je w?.)

Posto svi pokretni dijelovi imaju istu vrijednost w? u modu, moZemo pronaéi relaciju
izmedu mod frekvencije (eng. mode frequency) i mod oblika (eng. mode shape) razmatranjem
gibanja jednog stupnja slobode jednog pokretnog dijela kada znamo oblik moda. U naSem
problemu taj oblik je prikazan jednadzbama (2.17) i (2.18). Zato je dovoljno promatrati
pomak samo u x smjeru (ili y) jedne kapi vode. Mi ¢emo promatrati pomak od x u

beskonacnom malom volumenu vode koja se nalazi blizu povrSine.

Uzmimo mali volumen koji se u ravnotezi proteze na malu udaljenost Ax duz smjera Sirenja
x, udaljenost L duz "nezanimljivog" smjera z, i male vertikalne udaljenosti Ay. U usporedbi s
valnom duljinom Ax i Ay bi trebali biti mali. Povratna sila duz x ovog volumena je jednaka
povrsini strane LAy volumena puta razlici izmedu tlakova u x i U x + Ax. TraZena razlika u
tlakovima dana je s pg (gusto¢a mase puta akceleracija Zemljine sile teze (eng. gravitational
acceleration)) pomnozena s razlikom u visini dviju strana volumena, tj. razlika u i, na te

dvije strane kao $to je prikazano na slici 2. Razlika u 1, na te dvije strane je zapravo
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“I/- W, (x+ Ax) — Y, (x)

Slika 2: Gravitacijska povratna sila duz x na elementu volumena vode. Zasjenjeni volumen
dozZivljava silu koja je proporcionalna razlici tlaka p(x + Ax) — p(x). Ova razlika tlaka
proporcionalna je razlici u visini vode v, (x + Ax) — 1, (x). (slika preuzeta iz knjige:
Berkeley physics course-volume 111: waves)

derivacija od 1, po x puta Ax. Tako nalazimo:

FE, = —LAy[p(x + Ax) — p(x)]
= —LAypg[, (x + Ax) — P, (x)]

0y
P,
= —(AM)g |—== .
g |52 (224)
gdje je AM = pLAyAx masa vode u volumenu. Ova sila proizvodi akceleraciju duz x.

Akceleracija duz x je 0%, /dt? $to je jednako —w?1, zbog harmonijskog gibanja. Tada po
drugom Newtonov zakonu za masu AM vrijedi:

2
F, = (aM) 22z, (2.25)
koriste¢i (2.24) dobivamo:
0y
@mng| 52| = @matipl,-. (2.26)
y:

Ako uvrstimo (2.17) i (2.18) u (2.26) dobijemo:

—2kh
, (1 — e™2kM)

= ok o=y (2.27)

w
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Jednadzba (2.27) je Zeljena relacija disperzije. U naSim posebnim sluc¢ajevima duboko 1 plitko
vodnih gravitacijskih valova relacija disperzije i odgovarajuée fazne brzine se mogu izvuéi iz
jednadzbe (2.27) i to su:

Duboka voda: w? = gk vV, = \/ﬁ (2.28)
Plitka voda: w? = gk(h/X) v, = /gh (2.29)

Mozemo primjetiti da plitkovodni gravitacijski valovi su nedisperzivni. Dubokovodni
gravitacijski valovi su disperzivni, te njihova faza brzine se dupla kada se valna duljina
poveca Cetiri puta.

2.10 Valovi povrsinske napetosti (eng. surface tension waves)

Pri izvodenju jednadzbe (2.27) relacije disperzije mi zanemarujemo povrs$insku napetost
unutar povratnoj sili. Za zadani volumenski element istisnute vode doprinos povrSinske
napetosti povratnoj sili je proporcionalan s T (konsanti povrSinske napetosti) puta
zakrivljenost povriine. Zakrivljenost povrsine je proporcionalna s k2, tj. doprinos povriinske
napetosti je proporcionalna s Tk?. Doprinos gravitacije je proporcionalna s tezinom Mg, tj. s
pg. Tako mozemo zakljugiti da relativni doprinos w? od povrsinske napetosti i gravitacije je
proporcionalan bezdimenzionalnom omjeru Tk?/pg.

2.11 Putujudi valovi na vodi (eng. traveling water waves)

Pomaci putujuéih valova na vodi su:
P, = Acos(wt — kx) (e"V — e~ 2khe~V) (2.30)
P, = Asin(wt — kx) (e*V + e~ 2khe=ky) (2.31)

Iz jednadzbi (2.30) i (2.31) vidimo da za dubokovodne putujuce valove dana kapljica vode
putuje kruzno u xy ravnini, pomicu se naprijed kad su na brijegu i nazad kad su u dolu. Inace,
za vodu dubine h kapi putuju po elipsi. Ovo elipti¢no kretanje je sli¢no kruznom kretanju koje
imamo kod dubokovodnih putujucih valova samo je krug "zgnjecen" na vrhu i na dnu (tava,
more, jezero). Bar je tako u slu€aju kada zanemarimo trenje na dnu. U sluc¢aju da uzmemo 1
trenje u obzir, onda voda putuje relativno lagano naprijed (na brjegovima), ali kad se vraca
dolom trlja se od dnu. Rezultat toga je da se voda pomakne viSe naprijed na brjegovima nego
unazad u dolu te dode do velike translacije vode. U tom slucaju, valovi su blizu "pucanja".
Tako prekidaci (eng. brakers) (tezak morski val koji se na obali ili pliaku razbije u bijelu
pjenu) nose vodu sa sobom. (Povratni tok je "podzemni”.) Ronilac koji pliva na, kako on
smatra, sigurnoj udaljenosti od mora od stjenovite plaZze, moZe biti u nevolji kad naide val
izuzetno duge valne duljine.
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3 Zakljucak

U ovom radu smo proucavali valove na vodi. Usprkos pojednostavljenju u kojem smo
zanemarili odredena svojstva vode, kao $to je viskoznost koja je rezultat unutarnjeg trenja, i
bazirali se na njezne valove male amplitude, pokazali smo geometrijsku strukturu i relaciju
disperzije za takve valove na vodi.

Koriste¢i intuiciju i eksperimente, prijasnje znanje o valovima, te razlicite uvjete, gradimo
formulu za valove na vodi. U ovom radu smo izveli priblizne formule po kojima se kapljice
vode pomic¢u u dubokoj ili plitkoj vodi. PoSto smo koristili intuiciju i eksperimente,

promatrali smo vode manjih povrsina i ogradene zidovima.

Ovaj rad bih se mogao poboljsati uzimajuci u obzir sve §to smo zanemarili. Viskoznost
vode, i time razliciti tip vode bi mogao promijeniti rezultate i formule koje smo dobili. Rad bi
se mogao jo§ poboljsati ako bismo uzeli u obzir kako je val nastao. Isto tako povecanjem
povrsine, micanjem zidova i promjenom idealnog dna, te promatranjem valova u prirodi, kao

Sto su more, jezera i rijeka.

Ovim radom smo se dotakli samo odredenih valova. O valovima u teku¢inama, time i na
vodi znamo dosta, ali jo§ uvijek ne sve. Nadamo se da ¢e se istrazivanja nastaviti, jer ovako

zanimljivi 1 po Zivot opasni objekti zasluzuju nase zanimanje.
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