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1 Uvod

Krajem 19. i pocetkom 20. stolje¢a klasi¢na fizika uznapredovala je toliko da je mogla
objasniti gotovo sve, uz nekolicinu neobjasnjenih problema koje se smatralo tvrdim orasima.
Jako tvrdim, istina, ali, u sustini, savladivim preprekama. ,,Jo§ samo da to nekako rijeSimo i
dosli smo do vrhunca razvoja fizike“, smatrali su znanstvenici toga doba. Ipak, konstantni
neuspjesi klasi¢ne teorije u pokusaju objasnjavanja problema, primjerice, zracenja crnog tijela
i fotoelektriénog ucinka, doveli su do novih pretpostavki, ideja i spoznaja-rodila se nova
znanstvena grana, kvantna mehanika.

Kronoloski, klasi¢na mehanika prethodila je kvantnoj i to se Cinilo logi¢nim. Tako idalje
ucimo, tijekom svog Skolovanja. Klasi¢ni je pogled na svijet intuitivan, razumljiv 1, na kraju
krajeva, uspjesan u objasnjavanju vec¢ine problema. Da ste nekome 1900. godine rekli kako je
cijela klasi¢na fizika samo (ne)dovoljno dobra aproksimacija te da postoji puno fundamentalniji
opis stvarnosti, tko bi vam vjerovao? Pa opet, Planck, Bohr, Schrodinger i mnogi drugi pokazali
su da je doista tako. Pocelo je novo, kvantno doba. U€enje o kvantnoj mehanici zahtijeva
promjenu nacina razmisSljanja i logike. Sustavi se opisuju drukcije, mjerenja su drukdcija,
probabilistitko mijenja deterministicko. Cak je i osnovna podjela materije na valove i Cestice
dosla u pitanje, tj. izbrisana je ta granica. Mnogi su kvantni fenomeni kontraintuitivni i teSko ih

je predociti, vizualizirati, a ipak, imaju svoje eksperimentalne dokaze.

U klasi¢nom pogledu, stanje ¢estice odredeno je, u bilo kojem vremenu t, sa dvije osnovne
dinamicke varijable: polozajem 1 koli¢inom gibanja. Bilo koja druga relevantna veli¢ina moze

se izraCunati preko ove dvije. Takoder, pomo¢u Hamiltonovih jednadzbi gibanja

dx OH

dt - dp (1)
dp _6_H
E o dx (2)

gdje je x polozaj, p koli¢ina gibanja, a H hamiltonijan sustava, mozemo predvidjeti vrijednost

polozaja i momenta u bilo kojem kasnijem trenutku t'.

Kvantnomehanicki pandan ovome jesu postulati pomoc¢u kojih definiramo kako matematicki
opisati kvantno stanje u vremenu t, racunati fizikalne veli¢ine tog stanja te opisati vremensku
evoluciju sustava.

Pet postulata kvantne mehanike:

1. Stanje sustava u bilo kojem trenutku t odredeno je vektorom stanja |y (t) > u
Hilbertovom prostoru H. [(t) > sadrzi sve potrebne informacije o sustavu.

2. Za svaku fizikalno mjerljivu veli¢inu (opservablu) A postoji odgovarajuéi linearni
hermitski operator A &ije svojstvene vrijednosti ¢ine potpunu bazu.
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3. Mijerenje opservable A moZe se formalno prikazati kao djelovanje operatora A na
vektor stanja [(t) >. Jedini mogu¢i rezultat mjerenja je neka od realnih svojstvenih
vrijednosti operatora, a,,. Ako mjerenjem A u stanju |(t) > dobijemo rezultat a,,,
sustav odmah nakon mjerenja prelazi u stanje |y, >:

A |l/1(t) > = anllpn > (3)

a, = (Yn[Y(0)) (4)

4. Ishod mjerenja je probabilisticki, za razliku od klasi¢nog deterministickog. Nakon
mjerenja, sustav ostaje u svojstvenom stanju koje odgovara izmjerenoj svojstvenoj
vrijednosti (mjerenje utjece na sustav).

5. Vremenska evolucija vektora stanja uredena je vremenski ovisnom Schrodingerovom
jednadzbom

ih% =Hy() > (5)

gdje je H operator hamiltonijana koji odgovara ukupnoj energiji sustava.

Koristenje oznake [y (t) > rezultat je Diracove bra-ket notacije za vektore u Hilbertovom

prostoru, a u daljnjem tekstu ¢u se koristiti drugac¢ijom oznakom, valnom funkcijom, ¥ (t).

Jednadzba (5) predstavlja jedan od temelja kvantne mehanike i jedan od njenih najpoznatijih
1 najvaznijih rezultata. I tema ovog rada bit ¢e Schrodingerova jednadzba, ali u drugacijem
obliku. U ovom opc¢enitom zapisu jasno je da se radi o vremenski ovisnoj jednadzbi. Ona vrijedi
za bilo koji sustav. Odaberimo Cesticu mase m u nekom potencijalu. Tada nam je poznat njen
hamiltonijan:

P R RPN,
A=-—v2+ V@ 1) (6)

pa jednadzbu piSemo

.y OY(FE) _ﬁ 2 - G2 =
ih = 2mV Y@, t) + V@ OY (@, t) (7)

Razmatrat ¢emo slu¢aj Gestice u vremenski neovisnom potencijalu V(#,t) = V(7). Tada je i
hamiltonijan vremenski neovisan, §to nam omogucava separaciju varijabli (u ovisnosti o
polozaju i o vremenu), odnosno rjeSenje jednadzbe mozemo prikazati ovako: Y (7, t) =
Y (7)f(t). Kada to uvrstimo u (7) i podijelimo obe strane jednadzbe s Y (7)f(t) dobijemo

f (1t) d];(tt) - 1,[1217) [_ %Vﬁ[;(f’) + V(F)Eb(f”))] (8)

Lijeva strana jednadzbe (8) ovisi samo o vremenu, a desna samo o polozaju. Zakljucak: obje

strane moraju biti jednake konstanti, i to konstanti dimenzije energije, pa je oznac¢imo sa E.
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Metoda separacije varijabli je dovrsena kad napiSemo nove dvije jednadzbe, obje u ovisnosti
0 jednom od parametara:

in <2 = Ef (0) 9)

\ [_%VZ + V(F)]}I/J(?) = EY () (10)
|

—

H

Rjesenje jednadzbe (9) je jednostavno, f(t) = e~Ft/" tako da imamo (7, t) = Y(#)e EL/M,
a takva rjeSenja Schrodingerove jednadzbe za vremenski neovisne potencijale nazivamo

stacionarnim stanjima jer gustoéa vjerojatnosti ne ovisi o vremenu ([ (#,t)|? = [ (#)[?).

Jednadzba (10) je vremenski neovisna Schrodingerova jednadzba. To je jednadzba
svojstvenih vrijednosti operatora hamiltonijana, a one su moguée mjerljive energije. U ovom
radu pokazat ¢u na primjeru kako se ta jednadzba rjeSava analiticki, a onda i numericki. Glavni
cilj ovog rada je pokazati kako mozemo Schrodingerovu jednadzbu precizno rijesiti numericki.
U svrhu pojednostavljivanja radit ¢u s vremenski neovisnom Schrodingerovom jednadzbom u
jednoj prostornoj dimenziji.

Prvo ¢u pokazati analiticko rjeSavanje u idu¢em poglavlju, pa prije¢i na opis numericke metode
i implementaciju algoritma. Na kraju su grafi¢ki prikazani rezultati i diskutirane daljnje

mogucénosti unaprjedenja algoritma.
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2 Analiticko rjeSenje

2w + V0w (x) = Ep(x) (11)

2m dx?

Rjesenja jednadzbe (11) daju dozvoljene svojstvene vrijednosti energije E,, i pripadne valne
funkcije 1,,(x). Za rjesavanje ove diferencijalne jednadZbe nuzno je poznavati potencijal V(x)
i rubne uvjete, a to odredujemo ovisno o prirodi fizikalnog problema. Najjednostavniji od tih
primjera je slobodna Cestica.

2.1 Slobodna c¢estica

Potencijal u cijelom prostoru iznosi 0, pa se Schrodingerova jednadzba svodi na

~E @) = Epe) - (k)Y@ =0, (12)

2m dx?

2mE

2 —
k= = 2

(13)

gdje je k valni broj. Opée rjesenje ovakve jednadzbe je kombinacija dvaju ravnih valova

Yr(x) = A,e™™ + A_e™™* To bi znacilo da je ukupna valna funkcija stacionarnog stanja

_ 4 iGke-o0) N N 10 L —ilex+1Ct, .
Yr(x,t) =A.e +A_e =A,e am’ + A_e . Prvi  ¢lan

predstavlja val koji se kre¢e udesno, a drugi ulijevo. Ipak, nekoliko je problema s ovim
matematickim rjeSenjem koji ga Cine fizikalno neprihvatljivim. Na primjer, brzina vala
iznosi

. E h?k? _ hk

w
Vw = = k= Zmnk = zm (14)

a brzina Cestice

vp=%=—=2vw (15)

pa ispada da se Cestica krec¢e duplo brze nego val koji je predstavlja, Sto je nelogicno.
Takoder, vazan uvjet za valnu funkciju je da je kvadratno integrabilna, kako bi se mogla

normalizirati. U slu¢aju funkcija . (x) = A, e i_(x) = A_e~*¥*, to nije zadovoljeno:

J5, W Ge 0P (e Ddx = |44 [ dx - oo (16)

Rjesenje problema nalazimo tako da konstruiramo fizikalno rjeSenje superpozicijom ravnih
valova-valni paket.

Y, 0) = = [, p(k)e =D dk (17)

gdje je ¢ (k) amplituda valnog paketa, Fourierov transformat od ¥ (x, 0), tj.
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pU) = = [, Y(x, 0)e~**dx (18)

Primjer slobodne cestice je jako jednostavan i nije toliko zanimljiv za implementiranje
numericke metode. To ¢u uciniti za kompliciraniji slu¢aj i to na problem harmonijskog
potencijala.

2.2 Harmonijski oscilator

Harmonijski oscilator kao model susre¢emo u raznim granama fizike; klasi¢noj mehanici,
elektrodinamici, nuklearnoj fizici, fizici ¢vrstog stanja itd., pa tako i u kvantnoj mehanici.
Koristi se za opis Cestice mase m koja oscilira kutnom frekvencijom w pod utjecajem
harmonijskog potencijala, a njezin hamiltonijan u jednoj dimenziji ima oblik:

—~ p2

H= %+%mw2)?2 (19)

Zanimljivo je napomenuti da, osim analiti¢kog rjeSavanja Schrodingerove jednadZbe s ovakvim
hamiltonijanom, postoji jo§ jedna metoda rjeSavanja ovog problema. To je metoda ljestvi, ali
ona se bavi algebrom operatora, koristi operatore kreacije i anihilacije u matri¢noj reprezentaciji
kvantne mehanike. Ta je metoda smisljena kako bi se zaobisla nesto teza matematika potrebna
za analiti¢ko rjeSenje Schrodingerove jednadzbe za potencijal V(x) = %mwzxz. Ovdje necu
ulaziti u to, nego pokazati korake u analitickoj metodi. Vazno je da se, naravno, koju god
metodu Koristili, dolazi do istog rezultata za valnu funkciju.

Jednadzba, dakle, glasi:

_h_zdz‘l’(x) 1 2.2 _
o TomwixP(x) = Ep(x) (20)
S$to mozemo zapisati kao
d?P(x) 2mE  x? .

gdje je xo = \/h/(mw) konstanta dimenzija duljine. Ovakva diferencijalna jednadzba bila je
poznata matemati¢arima davno prije nastanka kvantne mehanike. Rjesenja se izrazavaju preko
posebnih vrsta funkcija, Hermitovih polinoma. Buduéi da imamo u jednadzbi ¢lan x2 ¥ (x),

namece nam se kao pokusaj rjeSenja gausijanska funkcija

x2

P = f(xe 4, (22)

gdje je minus u eksponentu nuzan jer u suprotnom valna funkcija divergira u beskonac¢nosti,
§to je fizikalno neprihvatljivo. Kada (22) uvrstimo u (21) dobijemo diferencijalnu jednadzbu za

f (x) koja se rjesava razvojem u red potencija:
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f(x) = Ximo anx™ (23)

koji, uvrSten u jednadzbu, daje rekurzijsku relaciju. Zahtjev da valna funkcija svugdje, pa i u
beskonac¢nosti, mora biti kona¢na nalaze da, za neki konac¢ni n, razvoj f(x) u red mora
iSCeznuti. Rekurzijska relacija daje izraz za diskretne (kvantizirane) svojstvene vrijednosti
energije:

En=(n+3)ho (n=0123,..) (24)

Konacno, izraunom koeficijenata a,, i sredivanjem izraza, dolazimo do fizikalno prihvatljive
valne funkcije koja zadovoljava jednadzbu (20):

L) = ———— _i_an x 25
l/) * ’\/Eznn!xoe (xo) ( )
Ha(y) = (—1)e’ 2™ (26)

JednadZbom (26) definirani su Hermitovi polinomi. UvrS§tavanjem n = 0,1,2, ... lako dodemo
do prvih nekoliko funkcija:

Ho(y) =1, H,(y) =2y, H,(y) = 4y* -2,
H;(y) = 8y® — 12y, H,(y) = 16y* — 48y? + 12 (27)

Ovim ¢emo se funkcijama sluZiti za vizualni prikaz rjeSenja, kada budemo crtali analiti¢ku
funkciju.
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3 Numericko rjesSenje

Numericko rjeSavanje matematickih problema ima Siroku primjenu u znanosti. Koristi se
za odredivanje rjeSenja problema koji bi kroz svoj standardni postupak predugo trajali
(primjerice sustav od tisucu jednadzbi s tisucu nepoznanica) ili kad se aproksimacijama

zamjenjuje stvarna vrijednost funkcije do koje je tesko ili nemoguce do¢i analiticki.

3.1 Opis metode

Jednadzba koju ovdje numericki rjesavamo je:

m[E-V(x)]

d*(x) 2 _ 2 _ 2
— k() =0, k* =————. (28)

U ovom primjeru nije nemoguce do¢i do analitiCkog rjesenja, ali on ¢e posluziti za
demonstraciju metode. Osnovni princip lezi u aproksimiranju vrijednosti funkcije
diskretizacijom prostora. Razlog za to je nacin rada racunala; ono funkcionira u diskrethom
svijetu. Ipak, kontinuiranost matematic¢kih funkcija mozemo priblizno simulirati ukoliko
prostor podijelimo na mnostvo jako bliskih to¢aka kojima pridruzimo neku vrijednost funkcije.
Sto su to¢ke podjele blize, tj. na $to vise dijelova razlomimo prostor (npr. x-os), oéekujemo

precizniji rezultat, buduéi da racunalo barata s ve¢im brojem informacija.

Sukladno tome, prvi korak u nasem problemu je podjela x-osi na ekvidistantne tocke s
razmakom h, = Ax, kao naslici 1.

wix)

g

| |
| | | | | | X
0 hg 2hg 3hg dhg Shg Ghyg

Slika 1. Diskretizacija valne funkcije (slika preuzeta iz[1])

Valna funkcija moze se aproksimirati njenim vrijednostima na tockama podjele x-0si (Y, =
Y(x =0),yY, =Y(hy), Y, = Y(2hy), itd.). Prva derivacija valne funkcije aproksimira se sa:

ﬂ ~ Yn+1—Yn (29)
dx ho

Druga derivacija je nesto sloZenija. Jedna od efikasnijih metoda aproksimacije je Numerovljev

algoritam, tj. aproksimacija trima tockama:
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_ 2
Yn+1 Zilll)zn‘l‘lpn—l — ! + %lp;{” + 0(h04) (30)
0
1z (28) imamo:
i 4% (k29),, —2(k*), +(k*Y),

noT g2 (_kzw)lx:xn = - h2 (31)

Kad uvrstimo (31) u (30) uz vy, = —k21,, dobijemo relaciju:

2 (1 —%h% krzl)lljn _(1+1_12h% k121—1)1/Jn— 1

1,2.2

Yni1 = (32)
Vidmo da bismo iz ove relacije, kad bismo poznavali ¥, i ¥, mogli izraunati ¥,, pa Y5 itd.
Nulta i prva vrijednost valne funkcije odabiru se proizvoljno, a i logi¢no je za diferencijalnu
jednadzbu drugog reda da ovisi o dvije vrijednosti (analogno pocetnim uvjetima). Za ¥, i ¥,
odaberemo jako male brojeve,vrlo blizu 0.

Rubni uvjeti su jos§ jedan vazan dio rjeSavanja. Oni ograniavaju valnu funkciju ili njenu

derivaciju, primjerice uvjet za harmonicki oscilator glasi

P(=0) = P(4+x) =0, (33)

tj. valna jednadZba u beskonaénosti mora i§¢ezavati.

3.2 Algoritam

Osnovna ideja algoritma je, kao $to je natuknuto u uvodu u poglavlje, diskretizirati prostor,
u ovom slucaju x-os, te onda svakoj toCki diskretizacije pridijeliti neku vrijednost koja
aproksimira vrijednost valne funkcije. Uz pomo¢ literature ([1]) konstruiran je sljedeéi
algoritam, uz odredene izmjene i redukcije originala buduéi da je bio namijenjen za rjeSavanje
drugog kvantnog problema, potencijalne jame. Algoritam je, dakle, prilagodljiv, promjenom
pocetnih 1 rubnih uvjeta moze se primijeniti na vise slucajeva.

Tako razvijeni algoritam koristimo za rjeSavanje slucaja protona u harmonickom

mw?x?

potencijalu V(x) = s kutnom frekvencijom w = 5.34 - 1021s71. Lako je prilagoditi

algoritam promjenom konstanti, mase ili frekvencije.
Algoritam je strukturiran kroz nekoliko klju¢nih koraka:

e Definiramo preciznost ra¢unanja te broj svojstvenih stanja koje Zelimo odrediti

e Vrijednosti reducirane Planckove konstante, mase Cestice, frekvencije uvrsStavaju se na
samom kraju, tj. tad se rjeSenja skaliraju, a na pocetku su sve ove konstante jednake
1.Tada je energija osnovnog stanja E, = (0 + 0.5)Aw = 0.5
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e Ne mozemo programirati beskonacnost, pa 0dredimo x,,,;, | X;mq Z& KOje je valna

funkcija jako blizu 0. Tocke obrata racunamo kao i-\/W , $to u ovom
konkretnom problemu iznosi +0.966, pa je dovoljno odabrati plus i minus 6 kao
"beskonacnosti”, jer su dovoljno daleko od to¢aka obrata.

e Iduci je potez odabiranje koraka h,. Ra¢unamo ga kao 12(raspon x-0si, od -6 do 6)
podijeljeno sa nekim brojem po Zelji. Sto veéi broj podjela napravimo na x-osi, to ¢e
rjesenja biti 1 preciznija. Zato je ovo krucijalni parametar metode, u ovisnosti o kojem
¢emo 1 graficki vidjeti razliku efikasnosti metode. Primjerice, podijelit ¢emo x-0S na
N=100, 1000, 10000 komada od -6 do 6, pa korak iznosi 12/N.

e Postavimo nultu i prvu vrijednost valne funkcije na jako male brojeve, npr. 1073 i
2-1073

e Vrtimo glavnu petlju onoliko puta koliko svojstvenih vrijednosti i stanja zelimo
odrediti. Svaki put Numerovljevom formulom ra¢unamo vrijednosti valne funkcije
duz cijelog raspona x-0si, te trazimo svojstvene vrijednosti energije

e Na pocetku odaberemo neku probnu vrijednost energije, a kako je skoro nemoguce
ocekivati da iz prvog pokusaja pogodimo svojstvenu vrijednost, korigiramo u petlji
gdje kroz svaku iteraciju dolazimo do sve preciznije vrijednosti dok ne dodemo do
svojstvene vrijednosti za energiju. Pokusavamo namjestiti energiju tako da valna
funkcija iznosi 0. Ako dobijemo pozitivnu vrijednost, smanjimo probnu energiju, a
ako dobijemo negativnu, pove¢amo probnu energiju, dok ne dodemo do dovoljno
dobre vrijednosti unutar granica odabrane preciznosti s po¢etka algoritma.

e Racunamo koeficijent normalizacije funkcije te ispisujemo normalizirane vrijednosti u
datoteku

e Vra¢amo prave vrijednosti konstanti koje smo na pocetku postavili na 1, te skaliramo
pronadene energije mnozenjem s dobivenim koeficijentom skaliranja. Ispisujemo
energije u MeV

3.3 Graficki prikaz rezultata

Nakon izvrSenja koda, datoteke u koje se spremaju rezultati numerickog rjeSenja posluzit
¢e za vizualni prikaz u programskom paketu Gnuplot. I1znimno je korisno vidjeti koliko su
rezultati precizni, odnosno u kakvom su slaganju s analitickim rjeSenjem. Kao §to je spomenuto,
bit ¢e prikazano kako preciznost ovisi o odabranom parametru broja podjela x-osi, odnosno

posljedni¢no, odabranom koraku h,.
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Slika 2. Osnovno kvantno stanje, usporedba analitickog rjeSenja s numerickim za 100 i 1000 koraka

podijele
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Slika 3. Prvo pobudeno kvantno stanje, usporedba analitickog rjesenja s numerickim za 100 i 1000

koraka podjele
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Slika 4. Drugo pobudeno kvantno stanje, usporedba analitickog rjeSenja s numerickim za 100 i 1000
koraka podjele
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Slika 5. Trece pobudeno kvantno stanje, usporedba analitickog rjesenja s numerickim za 100 i 1000
koraka podjele
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Slika 6. Cetvrto pobudeno kvantno stanje, usporedba analitickog rjeSenja s numerickim za 100 i 1000
koraka podjele

Razlika u preciznosti rjeSenja vidljiva je golim okom. Ve¢ sa 1000 koraka podjele vidimo da je
preciznost metode iznimno dobra, izvrsno se poklapa s analitickim rjeSenjem, iako ni za drugu
podjelu ne moZemo reci da je jako neprecizna, StoviSe, ni tada pogreska nije prevelika. Ipak, za
preciznije izracune pozeljno je odabrati podjelu oznacenu zelenim kruZi¢ima, iako zahtijeva
malo duZe izvrSavanje samog koda. Razlika u trajanju izvrSavanja iznosila je nekoliko sekundi,
a to nije neko znacajno cekanje, pa se isplati podijeliti os na viSe dijelova. Za duZze,
kompliciranije numeric¢ke izraGune vazno je pronaci ravnotezu izmedu preciznosti i vremena

izvrSavanja.
Jo§ jedan nacin vizualizacije kako ve¢i broj koraka podjele vodi preciznijem rjeSenju je graf
relativne pogreske. Na y-0si prikazana je relativna pogreska izrazena u postocima. Kad to

ucinimo za svako stanje pojedinacno, dobivamo grafove prikazane na slikama 7-11.
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Slika 7. Usporedba relativne pogreske numerickog rjesenja za 100 i 1000 koraka za 0snovno stanje
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Slika 8. Usporedba relativne pogreske numerickog rjesenja za 100 i 1000 koraka za prvo pobudeno
stanje
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Slika 9. Usporedba relativne pogreske numerickog rjeSenja za 100 i 1000 koraka za drugo pobudeno
stanje
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Slika 10. Usporedba relativne pogreske numerickog rjesenja za 100 i 1000 koraka za trec¢e pobudeno

stanje
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Slika 11. Usporedba relativne pogreske numerickog rjeSenja za 100 i 1000 koraka za cetvrto

Povecanjem koraka podjele najvise se na preciznosti dobija na mjestima gdje valna funkcija

ima vece vrijednosti, §to ima smisla budu¢i da su tu derivacije najvece pa manji korak vise

x(fm)

pobudeno stanje

doprinosi preciznosti.

Treba napomenuti da je metoda sa 1000 koraka podjele dala jako precizne rezultate, nema
potrebe prikazivati i rezultat sa 10000 koraka. Nakon izvrSenja koda i vizualizacije, zakljucio
sam da nema nikakve primjetne razlike izmedu 1000 i 10000 koraka, a graf bude teZe €itljiv 1
prezgusnut. Iz tog razloga sam zakljucio da je ve¢ ovaj rezultat dovoljno dobar. Kako bi
provjerio ovu tezu nacrtao sam relativnu pogresku za osnovno stanje za 1000 i 10000 koraka i
to je prikazano na slici 12. Naravno, postoji mali napredak za 10000, ali 1000 koraka daje

gotovo identi¢nu pogresku, takva je podjela zanemarivo malo nepreciznija.
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Slika 12. Usporedba relativne pogreske numerickog rjeSenja za 1000 i 10000 koraka za osnovno stanje
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Iako su rjesenja u cijelom spektru gotovo identi¢na, oko x = +1 je rjeSenje s deset tisuca koraka
duplo preciznije (greska od 1.5% naspram 3%). Kod koristenja numericke metode raCunanja
valja imati na umu kolika je pogreska prihvatljiva. Primjerice, ako je u nekom eksperimentu
preciznost mjerenja neke vrijednosti 5%, onda je dovoljno primijeniti metodu s tisucu koraka,
ali ako zahtijevamo vecu preciznost, manju od 2%, onda pogreska metode s tisucu koraka nije

zanemariva te je potrebno unaprjedenje na deset tisuca.

Preostaje pogledati daje li metoda to¢na rjeSenja za svojstvene vrijednosti energije. Analiticki,

prili¢no je jednostavno do¢i do svojstvenih energija:
1 1
E, =hw (n+5) ~ 3.5 (n+5) MeV (34)

Tablica 1. Svojstvene vrijednosti energije za prvih 5 svojstvenih stanja dobivene analiticki i numericki.

Numericka vrijednost u tablici dobivena je metodom s tisucu koraka.

n Eanalitieki (p1opy Erumerieki( ey
0 1.750000000000 1.749999999795
1 5.250000000000 5.249999998112
2 8.750000000000 8.749999992829
3 12.25000000000 12.24999998232
4 15.75000000000 15.74999996759
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4  Zakljucak

U ovom zavr$nom radu opisana je vremenski neovisna Schrodingerova jednadzba i njeno
rjeSavanje, analiticko i numericko, u jednoj dimenziji. Cilj rada je ispitati moze li se i kako
Schrodingerova jednadzba precizno rijeSiti numericki. Razmatran je slucaj cestice koja
oscilira u harmonijskom potencijalu, a razlog za to je vrlo velika raSirenost modela
harmonijskog oscilatora u raznim granama fizike. Nakon uvoda u temu i kratkog pregleda
konteksta nastanka jednadzbe, objasnjeno je kako se analiticki jednadzba rjesava za
jednostavan slucaj slobodne Cestice, a zatim i malo napredniji slucaj, harmonijski oscilator.
Numericka metoda i algoritam rjeSavanja objaSnjeni su u nastavku rada, a Citatelji mogu sami
reproducirati rezultate, koji su na kraju graficki prikazani, tj. usporedeni s analitickim uz
pojasnjenje o razini preciznosti metode. Konacéni rezultat je da metoda daje izvrsna
poklapanja s analitickim rjeSenjem te je cilj ispunjen. Smatram da je ovaj rad dobar za
pocetnike u numerickom racunanju i kvantnoj mehanici, kako bi se upoznali s nacinima
rjeSavanja jedne od najvaznijih jednadzbi u fizici. Ovaj rad daje mali uvid u mocan svijet
racunarske fizike. Mozda nam za rjeSavanje ovakvih, jednostavnijih primjera nije uvijek
nuzna pomo¢ racunala, ali zanimljivo je na njima pokazati da racunala imaju veliki potencijal
i sposobnost izrazito precizno rijeSiti i naprednije probleme. Algoritam opisan u radu
dokazano je uspjes$no rijesio analiticki rjesiv zadatak, ali moze ga se prilagoditi i pokusSati
iskoristiti na kompliciranim slu¢ajevima koji nemaju analiti¢ko rjeSenje. U tome lezi glavna
snaga numerickog rjeSavanja problema, uzevsi u obzir da jako mali postotak fizikalnih

problema uopce ima analiti¢ko rjeSenje.

17



Marko Mandari¢: Numericko rjeSavanje Schrodingerove jednadzbe

5 Literatura

[1]  Nouredine Zettili, Quantum Mechanics Concepts and Applications, John Wiley &
Sons, Ltd, Jacksonville State University, Jacksonville, USA, 2009.
[2]  Wikipedia, URL: https://hr.wikipedia.org/wiki/Kvantna_mehanika, 8.9.2020.

18


https://hr.wikipedia.org/wiki/Kvantna_mehanika

