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1 Uvod

U ovom zavr$nom radu analizirat éemo dimer helija *He,, odnosno klaster (nakupinu) od
dva atoma helija. Ocijenit ¢emo kako modeli interakcije (potencijalne energije — skra¢eno
potencijala V) dvaju atoma helija utje¢u na karakteristike osnovnog stanja spomenutog dimera.
Rezultate ¢emo na kraju usporediti s eksperimentalnim mjerenjima. Za teorijsku analizu
osnovnog stanja koristit ¢e se metodom pogadanja i uskladivanja (eng. shooting-matching) te
Numerovim algoritmom. Primjerak napisanog programskog koda s kojim je rjeSavan spomenuti
problem priloZen je na kraju rada. No prije nego prijedemo na samu temu ovog rada, prvo ¢emo
se upoznati s klasterima.

1.1 Sto su to klasteri?

Posebno stanje tvari kojeg ¢ine nakupine atoma ili molekula iste ili razliCite vrste nazivaju se
atomskim ili molekulskim klasterima. Formalno su sli¢ni molekulama pa ih na isti nadin i
oznacavamo, a razlikuju se po tome $to mogu formirati obicno nesto slabije vezan sustav koji
moze biti sac¢injen od proizvoljnog broja jedinki. Klaster formiran od 2 jedinke nazivamo dimer,
3 trimer itd. Teorijski je predvideno i eksperimentalno potvrdeno formiranje klastera [1] ne
samo u praznom prostoru, ve¢ i u prisustvu drugih materijala koji utjecu na njihova svojstva; a
u zadnje se vrijeme modernim tehnikama, primjerice laserima i magnetskim poljima, stvaraju
idealizirani uvjeti koji omogucuju stvaranje novih oblika tvari i spojeva. Prije razvoja tih
modernih tehnika bio je poznat vrlo mali broj takvih tvari. Glavni razlog tomu je §to su takve
tvari najcesc¢e veoma nestabilne te se odmah nakon kreiranja raspadaju na svoje osnovne atome
ili molekule, odnosno vracaju se u njihovo, ,,njima najugodnije®, ravnoteZno stanje. Ba$
pomoc¢u modernih uredaja i raznih metoda, znanstvenici su uspjeli odrzavati klastere na
,,okupu* duze vrijeme te promatrati njihova svojstva, a samim tim razvijati nove spojeve i tvari
koje su se dalje primjenjivale u stvarnim Zivotnim situacijama, ¢ine¢i odredene procese
jednostavnijima i efikasnijima.

Plemeniti plinovi su bili medu prvim vrstama elemenata za koji su se promatrali klasteri i
njihova svojstva. Zbog njihove relativno niske temperature taliSta 1 vreliSta 1 poSto su toliko
inertni oni su i dan danas glavni predmet istrazivanja i vr$enja raznih eksperimenata [1]. Glavni
razlog takvim svojstvima je njihova zatvorena elektronska konfiguracija tj. popunjenost
ljusaka. Za razliku od tezih plemenitih plinova, kod helija posebno do izrazaja dolaze kvantni
efekti poput suprafluidnosti pa je on zbog toga jos vise predmet raznih istrazivanja kako bi se
i ta njegova svojstva iskoristila u primijenjenom svijetu, a ne da samo ostane na teorijski razini.
Eksperimentalno je pokazana [2] i pojava mikroskopske suprafluidnosti helija-4 na klasterskoj
razini.

! Suprafluidnost je pojava toka tekuceg helija pri temperaturi blizu apsolutne nule bez pruzanja otpora.
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1.2 Klasteri helija

Kvantni efekti posebno dolaze do izrazaja u klasterima helija iz razloga Sto ga Cine Cestice
jako male mase koje su povezane slabim van der Wallsovim vezama [3]. Stoga je pri teorijskom
proucavanju potrebno klastere helija promatrati kao kvantni sustav. Neutralni klasteri helija
eksperimentalno su formirani u velikom rasponu jedinki, od dimera pa do 10® atoma [1]. S
jedne su strane zanimljivi veliki Klasteri zbog pojave makroskopskih efekata poput
suprafluidnosti, a s druge su strane klasteri malog broja atoma He odigrali vaznu ulogu u
istrazivanju univerzalnih osobina slabo vezanih sustava, posebno halo stanja [4]. Naime,
Kklasi¢ne Cestice koje se nalaze u vezanom stanju osciliraju u klasi¢éno dozvoljenom podrucju
izmedu tocaka obrata gdje je ukupna energija viSa od potencijalne energije. Iza tih tocaka,
podrucje je klasi¢no nedostupno, no kvantne Cestice mogu penetrirati tuneliranjem. Kako se
smanjuje dubina samog potencijala, vezanje slabi i valna se funkcija $iri u klasi¢no zabranjeno
podrucje. Sustavi koji imaju vecu vjerojatnost pronalaska u klasi¢no zabranjenom podrucju
nazivaju se kvantnim halo stanjima. Jedan primjer takvog halo stanja je i dimer *He; ¢ija
vjerojatnost pronalaska u klasi¢no zabranjenom podrucju iznosi ¢ak oko 80% [5]. Dakle, dva
helija na temperaturama bliskima apsolutnoj nuli formiraju sustav cestica koje ¢esto tuneliraju,
tj. ulaze u klasi¢no zabranjeno podrucje. Zbog slabog dugo-doseznog privlacenja rep njihove

valne funkcije ima eksponencijalno padajuci karakter.

1.3 Eksperiment s helijevim halo dimerom

Tek 2016. godine uspjesno je osmisljen i proveden eksperiment kojim su odredene
karakteristike helijeva halo dimera [5]. Eksperimentalni postav prikazan je na slici 1. Sam
eksperiment je proveden na nacin da se plin helija ekspandirao kroz 5 pm-rasprsivac (eng.
nozzle i skimmer) koji je bio ohladen na 8 K i pod pritiskom od 450 hPa. U raspr$enoj atomskoj
zraci (eng. molecular beam) u tim su se uvjetima formirali Klasteri helija razlicitih veli¢ina.
Poznato je da klasteri imaju istu brzinu kretanja, no imaju razli¢itu masu. Ta se injenica
iskoristila na nacin da su se tada klasteri to¢no odredene mase (razli¢ite valne duljine) mogli
transmisijom kroz difrakcijsku reSetku (eng. grating) odvojiti od drugih. Tako su laserom mogli
gadati samo atome dimera i izbaciti po jedna elektron iz svakog He. Pri tom bi jako
Coulombovo odbijanje nadvladalo iznimno slabo van der Wallsovo privlacenje 1 dimer bi
,»eksplodirao®. Dakle, doslo bi do Coulombove eksplozije kojom bi se potencijalna energija
dvaju iona pretvarala u kineticku energiju. Atome su helija homogenim elektricnim poljem
usmijerili prema detektoru iona (eng. ion imaging detector). Mjerenjem detektiranih polozaja i
koriStenjem modela klasi¢nog hitca, odredili su razmak r atoma u trenutku ionizacije. Analizom
velikog broja mjerenja dobili su razdiobu udaljenosti atoma u dimeru helija koja je prikazana
na slici 2. Rep valne funkcije su aproksimirali dugo-doseznim radijalnim rjeSenjem

Schrédingerove valne jednadzbe za kvadratnu potencijalnu jamu R ()~ e "V8™mER™ gdje 8,
Planckova konstanta h i masa m imaju fiksne vrijednosti pa takva valna funkcija ovisi jedino o
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energiji E dimera helija. Fitanjem dugo-doseznog ponasanja gustoce vjerojatnosti na izmjerene
razdiobe, dobili su [5]

E = 151.9 + 13.3 neV. (1.1)

Slika 1. Skica eksperimenta provedenog s dimerom helija, preuzeta iz ¢lanka [5]. PNAS 113, 14651

(2016).
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Slika 2. Eksperimentalno procijenjene razdiobe He-He udaljenosti u *He,, preuzete iz clanka [5].
PNAS 113, 14651 (2016).
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2 Teorijski modeli helijeva dimera

2.1 Dvocesti¢ni kvantni sustav

Karakteristike dvocesti¢nog kvantnog sustava, Ciji potencijal interakcije ovisi samo o
prostornim koordinatama, odredujemo rjeSavanjem vremenski neovisne Schrodingerove
jednadzbe

h? h?

— 72 —
2m, ¢ 2m

V5 + V@) | xFa, 1) = Ex (74, 75) (2.1)
b

gdje su 7, i 7, polozaji interagiraju¢ih &estica. Kao rjeSenje dobivamo energiju E i pripadnu
valnu funkciju y, odnosno temeljnu veli¢inu za potpuni opis stanja kvantnoga fizi¢kog sustava.
Nas zanima dimer *He, unutar kojega atome helija aproksimiramo dvjema to¢kastim masama
Mye = 4.002603254150 m, gdje je [9] m, = 1.660 539 040(20) - 10~?"kg unificirana
atomska jedinica mase. Kako potencijal V(7,,7,) =V (r) za He-He interakcije u

Schrddingerovoj jednadzbi ovisi samo o relativnoj udaljenosti r izmedu helija,
r=7—T

zgodnije je promatrati radij vektor centra mase M = m, + m;,, = 2my, tog sustava

= maa)-l_mbr—b) 1—> =
R=——"—""—=—(1 +71 2.2
m, +my Z(b b) (2.2)

1 fiktivnu Cesticu reducirane mase

mgmy _ Mye

'u:ma+mb_ 2

koja se giba unutar He-He potencijala. Separacijom varijabli x(73,75) = @(R)w(#) u (2.1),
koja ovisi o dvije varijable, dobivamo sustav dviju jednadzbi [7]

h? — -
~on VA $(R) = Exg(R) (23)

2
= TRV + V) = B b(P) (24

u kojima se razdvojene ovisnosti o jednoj varijabli, uz uvjet E, + Ex = E. Jednadzba (2.3)

predstavlja gibanje centra mase kao slobodne €estice mase M. Za nju znamo analiticko rjeSenje
- 3 -
d(R) = (2m) 2tk R (2.5)

gdje je k valni vektor pridruzen centru mase. Ako M u sustavu centra mase miruje, problem se
svodi na rjeSavanje preostale jednadzbe (2.4), odnosno odredivanje energije E = E, i valne
funkcije ¥ (#) uz pretpostavku da znamo potencijal V (7).
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Problem moZemo dodatno pojednostavniti. Naime, u trodimenzionalnom slucaju, kada
potencijal ovisi samo o udaljenosti V(r), kao za *He,, najpogodnije je prije¢i u sferne
koordinate i separirati radijalni dio od kutnoga

Y(r) = RO, ¢). (2.6)
Za rjeSenje kutnog dijela dobiju se [7] sferni harmonici ©(9, ¢) = Y™ (9, ¢), dok nam za
radijalni dio preostaje rijesiti

h?l1 d(zd) I(1+1)
2u|r?dr " ar r2

l R(r)+V(r)R(r) = E R(r). (2.7)

gdje su I i m orbitalni i magnetski kvantni brojevi. Dimer “He, moguée je pronaéi samo u
osnovnome stanju [5] pa je kutni faktor konstantan, Yy (9, ¢) = 1/vV4m, odnosno moZemo ga

zanemariti. Ako sada uvedemo ¢esto koristenu zamjenu

y(r) =7rR(r) (2.8)

te pojednostavnimo (2.7) za osnovno stanje, odnosno za [ = 0, tada se na$ pocetni problem

svodi na rjeSavanje diferencijalne jednadzbe drugog reda

n? d2
—Zﬁy(r) =y(r)[E-V()] (2.9)
odnosno
dZ
T2V +k@y() =0, k() =y[E-V(@)], (2.10)

gdje je za dimer helija® y = 2uh~2 ~ 8.2513141 mK~'A2.

Matematicki gledano, valna funkcija ¢ pa tako R i y moraju zadovoljavati sljedeée uvijete:
neprekidnost; neprekidnost prve derivacije; kona¢nost druge derivacije; jednoznaénost (jer Y *y
predstavlja gustocu vjerojatnosti koja opisuje fizikalnu stvarnost); konac¢nost integrala
vjerojatnosti; te zadovoljavati razli¢ite rubne uvjete. Drugim rije¢ima re¢eno, imamo problem
rubnih uvjeta, gdje se naj¢esée na rubovima promatranog prostornog intervala namec¢u dodatni
uvjeti za rjeSenja. Naime, Schrodingerova jednadzba (2.9) vremenski je neovisna i za vezani
sustav moze poprimiti samo odredene svojstvene vrijednosti. Nadalje, rjesenje, odnosno
svojstvena valna funkcija y(r) u (2.10) ovisi o realnoj funkciji k(r). Ako je ta funkcija
pozitivna, tj. ako je E — V(r) > 0, rjeSenje y(r) bit ¢e konaé¢na osciliraju¢a funkcija; a ako je
negativna, tj. E — V(r) < 0, rjeSenje ¢e eksponencijalno padati ili rasti. Iz toga je jasno vidljivo
da pozitivan k(r) predstavlja klasi¢no dozvoljeno podruéje, dok negativan ¢lan predstavlja

klasi¢no zabranjeno podrucje. RjeSavajuci slucaj u klasi¢no zabranjenom podrucju, iz samog

2 Reducirana Planckova konstanta iznosi [9] & = % =1.054571800(13) - 1073*]s, a Boltzmannova
konstanta kg = 1.380 648 52(79) - 10723 J K1,
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matematickog racuna kod diferencijalnih jednadzbi, znamo da ¢e postojati dva moguca rjeSenja
— eksponencijalno padajuca i1 eksponencijalno rastuca funkcija. Fizikalni smisao ima samo
eksponencijalno padajuca funkcija. RjeSavanje jednadzbe (2.10) analitickim putem moguce je
samo za najjednostavnije slucajeve. Stoga se za slozenije slucajeve koriste razne numericke

metode poput Numerovog algoritma kojeg ¢emo detaljnije opisati u poglavlju 2.3.

2.2 Helij-helij interakcije

Prije rjeSavanja Schrédingerove jednadzbe (2.10) trebamo odabrati model potencijala koji
opisuje medudjelovanje He-He atoma. Zatvorena elektronska konfiguracija helija rezultira
slabom interakcijskom energijom. Medudjelovanje plemenitih plinova je uglavnom rezultat
(Londonove) disperzijske sile. To je na velikim udaljenostima privlacna sila izmedu atoma koja
nastaje dinami¢kom promjenom gustoce elektrona koji pritom induciraju promjene elektronske

gustocée u susjednom atomu. Razvoj dugo-doseznog disperzijskog potencijala u red dan je s [3]

Vdisp MN=—-——<—=%—"=—0% """ (2'11)

gdje je C, konstanta, a r udaljenost medu atomima. Prvi ¢lan u razvoju, koji prikazuje dipol-
dipol medudjelovanje, veoma je slab, ali opet puno jaci od ostalih elemenata u razvoju. Stoga

se potencijal nekad aproksimira prvim ¢lanom razvoja u red.

Suprotno od dugo-doseznog, kratko-dosezno je medudjelovanje atoma odbojno. Rezultat je
odbojnih sila medu &esticama istog naboja, kako jezgara (protona) tako i samih elektrona. Sto
se vise smanjuje udaljenost medu Gesticama, to je medudjelovanje odbojnije. Cesto se
aproksimira eksponencijalnom odbojnoséu ~e®" ili jednostavnijim oblikom ~r~" gdje je za

atomska medudjelovanja ¢esto n = 12.

Udruzivanjem 1 aproksimiranjem spomenutih dvaju slu€ajeva odbojnog 1 privlacnog
medudjelovanja dobiva se poznati Lennard-Jones (LJ) model potencijala [3]
o 12 o6
Vy () = 46{(;) - (;) } (2.12)
gdje je e minimum potencijala te o Sirina odbojne jezgre, odnosno udaljenost nakon koje
kratko-dosezno odbojno medudjelovanje postaje privlacno, naglo doseze minimum i zatim trne

s povecanjem udaljenosti.

Osim spomenutog LJ potencijala, koristit ¢emo 1 sljedece sofisticiranije potencijale dostupne
u literaturi: HFDB [9], TTY [11], Korona [11], SAPTM [12], PCKLJS [14] te retardacijske
korekcije Ret [14]. Usporedbe spomenutih potencijala dane su na slici 3 gdje su za LJ model
uzeti parametri iz HFDB potencijala, € = 10.948K i o = 2.637 A. Posto su razlike medu
potencijalima veoma male, na podslici je radi lakSe usporedbe uvecano ponasanje u okolini
minimuma. Polozaji minimuma malo se razlikuju. Najpli¢i je HFDB, a najdublji Korona
potencijal. Srednje dubok je SAPTSM koji predstavlja najsofisticiraniji najnoviji teorijski

6
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proracun dobiven unutar Born-Oppenheimer aproksimacije®. SAPTM za dimer *He, predvida
[12] energiju disocijacje D, = 1.73(4) mK, a pri udaljenosti He-He atoma od 5.608(12) ay*
ima minimum 11.006(4) K pa je do na standardnu devijaciju razli¢it od ostalih promatranih
modela, a najblizi mu je PCKLJS koji je dobiven dodavanjem popravki [14] na spomenutu
aproksimaciju u SAPTSM.

2 T T
0
LJ (HFDB)
2 HFDB —— -
TTY
TTY+Ret - - -
Ef -4 r Korona * =+ ]
= SAPTSM
S 6L PCKLIS v _
8 |
-10 - -
3.05
12 ! | | ! | | |
2 3 4 5 6 7 8 9 10

¥(He -He)/ A
Slika 3. Usporedba raznih He-He potencijala koji ovise o udaljenosti He-He atoma.

2.3 Numerov algoritam

Kod numerickog rjesavanja kvantnih problema prvo §to moramo uzeti u obzir je
kvantiziranost energetskih stanja. Najc¢eS¢e kod takvih problema mi ne znamo kolika je
vrijednost svojstvene energije prije samog ra¢unanja, pa zapravo imamo dvije nepoznanice u
Schrodingerovoj jednadzbi — svojstvenu energiju i svojstvenu valnu funkciju. Postavlja se
pitanje §to ako pokusamo rijesiti Schrédingerovu jednadzbu tako da odaberemo energiju koja
nije svojstvena energija za taj slucaj? Racunski 1 to je moguce provesti, no naSe rjesenje
svojstvene valne funkcije bi divergiralo. Bas iz tog razloga, algoritam koji rjesava diferencijalnu
jednadzbu mora shvatiti kada energija nije dobro odabrana i promijeniti je. No to i nije bas tako
trivijalno, jer lako se dogodi da se valna funkcija u klasi¢no dozvoljenom podrué¢ju ponasa u
skladu s o¢ekivanjem, a kada prijede toc¢ku klasiénog obrata ona po¢ne divergirati.

3 Born-Oppenheimerova aproksimacija je kvantnomehani¢ka aproksimacija koja olakSava rjeSavanje
Schrodingerove jednadzbe za sustave koje ¢ine atomi. Atomska jezgra, koja ima puno vecu masu elektrona, giba
se puno sporije od elektrona pa mozemo za pojedinu udaljenost jezgri pretpostaviti mirovanje jezgri i rijesiti
Schrédingerovu jednadzbu samo za elektronsku valnu funkciju.

4 Bohrov radijus iznosi [9] a, = 0.529 177 210 67(12) A
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Karakteristike osnovnog stanja dimera *He,, odnosno rjeSenja Schrodingerove jednadzbe
(2.10) odredit ¢cemo Numerovom metodom [6] [7]. Numerova je metoda posebno pogodna za
rjesavanje diferencijalnih jednadzbi drugog reda, koje u sebi ne sadrze niti jedan ¢lan prvog
reda. One su oblika

2

d“y _
Y = gy +s() (2.13)

gdje su g(x) i s(x) poznate funckije.

Glavna je pretpostavka, od koje kre¢emo numericki rjeSavati diferencijalnu jednadzbu, da se
ona moze diskretizirati, tj. da promatrani interval moZemo podijeliti na odreden broj to¢aka,
koje ¢e biti dovoljno guste da ne bi izgubili svojstva kontinuiranosti. Odredimo pocetnu tocku
Xmin 1 Krajnju x,.x, t€ odaberemo na koliko Ny jednakih dijelova Sirine Ax Zelimo podijeliti to
podrucje. Oznaka x; = xi, + [ - Ax predstavlja tocku koja je i-ta po redu od pocetne tocke
Xmin = X0, @ ¥; = y(x;) vrijednost funkcije y u to¢ki x;. Na identi¢an nacin definiramo
vrijednosti funkcija g(x) i s(x).

Vrijednosti y;.4(x) i y;_;(x) aproksimiramo tako da razvijemo funkciju y(x) u Taylorov

red oko tocke x; do 5. stupnja. Zbrajajuci te razvoje dolazimo do Numerove formule [7]

(4x)?
Y1 |1+ Gner—5—
(4x)? (4x)?
= 2Yn [1 —50n 12 —Yn-1 |1+ gn—lT (2.14)
Ax)?
+ (Sp41 + 105, + S521) ( 12) + 0[Ax°®].
Za slu¢aj Schrodingerove jednadzbe (2.10) vrijedi
2u .
gn =77 [E =V (xn)] i Sy = 0.

Uvodenjem pokrate f,, = 1 + g, (4x)?/12, zapis (2.14) poprima pregledan oblik [7]

_ (12 - 1Ofn)yn — fn-1Yn-1
Yn+1 = -
fri1

Ovakav izraz nam omogucava da uz poznavanje y, | y,_; rekurzivnim putem dobijemo
funkcijsku vrijednost u svakoj tocki x; promatranog intervala, uz uvjet da znamo iznose

funkcijskih vrijednosti u pocetne dvije toCke naseg promatranog intervala. Takoder, ako
poznajemo zadnje dvije tocke, moZemo rjesavati diferencijalnu jednadzbu pocevsi od desnog
ruba te iz poznavanja y,,. 1 y, dobiti y,,_;, odnosno iz y,, i y,_; dobiti y,,_,.

To nas dovodi do iduce stavke naseg algoritma — pocetnih uvjeta. Spomenuli Smo da je ovo
problem rubnih uvjeta, tj. znamo iznose funkcijskih vrijednosti u pocetnoj i krajnjoj to¢ki naseg
intervala. Posto je promatrani sustav vezan, on mora biti lokaliziran u nekom podrué¢ju, odnosno

8
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njegova valna funkcija mora trnuti van tog podruéja. |z tog razloga u krajnjoj to¢ki 1;,.«, tj. Za
veoma velike He-He udaljenosti, postavljamo da je valna funkcija O ili zanemarivo malena. Na
vrlo malim He-He udaljenostima djeluje vrlo jaka odbojna sila, te valna funkcija i tu mora
trnuti. Zato i u pocetnoj tocki r,;, biramo jako malu vrijednost valne funkcije. Da bi zapoceli
provoditi Numerov algoritam potrebno je poznavati i funkcijsku vrijednost u drugoj tocki naseg
intervala ako kre¢emo rjesavati s lijeve strane odnosno u predzadnjoj tocki ako kre¢emo
rjesavati s desene strane. Teoretski za drugu ili predzadnju to¢ku mozemo odabrati bilo koju
vrijednost vecu od rubne jer njen Krivi iznos moze samo utjecati na to da rjeSenje bude to¢no
do na konstantni faktor. Naime, taj konstantni faktor normiranja mozemo lako odrediti iz
¢injenice da || = *y predstavlja gustoéu vjerojatnosti pa mora vrijediti

o T 2T [ o0

f f f Y*pdrddde = j |R|?r?dr = j ly|2dr = 1. (2.15)

000 0 0
Stoga dodatnu vrijednost biramo takvu da bi proracun bio numericki stabilan, odnosno da
vrijednosti ne osciliraju preko velikih raspona pozitivnih i negativnih eksponenata. Primjerice,
kada je Ax = 0.007 A, moZemo uzeti y, = 2.0-107%iy, = 3.0-107°,

Ranije smo spomenuli da na§ problem ima dvije nepoznanice, svojstvenu valnu funkciju i
svojstvenu energiju. Iz tog razloga koristimo se tzv. metodom pogadanja (shooting) [6]. Tom
metodom mi zapravo pogadamo energiju, a onda provodeci algoritam uoavamo pogreske i
probleme koji se javljaju, te tako ispravljamo pogreSku dok se ne dobije to¢na svojstvena
energija u kojoj funkcija ima ocekivano fizikalno ponasanje, odnosno zadovoljava prethodno
spominjane uvjete za valnu funkciju.

Osim traZenja svojstvene energije, takoder moZemo ispitivati kako se valna funkcija ponaSa
za ve¢ unaprijed zadanu energiju. Pri tome mozZemo informativno procijeniti broj ¢vorova
dobivenog rjeSenja. Treba napomenuti da za tako odabranu energiju, ako se ne pogodi to¢na
svojstvena energija ili pak ne bude jako blizu nje, valna funkcija se ne¢e ponasati u skladu s

kvantnom prirodom tog problema te se mogu o¢ekivati oscilacije ili pak divergencija funkcije.

Pri pogadanju energije E zgodno je koristiti neki iterativni postupak kojim se mozemo
postupno priblizavati egzaktnoj energiji osnovnog stanja Ey. U ovom ¢emo radu u tu svrhu
koristiti metodu bisekcije koja se sastoji od odabira intervala [Epi,, Emax] Unutar kojeg se nalazi
E,, a kojeg zatim raspolavljavamo 1 zadrzavamo onaj dio koji sadrzi E, ponavljajuci postupak
sve dok kona¢ni interval ne postane manji od zadane greske €. Uz t0 moZemo postaviti dodatni
uvjet ograni¢enja broja koraka kako na$ algoritam ne bi upao u beskonacnu petlju u slucaju da
pokupi neko krivo rjesenje. Taj uvjet je maksimalan broj koraka s kojima mozemo ispravljati
energiju metodom bisekcije, a mi smo ga postavili na N, = 1000. Za pocetni E,;, uvijek

mozemo odabrati minimum potencijalne energije jer je uvijek nizi od Ey. Zanima nas vezan
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sustav (E, < 0) pa sa sigurno$¢u mozemo postaviti poéetni Ey, 5, = 0. Prema ponaSanju valne
funkcije koju dobijemo uz odabir energije

E = Emin -|2' Emax (2.16)

odluc¢ujemo ho¢emo li odbaciti gornju ili donju polovicu intervala, odnosno ho¢emo li za novu
granicu postaviti Ey.x = E ili Eg, = E. Pri prvim, odnosno grubljim procjenama
odgovarajuceg intervala odluku donosimo na temelju broja ¢vorova valne funkcije, a u daljnjim
raspolavljanjima iz zahtjeva neprekidnosti valne funkcije. Oba postupka detaljno opisujemo u
u nastavku.

Prvi, grublji princip suzavanja granica energije [Empin, Emax] Vrl0 je jednostavan. Svodi se na
brojanje ¢vorova. U tu je svrhu dovoljno rijesiti jednadzbu (2.10) s lijeve strane od
iS¢ezavajuceg ruba x, do vece klasi¢ne tocke obrata X;j; jer nakon nje funkcija svakako mora
imati kvanta svojstva, tj. trnuti bez mijenjanja predznaka. Cak je pozeljno rjesavati samo do
Xijx- Naime, algoritam izvrSen s proizvoljnom E vrlo bi vjerojatno bio dobar za klasi¢no
dozvoljeno podrucje, ali bi se vjerojatno poremetio u klasi¢no zabranjenom podrucju jer bi
mogao pokupiti neko rjeSenje koje divergira ili oscilira i time stvoriti numeri¢ke probleme za
ostatak funkcijskih vrijednosti. PoloZaj tocke X;j; jednostavno je odrediti, moZemo uzeti zadnju
to¢ku u kojoj V — E mijenja predznak. Ako nema klasi¢nih tocaka obrata ili ako je predaleko,
moramo nuzno pro§iriti podruéje unutar kojeg trazimo rjeSenje. Kako promatramo samo
osnovno energijsko stanje, znamo da valna funkcija mora imati 0 ¢vorova 0od x, dO X;ji;. TO
nam pomaze u pogadanju energije. Ako je broj ¢vorova valne funkcije, koju dobijemo S
energijom E (2.16), ve¢i od nula, energiju treba smanjiti. Tada odabiremo Ey,,x = E te se
postupak ponavlja ispocetka. Odabir bi bio obrnut, odnosno E.,;, = E kada bi nam cilj bio
procijeniti radijalnu valnu funkciju nekog pobudenog stanja koje zahtjeva veci broj ¢vorova od
dobivenih.

Prethodnom procjenom mozemo samo ugrubo pogoditi da se trazeni energijski nivo nalazi
izmedu 2 njegova susjeda. Medutim, mozemo napraviti i finiju procjenu koristeci uvjete koje
kvantna fizika namece valnoj funkciji; zahtijevamo da valna funkcija i njena prva derivacija
budu neprekidne, tj. klase C!. To postizemo metodom uskladivanja (eng. matching). Kako bi
se osigurali da se ne bi stvorili numeric¢ki problemi, za odabranu E provodimo Numerov

algoritam od lijeve i od desne granice do x;jy. Dobivamo probna rjeSenja yl%|[x .
0,4ik1

yo | i, ] Cilj takvog algoritma je da se funkcijske vrijednosti u klasi¢noj tocki obrata X;y S

lijeve i s desne strane podudaraju, y*(xjq) = y° (X1, ili da budu u ogekivanom rasponu
pogreske. Medutim, proizvoljni odabir druge i1 predzadnje vrijednosti valne funkcije otezava
usporedbu. Kako taj odabir mijenja rjeSenja samo za konstantni faktor, tada ith mozZemo

jednostavno podesiti da budu jednaka tako da lijevo rjeSenje ostavimo, a desno reskaliramo

10
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L| = y}| D| = 2| .M (2.17)
Y xoxial = VPl a1 Y iaxny] = VP Beiaxne] YR (xjq)’ .
Potom konacne prave vrijednosti valne funkcije dobijemo normiranjem prema (2.15),
Ny
norm = Anyiz , Y= Y (2.18)
= yvnorm

Nakon toga slijedi uskladivanje prvih derivacija. Predzadnja dobivena rjesenja lijeve y" i desne

valne funkcije yP razvijemo u Taylerov red oko to¢ke spajanja i = ikl do drugog ¢lana [7]

1
yiie = yi = YA +5y" (407 + 0[(4x)%],

1
Yha = Y0 = ¥ Ax+ 5y (4x)7 + 0[(4x)°].

Sumirajuéi ta dva izraza i uzimajuéi y = yP = y; prema (2.17) iz ¢ega prema (2.13) slijedi
y't =y"? =y, = —g;y;, mozemo izvu¢i izraz za diskontinuitet prvih derivacija

iLo_ yig+yh— (14 —12/)y;

yIiD -y i Ax + 0[(AX')2].

U nasem smo kodu y'P — y’l.L oznadili sa skok. Ako je sada (y'? — y’iL)yi > 0 probna energija
E (2.16) je prevelika, moramo sniziti energiju, odnosno mijenjamo Ey,., = E te se postupak
ponavlja ispocetka za novu E na polovici novodobivenog intervala izraunatu prema (2.16).
Ako je pak (y’]i) - y’i.“)yi < 0, probna energija je premala i moramo je povecati, 0dnosnNo
mijenjamo Ey,;, = E te raCunamo novu E prema (2.16) i ponavljamo postupak provjere
(ne)prekidnosti prve derivacije.

Nakon §to je energija pogodena, tj. nasla se unutar intervala uzeg od date pogreske,
ispisujemo energiju E i vrijednosti valne funkcije za tu energiju, odnosno uredene ¢etvorke

udaljenosti He-He atoma te vrijednosti radijalne valne funkcije, gustoce vjerojatnosti i
potencijala (xl-, R; = z—z, yZ, Vi). Testove algoritma i rezultate raspravljamo u sljede¢em
poglavlju. Primjerak koda i potencijala dan je u dodacima na kraju rada.
Da sazmemo, za promatrani problem pseudokod bi glasio:
postavimo:
N, ekvidistantnih to¢aka x; izmedu rubova podrucja Xpin | Xmax
broj Zeljenih ¢vorova Ncvor i maksimalan broj koraka Nk (1 za fiksnu energiju E)
granice energije [Emin, Emax]
rubne uvjete za valnu funkciju: y[0], ¥[1], ¥[Nx-1], Y[Ny]

izraGunamo: V; i poloviste E = (Epnin — Emax)/2

11
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petlja po koracima k koja se izvrSava dok Epin — Emax > €
odredimo vanjsku klasi¢nu to¢ku obrata x;,
kada E — V; promijeni predznak x;;; = x;
ako je x;i; preblizu x,. ili nema druge, treba promijeniti granice xin, Xmax
procijenimo rjesenje y“ Numerovim algoritmom u intervalu [xo, xjq ]
izbrojimo nultocke N, u y*
ako je Nk > 1
ako je N, # Ncvor
ako k = 1 ispisujemo broj ¢vorova za danu E
ako je N, > Ncvor —» Ep.x = E
u suprotnom — Epin = E
E = (Enin — Emax)/2
ako je Nk = 1 ili N, = Ncvor
procijenimo rjesenje y2 Numerovim algoritmom u intervalu [x;x;, Xmax)
reskaliramo y? kako bi bilo yX (x;1) = y° (xi)
normiramo valnu funkciju prema (2.18)
ako je Nk > 1

izradunamo razliku derivacija y"* (xixr) — ¥'° (Xix1)
ako je y'" (i) = ¥'" Ctig) > 0 = Epax = E
u suprotnom = Epin = E

ispis rjeSenja valne funkcije za dobivenu svojstvenu energiju u obliku uredene cetvorke

12
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3 Karakteristike osnovnog stanja dimera helija

3.1 Energije

Prije iznoSenja konac¢nih rezultata moramo eliminirati utjecaj proizvoljno odabranih veli¢ina.
Primjerice, moramo se uvjeriti da je xpy;, dovoljno mali, odnosno x,., dovoljno veliki da
obuhvacaju cjelokupno podrucje unutar kojega postoji nezanemariva vjerojatnost pronalazenja
atoma helija u osnovnome stanju. Numerova formula (2.14) procjenjuje rezultate s greskom
O[Ax®] koja raste s propagacijom iste kroz korake od podetnih prema zadnje izraGunatim
vrijednostima valne funkcije. Stoga je pri testiranju intervala [xpin, Xmax] 0dabran dovoljno
mali Ax, odnosno dovoljno veliki N, kako bi njegov utjecaj bio zanemariv.

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

-1
-1.2
-1.4
-1.6

Slika 4. Energija osnovnog stanja dimera “He,, dobivena za HFDB potencijal, prikazana je
u ovisnosti 0 intervalu [Xyin, Xmaxl van kojega valna funkcija is¢ezava.

Obzirom na podruéje odbojnog djelovanja HFDB He-He potencijal (slika 3), x,;,, je testiran
u rasponu od 1 A pa do 2.6 A, dok je x,,.x poveéavan od 100 A do 900 A. Za to¢nost izra¢unate
energije uzimali smo pogresku ¢ = 1077, dok je svaki odabrani interval bio podjeljen na N, =
1000 000 jednakih djelova. Rezultati su prikazani na slici 4. Iz grafa je jasno vidljiva
konvergencija izmedu x, = 1A i x, = 1.6 A, a za x4 tek nakon 500 A. lako ostala
rjeSenja nisu matematicki kriva, ponasSaju se u skladu s varijacijskim teoremom. Naime, vrijedi
da ¢e bilo koja druga valna funkcija 1, imati vecu energiju od one koju daje valna funkcija

osnovnog stanja v, [7]

13
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W | H|p) = (o] H| o). (3.1)

Ocito je da poneki testirani izbori prisiljavaju valnu funkciju da utrne tamo gdje egzaktno
rjeSenje nije zanemarivo i samim time procjenjuju viSu energiju. Stoga za daljnje proracune s

HFDB potencijalom radi sigurnosti odabiremo x,,,;, = 1 A, a za x,,,,x = 800 A.

Takoder treba promotriti kako se mijenja to¢nost energije u ovisnosti o broju dijelova N, na
koje je podijeljen interval [xXmin, Xmax] 1 0 0dabranoj pogresci € za izraCunavanje energije E.
Testovi s HFDB potencijalom prikazani su na slici 5. Broj dijelova biran je izmedu 10% i 10° s
koracima od 10* te izmedu 10° i 10° s koracima od 10°, a pogreska od 10711 mK do 10~! mK.
Radi preglednosti koriStena je logaritamska skala za N,.. Energije su prikazane s y puta ve¢im
greskama kako bi iste bile vidljive. Koliko je Numerov algoritam dobar pokazuje i sama slika
5, na kojoj je jasno vidljivo da svaka grublja procjena do na greSku hvata energiju osnovnog
stanja dobivenu s ekstremno malom greskom poput & = 10711 mK. Ipak najpogodnije za
odabrati gresku od npr.e = 10" mK kao kompromis trajanju simulacije, izbjegavanju
numerickih greSaka i dobivanja preciznih rezultata. Kona¢na greSka moze porasti kao
posljedica ,,proizvoljnog™ odabira prethodno spomenutih parametara kao 1 povecat se
propagacijom iste kroz korake. Tako sa sigurno§¢u mozemo u tablici 1 zapisati vrijednosti

energije do na 3 decimale.

_]_6 T T T T T T T T T T T T T T
-1.65 .
T T T T T T OETY T T T T POTTY
% -1.7 F =
= H & H B HHHBEH 1y B H HBHEHA
%
H
R 175 - .
e=10"11 y=10% ——
L8 L L L =104, =108 I
8210_2.;{:2 —z—
=101, =1 —B—
_185 1 1 1 1 1 Lo | 1 1 1 1 1 Lo
10000 100000
Ny

Slika 5. Energija osnovnog stanja dimera “He,, dobivena za HFDB potencijal, prikazana je
u ovisnosti o broju dijelova, na koji je podijeljen interval [Xmin, Xmaxl, S Pripadnom pogreskom
€ koja je prikazana y puta vecom kako bi bila vidljiva.
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Tablica 1. Energije osnovnog stanja dimera *He, izracunate za razlicite He-He potencijale iz pgl. 2.2,

izrazene u mK i neV te usporedene s vrijednostima iz drugih radova.

Potencijal Energija/ mK Energija/ neV s:)ud;ﬂ ;ggsgg/ijrinié
HFDB -1.692 -145.8 -1.684 [9]
PCKLJS -1.615 -139.1 -1.62(3) [14]
SAPTSM -1.728(39) -148.9 -1.73(4) [12]
Korona -1.911 -145.6 -1.878 [11]

TTY -1.321 -113.8 -1.316 [11]
TTY+Ret -1.179 -101.6

Lennard-Jones | -24.646 -2123.8

Sli¢no kao za HFDB sljede¢i parametri su se i za ostale potencijale pokazali kao optimalni:
Xmin = 1A, Xmax = 8014, N, = 1 000 000 uz pogresku od 10~7 mK. lako su na slici 3 svi
potencijali veoma sli¢ni, vidimo u tablici 1 da i najmanje odstupanje Lennard-Jonesa, ono od
4 A do 6 A, dovodi do znagajnih odstupanja u svojstvenim energijama osnovnog stanja dimera
helija do cijelog reda veli¢ine. Ovo nam samo pokazuje koliko i najmanja promjena ili krivo
zadan potencijal u nekoj tocki moze dovesti do ovakvih nesrazmjernih rezultata. To znacajno
odstupanje Lennard-Jonesa bi trebalo biti uocljivo i na grafu svojstvenih valnih funkcija koje
¢emo obraditi u sljede¢em poglavlju. S druge strane modeli HFDB, SAPTSM i PCKLJS do na

standardnu devijaciju ili dvije predvidaju iste energije osnovnog stanja.

SAPTSM [12] je zadnji najsofisticiraniji prora¢un dobiven unutar Born-Oppenheimerove
aproksimacije, a jedino je za njega objavljena neodredenost cijele krivulje. Na§ proracun
energije i njene neodredenosti u potpunosti se slaze s predvidanjima autora potencijala [12].
Obzirom na ovakvu neodredenost i ¢injenicu da su stariji proracuni bili manje precizni, nema
smisla u rezultatima pisati vise od 3 znamenke iza decimalne toc¢ke. U tom se smislu dobro
slaZzu nase procjene i procjene drugih autora, sve su iste do na devijaciju SAPTSM modela, tj.
do na 0.04 mK. Najvece je odstupanje za Korona potencijal jer su autori razliite parametre
potencijala dali u razli¢itim mjernim jedinica, bez specificiranja koriStenih pretvorbenih
koeficijenata, dok smo mi koristili najnovije [9].

Radi lakse usporedbe s dodatnim podacima u literaturi, u tablici 1 napravljena je konverzija
jedinica iz mK u neV®°. Npr. mozemo usporediti rezultate sa slikom 6 iz ¢lanka [5], te vidimo
da podaci navedeni u tablici 1 koreliraju sa slikom 6. Slika 6 takoder prikazuje kako su teorijske

5 U vrijeme pisanja ovog rada konverzijski faktor izmedu K i eV bio je [9] 1 K = 8.617 3303 - 107> eV.
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procjene energije osnovnog stanja (prikazane krugovima) fluktuirale kroz povijest i kako se
slazu s eksperimentalnim procjenama (ozna¢enima eng. Expt i this work). Zanimljivo je kako
se poprilicno stari HFDB model dobro slaze s predvidanjima najnovijih modela. Zadnja
prikazana procjena, dana u (1.1), nije u savrSenom slaganju s procjenama koje daju modeli
TTY, TTY+Ret i Lennard-Jonesova aproksimacija HFDB potencijala. Zbog velike standardne
devijacije eksperimentalnog mjerenja nije moguce razluciti koji je model bolji: HFDB,
SAPTSM ili PCKLJS.

0
-
o
2 20
-
o -0 ® HFIMD
o
c
o -60 oTT
3 ® HFDHE2
= -B80 -
'E Expt. Luo etal. o
o 00 LMOAD* © ¥ Expt. Grisenti et al.
o
I LM2MZ @ TTY @ -
% -120 HFD-B3-FCIib @  * eviorsia
. EZIOrsKa rel.
T a0 HFDB2(E)  HFQB3FCIa ®  Praybytek
o HFDBHE) ®  *  sapTi e +Gdan'rtz N tms)‘(
5 SAPT2 @ Jeziorsk
E -160 SAPTunret. @ eElorska Work
o
-180
1975 1985 1995 2005 2015

Year of publication

Slika 6. Energije osnovnog stanja dimera *He, za razlicite potencijale u vrijeme njihova
otkric¢a usporedene Su s ekesperimentalnim procjenama. Slika je preuzeta iz rada [5] u kojem
Jje procijenjen podatak oznacen na slici ,, this work*. PNAS 113, 14651 (2016).
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3.2 Valne funkcije

0.06 _
L 0.033 |
0.05 AT K Lennard-Jones
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P,
= | TTY |
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0.02 7 _
0.01 : _
6
0 a8 Sl 8 Ptat dviri
0 50 100 150 200

r(He-He)/ A

Slika 7. Radijalne valne funkcije R(r) osnovnog stanja dimera *He, izracunate za razlicite He-He
potencijale dane u poglavlju 2.2.

Na slici 7 su graficki prikazane valne funkcije za potencijale navedene u poglavlju 2.2. Ove
rezultate smo dobili iz uvjeta za x;, = 1A, xma.x = 8014, a interval smo podijelili na Ny =
1 000 000 jednakih djelova, a za pogresku smo uzeli odstupanje od £ = 10”7 mkK.

Iz grafa se vrlo lako vidi da Lennard-Jones ima puno veca odstupanja od drugih
sofisticiranijih potencijala. Osim §to ima skoro dvostruko ve¢i maksimum, valna funkcija trne
ranije. Za ostale potencijale, vidimo da nema velikih odstupanja i veoma su sli¢ni, jedini koje
mozemo jo§ dodatno izdvojiti su TTY i TTY+Ret. Na 150 A valne funkcije se zna¢ajno priblize
0, pa ih dalje ni nema smisla prikazivati na linearnoj skali. Ako ovo usporedimo sa
potencijalima (slika 3), vidimo da ¢ak i najmanje odstupanje, od 4 A do 6 A, potencijala dovodi
do velikih promjena valne funkcije i iznosa energije (tablica 1).
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3.3 Usporedba s eksperimentalnim podacima

25 T T T T T T T T I T T T T T T T T I T T T
LT Eksperiment (pgl. 1.3) ———
E b bl
fiﬁ HFDB ——
20 + . i PCKLIS
3 TTY+Ret 1+
= 15
4
=P
(St
‘e 10 -
5 —
0 T
1 10 100

r(He-He)/ A

Slika 8. Radijalne gustoée vjerojatnosti R*r? osnovnog stanja dimera *He, izracunate s
razlicitim teorijskim modelima iz U pgl. 2.2 usporedene su s eksperimentalnim podacima [5] iz
pal. 1.3. Radi preglednije usporedbe koristena je logaritamska skala za He-He udaljenosti.

Iz podataka prethodno prikazanih na slici 7, odabrani su vise razli¢iti modeli, izraunate su
radijalne gustoc¢e vjerojatnosti i usporedene s eksperimentalno procijenjenim razdiobama
udaljenosti He-He atoma u dimeru *He,. Vidimo da su na$i rezultati prikazani linijama u
kvalitativnom smislu poprili¢no sli¢ni onima iz eksperimenta opisanog u poglavlju 1.3. Valja
podru¢ju maksimuma ne upadaju u danu pogresku eksperimentalnih podataka. No u ostalom
djelu toka sve funkcije, ¢ak i TTY model, koji je prikladniji za trimere helije [15], imaju gotovo
pa identi¢na poklapanja.
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4 Zakljucak

U ovom smo zavrSnom radu analizirali osnovno stanje dimera helija. Cilj nam je bio
procijeniti kako se predvidanja raznih teorijskih modela slazu s nedavnim eksperimentalnim
mjerenjima razdioba udaljenosti atoma helija u dimeru.

U tu smo svrhu koristili Numerovu metodu - numeri¢ku metodu za rjeSavanje posebnog tipa
diferencijalnih jednadzbi drugog reda koje u sebi ne sadrze niti jedan ¢lan prvog reda. Koristimo
se ba§ takvom numerickom metodom zato jer analitickim putem mozemo rijeSiti samo
najjednostavnije diferencijalne jednadzbe, dok je Schrodingerova jednadzba dosta
kompleksnija.

Nas$ je problem kvantne prirode, znamo da postoje dvije nepoznanice u Schrédingerovoj
jednadzbi — svojstvena valna funkcija i svojstvena energija. To znaci da sustav ne moze
poprimiti bilo koju energiju ve¢ samo odredene vrijednosti. Kako je Numerov algoritam
provediv samo za zadanu energiju, problem smo rijesili metodom pogadanja energije (eng.
shooting) primjenjuju¢i metodu bisekcije na pocetni interval od minimuma potencijalne
energije do nule. Polovili smo intervale do Zeljene preciznosti i nastavljali postupak s onima u
kojima se valna funkcija ponasala u skladu s kvantnom prirodom problema. Zahtijevali smo da
valna funkcija dobivena do vanjske tocke okreta ima 0 ¢vorova te da nakon nje pocne
eksponencijalno trnuti. Ocekivane probleme u klasicno zabranjenom podrucju izbjegli smo
traze¢i odvojeno rjesenja s lijeve i desne strane spomenute tocke. Uskladivanje (eng. matching)
postignuto je zahtijevajuci da rjeSenje bude kontinuirano, normirano i da ima neprekidne prve
derivacije.

Konacno, ispitali smo da su razni parametri simulacije, poput veli¢ine intervala unutar kojeg
trazimo rjeSenje, njegove diskretizacije, rubnih uvjeta i pogreske energije, odabrani tako da ne
utjeCu na konacne prezentirane rezultate. Nadalje, usporedili smo valne funkcije za razne
modele potencijala, te zakljucujemo da i najmanje promjene potencijala dovode do drasti¢nih
razlika kod samih valnih funkcija i energija sto najbolje prikazuje Lennard-Jones model.

Dobiveni rezultati prezentirani u ovom zavrsnom radu kvalitativno su vrlo sli¢éni onim
eksperimentalnima [5], iako postoje kvantitativna odstupanja, pogotovo oko maksimuma. Ta
su odstupanja puno veca, nego Sto je to vidljivo iz usporede teorijskih i eksperimentalnih
podataka u ¢lanku [5]. Razlog tome je §to su njihovi maksimumi namjeSteni da budu identi¢ni
i time se pokvari normiranje, te sama funkcija gubi na to¢nosti i preciznosti. Eksperimentalni
podaci najbolje se slazu s vrijednostima koje predvidaju teorijski modeli potencijala HFDB te
PCKLIJS, dok za ostale vidimo malo veca odstupanja poput TTY. lako se na prvu moze
pomislitida TTY nije dovoljno dobar i da se ne bi uopce trebao uzeti u razmatranje, to je primjer
modela potencijala koji se najbolje slaze [15] s eksperimentalno procijenjenim razdiobama
udaljenosti u trimerima helija, dok HFDB i PCKLJS predvidaju nesto vise maksimume.
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A Tipi¢ni kod za dimer helija

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include "Ep_HeHe HFDB.h"
//#include "Ep_Lennard-Jonesov.h"
//#include "Ep_PCKLJS.h"
//#include "Ep_Korona.h"
//#include "Ep_SAPTSM.h"
//#include "Ep_SAPTSMp.h"
//#include "Ep_SAPTSMm.h"
//#include "Ep_TTY.h"

//#include "Ep_TTY+Ret.h"

#define gama 8.2513141E-5 // [2mi/hbar**2] = 1/(mK A**2)

int main() {
double xmin, xmax, dx, ddx12;
int i, ikl, Nx, k, Nk, N@, Ncvor;
double norm, yikl, skok;
double emin, emax, e, greska;
double *x, *y, *vpot, *f;
char dat[80], tekst[125];

// ucitavanje postavki

FILE *par, *out;

par = fopen("dimer.ini", "r");
fgets(tekst, 125, (FILE*)par);
fscanf(par, " %1f %1f %d ", &min, &xmax, &Nx);
fgets(tekst, 125, (FILE*)par);
fscanf(par, " %d %1f ", &Nk, &greska);
fgets(tekst, 125, (FILE*)par);
fscanf(par, " %d %1f ", &cvor, &e);
fgets(tekst, 125, (FILE*)par);
fscanf(par, " %80s ", dat);

out = fopen(dat, "w");

fprintf(stdout, "%12.5e %12.5e\n", xmin, xmax);
x = (double *)malloc((Nx + 1) * sizeof(double));
y = (double *)malloc((Nx + 1) * sizeof(double));
f = (double *)malloc((Nx + 1) * sizeof(double));
vpot = (double *)malloc((Nx + 1) * sizeof(double));

dx = (xmax - xmin) / Nx;
ddx12 = dx * dx / 12.0;

// inicijalizacija udaljenosti atoma i potencijala
for (1 = 0; i <= Nx; ++i) {

x[i] = i * dx + xmin;
, vpot[i] = Ep(x[i]);

// granice energije
emax = 0.0;
emin = emax;
for (1 = 1; i <= Nx; ++i)
if (vpot[i] < emin) emin = vpot[i];
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// proracun za jednu energiju ili procjena bisekcijom ako e=0
if (e == 0.) e = 0.5 * (emin + emax);
else Nk = 1;

// rubni uvjeti
y[@] = 2.0E-009;
y[1] = 3.0E-009;
y[Nx] = 1.0E-009;
y[Nx - 1] = 2.0E-009;
for (i = 2; i <= Nx - 2; ++i) y[i] = 0.0;
// proracun za zadanu energiju ili njeno odredjivanje bisekcijom
for (k = 0; (k < Nk) & (emax - emin > greska); k++) {
// trazenje klasicnih tocaka obrata
f[@] = vpot[@] - e;
ikl = -1;
for (i =1; i <= Nx; ++i) {
f[i] = vpot[i] - e;
if (f[i] == 0.) f[i] = le-20; // zbog ©
if (f[i] != copysign(f[i], f[i - 1])) ikl = i;

}

if (ikl >= Nx - 2) {
fprintf(stderr, "Tocka klasicnog obrata predaleko");
exit(1);

}

if (ikl < 1) {
fprintf(stderr, "Nema tocke klasicnog obrata");
exit(1);

}

// pokrata u Numerovom algoritmu

for (i = 0; i <= Nx; ++i)
f[i] = 1. - ddx12 * gama * f[i];

N@ = ©; // brojac za nul-tocke

// odredjivanje lijevog rjesenja Numerovljevim algoritmom
for (1 = 1; i <= ikl - 1; ++i) {
y[i + 1] = ((12. - f[i]*10.)*y[i] - f[i-1] * y[i - 1]) / f[i + 1];
if (y[i] != copysign(y[i], y[i + 1]))
++NO;

}
yikl = y[ik1l]; // lijevo rj. u tocki spajanja

if (Nk > 1) {
// netocan broj nul-tocki, prilagodi energiju
if (N@ != Ncvor) {
if (k == 1)
fprintf(stdout, "korak E /K Broj_cvorova\n");
fprintf(stdout, "%5d%25.15e%5d\n", k, e, NO);
if (N@ > Ncvor)
emax = e; // prevelik broj nul-tocki, smanji energiju
else
emin = e; // premali broj nul-tocki, povecaj energiju
e = 0.5 * (emax + emin); // nova vrijednost energije

}

else
fprintf(stdout, "%25.15e%5d%5d\n", e, NO, Ncvor);

if (Nk == 1 || N@ == Ncvor) {
// odredjivanje desnog rjesenja Numerovim algoritmom
for (i = Nx - 1; i >= ikl + 1; --1i)
y[i - 1] = ((12. - 10.*f[i])*y[i] - fli+1]*y[i+1]) / f[i-1];
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}

// reskaliranje desnog rjesenja (radi spajanja rjesenja)
yikl /= y[ikl];
for (i = ikl; i <= Nx; ++i)

y[i] *= yikl;

// normiranje valne funkcije

norm = 0.0;

for (i = 0; i < Nx; ++i)
norm += y[i] * y[i];

norm = dx * norm;

norm = sqrt(norm);

for (i = 0; i <= Nx; ++1i)
y[i] /= norm;

// provjera kontinuiranost derivacije u tocki spajanja
if (Nk > 1) {
i = ikl;
skok = (y[i + 1] + y[i - 1] - (14. - 12.*f[i]) * y[i]) / dx;
fprintf(stdout, "%5d%25.15e%5d%14.8f\n", k, e, Ncvor, skok);
if (skok*y[i] > @.)
emax = e; // prevelika energija, smanji gornju granicu
else
emin = e; // preniska energija, povecaj donju granicu
e = 0.5 * (emax + emin); // procjena nove energije bisekcijom

// pohrana rjesenja

fprintf(out,

"# r R(r) R(r)~2r~2 V(r)\n");

for (i = @; i <= Nx; i=i+10)
fprintf(out, "%12.5e %16.8e %16.8e %16.8e\n",

return 0;

x[1], y[i] / x[i], y[i] * y[i], vpot[i]);

Ulazna datoteka dimer.ini s postavkama:

// xmin, xmax, Nx // domena

1.0 801.0 1000000

// Nk = broj koraka, greska

1000 1.0E-7

// Ncvor, e = energija(@ za procjenu bisekcijom)

0 0

// datoteka za pophranu rezultata

dimer - HFDB.txt
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B Primjer He-He potencijala (HFDB)

// r u A, Ep u mK
double Ep(double r) {

double
double
double
double
double
double
double
double
double

double
double
double

epsil = 10.948e+3;
rm = 2.963;

av = 184431.01;
alf = 10.43329537;
bet = -2.27965105;

dv = 1.4826;
c6 = 1.36745214;
c8 = 0.42123807;

clo = 0.17473318;

X =r/ rm;
f3 = c6 / pow(x, 6) + c8 / pow(x, 8) + c10 / pow(x, 10);
f4 = av * exp(-alf * x + bet * pow(x, 2));

if (x >= dv) {

}

else {

return epsil * (f4 - f3);

double f2 = exp(-pow((dv / x - 1.0), 2));
return epsil * (f4 - f3 * f2);
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