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Uvod

Apolonije iz Perge (ca. 262. pne. - 190. pne.) je grcki matematicar nazvan
"veliki geometar”. Studirao je u Aleksandriji, gdje je uc¢io od Euklidovih
sljedbenika, radio u Efezu i Pergamu. U svom glavnom djelu Elementi ko-
nika u 15 knjiga temeljito je obradio teoriju presjeka stosca i to ¢isto geome-
trijskim pristupom. Njegovi su rezultati bili toliko potpuni i podrobni da
se danasnja euklidska geometrija nije mnogo odmakla od njegovih spoznaja.
Sacuvane su prve Cetiri knjige na grckom, tri na arapskom prijevodu, dok
su ostale izgubljene. Prvi je za konike upotrijebio nazive elipsa i hiperbola
(naziv parabola je prvi upotrijebio Arhimed) i ustanovio da se sve tri vrste
presjeka mogu dobiti presijecanjem stoSca ravninom.

Uz Apolonija su vezani pojmovi kao Apolonijeva kruznica, Apolonijeva mreza
i Apolonijev problem. Geometrijsko mjesto tocaka za koje je omjer udalje-
nosti od dvije razlicite tocke konstantan je kruznica cije srediste lezi na pravcu
AB i prolazi tockama M i N na praveu AB koje dijele duzinu AB (iznutra
i izvana) u danom omjeru. Kruznicu s tim svojstvom nazivamo Apolonijeva
kruznica. U slucaju kada je omjer udaljenosti od dvije tocke jednak 1, tada
govorimo o simetrali duzine AB.

U kombinatorici, Apolonijeva mreza je neusmjereni graf koji se dobije re-
kurzivnim dijeljenjem trokuta na tri manja trokuta. Moze se geometrijski

realizirati i to na nacin da se zapocme s tri kruznice koje se medusobno do-
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diruju, zatim upisati u prazninu koju ¢ine jos jednu koja dodiruje sve tri
(Apolonijev problem), dalje se nastavlja rekurzivno za nove praznine koje
kruznice cine.

Apolonijev problem je konstruktivni geometrijski zadatak sto ga je prvi pos-
tavio i rijesio Apolonije u djelu Elementi konika, a glasi:

Konstruiraj sve kruznice u ravnini koje dodiruju tri zadane kruzZnice.
Promatrajué¢i uz kruznice jos tocke i pravce, Apolonijev problem mozemo
generalizirati na sljedec¢i nacin. Definirat ¢emo Apolonijev problem reda n:
Neka je M = {K, Ps, T} multiskup koji se sastoji od tri razlicita ele-
menta beskonacne kratnosti: K koji oznacava kruznicu, P pravac i T tocku.
Apolonijev problem reda n,n € N, je konstruktivna zadac¢a u kojoj se
trazi kruznica koja dodiruje n zadanih elemenata multiskupa M. Ukupan
broj razli¢itih problema za Apolonijev problem reda n jednak je broju kom-
binacija s ponavljanjem n — tog razreda multiskupa od 3 razli¢ita elementa
-

Za n = 1 trazimo kruznicu koja dodiruje samo jedan od elemenata mul-
tiskupa M. Za ovaj red dobijemo tri razli¢ita problema ((3+}_1):(‘;’):3)
i to: "Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadanu kruznicu”; ”Konstruiraj
kruznicu koja dodiruje zadani pravac”; ”Konstruiraj kruznicu koja prolazi
zadanom tockom”.

Za n = 2 trazimo kruznicu koja dodiruje elemente odredene kombinaci-
jom s ponavljanjem reda 2 multiskupa M i to njih Sest ((3+§_1):(3):6):
(K,K),(P,P),(T,T),(K,P),(K,T),(P,T). Npr. za kombinaciju (K, K)
problem glasi: ”Konstruiraj kruznicu koja dodiruje dvije zadane kruznice”;
za kombinaciju (P,T) problem glasi: ”Konstruiraj kruznicu koja dodiruje
zadani pravac i prolazi zadanom tockom”.

Za n = 3 trazimo kruznicu koja dodiruje elemente odredene kombinaci-
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jom s ponavljanjem reda 3 multiskupa M i to njih deset ((3+§_1):(g):10):
(K,K,K),(P,P,P),(T,T,T),(K,P,T),(K,T,7),(P,T,T), (K, P, P),
(P,K,K),(P,P,T),(T,K,K). Npr. za kombinaciju (K, K, K) imamo ori-
ginalni Apolonijev problem: ”Konstruiraj kruznicu koja dodiruje tri zadane
kruznice”; za kombinaciju (K, T, P) problem glasi: ”Konstruiraj kruznicu
koja dodiruje zadanu kruznicu, zadani pravac i prolazi zadanom tockom”.
Za n > 4 problem je analogan prijasnjim sluc¢ajevima.

U ovom radu ¢emo promatrati Apolonijev problem reda n = 1,2,3 i poka-
zati zasto nije interesantno promatrati Apolonijeve probleme reda vecéeg od 3.
Zadace je moguce rijesiti euklidskom konstrukcijom (koristeéi ravnalo i Sestar),
Sto ¢emo u ovom radu pokazati i to koriste¢i metodu inverzije.

Medutim, razmatranje ovih problema, napose odredivanje sredista rjesenja
uz koristenje metode geometrijskih mjesta tocaka, donijet ¢e nam vrlo za-
nimljive i vrijedne geometrijske rezultate i izvan konteksta konstruktivne
geometrije. Pokazat ¢e se da dobivena geometrijska mjesta sredista rjesenja
vec¢ine Apolonijevih problema predstavljaju jednu koniku. Stoga se svaka ko-
nika moze alternativno definirati kao geometrijsko mjesto sredista kruznica
koje su rjesenje odredenog Apolonijevog problema.

U svrhu lakseg pracenja teksta i njemu odgovarajuéih slika, zadani elementi
¢e biti plave, geometrijsko mjesto sredista kruznica odgovarajuceg Apolonije-
vog problema tamnozelene, rjeSenje konstruktivne zadace crvene, geometrij-
sko mjesto sredista Apolonijevog reda nizeg od promatranog zelene i pomo¢ni

elementi crne boje.
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Poglavlje 1

Metode konstruktivne

geometrije

1.1 Konstruktivna geometrija u matematici

Prije Euklida stari su Grei u geometriji koristili iskljucivo tehnike konstruk-
tivne geometrije, pri ¢emu odredene tvrdnje nisu dokazivali ve¢ su ih smatrali
neupitno istinitima i iz tih istina izvodili ostale zakljucke. Euklid je sva ta
znanja sistematizirao i postavio geometriju deduktivno uzimajuci te neupitne
istine za aksiome pomoc¢u kojih je potom dokazivao sve ostale tvrdnje. De-
finirajuc¢i geometriju ravnine aksiomatski, Euklid ju je apstrahirao i odvojio
od klasicnog modela u kojem je pocetno bila realizirana.

Tako je konstruktivna geometrija postala tek jedna od moguéih realizacija
klasiénog modela geometrije, a klasi¢ni model tek jedan od moguc¢ih modela
geometrije.

Oznacimo sa m ravninu u klasicnom modelu euklidske geometrije. Bilo koji
podskup ravnine m nazivamo geometrijskom fugurom ili krac¢e figurom rav-

nine 7. Konstruirati neku figuru znaci "nacrtati” tu figuru na crtacoj plohi.
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Svaki problem u kojem se trazi konstrukcija figure sa zadanim svojstvima
nazivamo konstruktivhom zada¢om. RjeSenjem konstruktivne zadace sma-
tramo svaku figuru koja ima trazena svojstva postavljena u toj konstruktiv-
noj zadaci. Pri rjeSavanju konstruktivnih zadaca koristimo se nekim stan-
dardnim metodama koje uspjesno pomazu pri konstrukciji rjeSenja konstruk-
tivnih zadacéa odredenog tipa. To su: metoda presjeka (geometrijskih mjesta
tocaka), metoda izometrija (osna simetrija, centralna simetrija, translacija,
rotacija), metoda homotetije, metoda sli¢nosti, algebarska metoda i metoda
inverzije.

Rjesavanje nekih geometrijskih problema moze biti poprilicno mukotrpno,
dok rjesavajuci isti problem koriste¢i neku od prethodno navedenih metoda
mozemo uvelike pojednostavniti postupak rjesavanja.

Primjer. Konstruiraj trokut kojemu su zadane duljine t,,t, i . njegovih
teziSnica.

Analiza: Neka je T teziste trokuta AABC' i neka su P;, P, i P3 polovista
stranica AB, BC' i C'A redom. Translatirajmo tocku T za vektor ﬁ, tj.
neka je 7" = tar(T). Buduéi da je |[AT| = 2|T R to je i |[TT'| = 2|TP;|

pa se ¢etverokutu T'BT'C dijagonale raspolavljaju. Zaklju¢ujemo da je on
paralelogram. Slijedi |CT"| = [TB| = 3t,, |[TT'| = 3t i |CT| = 3t.. Trokut
ATT'C mozemo konstruirati.

Konstrukcija: Zadane su duljine teziSnica t,, 1, i t..

1° Podijelimo duzine duljina t,,%, i t. na tri jednaka dijela.

2° Konstrukcija trokuta ATT'C.

3° Konstrukcija paralelograma T BT'C.

4° A je centralno simetri¢na slika od 7" s obzirom na T’

Trokut AABC' je trazeni trokut.

Na elegantan nacin smo rijesili ovaj problem koriste¢i metodu translacije.
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Slika 1.1: Konstrukcija trokuta

Da smo problem rjesavali koriste¢i alate trigonometrije, naisli bismo na ne-
potrebno dugi racun.

Konstruktivna geometrija nam pruza novi pogled na rjeSavanje problema,
originalnost, logicko i stvaralacko misljenje. Nije svrha samoj sebi, kao nesto
lijepo nacrtati, ve¢ rijesiti zadani zadatak. Cesto je konstruktivno rjesenje i
najelegantnije i ono obi¢no daje putokaz za rjeSavanje i drugim tehnikama.
U ovom radu se bavimo rjesavanjem konstruktivnih zada¢a metodom inver-

zije.

1.2 Inverzija

Definicija 1.1 Neka je u ravnini © dana kruznica ¢=k(O,r) i neka je m*
ravnina m bez sredista kruznice c. Preslikavanje i: 7* — w* naziva se inver-
zijom obzirom na kruznicu c ako vrijedi:

(a) tocke O, T i njoj pridruzena tocka T’ su kolinearne

(b) tocke T i T’ su s iste strane tocke O

() |0T]- 10T =

Uvodimo oznake: ¢ za kruznicu inverzije, O za srediste ili pol inverzije,
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r za radijus inverzije, r?

za potenciju inverzije.
Konstrukcija pridruzene tocke:
Razlikujemo dva slucaja:
(a) Neka je T € 7* izvan kruznice inverzije c:
1° e=k(O,7),r >0
2° OT
3° P poloviste duzine OT
4° k= k(P, 3|0T))
5°{C,D}=knNc
6°p=CD
7°{T"}=pN OT
Dokaz. Po poucku K — K o sliénosti trokuta vrijedi AOTC ~ AOT'C
(LOT'O=20CT=90° te zajednicki kut ZTOC). To povlaci %z% iz
cega slijedi |OT| - |OT"|=|OC|> =12 =

(a) tocka T izvan kruznice (b) to¢ka T unutar kruznice

Slika 1.2: Konstrukcija tocke inverzije

(b) Neka je T' € «* unutar kruznice inverzije c:

1° e=k(O,r),r >0
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2° OT

3° 0 okomica kroz T na duzinu OT
4 Cekno

5° t okomica kroz C na duzinu OC
6° {T"}=tNOT

Dokaz. Analogan slucaju (a). m

Propozicija 1.2 Neka je k = k(S,r) kruznica i P € w\k toc¢ka. Neka je p
proizvoljan pravac koji sijece kruznicu k u tockama Q1 i Qo 1 prolazi kroz P.

Tada umnozak |PQ1| - |PQ2| ne ovisi o pravcu p.

Dokaz. Razlikujemo vise slucajeva:
a) Neka se P nalazi izvan kruznice i neka je p’ pravac koji prolazi tockom P

i sijece kruznicu k u tockama Q' i Q5.
J 1 2

Slika 1.3: Slucaj a)

Buduéi da su kutovi ZQ1Q5P i ZPQ,Q) obodni kutovi nad istom tetivom
Q1QY, to vrijedi ZPQQ| = £Q1Q5P. Po poucku K — K o sli¢énosti slijedi
APQLQ: ~ APQ,Qs (zajednicki kut Q| PQ;) pa vrijedi % = e Za-
Kljucujemo [PQ}| - [PQ| = [PQs| - |PQ1].
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b) Neka se P nalazi unutar kruznice i neka je p’ pravac koji prolazi tockom

P i sijece kruznicu k u tockama Q) i Q).

Slika 1.4: Slucaj b)

Buduéi da su kutovi ZQ Q1P i ZPQ,Q obodni kutovi nad istom tetivom
Q) Q2, to vrijedi LPQ2Q) = £Q1Q5P. Kutovi LQyPQ), i ZQPQ) su vrini
pa su jednake velicine. Po poucku K — K o slicnosti slijedi APQ2@Q, ~
APQ,Q pa vrijedi I}}Zgz} = }ig,ﬂ Zakljucujemo |PQ,| - |PQ}| = |PQ2| -
|PQ.

c) Neka se P nalazi izvan kruznice i neka vrijedi da je p tangenta kruznici k

i da je p’ pravac koji prolazi sredistem kruznice k. Oznacimo dodirnu tocku
pravea p i k sa Q1(= @2). Bududi da je ZP@1S = 90°, to vrijedi Pita-
gorin poucak za APSQ: |PQ:|* = |PS|> —r* = (|PS| —r)(|PS| + 1) =
|PQY| - |PQ%|. Ako promatramo proizvoljni pravac p” koji prolazi kroz P i
sijece kruznicu u dvije tocke, po 1° (promatrajuéi pravce p’ i p”), tvrdnja
vrijedi. m

Umnozak duljina odsjecaka iz propozicije nazivamo potencija tocke P ob-
zirom na kruzZnicu.

Svojstva inverzije:
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(1) Svaka tocka kruznice inverzije je fiksna.

Slijedi iz definicije, tj. svojstava (a), (b) i (c).

(2) Inverzija je involucija, odnosno vrijedi i o ¢ = 1% pa je stoga
i bijekcija.
Slijedi iz same definicije inverzije, a i iz same konstrukcije inverznih tocaka

te svojstva (1).

(3) Pravac koji prolazi polom inverzije (osim samog pola) presli-
kava se u samog sebe kao figura.

Slijedi iz svojstva (a).

(4) Kruznica koja je ortogonalna na kruznicu inverzije preslikava
se u samu sebe kao figura.

Dokaz. Neka je ¢ = k(O,r) kruznica inverzije i kruznica d sa sredistem u

Slika 1.5: Svojstvo inverzije (4)

S njoj ortogonalna. Neka je T proizvoljna toc¢ka kruznice d te T € d N OT.
Svojstva (a) i (b) vrijede. Pokazimo za svojstvo (c): Po Propoziciji [1.2]slijedi
|OC| - |OC|=|0T)| - |OT'| pa je |OT| - |OT'|=r?. =
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(5) Svaka kruznica koja prolazi polom inverzije i ne sijece kruznicu
inverzije preslikava se u pravac koji je paralelan tangenti te kruznice

u polu i udaljen od O za ;—Z, gdje je p polumjer kruznice k.

Slika 1.6: Svojstvo inverzije (5)

Dokaz. Neka je ¢ = k(O,r) kruznica inverzije i k& kruznica sa sredistem u
S koja prolazi polom inverzije i ne sijece c¢. Neka je A € kN OS te A’ njoj
inverzna tocka. Kroz A’ povucimo okomicu k' na pravac OS. Pokazimo da
vrijedi i(k) = k"

Neka je T € E\{O, A} i T" € ¥ N OT. Po poucku K — K o sli¢nosti tro-
kuta vrijedi AOAT ~ AOA'T' (LOTA = LZT"A'O = 90° i zajednicki kut
ZAOT). Stoga je 1371 = 1551, to povlaci |OT'[ - |OT| = |OA'| - |0A] = r2.
Dakle, T = 4(T). Slijedi |OA'| =

r2

2
T i
oa] — 3 W

(6) Svaki pravac koji ne sijeCe kruznicu inverzije preslikava se u
kruznicu koja prolazi polom inverzije.

Vrijedi po (5) jer je inverzija involucija.
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(7) Svaka kruznica koja prolazi polom inverzije i sije¢e kruznicu
inverzije preslikava se u pravac koji prolazi sjecistima.

Dokaz. Neka je ¢ = k(O,r),r > 0 kruznica inverzije i k kruznica koja ju

Slika 1.7: Svojstvo inverzije (7)

sijece u tockama C' i D. Povucimo pravac OS i neka je {O, A} = kN OS.
Buduéi da je S poloviste duzine OA, a k = (S, |OS|) po konstrukeiji inverzne
tocke, CD N OA = {A'} je inverzna tocka od A.

Buduéi da je ADCO jednakokracan i |DA'| = |A'C|, to je LZOA'D =
LOA'O = 90°(x). Po K - K poucku o slicnosti trokuta slijedi AOAC ~
AOA'C ((¥) i zajednicki kut ZAOC). To povlaci {551 = 154l pa je [OA| -
|OA'| = |0C|-|0C| = r*.

Neka je T' € k proizvoljna tocka i {T"} = OT' N CD. Lako se pokaze da je

AOTA ~ AOT'A’ pa vrijedi IG5} = 187 = [0A] - |OA| = |OT| - [OT'| =

iz cega slijedi T" = ¢(T). m

(8) Svaki pravac koji sijeCe kruznicu inverzije i ne prolazi polom
preslikava se u kruznicu koja prolazi polom inverzije i sjeciStima

tog pravca s kruznicom inverzije.
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Vrijedi zbog (7) jer je inverzija involucija.

(9) Svaka kruznica koja ne prolazi polom inverzije preslikava se
opet u kruznicu.

Dokaz. Neka je c = k(O,r),r > 0 kruznica inverzije, k kruznica sa sredistem
u S koja ne prolazi kroz O. Neka je {A, B} = OSNkte A’ =i(A),B = i(B)
i T" =4i(T), za proizvoljan T' € k.

Slika 1.8: Svojstvo inverzije (9)

Pokazimo da je Z/B'T'A" =90°.

Iz |OT| - |OT'| = |OA] - [OA| = 12, slijedi (051 = 157 (+). Po S — K — 3
poucku o sli¢nosti trokuta zakljucujemo AOT A ~ AOA'T’ ( (*) i zajednicki
kut ZAOT) to povlaci LTAO = ZOT'A’. Analogno se pokaze da vrijedi
ZTBO = ZOT'B'. Sada je £B'T'A" = LZOT'A" — Z0T'B" = (180° —
/BAT) — ZTBO = ZATB = 90°. Stoga T lezi na kruznici s promje-
rom B’A’. Dakle, k se preslikava u kruznicu s promjerom B'A’.

[

(10) Inverzija je konformno preslikavanje (¢uva kut izmedu krivu-
lja).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da inverzija ¢uva kut izmedu pravaca. Razli-

10
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kujemo tri slucaja:

1. Pravci prolaze polom inverzije O.

Tvrdnja za ovaj slucaj slijedi po svojstvu (3).

2. Jedan pravac prolazi polom inverzije O, a drugi ne.

Neka je p; pravac koji prolazi, a p, pravac koji ne prolazi polom inverzije.
Neka su p| = i(p1) 1 ph = i(p2). Po svojstvu (3) je p1 = p} te , a p, je po

svojstvu (8) (ili (6)) kruznica koja prolazi polom inverzije.

R
fal P1=n

(a) Paralelni pravci (b) Pravci se sijeku

Slika 1.9: Slucaj 2

Razlikujemo dva podslucaja:

2a) Pravci p; i py su paralelni. Tada je kut Z(py,p2) = 0°. Bududi da p),
prolazi kroz O, po svojstvima inverzije (2) i (5) slijedi da je pravac i(p)) = po
paralelan s tangentom kruznice p), koja prolazi kroz O, a time i s pravcem
p1. Sada iz p; = pj slijedi da je Z(p}, ph) = 0°.

2b) Pravci p; 1 py se sijeku. Neka je A njihovo sjeciste i neka je Z(py,p2) = a.
Po svojstvu (5), ps je paralelan s tangentom ¢ kruznice pf u tocki O. Dakle,
Z(t,p1) = Z(p1,p2) = «, odnosno Z(p), ph) = «a.

3. Niti jedan od pravaca ne prolazi centrom inverzije. I ovdje ralikujemo

11
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dva podslucaja:

3a) Pravci su paralelni. U tom slucaju je tvrdnja trivijalna, jer je Z(py, pa) =
L(ty,ta) = Z(p), ph) = 0°, gdje su t; ity tangente u tocki O na kruznice p; i
po redom. Naime, t; || p1 ity || p2 pa zbog py || pe vrijedi ty || to.

3b) Pravci se sijeku. Tada su p} i p, kruznice koje prolaze polom inverzije, a

pravci p; 1 py paralelni s tangentama t; i ty kruznica p) i p), redom. Dakle,

Z(p1,p2) = L(t1, t2) = Z(p}, ph).

”m P2

(a) Paralelni pravci (b) Pravci se sijeku

Slika 1.10: Slucaj 3

12



Poglavlje 2

Apolonijevi problemi

2.1 Apolonijev problem reda 1

U ovom odjeljku razmatramo probleme koji spadaju u Apolonijev problem
reda 1. Za svaki problem ¢emo odrediti geometrijsko mjesto sredista svih
rjesenja.

1. Konstruiraj kruznicu koja prolazi zadanom tockom i odredi ge-
ometrijsko mjesto srediSta kruznica sa zadanim svojstvom.

Neka je A zadana tocka te T' # A proizvoljna tocka ravnine w. Kruznica s
trazenim svojstvom je k = k(T |AT|). Buduéi da je T' proizvoljna tocka rav-
nine, kruznica s trazenim svojstvom ima beskona¢no mnogo, a geometrijsko

mjesto sredista tih kruznica je 7\ {A}.

2. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadani pravac i odredi ge-
ometrijsko mjesto srediSta kruznica sa zadanim svojstvom.

Neka je p zadani pravac i T' ¢ p. Iz tocke T' spustimo okomicu o na p te
sjeciste tih pravaca ozna¢imo sa P ( pNo = {P}). Kruznica s trazenim svoj-

stvom je k = k(T |PT|). Buduéi da je T proizvoljna toc¢ka ravnine, kruznica



Poglavlje 2. Apolonijevi problemi

s trazenim svojstvom ima beskonacno mnogo, a geometrijsko mjesto sredista

tih kruznica je 7 \ p.

3. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadanu kruznicu i odredi
geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim svojstvom.

Neka je k = k(S,r), gdje je r proizvoljan pozitivan realan broj, zadana
kruznica te T proizvoljna tocka ravnine 7 \ k. Neka je ST Nk = {1}, T>}.
Neka je T s iste strane tocke S kao i T. Kruznica s trazenim svojstvom
je ki1 = k(T,|T\T|). Bududi da je T proizvoljna tocka ravnine, kruznica s
trazenim svojstvom ima beskonac¢no mnogo, a geometrijsko mjesto sredista

tih kruznica je 7 \ k.

2.2 Apolonijev problem reda 2

U ovom odjeljku razmatramo probleme koji spadaju u Apolonijev problem
reda 2. Za svaki problem ¢emo odrediti geometrijsko mjesto sredista svih
rjesenja.

1. Konstruiraj kruznicu koja prolazi dvjema zadanim tockama
i odredi geometrijsko mjesto srediSta kruznica sa zadanim svoj-
stvom.

Neka su A i B zadane tocke te A # B. Kako srediste trazene kruznice treba
biti jednako udaljeno od A i B, to srediste lezi na simetrali duzine AB, iz
cega slijedi da tih kruznica ima beskona¢no mnogo. Neka je T' proizvoljna
tocka simetrale duzine AB. Tada je k(T,|TA|) kruznica s trazenim svoj-
stvom. Dakle, geometrijsko mjesto sredista rjesenja je simetrala duzine AB.
U slucaju kada je A = B zadatak se svodi na prvi slucaj Apolonijeva pro-

blema reda 1.
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2. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadanu kruznicu i prolazi
zadanom tockom te odredi geometrijsko mjesto srediSta kruznica
sa zadanim svojstvom.

Neka je zadana tocka A i kruznica k = k(S,r), gdje je r proizvoljan po-
zitivan realan broj te neka se A nalazi izvan k. Neka je T} € k pro-
izvoljna tocka. Neka je STy Ns = {Si}, gdje je s simetrala duzine ATj.
Tada je ky = k(S1,]S171]) kruznica s trazenim svojstvom. Buduéi da je
T, proizvoljna tocka kruznice k, to takvih kruznica ima beskonac¢no mo-
nogo i vrijedi [|S14]| — [S1S]| = ||S14] — (|SiT| + |TWS)|| = |ThS| = r,
za svaki T} € k i S; konstruiranu na prethodno opisani nacin. Taj za-
kljucak nam govori da je geometrijsko mjesto sredista kruznica s trazenim
svojstvom podskup hiperbole H (A, S, ) sa zaristima A i S i realnom poluosi
5o H={T € m:||AT| — |ST|| = r}. Pokazimo drugu inkluziju, tj. neka
jeT € H(A,S,5). Tada je r = ||T'S| — |T'A||, odnosno r = [T'S| — [T'A|
ili r = —|TS| + |TA| iz ¢ega slijedi |T'S| = |TA| + r ili |TA| = |TS| + r.
U oba slucaja je k; = k(T,|TA|) kruznica s trazenim svojstvom (u prvom
slucaju dodiruje zadanu kruznicu izvana, a u drugom iznutra) pa vrijedi da
je hiperbola H(A, S, ) podskup geometrijskih mjesta sredista rjesenja.

U slucaju kada se A nalazi unutar kruznice k geometrijsko mjesto sredista
kruznica s trazenim svojstvom je elipsa sa zaristima A iS5, F(A,S,5): E =
{T € 7 : ||AT|+|ST|| = r}. Naime, neka je T srediste kruznice ko = k(T,71)
s trazenim svojstvom koja k dodiruje u P. Tada vrijedi r = |PT| + |T'S| =
|AT'| + |T'S| jer ky prolazi kroz A. Dakle, T' pripada elipsi £/(A4, S, 7). Poka-
imo i drugu inkluziju, tj. neka je T' € E(A, S, 7). Tada je |[TA| +[T'S| = r.
Kruznica ky = k(T,|TA|) je kruznica s trazenim svojstvom pa je T srediSte

trazene kruznice.

15
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(a) Tocka A je izvan kruznice k (b) Tocka A je unutar kruznice k

Slika 2.1: Konstrukcija kruznice koja dodiruje kruznicu k i prolazi tockom A

U slucaju kada vrijedi A € k, geometrijsko mjesto sredista kruznica s trazenim
svojstvom je pravac AS bez tocke A.

Inverzijom mozemo jednostavnije konstruirati rjeSenje na sljedeéi nacin: Neka
jec=k(A,p), gdje je p proizvoljan pozitivan realan broj i k' = i(k). Inverzna
slika bilo koje tangente na k', koja ne prolazi kroz A, je rjeSenje problema.
Zaista, neka je t tangenta kruznice k&’ koja ne prolazi kroz A. Tada je kut
koji zatvaraju t i k' jednak 0° i i(¢) = t' kruznica koja prolazi polom inver-
zije A. Buduéi da je inverzija konformno preslikavanje i involucija, vrijedi
L(t, k') = Z(i(t),i(K")) = Z(t', k). U slucaju da je A € k trazena rjeSenja su

inverzne slike pravaca paralelnih s k' = i(k).

3. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje dvije zadane kruznice te
odredi geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim svojstvom.
Neka su ky = k(S1,71), ke = k(Se,r2), gdje su ry, ry pozitivni realni brojevi,
zadane kruznice te neka se ne sijeku i ne leze jedna unutar druge. Odabe-
rimo proizvoljnu tocku O izvan tih kruznica i ozna¢imo s ¢ = k(O, p), gdje
je p pozitivan realan broj, kruznicu inverzije. Neka su k] i k) inverzne slike

kruznica ki i ko redom te ¢y, %5, t3 1 t4 zajednicke tangente kruznica kj i k5.

16
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Kruznice s trazenim svojstvom su inverzne slike tih tangenti, oznac¢imo ih
t,th,t5 i t). Neka t] dodiruje kruznice k i ko izvana, t iznutra, t5 i tj jednu
od kruznica izvana, a drugu iznutra. Buduéi da je O proizvoljna tocka izvan
zadanih kruznica, zakljucujemo da svakom tockom izvan k; i ko prolazi neko
rjesenje zadace.

Sredista kruznica t] i ¢}, leze na hiperboli sa zaristima S i Ss i realnom poluosi
el H (S, Sy, M52 H = {T € 72 ||TSi| — |T'Se|| = |r1 — ro|}. Naime,
neka je T srediste kruznice koja dodiruje zadane kruznice izvana (iznutra),
radijusa r. Tada vrijedi ||T'S1| — |T'Sa|| = || + r1| — |7 + 72|| = |r1 — 72
(NTS] = TS|l = llr =nf = |r =rofl = | =711+ 72 = [r1 —r2), 4.
T e H=A{T €« : ||TS| — |TSs|| = |r1 — ra|}. Lako se pokaze i druga
inkluzija, tj. da je hiperbola H = {T" € = : ||T'Si| — |T'Sa|| = |r1 — 72|}

podskup geometrijskih mjesta sredista rjesenja.

(a) Kruzmice koje dodiruju za- (b) Kruznice koje dodiruju za-

dane kruznice izvana ili iznutra dane kruznice izvana i iznutra
Slika 2.2: Konstrukcija kruznice koja dodiruje dvije zadane kruznice

Sredista kruznica k% i kj leze na hiperboli sa zaristima Sy 1 Sy 1 realnom polu-

osi B2 H (S, Sp, BE2). Naime, neka je 7' srediste kruznice koja dodiruje

17
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zadane kruznice izvana (iznutra), radijusa r. Tada vrijedi ||T°S1| — |T'Ss|| =
lr=ri[=lr+rol| = |=ri—ro| = ri4+ro([|TSi1[ = [TSs|| = [[r+r1| = |r —raf| =
ri412), tj. T € H(Sy, Ss, BE2). Lako se pokaze i druga inkluzija, tj. da je
H(S1, 52, 15 ) podskup geometrijskih mjesta sredista rjesenja.

U slucaju kada se kruznice k; i ks sijeku, tada njihove slike £} i k) imaju
samo zajednicke vanjske tangente (¢; i t).

Ako se k; i ky dodruju izvana, onda njihove slike &f i &k} imaju jednu za-
jednicku unutarnju tangente (t3 ili t4) te zajednicke vanjske tangente (t1 i to)
pa trazene kruznice dodiruju k; i ko obje iznutra ili obje izvana.

Kada se jedna od zadanih kruznica nalazi unutar druge zadane kruznice
(bez smanjenja opéenitosti smijemo pretpostaviti da se ks nalazi unutar k),
rjeSenja konstruiramo na analogan na¢in samo Sto tada nema slucaja da

trazena kruznica dodiruje kq i ko obje izvana i obje iznutra. Sredista takvih

kruznica nalaze se na elipsi sa zaristima Sy 1 Sy i to E(Sy, Sz, B32), kada

trazena kruznica dodiruje izvana ko, i E(S7, S, @

), kada trazena kruznica

dodiruje iznutra k.

Slika 2.3: Geometrijsko mjesto kruznica koje dodiruju zadane kruznice

Ako je ry = 19 1 ki # ko, geometrijsko mjesto sredista rjesenja je simetrala

duzine S;5,.
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Ako je ki = ko, problem se svodi na 3. slucaj Apolonijeva problema reda 1.

4. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadani pravac i prolazi za-
danom tockom te odredi geometrijsko mjesto srediSta kruznica sa
zadanim svojstvom.

Neka je p zadani pravac i A zadana tocka te neka vrijedi A ¢ p. Postoji be-
skona¢no mnogo rjesenja: Neka je ¢ = k(A, p), gdje je p proizvoljan pozitivan
realan broj, kruznica inverzije. Inverzna slika pravca p’ = i(p) je kruznica
(po svojstvima inverzije (6) i (8)). Inverzna slika bilo koje tangente na p’
koja ne prolazi polom A je kruznica s trazenim svojstvom.

Srediste trazene kruznice treba biti jednako udaljeno od A i od p, tj. sredista
leze na paraboli s ravnalicom p i zariStem A. Naime, vrijedi i druga inkluzija.
Neka je T' proizvoljna tocka koja lezi na paraboli s ravnalicom p i zariStem

A. Tada je k(T,|TA|) kruznica s trazenim svojstvom.

Slika 2.4: Konstrukcija kruznice koja dodiruje zadani pravac p i tocku A

Dakle, tih kruznica ima beskona¢no mnogo.
U slucaju kada vrijedi A € p, geometrijsko mjesto sredista kruznica s trazenim

svojstvom je okomica o na p kroz A, tj. o\ {A} .
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5. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje dva zadana pravca te odredi
geometrijsko mjesto sredista kruznica sa zadanim svojstvom.

Neka su p; i py zadni pravei te p; # pa i p1 ff p2. Odaberimo proizvoljnu tocku
A koje ne pripada zadanim pravcima. Neka je ¢ = k(A, p), gdje je p > 0 pro-
izvoljan realan broj, kruznica inverzije te p| = i(p1) i py = i(p2). Bududi da
p1 1 p2 ne prolaze polom inverzije A, to su njihove slike p} i pl, kruznice. Neka
su t; 1ty zajednicke tangente kruznica p| i p). Ima ih dvije jer se sijeku u
dvije tocke, prolaze kroz pol inverzije A i imaju jo$ jednu zajednicku tocku, a
to je slika presjecne tocke pravaca p; i py, pa imaju samo vanjske zajednicke
tangente. Slike tangenata, t] = i(t1) i t, = i(t2), su trazene kruznice. Buduéi
da su zadani pravci tangente trazenoj kruznici, njezino je srediste jednako
udaljeno od p; i pg, odnosno ono lezi na simetrali kutova sto ih tvore zadani
pravci (bez presjecne tocke). Vrijedi i druga inkluzija: Neka je T' tocka koja
lezi na simetrali kutova Sto ih tvore zadani pravci, ali bez presjecne tocke.

Tada je k(T,d(T,p1)) kruznica s trazenim svojstvom.

Slika 2.5: Konstrukcija kruznice koja dodiruje zadane pravce p; i po

Dakle, geometrijsko mjesto srediSta rjesenja su simetrale kutova sto ih za-

tvaraju zadani pravci bez njihovog presjeka, p; N po.
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Ako vrijedi p; || p2, geometrijsko mjesto sredista kruznica s trazenim svoj-
stvom je pravac paralelan s p;(ps) i od njega udaljen za M.
Ako vrijedi p; = po, problem se svodi na 2. slucaj Aplolonijeva problema

reda 1.

6. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje zadani pravac i kruznicu
te odredi geometrijsko mjesto srediSta kruznica sa zadanim svoj-
stvom.

Neka je zadan pravac p i kruznica k = (S, 7). Odaberimo tocku A ¢ k, A ¢ p
koja se nalazi izvan k i neka je ¢ = k(A, p) kruznica inverzije, gdje je p pro-
izvoljan pozitivan realan broj. Neka su kruznice p’ = i(p) i k' = i(k) inverzne
slike zadanih objekata. Sa t1,ts, ¢35 1 t4 ozna¢imo zajednicke tangente kruznica
p' 1 k. Inverzne slike tih tangenata t| = i(t1),th = i(ta), th = i(t3) i t) = i(t4)
su kruznice s trazenim svojstvom.

Ako je A € k, onda je k' = i(k) pravac (po svojstvu (7) inverzije) i p’ = i(p)
kruznica. Tada su rjeSenja inverzne slike tangenata kruznice p’ paralelnih s
K.

Ako je A € p, onda je p’ = p pravac (po svojstvu (3) inverzije) i k¥’ = kruznica.
Tada su rjesenja inverzne slike tangenata kruznice k' paralelnih s p'.

Kroz svaku tocku ravnine bez unutrasnjosti kruznice k prolazi neko rjesenje.
Trazena kruznica moze dodirivati zadanu kruznicu izvana i iznutra. U slucaju
kada trazene kruznice dodiruju kruznicu izvana njihova sredista su jednako
udaljena od zadane kruznice k i zadanog pravca p, tj. d(k,T) = d(p,T)
za svako srediste T' rjesenja problema. Definirajmo x := d(p,T). Tada je
d(S,T) —r =z = d(p,T). Ako promatramo umjesto p, pravac dy parale-
lan sa p, udaljen od p za r i sa suprotne strane pravca p od k, onda vrijedi

d(S,T)=r+axz=d(p,dy) +d(p,T) = d(dy, T).
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Slika 2.6: Geometrijsko mjesto sredista kruznica koje dodiruju zadanu

kruznicu i pravac

Dakle, T' je tocka jednako udaljena od pravca d, i tocke S, pa ona lezi na
paraboli p; ¢ija je ravnalica pravac ds i zariste tocka S. Lako se pokaze i
druga inkluzija, tj. da je parabola ¢ija je ravnalica pravac ds i zariste tocka
S podskup sredista rjesenja.

U slucaju kada trazene kruznice dodiruju kruznicu iznutra njihova sredista
su za r vise udaljene od S nego od p, odnosno vrijedi r + d(S,T) = =,
tj. d(S,T) = x —r. Ako promatramo umjesto p, pravac d; paralelan
sa p, udaljen od p za r i sa iste strane pravca p kao i k, onda vrijedi
d(S,T)=x—r=d(p,T)—r =d(d;,T). Dakle, T je tocka jednako udaljena
od pravca d; i tocke S, pa ona lezi na paraboli p, ¢ija je ravnalica pravac
dy i zariste tocka S. Lako se pokaze i druga inkluzija, tj. da je parabola ps
podskup geometrijskih mjesta sredista rjesenja.

Buduc¢i da jedna od tih moguénosti vrijedi za svako srediste trazene kruznice,
to je geometrijsko mjesto sredista rjesenja problema unija tih parabola, od-

nosno p; U ps.
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2.3 Apolonijev problem reda 3

U ovom odjeljku ¢emo razraditi Aplonijev problem reda 3. Ukupno ih ima
deset i za svaki od njih ¢emo prvo pokazati egzisteniciju rjesenja, koju doka-
zujemo preko postojanja rjesenja Apolonijevog problema nizeg reda, a zatim
najelegantniju konstruciju tog rjesenja i diskusiju o broju rjesenja. U dalj-

njem tekstu, geometrijsko mjesto sredista ¢emo krace oznacavati GMS.

1. Konstruirati kruznicu koja prolazi kroz tri zadane tocke.
Neka su zadane tocke A, B i C' nekolinearne. Neka su pravci py, ps i p3 GMS
kruznica koje prolaze, redom, tockama A i B, Bi C, C'i A. Po rjesenju
Apolonijevog problema reda 2 kada se radi o dvije tocke, znamo da su ti
pravci simetrale duzina odredene tockama kroz koje prolaze.

Tvrdnja 1. Ako rjesenje postoji, tada se srediste te kruznice nalazi u pre-
sjeku p; N pa N p3.

Dokaz. Neka postoji rjesenje, tj. kruznica k = k(.S,r) koja prolazi zadanim
tockama A, B i C. Tada vrijedi |[SA| = |SB|. To povla¢i S € p;. Analogno
jednakost |SB| = |SC| povlaci S € py i |SA| = |SC| povlaci S € ps. Dakle,
S € p1 Np2 N ps. Trazena kruznica je k = k(S,|SA|) m

Konstrukcija rjesenja:

Sa ¢ = k(A,|AB|) oznacimo kruznicu inverzije i C' = i(C). Po svojstvu
inverzije (8) i (2) trazena kruznica je inverzna slika pravca BC', k = i(BC").
Srediste kruznice konstruiramo na nacin koji je objasnjen u prethodnom do-
kazu.

Time smo pokazali egzistenciju rjeSenja. Ako su A, B, C kolinearne tocke, one
ne mogu pripadati istoj kruznici (simetrale duzina su u tom sluc¢aju paralelni
pravci pa se ne sijeku). Ako se dvije tocke podudaraju, onda se problem

svodi na 1. opisani Apolonijev problem reda 2, a ako se podudaraju sve tri,
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Slika 2.7: Konstrukcija kruznice kroz tri tocke

tada na 1. opisani Apolonijev problem reda 1.

2. Konstruirati kruznicu koja dodiruje zadani pravac te prolazi
dvjema zadanim tockama.
Neka su A i B zadane tocke te p zadani pravac.
Ovisno o medusobnom polozaju zadanih objekata razlikujemo vise slucajeva:
1° Neka p ne prolazi tockama A i B, A # B i nalaze se s iste strane pravca
.
Iz rjesenja Apolonijevih problema reda 2 znamo da je GMS kruznica koje
prolaze kroz A i dodiruju pravac p prarabola p; s ravnalicom p i zaristem A,
GMS kruznica koje prolaze kroz B i dodiruju pravac p prarabola py s ravna-
licom p i zaristem B i GMS kruznica koje prolaze tockama A i B simetrala
s duzine AB.
Tvrdnja 2. Ako rjeSenje postoji, onda se srediste te kruznice nalazi u pre-
sjeku p; Npa N s.
Dokaz. Neka je k = k(S,r) kruznica s trazenim svojstvom. Tada ona do-
diruje pravac p i prolazi tockom A, tj. vrijedi d(S, A) = d(p, A), $to povlaci
S € p1. Analogno se pokaze i S € py. Bududi da k prolazi tockama A i B, to
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je S jednako udaljen od obje tocke, odnosno d(A,S) = d(B,S) paje S € s.
Dakle, S € py N pa N s. Trazena kruznica je k = k(S, |SA[). =

Opisimo sada konstrukciju rjesenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjeSenja pi,ps 1 § imaju neprazan presjek.

Neka je ¢ = k(B,|BA|) kruznica inverzije te p’ inverzna slika pravca p tj.

Slika 2.8: Konstrukcije kruznice koja dodiruje pravac i prolazi dvjema

tockama

p =i(p) te A =i(A) 1 B’ =i(B). Tada je p’ kruznica koja prolazi polom
inverzije B (po svojstvu inverzije (6) i (8)). Povucimo tangente 1 i 5 iz tocke
A na p’. Kruznice s trazenim svojstvom su ky = i(t1) i ko = i(t2). Time smo
pokazali egzisteniciju rjesenja, odnosno p; Nps N's # .

Uoc¢imo da rjesenja ne mora biti dva, nego moze biti i jedno i to u slucaju
kada je AB || p (jedna tangenta tada prolazi kroz pol inverzije B i tada je
slika te tangente ponovno taj pravac ili, ako promatramo dokaz, simetrala
duzine AB je okomita na p i moze sje¢i parabole u samo jednoj tocki).

2° U slucaju kada vrijedi A, B € pi A # B rjeSenja nema. GMS kruznica
koje dodiruju p i prolaze kroz A (B) su pravci ¢i(g2), okomice na p kroz

A(B). Tada su qq, ¢ 1 s razli¢iti paralelni pravci (okomice na isti pravac p)
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pa nemaju presjek.

3° Neka je A € p(B € p). Tada postoji jedno rjesenje: Kada bismo provodili
prethodno objasnjenu konstrukciju, kruznica p’ prolazi kroz A i tada postoji
samo jedna tangenta t u toj tocki na p’, odnosno postoji jedna kruznica s
trazenim svojstvom k = i(t).

4° Neka je A = B. Tada se problem svodi na 4. Apolonijev problem reda 2.
5° Neka se A i B nalaze s razli¢itih strana pravca p. Za ovaj slucaj takoder
vrijedi Tvrdnja 2. No, buduéi da se parabole p; i ps se ne oc¢ito ne sijeku, to

rjeSenje ne postoji.

3. Konstruirati kruznicu koja prolazi dvjema zadanim tockama
te dodiruje zadanu kruznicu.

Naka su zadane tocke A i B i kruznica k = k(S,r). Broj rjeSenja ovisi o
medusobnom polozaju zadanih objekata.

1° Neka su A i B izvan kruznice k. Neka je hiperbola h; GMS kruznica koje
dodiruju k i prolaze kroz A, hiperbola hy GMS kruznica koje dodiruju k i
prolaze kroz B te pravac p GMS kruznica koje prolaze tockama A i B.
Tvrdnja 3. Ako postoji rjesenje, onda se srediste te kruznice nalazi u pre-
sjeku hy; N hy N p.

Dokaz. Neka postoji kruznica k; = k(S1,7r1) s trazenim svojstvom. Tada
ky prolazi kroz A i dodiruje k. Buduéi da k; moze k dodirivati izvana i iz-
nutra, to slijedi d(S1, A) = d(S1,5) — r ili d(S1, A) = d(S1,5) + r. Slijedi
|d(S1,A) —d(S1,S)| = r pa vrijedi S; € h;. Analogno se pokaze S; € hs.
Nadalje, ki prolazi kroz A i B pa vrijedi d(A,S;) = d(B,S}), Sto povlaci
S1 € p. Dakle, S; € hyNhoNpir =|S1Al. =

Opisimo sada konstrukciju rjesenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
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nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesenja i ujedno raspraviti kada GMS

rjeSenja hi, he i p imaju neprazan presjek.

Slika 2.9: Kruznica koja dodiruje kruznicu i prolazi dvjema tockama

Neka je ¢ = k(A,|AB|) kruznica inverzije te k' = i(k) kruznica. Iz B
povucimo tangente t; i to na k’. Trazene kruznice su ] = i(t1) i t) = i(t2).
Time je pokazana egzistenicija rjesenja, odnosno hy N hy N p # ().

U ovom slucaju postoje dva rjeSenja i to kada se sijeku grane hiperbola na ko-
jima leze GMS kruznica koje dodiruju kruznicu izvana i kada se sijeku grane
hiperbola na kojima leze GMS kruznica koje dodiruju kruznicu iznutra.

2° Neka je A unutar, a B izvan kruznice k. Tada nema rjeSenja. Slicno kao
i pod 1° se pokaze da ako rjesenje postoji, srediste te kruznice se nalazi na
presjeku hy N'p Ne, gdje je e elipsa (GMS kruznica koje prolaze kroz A i
dodiruju k). Sad pokazimo da je taj presjek prazan skup:

Dokaz. Pretpostavimo da postoji S; = hy Ne N p. Tada vrijedi ||AS:| +
1SS1|| = r = ||BS1| — |951||,|AS:| = |BSi|. Slijedi |AS:| + |SS1| =
|ASy|—[S5,| ili |[AS1]|+]SS1| = —|AS1|+|SS1|. Odnosno S = S; ili A =5y,
sto nas dovodi do kontradikcije. m

3° Neka se obje tocke nalaze na kruznici k. Tada je trazena kruznica zadana
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kruznica k. Naime, GMS kruznica koje dodiruju k i prolaze kroz A(B) je
AS \ A(BS '\ B), a GMS kruznica koje prolaze tockama A i B je simetrala
duzine AB. Buduéi da simetrala tetive kruznice prolazi njezinim sredistem,
to je presjek ta tri GMS tocka S, a radijus trazene kruznice je |SA|.

4° Neka se tocke A i B nalaze unutar kruznice k. Analognom konstrukcijom
kao i pod 1° se pokaze da postoje 2 rjeSenja. U dokazu se kao GMS javljaju

dvije elipse, a ne dvije hiperbole i simetrala p.

Slika 2.10: Kruznica koja dodiruje kruznicu i prolazi dvjema tockama

5° Neka se jedna od tocaka nalazi na k, a druga izvan k. Analognom kons-
trukcijom kao i pod 1° se pokaze da postoji 1 rjeSenje. Naime, tangentu
povlacimo iz tocke na kruznici, pa postoji samo jedna takva tangenta, te je
njezina inverzna slika trazena kruznica.

6° Neka se jedna od tocaka nalazi na k a druga unutar k. Tada postoji jedno
rjeSenje. Konstrukcija rjesenja analogna sluc¢aju 5°.

7° Ako vrijedi A = B, onda se problem svodi na 2. Apolonijev problem reda
2.

4. Konstruirati kruznicu koja prolazi zadanom tockom te dodi-

ruje dva zadana pravca.
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Neka je zadana tocka A i pravci p; i p. Ovisno o medusobnom polozaju
pravaca i tocke razlikujemo vise slucajeva:

1° Neka vrijedi p; }f p2 i A ne pripada pravcima p; i pe. Oznacimo sa T
presjek pravca p; i po i sa Sy, s9 simetrale kutova sto ih zatvaraju p; i po.
Neka je (s1Us2) \ {7} GMS kruznica koje dodiruju p; i pe, parabola ¢ GMS
kruznica koje dodiruju p; i prolaze kroz A i parabola ¢ GMS kruznica koje
dodiruju pravac ps i prolaze tockom A.

Tvrdnja 4. Ako postoji rjesenje, onda se srediste te kruznice nalazi u pre-
sjeku ((s1Us2) \ {T}) Ng1 N go.

Dokaz. Neka postoji kruznica k = k(S,r), r > 0 s trazenim svojstvom.
Buduéi da k dodiruje p; i ps, to povlaci d(S, p1) = d(S,p2) paje S € (s1Usz).
Buduéi da je r > 0, to slijedi S # T(€ s; U sy). Zakljutujemo da vrijedi
S € (s1Usg) \ {T'}. Nadalje, k dodiruje pravac p; i prolazi tockom A pa
vrijedi d(S, A) = d(S,p1), §to povlacéi S € ¢;. Analogno se pokaze da vri-
jedii S € qo. Dakle, S € ((s1Us2) \{T}) N1 N qe. Trazena kruznica je
kE=k(S,|SA]). =

Opisimo sada konstrukciju rjesenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesenja (s; U s2) \ {T'}, 1 1 ¢2 imaju neprazan presjek.

Neka je ¢ = k(A, p) , gdje je p > 0 proizvoljan realan broj, kruznica inver-
zije. Neka su p) = i(p1) 1 ph = i(p2) inverzne slike pravaca. Buduéi da p; i ps
ne prolaze polom inverzije A, njihove slike p| i pf, su kruznice. Neka su t; i
to zajednicke tangente kruznica p} i p,. Ima ih dvije jer se kruznice sijeku u
dvije tocke, prolaze kroz pol inverzije A i imaju jos jednu zajednicku tocku,
a to je slika presjecne tocke pravaca p; i ps pa imaju samo vanjske zajednicke
tangente. Slike tangenata, ¢} = i(t1) i t, = i(t2), su trazene kruznice. Time

je pokazana egzistencija rjesenja, odnosno ((s; U s2) \ {T'}) Ng1 Nga # 0.
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P1

P2

Slika 2.11: Konstrukcije kruznice koja dodiruje dva pravca i prolazi tockom

2° Neka vrijedi p; || p2 i A ne pripada pravcima p; i py te se nalazi izmedu
njih. Konstrukcija je analogna kao pod 1°. Isti je broj rjesenja jer treca
tangenta prolazi kroz pol inverzije A pa se ona preslikava u samu sebe.

3° Neka vrijedi p; L py i A pripada pravcu p1(p2), a ne pripada py(p;). Tada

postoje dva rjesenja:

P2

Slika 2.12: Konstrukcije kruznice koja dodiruje dva pravca i prolazi tockom

Neka je ¢ = k(A, p), gdje je p proizvoljan pozitivan realan broj te pl, = i(p2)
inverzna slika pravca p,. Tada je p) kruznica. Neka su ¢, i ¢ tangente na p),

paralelne s p;. Tada su slike tih tangenata, t) = i(t;) i t, = i(ts), kruznice s
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trazenim svojstvom.

4° Neka je p; = po. Tada se problem svodi na 5. Apolonijev problem reda 2.
5° Neka je p1 }f p2 i {A} = p1 N pa. Za ovaj slucaj takoder vrijedi Tvrd-
nja 4. No, buduéi da se GMS kruznica koje dodiruju p; i prolaze tockom
A (okomica kroz A na p; bez A), GMS kruznica koje dodiruju ps i prolaze
tockom A (okomica kroz A na ps bez A) i GMS kruznica koje dodiruju p;
i py (simetrale kutova $to ih zatvaraju zadani pravci bez presjecéne tocke A)
ne sijeku, to rjesenje ne postoji.

6° Neka vrijedi p; || p2, A se ne nalazi izmedu pravaca p; i pe, te ne lezi ni
na jednom od njih. Za ovaj sluc¢aj takoder vrijedi Tvrdnja 4. No, buduéi da
se parabola koja je GMS kruznica koje dodiruju zadani pravac koji je blize
tocki A i pravac koji je GMS kruznica koje dodiruju zadane pravce ne sijeku,
to rjeSenje ne postoji.

7° Neka je p1 || p2 1 A € p1(p2). Tada postoji jedinstveno rjesenje: Neka je
c = k(A, p), gdje je p proizvoljan pozitivan realan broj, kruznica inverzije
i kruznica py, = i(p2) inverzna slika pravca ps. Neka su t; ity tangente na
ph paralelne sa p;. Tada je jedna od tangenata pravac koji prolazi polom
inverzije A pa se preslikava u samu sebe, dok je inverzna slika druge tangente

kruznica s trazenim svojstvom.

5. Konstruirati kruznicu koja prolazi zadanom tockom, dodiruje
zadani pravac i kruznicu.

Neka su zadani tocka A, pravac p i kruznica k = k(S,r), gdje je r > 0. Pos-
toji vise slucajeva ovisno o medusobnom polozaju zadanih elemenata:

1° Neka vrijedi A ¢ p, k. Neka je hiperbola hy GMS kruznica koje dodiruju
k i prolaze tockom A, parabola p; GMS kruznica koje dodiruju p i prolaze
kroz A i parabola py U p3 GMS kruznica koje dodiruju p i k, gdje je parabola
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pa (p3s) GMS kruznica koje dodiruju kruznicu k izvana (iznutra).

Tvrdnja 5. Ako postoji rjeSenje, onda se srediste te kruznice nalazi u pre-
sjeku hy N p1 N (p2 U ps).

Dokaz. Neka postoji kruznica k; = k(S;,71) s trazenim svojstvom. Tada
kq prolazi kroz A i dodiruje k. Buduéi da k; moze dodirivati k izvana i iz-
nutra, to slijedi d(S1, A) = d(S1,S) — r ili d(S1,A) = d(S1,S) + r. Slijedi
|d(S1,A) —d(S1,S)| =r pajeS; € hy. Nadalje, k; dodiruje p i prolazi kroz
A, iz ¢ega slijedi da je d(S1, A) = d(S1,p). Slijedi S; € p;. Takoder k; dodi-
ruje p i k i moze k dodirivati izvana ili iznutra, tj. vrijedi d(Sy,p) = d(5h, k),
odnosno d(S1,S) = d(Sy,p) +r, ili d(S1,5) = d(S1,p) — r iz cega slijedi da
je S1 € poUps. Dakle, S € hyNpy N (peUps)ir =d(S1,A). =

Opisimo sada konstrukciju rjeSenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjeSenja hyi, p; 1 po U p3 imaju neprazan presjek.

Neka je ¢ = k(A, p) kruznica inverzije s polom u tocki A, gdje je p proizvo-
ljan pozitivan realan broj. Neka su &' = i(k) i p’ = i(p) inverzne slike zadane

kruznice i pravca.

Slika 2.13: Konstrukcije kruznice koja dira pravac, kruznicu i prolazi tockom

Tada su k" i p’ kruznice, od kojih p’ prolazi polom, a k" ne prolazi. Neka je t za-
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jednicka vanjska tangenta kruznica p’ i k’. Tada je t’ = i(t) trazena kruznica.
Time smo pokazali egzistenciju rjesenja, odnosno hy N p; N (pa U p3) # 0.
Uocimo da postoje dvije takve tangente, pa imamo i dvije trazene kruznice.
Te dvije trazene kruznice dodiruju zadanu kruznicu izvana. Ukoliko inverzi-
jom preslikamo dvije zajednicke unutarnje tangente (postoje ukoliko se za-
dani pravac i kruznica ne sijeku), dobijemo dvije kruznice koje dodiruju za-
danu kruznicu iznutra. Dakle, postoji najvise 4 rjeSenja.

2° Akosu kNp=10, Aik sa razlicite strane pravca p, onda rjeSenja nema.
Takoder vrijedi Tvrdnja 5., ali se o¢ito se parabole p1, ps i p3 u ovom slucaju
ne sijeku.

3° Ako je kN p # (0, p tangenta od k i ako A ne lezi na p i nalazi se izvan
kruznice k, onda postoje dva rjesenja i to kada k dodiruje trazenu kruznicu
izvana (iznutra ju ne moze dodirivati uz uvjet da dodiruje p).

4° Ako je kNp # (0, p tangenta od k i A ne lezi na p i nalazi se unutar
kruznice k, onda postoji jedinstveno rjeSenje. SrediSte kruznice je presjek
okomice u diralistu D na p i simetralom duzine DA.

5° Ako je kNp # (), p tangenta od k, A € pi A ¢ k (Slika 2.14.(a)), onda pos-
toji jedinstveno rjesenje. Opisimo konstrukeiju rjesenja: Neka je ¢ = k(A, p),
p > 0 proizvoljan realan broj, kruznica inverzije te k' = i(k) inverzna slika
od k. Tada je, po svojstvu inverzije (9), &’ kruznica. Neka je ¢ tangenta na
k' paralelna s pravcem AB. Tada je ' = i(t) trazena kruznica. Naime, ¢ se
preslikava u kruznicu koja prolazi polom inverzije A (po svojstvu inverzije
(6) i (8)), dodiruje kruznicu k te pravac p.

6° Ako je kNp # 0, p tangenta od ki A € p, k (Slika 2.14.(b)), onda postoji
beskona¢no mnogo rjesenja: Sredista trazenih kruznica leze na okomici iz A

na p, ali bez tocke A.
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(a) Tocka mne pripada

(b) Tocka pripada kruznici
kruznici
Slika 2.14: Konstrukcija kruznice koja dodiruje kruznicu, njezinu tangentu p

i prolazi tockom sa pravca p

6. Konstruiraj kruznicu koja prolazi zadanom tockom, te dodi-
ruje dvije zadane kruznice.

Neka su zadane tocka A te kruznice ky = k(S1,71) 1 k2 = k(S2,72), gdje su
ry1,T9 > 0 pozitivni realni brojevi. Promotrimo razlicite medusobne polozaje
zadanih objekata i pripadajuc¢i broj rjeSenja:

1° Neka se tocka A nalazi izvan zadanih kruznica. Neka je hiperbola hy GMS
kruznica koje dodiruju k; i prolaze tockom A, hiperbola hy GMS kruznica
koje dodiruju ks i prolaze tockom A. Pretpostavimo da se zadane kruznice
nalaze jedna izvan druge. Naime, u suprotnom ocito rjeSenja nema. Neka
je hs U hy GMS kruzica koje dodiruju zadane kruznice, gdje je hiperbola hs
(hy) GMS kruznica koje dodiruju zadane kruznice izvana ili iznutra (jednu
od kruznica izvana, a drugu iznutra).

Tvrdnja 6. Ako postoji rjeSenje, onda se srediste te kruznice nalazi u pre-
sjeku hy N ho N (A3 U hy).

Dokaz. Neka postoji kruznica k = k(S,r) s trazenim svojstvom. Tada

k prolazi kroz A i dodiruje k;. Buduéi da k moze k; dodirivati izvana i
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iznutra, to slijedi d(S,A) = d(S,S1) — r ili d(S,A) = d(S,51) + r. Sli-
jedi |d(S,A) — d(S,S1)] = r1, tj. S € hy. Analogno se pokaze da vrijedi
S € hy. Nadalje, £ dodiruje ki1 i k3. Moze obje kruznice dodirivati iz-
vana ili iznutra, jednu dodirivati iznutra, a drugu izvana. Ako k dodiruje
k1 i ko izvana(iznutra), onda vrijedi ||[SS1]| — |SSa|| = |r + r1]| — |r + 72| =
ri = ra|(|[SSi] = [SSa[ = |r = mil| = [r = rof| = [ =71+ 1| = [ —12)) 1z
cega slijedi S € hs. Ako k dodiruje k; izvana (iznutra), a ko iznutra (izvana),
onda vrijedi ||SSy| — |SSs|| = ||r + 71| — |r — r2|| = r1 + 72(||SS1]| — |[SSs|| =
|7 — 71| = |7+ 72|| =71 +12). Slijedi S € hy. Dakle, S € hy N hy N (hg U hy)
ir=|SA4]. =

Opisimo sada konstrukciju rjesenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjeSenja i ujedno raspraviti kada GMS

rjesenja hy, hy i hy U hy imaju neprazan presjek.

Slika 2.15: Konstrukcije kruznice koja dodiruje dvije kruznice i prolazi

tockom

Zbog preglednosti slike hiperbole hq, ho, hg i hy su obojane razlicitim bojama
(Slika 2.16).
Neka je ¢ = k(A,p), gdje je p proizvoljan pozitivan realan broj, kruznica

inverzije. Slike inverzije k] = i(k1) i k) = i(k2) su, po svojstvu inver-
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Slika 2.16: GMS kruznica koje dodiruju dvije kruznice i prolaze tockom

zije (9), kruznice. Inverzne slike zajednickih tangenata kruznica &} i ki su
kruznice s trazenim svojstvom. Time je pokazana egzistencija rjesenja, od-
nosno hy N hy N (h3 U hy) # 0.

Ovisno o polozaju kruznica broj rjesenja se razlikuje. Ako se zadane kruznice
ne sijeku i k;(k2) se ne nalazi unutar ks(ky), zajednickih tangenata je ¢etiri,
stoga imamo cetiri rjeSenja. Ako se ki i ko se dodiruju izvana, onda one
imaju tri zajednicke tangente, tj. tri rjeSenja. U slucaju kada se ky i ko
sijeku u dvije razlicite tocke, onda imaju dvije zajednicke vanjske tangente,
tj. postoji dva rjesenja.

2° Neka se kruznice ky i ko ne sijeku i ne lezi jedna unutar druge te neka se
A nalazi unutar jedne od njih. Tada rjesenja nema.

3° Neka kruznice ki i ko imaju dvije razlicite zajednicke tocke te neka se A
nalazi unutar jedne od njih. Tada postoje dva rjesenja jer ne postoji kruznica
s trazenim svojstvom koja dodiruje obje kruznice izvana ili iznutra. Kons-
trukcija rjesenja je analogna onoj pod 1°.

4° Neka se kruznice kq i ko dodiruju izvana i A nalazi unutar jedne od njih.
Tada postoji jedinstveno rjeSenje, a konstrukcija je analogna onoj pod 1°.

Inverzne slike zadanih kruznica takoder imaju jednu zajednicku tocku i u toj
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tocki zajednicku vanjsku tangentu ¢ija je inverzna slika rjesenje problema.
5° Ako se ki nalazi unutar ks ili ks unutar k; i tocka A unutar obe kruznice,
onda rjeSenja o¢ito nema (inverzne slike kruznica nemaju zajednickih tange-
nata). No, ako se A nalazi unutar jedne, a unutar druge kruznice ne nalazi,
onda postoji dva rjesenja. Konstrukcija rjesenja je kao pod 1°.

6° Ako vrijedi k; N ke = {A}, onda rjesenja ima beskona¢no mnogo.

Slika 2.17: Konstrukcije kruznice koja dodiruje dvije kruznice i prolazi

tockom

Neka je ¢ = k(A,p),p > 0 proizvoljan realan broj, kruznica inverzije i
E; = i(ky) i kY = i(ky) inverzne slike zadanih kruznica k; i ke. Tada su k]
i kb, po svojstvu inverzije (7), pravci koji prolaze sjecistima kruznice inver-
zije i zadanih kruznica i to paralelni jer imaju zajednicku tangentu u polu
inverzije A. Inverzna slika bilo kojeg pravca paralelnog s ki (i k%) je kruznica
s trazenim svojstvom. Takvih pravaca ima beskonacno mnogo, stoga ima
beskonac¢no mnogo rjesenja.

7° Neka se k; i ko ne sijeku i ne leze jedna unutar druge te A € ki(ky). Tada
postoji dva rjesenja. Konstrukcija rjesenja analogna je onoj pod 6°.

8° Neka se kp i ko sijeku u dvije razlicite tocke te A € ki(ky). Tada postoji

dva rjesenja. Konstrukcija je analogna onoj pod 1°.
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9° Neka se k1 i ky dodiruju izvana i A € kq(k2). Tada postoji jedinstveno
rjesenje. Konstrukeija kao pod 6° (kruznica ky(ks) se preslikava u pravac koji
je tangenta kruznici k5 (k}) ).

10° Ako vrijedi ky = ko, onda se problem svodi na 2. Apolonijev problem

reda 2.

7. Konstruirati kruznicu koja dodiruje tri zadana pravca.

Neka su py, ps i p3 zadani pravci. Promotrimo razlicite medusobne polozaje
zadanih pravaca:

1° Neka pravci py, pa, ps nisu medusobno paralelni. Neka je {A} = p; N po,
{B} =paNp3i{C} =p3sNp;. Time je odreden trokut AABC. Neka su
(s1Usao) \{A}, (s3Us4) \{B}, (s5Usg) \ {C}, gdje su s i so simetrale kutova
Sto ih zatvaraju p; i ps, s3 1 s4 simetrale kutova sto ih zatvaraju ps i ps3, S5
i s¢ simetrale kutova $to ih zatvaraju p; i p3, GMS kruznica koje dodiruju

pravce py i pa, p2 1 ps, p1 i p3, redom.

Tvrdnja 7. Ako rjesenje postoji, onda se srediste te kruznice nalazi u pre-
sjeku ((s1 U s2) \ {A}) N ((s3 U sa) \ {B}) N ((s5 U se) \ {C}).

Dokaz. Neka je k = k(S,r) kruznica s trazenim svojstvom. Tada k dodi-
ruje p; 1 pe. Slijedi da je d(S,p1) = d(S,p2) pa S lezi na simetrali kuta
Sto ga zatvaraju p; i po, tj. je S € s; U sy. Buduéi da je S srediste
kruznice, to je S # T. Stoga vrijedi S € (s7 U sg) \ {A}. Analogno
se pokaze da vrijedi S € (s3Usy) \ {B} 1S € (s5 Usg) \ {C}. Dakle,
S € ((s1Us2) \ {A}) N ((s3Usa) \ {B}) N (55U s6) \ {C}) ir=d(S,p1).

]

Opisimo sada konstrukciju rjesenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjeSenja i ujedno raspraviti kada GMS

rjesenja (s1Usg) \{A}, (s3Usy)\{B} i (s5Usg)\{C} imaju neprazan presjek.
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Neka su sq, o, s3 simetrale unutrasnjih kutova trokuta AABC' i to pri vrhu
A, B, C redom. Neka je {S} = s;MNs3, 0 okomica na p; kroz S'ioNp; = {N}.
T: Trazena kruznica je k = k(S,|SN]).

Dokaz. Neka je k = k(S,|SN|). Buduéi da je S € s; to je d(S,p1) =
d(S,p2). Nadalje vrijedi S € s3 pa je d(S,p2) = d(S,p3). Zaklju¢ujemo da
je d(S,p1) = d(S,p2) = d(S,ps3) i da su pravci py,pe i p3 tangente kruznici
k = k(S,|SN|), sto smo i trebali pokazati. m

Time je pakazana egzistencija rjesenja, odnosno (s;Us2) \ {A}) N ((s3Us4)\
{B}) N ((s5 Use) \ {C} # 0.

Kruznica iz prethodnog dokaza je upisana kruznica trokutu AABC' i ona je
jedinstveno odredena. Postoje jos tri kruznice s trazenim svojstvom, to su
trokutu pripisane kruznice. Njihova sredista konstruiramo kao sjecista vanj-

skih kutova trokuta.

Slika 2.18: Konstrukcija kruznice koja dodiruje tri zadana pravca

2° Ako vrijedi p; || p2 1 p2 }f p3, onda postoje dva rjesenja zadanog problema.
Sredista trazenih kruznica konstruiramo kao sjecista simetrala kutova sto ih
zatvaraju pravci py i p3 te po 1 ps.

3° Neka vrijedi py || p2 || ps 1 p1 # p2 # ps. Tada takoder vrijedi Tvrdnja 7,
ali GMS kruznica koje dodiruju pravce p; i po, p2 i p3, p3 i p1 su medusobno

razli¢iti paralelni pravci, a njihov presjek je prazan pa rjeSenja nema.
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P1

Slika 2.19: Konstrukcija kruznice koja dodiruje tri zadana pravca

4° U slucaju da su dva pravca jednaka, problem se svodi na 5. slucaj pret-
hodnog odjeljka.
5° Ako vrijedi p; = ps = p3 problem se svodi na 2. Apolonijev problem reda 1.

8. Konstruirati kruznicu koja dodiruje dvije zadane kruznice i
zadani pravac.

Neka su zadane kruznice k; = k(Sy,71) i ko = k(S2,72), gdje su rq i 7o
proizvoljni pozitivni realni brojevi, te pravac p. Neka vrijedi r; < ry. Pro-
motrimo razlicite medusobne polozaje zadanih objekata:

1° Neka se k1, ko 1 p medusobno ne sijeku te se kruznice nalaze jedna izvan
druge. Neka su p; U ps i p3 U ps GMS kruznica koje dodiruju kruznicu k& i
pravac p, ks i p, redom gdje su p;(p3s) GMS kruznica koje dodiruju ky(ks)
izvana i pa(ps) GMS kruznica koje dodiruju kq(ks) iznutra. Neka je hy U hao,
gdje je hiperbola hy GMS kruznica koje dodiruju k;y i ks izvana ili iznutra, a
hiperbola hy GMS kruznica koje dodiruju jednu od zadanih kruznica izvana,
a drugu iznutra, GMS kruznica koje dodiruju k; i ks.

Tvrdnja 8. Ako postoji rjeSenje, onda se srediste te kruznice nalazi u pre-
sjeku (p1 U pa) N (ps U ps) N (hy U hy).

Dokaz. Neka je k = k(S,r) kruznica s trazenim svojstvom. Tada k dodiruje

ki i ko. Moze obje kruznice dodirivati izvana ili iznutra, jednu dodirivati
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iznutra, a drugu izvana. Ako k dodiruje k; i ky izvana(iznutra), onda vri-
jedi [[SS1] = [SSef| = [r + il = [r + o] = |r1 = 2| ([[SS1] = [9S]] =
lr—ri|| = |r—re|| = | —r1+712| = |r1 —12|), iz cega slijedi S € hy. Ako k do-
diruje k; izvana (iznutra), a ko iznutra (izvana), onda vrijedi ||.SS;|—|SSz|| =
Ir+ 1] = |r = rof| = i+ ra([|SS1] = |SS|| = ||r — 1| = [r + 72| = 11+ 72)
pa slijedi S € hy. Dakle, S € hy U hy. Nadalje, £ dodiruje p i k1 i moze
ki dodirivati izvana ili iznutra, tj. vrijedi d(S,p) = d(S, k1), tj. d(S,S51) =
d(S,p) +r, ili d(S,p) = d(S,S1) + r, tj. d(S,S1) = d(S,p) — r iz ¢ega sli-
jedi da je S € p; U ps. Analogno se pokaze da vrijedi S € p3 U ps. Dakle,
Se P Up)N(psUpy) N(hyUhy)ir=4d(S,p). m

Opisimo sada konstrukciju rjesenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjeSenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesenja p; U pa, p3 U ps i hy U he imaju neprazan presjek.

Zadaca u ovom slucaju ima najvise rjesenja i to njih osam:

a) Umjesto kruznica k; i ko i pravca p promatramo tocku Sp, kruznicu
k = k(Sz,m9 — r1) i pravac pi, gdje je p; paralelan s pravcem p i udaljen

od njega za ry, ali se nalazi sa suprotne strane od one gdje se nalaze ki i k».

Slika 2.20: Konstrukcija kruznice koja dodiruje dvije kruznice i pravac

Mozemo reéi da smo k; i ko ”stisli” za r1 i dobili tocku S; i kruznicu k. Sada

41



Poglavlje 2. Apolonijevi problemi

Slika 2.21: GMS kruznica koje dodiruju dvije kruznice i pravac

je problem sveden na 5. Apolonijev problem reda 3. Medutim, dva rjeSenja
od njih ¢etiri propadaju, pa nam ostaju samo dva. Inverzne slike zajednickih
vanjskih tangenti kruznica p| = i(p;) i ¥’ = i(k) (kruznica inverzije je pro-
izvoljna kruznica c sa sredistem u Sy) stisnemo za r; i na taj nac¢in dobijemo
trazene kruznice koje dodiruju zadane kruznice izvana.

Zbog preglednosti na slici Slika 2.21 GMS kruznica za pojedine Apolonijeve
probleme reda 2 su obojana razli¢itim bojama i nisu istaknute sve trazene
kruznice ve¢ samo njih tri iako ima vise vidljivih sredista trazenih kruznica.
b) Dodatna dva rjesenja dobijemo ako k; i kg suzimo za 7 i promatramo
pravac p; paralelan s p i udaljen od njega za rq, a nalazi se s iste strane kao
i zadane kruznice. Koristimo oznake kao pod a). Konstrukcija rjesenja je
analogna onoj u 5. Apolonijevom problemu reda 3 pod 1°. Inverznim sli-
kama dviju zajednickih unutarnjih tangenata inverznih slika & i p| pove¢amo
radijus ("napusemo”) za r; i dobijemo trazene kruznice.

c) Promatramo tocku Sy, kruznicu k = k(Ss2,r; + ) i pravac p; paralelan
s p 1 udaljen od njega za rq, a nalazi se s iste strane kao i zadane kruznice.
Konstrukcija rjesenja je analogna onoj u 5. Apolonijevom problemu reda 3

pod 1°. Inverzne slike dviju zajednickih vanjskih tangenata inverznih slika
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/o

k' i p} "napusemo” za 1. Tako dobivene dvije kruznice su rjesenje zadace.
d) Promatramo tocku S;, kruznicu k = k(S,, 79 + 1) 1 pravac p;, gdje je
pp paralelan s pravcem p i udaljen od njega za rq, ali se nalazi sa suprotne
strane od one gdje se nalaze ky i ky. Konstrukcija rjesenja je analogna onoj
u 5. Apolonijevom problemu reda 3 pod 1°. Inverzne slike dviju zajednickih
unutarnjih tangenata inverznih slika &' i p} ”stisnemo” za r; i dobijemo po-
sljednja dva rjesenja zadace.

Time smo pokazali egzistenciju rjesenja, odnosno (p; Ups) N (psUpg) N (hy U
hy) # 0.

2° U slucaju kada se kruznice k; i ko sijeku ili kada se k; nalazi unutar ko i p
sijece ko provodimo prethodno opisanu konstrukciju, samo Sto se broj rjesenja
razlikuje ovisno o dodatnim medusobnim odnosima zadanih objekata.

3° Ako je ky; unutar k5 i p ne sijece ko, onda rjeSenja oCito nema.

4° Ako je ki = ks, onda se problem svodi na 6. Apolonijev problem reda 2.

9. Konstruirati kruznicu koja dodiruje dva zadana pravca i za-
danu kruznicu.

Neka su zadani pravci p; 1 po te kruznica k = k(S,r), gdje je r proizvoljan
pozitivan realan broj.

1° Neka se zadani pravci sijeku. Oznacimo sa T njihov presjek i sa sq, o si-
metrale kutova $to ih zatvaraju p; i po. Neka je (s1Usg)\ {7} GMS kruznica
koje dodiruju p; i p2, ¢1 U g2 GMS kruznica koje dodiruju p; i k, gdje je
parabola ¢;(¢2) GMS kruznica koje k dodiruju izvana (iznutra) i g3Ugy GMS
kruznica koje dodiruju pravac py i k, gdje je parabola g3(qs) GMS kruznica
koje k dodiruju izvana (iznutra).

Tvrdnja 9. Ako postoji rjeSenje, onda se srediste te kruznice nalazi u pre-

sjeku ((s1Us2) \ {T}) N (g1 U g2) N (g3 U qa)-
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Dokaz. Neka je k; = k(S1,r1) kruznica s trazenim svojstvom. Tada k; do-
diruje p; i pe. Slijedi d(S1,p1) = d(S1,p2) pa je S1 € (s1 U sz). Buduéi da je
r1 > 0, toslijedi Sy # T'(€ s1Usy). Zakljucujemo da vrijedi S € (s1Us2)\{T'}.
Nadalje, k; dodiruje p; i k, i £ dodiruju izvana ili iznutra cega slijedi da
je d(S1,p1) = d(S1,k), odnosno d(S1,S) = d(S1,p1) + r, ili d(S1,p1) =
d(S1,S) + r, tj. d(S1,S) = d(Sy,p1) — r. Slijedi Sy € ¢1 U qe. Analogno se
pokaze da vrijedi S; € g3Uqy. Dakle, S; € (¢1Ug2)N(g3Uqs) N ((s1Us2)\{T'})
ir=d(S,p). m

Opisimo sada konstrukciju rjesenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjesenja ¢ U ga, g3 U qq 1 (51 U s2) \ {7} imaju neprazan presjek.

U konstrukeiji rjesenja kruznicu k promatramo kao tocku S (suzimo je za
radijus 7, S = k(S,r —r)).

Slicno kao kod 8. Apolonijevog problema reda 3, promatramo pravce a i b
paralelne pravcima p; i po, redom, udaljene od njih za r. Kako za svaki od
zadanih pravaca postoji po dva takva, imamo 4 razli¢ite kombinacije kons-
trukcije. Za svaku od tih konstrukcija postoji po dva rjesenja, sto je ukupno
osam. Pokazimo konstrukciju rjesenja za jednu kombinaciju:

Neka su py, p2, k, a i b kao na sljedecoj slici:

Slika 2.22: Konstrukcija kruznice koja dodiruje dva pravca i kruznicu
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Slika 2.23: GMS kruznica koje dodiruju dva pravca i kruznicu

Neka je k kruznica inverzije i kruznice o’ = i(a), b’ = i(b) inverzne slike pra-
vaca a i b. Buduéi da se a i b sijeku, sijeku se i @’ i ¥ pa imaju samo vanjske
zajednicke tangente, oznac¢imo ih sa t; i to. Neka su t) = i(t1), t), = i(t)
inverzne slike tih tangenata. Dva rjeSenja zadace su kruznice koje dobijemo
povecanjem radijusa kruznicama ¢} it za r.

Time smo pokazali egzistenciju rjesenja, odnosno (g1 Ugs) N (g3 Uqs) N ((s1 U
s2) \{T'}) # 0.

2° Ako su pravci paralelni, onda postoje Cetiri rjesenja. Konstrukcija je ana-
logna prethodno opisanoj, ali neki sluc¢ajevi propadaju.

3° Ako vrijedi p; = po, onda se problem se svodi na 6. Apolonijev problem

reda 2.

Deseti Apolonijev problem reda 3 je originalni Apolonijev problem.

10. Konstruiraj kruznicu koja dodiruje tri zadane kruznice.

Neka su zadane kruznice ky = k(S1,71), ko = (kSa,72) 1 k3 = k(Ss,73), gdje
su r1, 79, r3 proizvoljni pozitivni realni brojevi te r3 najmanji medu njima.
1° Neka niti jedna od kruznica nije sadrzana ni u jednoj od preostale dvije

te neka se ne sijeku. Neka je hy U hsy, gdje je hiperbola h; GMS kruznica koje
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dodiruju kq i ko izvana ili iznutra, a hiperbola hy GMS kruznica koje jednu
od ky i ko dodiruju izvana, a drugu iznutra, GMS kruznica koje dodiruju k;
i ky. Analogno definiramo hs U hy, GMS kruznica koje dodiruju ko i k3 i
hs U hg, GMS kruznica koje dodiruju k; i ks.

Tvrdnja 10. Ako postoji rjeSenje, onda se srediste te kruznice nalazi u
spresjeku (hy U hy) N (hs U hy) N (ks U hg).

Dokaz. Neka je k = k(S,r) kruznica s trazenim svojstvom. Tada k dodiruje
k1 i ko 1 moze obje kruznice dodirivati izvana ili iznutra, jednu dodirivati
iznutra, a drugu izvana. Ako k dodiruje ki i ks izvana(iznutra), onda vri-
jedi [|SS1] = [9Sa]| = |r + mll = r + ol = [rn = r2l([|SS1] — |SS[] =
lr—mr|| = |r—ro|| = | —r1+7ra| = |11 —12]), iz Cega slijedi S € hy. Ako k do-
diruje ky izvana (iznutra), a ko iznutra (izvana), onda vrijedi ||SS1|—|SS:|| =
\|r 47| —|r—1ra|| = ri+72(][SS1| = |92 = ||r — 71| — |7 +72|| = r1+72) Pa
slijedi S € hy. Dakle, S € hy Uhs. Analogno se pokaze da vrijedi S € hy U hy
1S € hsUhg. Zakljutujemo da je S € (hy U hg) N (hg U hy) N (hs U hg) 1
r=195] m

Opisimo sada konstrukciju rjesenja. Time ¢emo, u ovisnosti o polozaju zada-
nih elemenata, dokazati i egzistenciju rjesenja i ujedno raspraviti kada GMS
rjeSenja hy U hy, hg U hy i hs U hg imaju neprazan presjek.

Trazene kruznice ¢emo konstruirati slicno kao i u prethodna dva problema.
Rjesenja ima najvise osam, a broj ovisi o medusobnom odnosu zadanih obje-
kata. Neka je k3 kruznica inverzije (za kruznicu inverzije mozemo odabrati
bilo koju kruznicu sa sredistem u Ss).

a) Neka su ¢; = k(S1, 71 —r3) ("suzena kruznica ki za r3”) i co = k(S2,r0—73)
("suzena kruznica ko za r3”) i kruznice ¢ = i(¢y) i ¢, = i(c2) njihove inverzne
slike. Sa t¢; i t2 ozna¢imo vanjske zajednicke tangente kruznica ] i d.

Kruznice t| = i(t1) i ty = i(t2) dodiruju ¢; i ¢y izvana i prolaze kroz Ss
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kao na sljedecoj slici pod a):

(a) Konstrukcija (b) GMS

Slika 2.24: Kruznice koje dodiruju tri kruznice izvana i iznutra

Ako t| 7stisnemo” za r3, onda dobijemo trazenu kruznicu, oznac¢imo je sa
k', koja dodiruje zadane kruznice izvana. Ako t, "napusemo” za 1, onda
dobijemo trazenu kruznicu, oznacimo je sa k”, koja dodiruje zadane kruznice
iznutra.

Na slici Slika 2.24 b) je prikazan presjek hiperbola hy, hs i hs koji je zapravo
GMS rjesenja za ovaj slucaj. Naime, upravo su te hiperbole GMS kruznica
koje kruznice ky i kg, ko 1 k3, k3 i k1 dodiruju izvana ili iznutra.

b) Neka je ¢; = k(S1,r1 + r3) i ¢ = k(S2, 79 — 13). Nastavak konstrukcije
se provodi analogno prethodnom slucaju, ali sada odabiremo unutarnje za-
jednicke tangente t; ity kruznica ¢} i ¢j,. Neka su sve oznake i objekti kao na
slici 2.25. Slika tih tangenata, t] i t}, su kruznice koje dodiruju ¢; i ¢ i pro-
laze polom inverije S5. Ako t| "stisnemo” za r3, onda dobijemo jedno rjesenje
i to kruznicu koja ki dodiruje iznutra, a ko i k3 izvana. Ako t, "napusemo”
za r3, onda dobijemo jos jedno rjesenje i to kruznicu koja ki dodiruje izvana,

a ko 1 ks 1znutra.
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(a) Konstrukcija (b) GMS

Slika 2.25: Kruznice koje dodiruju tri kruznice

Na slici Slika 2.25 b) je prikazan presjek hiperbola hs, h3 i hg koji je zapravo
GMS rjesenja za ovaj slucaj. Naime, upravo su te hiperbole GMS kruznica
koje kruznice ky i ko dodiruju izvana i iznutra, ko i k3 dodiruju izvana ili
iznutra, k3 i k1 dodiruju izvana i iznutra.

c) Neka su ¢; = k(Sy,r1 +713) i o = k(S, 79 +13). Sa ty i ty oznacimo za-
jednicke vanjske tangente kruznica ¢ = i(c1) i ¢, = i(c2). Njihove inverzne
slike ¢} = i(t1) i th, = i(ty) dodiruju ¢; i ¢ te prolaze polom inverzije S3. Neka
je nihov polozaj kao na slici 2.26 a).

Trazene kruznice dobijemo tako da t| ”stisnemo” za rs (dobivena kruznica
dodiruje kq i ks iznutra, a ks izvana) i t}, "napusemo” za r3 (dobivena kruznica
dodiruje k; i ks izvana, a k3 iznutra).

Na slici Slika 2.26 b) je prikazan presjek hiperbola hy, hy i hg koji je zapravo
GMS rjesenja za ovaj slucaj. Naime, upravo su te hiperbole GMS kruznica
koje kruznice ki i ko dodiruju izvana ili iznutra, ko i k3 dodiruju izvana i

iznutra, k3 i k1 dodiruju izvana i iznutra.
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Poglavlje 2. Apolonijevi problemi

(a) Konstrukcija (b) GMS
Slika 2.26: Kruznice koje dodiruju tri kruznice
d) Neka su ¢; = k(Sy,r1 —13) 1 co = k(S2,7m2 + r3). Neka su ¢ ity za-

jednicke unutarnje tangente kruznica ¢, = i(c;) i ¢y, = i(c2). Neka je odnos

svih objekata kao i na sljedecoj slici:

(a) Konstrukcija (b) GMS

Slika 2.27: Kruznice koje dodiruju tri kruznice

Inverzne slike tangenata ] = i(t1) it = i(t2) su kruznice koje dodiruju ¢;

i co te prolaze polom inverzije. Ako "napusemo” t, za rs dobijemo jedno
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Poglavlje 2. Apolonijevi problemi

rjeSenje zadace i to kruznicu koja dodiruje k; i k3 iznutra, a ko izvana. Osmo

rjesenje je kruznica koju dobijemo kada ¢} ”

stisnemo” za r3 i ona dodiruje k;
i k3 izvana, a ko iznutra.

Na slici Slika 2.27 b) je prikazan presjek hiperbola hq, hy i hs koji je zapravo
GMS rjesenja za ovaj slucaj. Naime, upravo su te hiperbole GMS kruznica
koje kruznice ki i ko dodiruju izvana i iznutra, ks i k3 dodiruju izvana i iz-
nutra, k3 i k1 dodiruju izvana ili iznutra.

Time smo pokazali egzistenciju rjesenja, odnosno (hy Uhg) N (hgUhy) N (hsU
he) # 0.

Ovisno o medusobnom polozaju zadanih kruznica broj rjeSsenja se mijenja,
dok se rjesenja konstruiraju na isti nacin koji je povise opisan. Ukoliko su
dvije kruznice jednake, problem se svodi na tre¢i problem iz prethodnog

odjeljka, a ako su sve tri jednake, onda na treéi problem iz prvog odjeljka.

2.4 Apolonijev problem reda n > 4

U ovom odjeljku ¢emo razraditi najjednostavniji Aplonijev problem reda 4,

i to kada su zadane cetiri tocke. Ukupno ih ima petnaest.

Konstruiraj kruznicu koja dodiruje cetiri zadane tocke.

Neka su zadane tocke A, B,C' i D.

Razlikujemo vise slucajeva:

1° Neka su zadane tocke razlicite i nisu kolinearne.

Zadanim tockama je odreden cetverokut ABCD. Rjesenje problema postoji,
i to samo jedno, ako i samo ako je ¢etverokut ABCD tetivni.

Mozemo promatrati takoder i duzine odredene tim tockama kojih ima (3) =6.

Simetrale tih duzina su GMS kruznica koje dodiruju tocke koje odreduju tu
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Poglavlje 2. Apolonijevi problemi

duzinu (Apolonijev problem reda 2). Ocito je sjeciste tih simetrala i GMS
kruznica koje dodiruju sve cetiri zadane tocke. Mozemo ovaj problem pro-
matrati i kao Apolonijeve probleme reda 3 ako gledamo GMS kruznica koje
dodiruju po tri tocke. Njih ima (i) =4. GMS tih kruznica je samo jedna
tocka (srediste trokutu opisane kruznice), a presjek ta cetiri GMS-a je ne-
prazan samo ako se sve Cetiri tocke podudaraju i to je srediste rjesenja sva
cetiri problema reda 3 i problema reda 4.

2° Neka su zadane tocke razlicite i kolinearne. Tada rjesenja nema.

3° U slucaju kada su neke od zadanih tocaka jednake, problem se svodi na
Apolonijev problem nizeg reda.

U usporedbi s Apolonijevim problemima nizeg reda gdje smo naisli na konike
prilikom odredivanja GMS kruznica koje dodiruju zadane objekte, ovdje pri-
likom promatranja najjednostavnijeg Apolonijeva problema reda 4, dolazimo
do najvise jednog rjeSenja. Iz tog razloga nam nije interesantno promatrati

Apolonijeve probleme reda n > 4.

2.5 Daljnje generalizacije Apolonijeva problema

Kut presjeka izmedu trazene kruznice i zadanih elemenata (pravca i kruznice)
u dosadasnjim razmatranjima je 0°.

Stavljajuéi proizvoljni kut a € [0, 180°) pod kojim trazena kruznica sijece
zadane kruznice, odnosno pravce, dobivamo jos jednu generalizaciju Apolo-
nijeva problema reda n.

Analogno, ali znatno slozenije, razmatranje mozemo provesti i za ovaj pro-
blem koristeé¢i metodologiju identi¢nu onoj koju smo upotrijebili pri rjesavanju

Apolonijeva problema za o = 0°.
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Poglavlje 3
Zakljucak

Originalni Apolonijev problem glasi: ”Konstruiraj kruznicu koja dodiruje tri
zadane kruznice”.

U ovom radu smo taj problem generalizirali i to na na¢in da smo uz kruznice
promatrali pravce i tocke (mozemo ih zamisliti kao kruznice s radijusom
beskonacno i nula) i to kada je zadan jedan, dva, tri ili vise objekata. Nazvali
smo ih Apolonijevim problemom reda n, gdje je n € N broj zadanih objekata.
Uz samu konstrukciju trazenih kruznica, koju smo uglavnom izvodili koristeci
metodu inverzije, promatrali smo i geometrijsko mjesto sredista kruznica koje
dodiruju zadane objekte, uz koristenje metode geometrijskih mjesta tocaka.
Posebno su interesantna GMS kruznica s trazenim svojstvom koja se javljaju
u Apolonijevim problemima reda 2. Naime, kao GMS kruznica se pojavljuju
konike, stoga se svaka konika alternativno moze definirati kao GMS kruznica
koje su rjesenje odredenog Apolonijevog problema reda 2.

Za Apolonijeve probleme reda 3 posebno smo dokazivali egzistenciju rjesenja.
Pokazali smo, ne samo da je presjek tri konike ili presjek pravca i konika
neprazan, ve¢ da moze biti i viseclan skup, Sto je jako zanimljivo jer to nije

nesto za ocekivati i nije jednostavno za zamisliti.



Poglavlje 3. Zakljucak

Apolonijevi problemi reda n > 4 nam nisu interesantni iz razloga sto rjesenje
postoji samo u specificnim polozajima zadanih objekata.

Takoder smo ostavili prostora za razmatranje i razmisljanje sto da smo trazili
kruznice koje ne dodiruju zadane objekte, ve¢ ih sijeku pod varijabilnim
kutom « € [0, 180°) i to koriste¢i identicnu metodologiju kao i u ovom radu.

Naime, u tom slucaju kao zadane objekte ne promatramo tocke.
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