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Ana Cavar: Veza energije i Sirine kvantnih trimera u 2D

1 Uvod

1.1 Klasteri

Klasteri su skupovi koji se sastoje od konacno mnogo jedinki. Klaster sastavljen od dvije
Cestice naziva se dimer, od tri trimer, dok se veéi klasteri nazivaju tetramerima, pentamerima
1 tako redom, ovisno o broju jedinki koje ih ¢ine. U ovom diplomskom radu istraZuje se
energija vezanja trimera u dvije dimenzije. Trimer, u ovom kontekstu, predstavlja kvantni sustav

sastavljen od tri Cestice koje medusobno djeluju odredenim potencijalom.

A C
Slika 1: Jednostavan trimer u 2D

Modeliranje ponasanja klastera vazno je u fizici jer proucava djelovanje meducesti¢nih sila u
sustavima s viSe atoma i molekula, poput van der Waalsovih sila, ionskih veza i1 kovalentnih
veza. Takoder pomaze razumjeti kako se klasteri, unutar kojih su vidljivi kvantni efekti,
skaliraju 1 organiziraju u vefe, makroskopske sustave u kojima ti efekti iS¢ezavaju.
Proucavanje njihovih svojstava pomaze razumjeti kako se svojstva materijala mijenjaju s
veli¢inom sustava. Ovi prijelazi su vazni za proucavanje fizike ¢vrstog stanja, a i za razvoj
kvantnih i nanotehnologija, gdje su poznavanje i manipulacija kvantnih stanja u manjim

sustavima kljucni.

Intermolekularne veze Cesto se radi jednostavnosti i preciznosti opisuju Lennard-Jones
potencijalom. Lennard-Jones potencijal je prilicno jednostavan model interakcija jednostavnih
Cestica koji unato€¢ tome ima vrlo Siroku primjenu i daje realistiCne rezultate jer opisuje
esenciju meducestiénih odnosa - jako odbijanje na malim i slabo privladenje na velikim
udaljenostima. Zbog toga je jedan od najbolje istraZzenih modela meducesti¢nog djelovanja.

Izgled Lennard-Jones potencijala vidi se na slici 2.
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Slika 2: Lennard-Jones potencijal za razlicite parametre o i € [3]

1.2 Monte Carlo simulacije

Schrodingerova jednadZba rjesiva je za atom vodika, ali ne 1 za viSe elektronske ili viSe atomne
sustave, poput klastera. Stoga je za proucavanje dinamike 1 vezanja sustava od samo tri Cestice
ve¢ nuzno koristiti numericke i racunalne metode. Odabrana metoda istrazivanja u ovom radu

su Monte Carlo simulacije, specifi¢no varijacijski i difuzijski Monte Carlo algoritmi.

Monte Carlo metode dobro su utemeljena tehnika u racunalnoj fizici koja se temelji na
stohastickom pristupu. Stohasticke metode koriste slu¢ajne (nekolerirane) brojeve i nasumicne
procese za rjeSavanje problema kroz simulacije. Primjer rjeSavanja matematickog problema
pronalaska vrijednosti broja m Monte Carlo simulacijom i vizualizacija nasumi¢nog hoda vide
se na slikama 3 i 4. Za simulaciju i proucavanje slozenih kvantnih sustava posebno uc¢inkovitima
su se pokazale metode varijacijskog Monte Carlo (VMC) i difuzijskog Monte Carlo (DMC)
algoritma. Njima je moguce rjeSavati Schrodingerove jednadZzbe za kvantne sustave s malim

brojem Cestica i odrediti valnu funkciju i energiju osnovnog stanja s velikom preciznoscu.

Cilj ovog rada je prouciti osnovno stanje kvantnog trimera u dvije dimenzije za
Lennard-Jones potencijale s razliitim parametrima. Simulacija se vrsi u dva dijela. Prvi dio
optimiziranja probne valne funkcije obavlja varijacijski Monte Carlo. Ovim algoritmom
variramo parametre probne valne funkcije dok ne dobijemo minimum energije. S pronadenim
optimalnim parametrima 1 konfiguracijom Cestica u VMC ekvilibriju ulazimo u difuzijski
Monte Carlo koji nastavlja razvijati valnu funkciju sustava u njegovo osnovno stanje
osiguravanjem iSCezavanja svih viSih pobudenih stanja. Napokon, zbog aproksimacija
napravljenih u DMC metodi potrebno je statistiCki analizirati rezultate te procijeniti pogresku i

stvarnu vrijednost energije osnovnog stanja. Dakle, kombinacijom VMC i DMC algoritama



Ana Cavar: Veza energije i Sirine kvantnih trimera u 2D

nadamo se egzaktno (do na statisticku gresku) odrediti svojstva osnovnog stanja bozonskog

sustava ako je model potencijalne energije tocan.

Mz Carlo 1w Mzimie Carlo m

b

Slika 3: Primjer rjeSavanja matematickog problema pronalaska vrijednosti broja w upotrebom Monte
Carlo metode [4]
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Slika 4: Vizualizacija nasumi¢nog hoda u Monte Carlo metodi. Slika je preuzeta sa izvora [5]

U ovom radu, simulacije sustava varijacijskim i difuzijskim Monte Carlo algoritmima
implementirane su pomocu programskog jezika C, radi jednostavnosti pisanja i brzine
izvodenja programa. Poveznica na online repozitorij koji sadrzi cjelokupan kod simulacije
moZe se naci u literaturi [6].
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2 Metoda rada

Monte Carlo simulacije temelje se na stohastickoj metodi uporabe nasumicnosti za evaluaciju i
modeliranje sloZenih problema, posebno onih koji ukljucuju procese s velikim brojem varijabli
1 neizvjesnosti. To znaci da svaka Monte Carlo simulacija koristi generator nasumicnih
brojeva. Postizanje prave nasumicnosti u racunalnim simulacijama predstavlja znacajan
izazov, jer racunala po svojoj prirodi rade deterministi¢ki. Stoga se u praksi najéeS¢e koriste
generatori pseudonasumicnih brojeva. Oni se postizu sloZenim matematiCkim algoritmima
dizajniranim da daju rezultate koji se na prvi pogled ¢ine nasumi¢nima. Budu¢i da se ne radi o
pravoj nasumicnosti, na veéim skupovima podataka Cesto se mogu vidjeti uzorci, koji otkrivaju
pravilnosti deterministickog rada algoritma koji ih generira. Na slici 5 vidi se razlika izmedu
viSe i manje sofisticiranog generatora pseudonasumicnih brojeva. JoS jedna od karakteristika
pseudonasumicnih generatora je da, unatoC prividnoj nasumicnosti, pri svakom pokretanju
generiraju istu sekvencu brojeva. Ovo svojstvo nije nuZno mana, ve¢ moZze biti korisno jer
omogucuje reproduciranje rezultata, Sto olakSava otkrivanje i ispravljanje eventualnih
problema tijekom razvijanja simulacije.
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Slika 5: Usporedba dvaju generatora pseudonasumicnih brojeva. Generator na lijevoj slici dobro
je odabran jer je tesko uociti pravilan uzorak u rasporedu tocaka, dok je generator na desnoj slici
nepovoljan. Slika preuzeta iz [1]

Za potrebe razvijanja VMC i DMC algoritama u ovom radu za C programski jezik koriSteni
su generatori pseudonasumicnih brojeva ranl, koji generira brojeve iz jednolike raspodjele na

intervalu od 0 do 1, te gasdeyv, koji sluZi za generiranje brojeva prema Gaussovoj distribuciji.

Kljuc¢an koncept u Monte Carlo simulacijama je koncept SetaC (eng. walker). U kontekstu
Monte Carlo algoritama Seta¢ se odnosi na nasumi¢no kretanje sustava kroz neki prostor stanja.
Na primjeru trimera u 2D SetaC predstavlja set x i y koordinata svake od triju Cestica. Monte
Carlo algoritam simulira nasumi¢no kretanje velikog broja SetaCa po prostoru moguéih stanja
¢ime se, uz primjenu kriterija prihvaéanja, istraZuju pogodne konfiguracije sustava. Metoda
ovog rada sastoji se od dva dijela. U prvom dijelu kontstruiran je varijacijski Monte Carlo

algoritam kojime se nasumi¢no rasporedeni Setaci dovode u stanje ekvilibrija uz meducesti¢no
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djelovanje Lennard-Jonesovog potencijala. Njime se zatim traZze optimalni parametri valne
funkcije koji e se koristiti u difuzijskoj Monte Carlo metodi. Difuzijska Monte Carlo zatim

na temelju optimizirane probne valne funkcije difuzijskim procesom razvija sustav u osnovno
stanje kako bi se odredila energija osnovnog stanja.

Setaca 2D trimera u Monte Carlo algoritmima moZemo oznaciti kao R i reprezentirati kao

skup koordinata triju Cestica, pri ¢emu su {7;} vektori poloZaja svake od Cestica, a {(z;,v;)}
njihove koordinate u kartezijevom sustavu:

é = {7_1;} = (F17F27F3) = ($17y1>$2;y271’373/3) (21)

Izmedu Cestica djeluje Lennard-Jonesov potencijal prikazan na slici 6 i opisan formulom (3.1).

Slika 6: Lennard-Jones potencijal

12 6
ULs(rij) = 4eLs [(iw) - (iw) ] (22)
ij ij

Lijevi ¢lan u formuli Lennard-Jones potencijala predstavlja jako odbijanje izmedu Cestica pri
malim medusobnim udaljenostima, dok desni Clan predstavlja slabo privlacenje na velikim
udaljenostima. Postojanje minimuma potencijala ukazuje na moguénost postizanja stabilnih

vezanih stanja kvantnog sustava koji medudjeluje ovakvim potencijalom. Lennard-Jones
potencijal ovisi samo o medusobnoj udaljenosti Cestica r;; = |7} — 7.

Kvantni sistem opcenito je opisan Schrodingerovom jednadZzbom koja djeluje na valnu

funkciju koja opisuje stanje sustava V.

m%\p(ﬁ, t)= HU(R,1) (2.3)
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Hamiltonijan H koji se sastoji od kinetickog dijela Ti potencijalnog dijela V za sustav od tri

cestice moZe se raspisati kao:

3 3 3
H=T+V=-DgVi+V(R) ==Y DVi+ > Vilry)+> V(i) (2.4)
=1

i<j=1 i=1

U ovoj formuli D; predstavlja pokratu koja za i-tu esticu vrijedi D; = h?/(2m;), laplasijan
sustava u Clanu kineticke energije dan je sumom po svim cesticama V% = Z?:l V2, a pri
modeliranju potencijala, radi jednostavnosti, uzimamo u obzir jednocesticne doprinose zbog
interakcije jedinke s okolinom i dvocesticne doprinose interakcije svakog para jedinki koje tvore
sustav. Tako potencijal V;; opisuje medudjelovanje para Cestica na poloZajima 75 i 7, dok su

potencijalom V,,(7;) opisani vanjski utjecaji na i-tu Cesticu u tocki r7;.

U problemu kojeg promatramo nema vanjskog potencijala (V, = 0), ve¢ jedino djeluje

Lennard-Jones izmedu Cestica stoga se hamiltonijan sustava svodi na:

H=-Y DVi+ > Vylry)=T+V (2.5)
Gdje je laplasijan u 2D dan kao:

V2=_—"

— 2.

Monte Carlo metode zahtijevaju kompaktne valne funkcije koje moZemo brzo izvrijedniti.
Pritom moramo uvaziti i permutacijsku simetriju ukupne valne funkcije, ovisno o tome jesu li
Cestice koje promatramo bozoni ili fermioni. Za bozonski klaster kakav je promatrani trimer,
valna funkcija mora biti simetricna na zamjenu Cestice. Bududi da su zanemarene sve osim

dvocesti¢nih interakcija, moZemo je zapisati kao produkt dvocesti¢nih korelacijskih funkcija

[1]:

3
?/J(R) = H fz‘j(ﬁj) = f12(7”12)f13(7“13)f23(7’23) 2.7)

i<j
Konstrukcija 1 oblik probne valne funkcije ovise o zadanom potencijalu interakcije u
promatranom sustavu. Budu¢i da se u ovom radu koristi Lennard-Jones potencijal, dvocesti¢ne

korelacijske funkcije optimalne za male 2D klastere u zadanom potencijalu glase [1]:

e*(%)ﬁsm

fij(rij) = —— (2.8)

Tij
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Odabran je jednostavan oblik - produkt kratkodoseZnih korelacija (gdje parametri o 1 vy
definiraju kratkodosezni oblik) i dugodoseznih korelacija (gdje parametar s definira pad repa
valne funkcije). Izgled potencijala definira koji su izbori parametara kvantnomehanicki
smisleni. Na slici 7 vidi se da u dijelovima u kojim djeluje odbojno medudjelovanje gustoéa
vjerojatnosti mora trnuti, dok iza klasi¢nih toCaka obrata uvijek postoji i mala vjerojatnost
tuneliranja. Za vezani sustav rep valne funkcije treba trnuti to brze $to je sustav jaCe vezan.
Oblik probne korelacijske funkcije bi naravno mogao biti i sloZeniji, ali onda bi se trebalo
uloziti jo§ vremena za varijaciju i istraZivanje parametarskog prostora.

r || T unutarnje klasiéno zabranjeno podrudje

| s vanjsko klasiéno zabranjeno podrucje

Slika 7: Konstrukcija probne valne funkcije[1]

2.1 Varijacijski Monte Carlo (VMC) algoritam

2.1.1 Varijacijski princip

RjeSavanjem stacionarne Schrodingerove jednadZbe sustava opisanog hamiltonijanom H

H|U) = E|0) (2.9)

dobivamo svojstvena stanja sustava | 1',,,) sa pripadnim svojstvenim energijama F£,,:

H|Yp) = Ep|Yn) (2.10)

Kad je analiti¢ko rjeSenje teSko odredivo moZze biti korisno aproksimativno pokuSati odrediti
energiju F, za sustav koji se nalazi u stanju |Y,) ¢iji nam analiticki oblik nije poznat.
Proizvoljni vektor stanja moZemo formalno razviti koriste¢i ortonormiranu potpunu bazu
vlastitih vektora stanja {|1,,) }:

) = el Tm) @2.11)

Gdje vrijedi norma:
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D leml =1 (2.12)

Tada se srednja vrijednost energije za proizvoljni vektor stanja moZe raspisati kao:

(H)y = @IH) =Y chen{Tal H|Twm)
= hCmEn (Yo Tm)
- Z C:,CmEm(Snm

== Z |Cn’2En 2 EOZ ’Cn‘z = EO

Stoga, varijacijska Monte Carlo metoda temelji se na varijacijskom teoremu prema kojem bilo

(2.13)

koja normirana probna valna funkcija 1/1(ﬁ) daje gornju granicu energije osnovnog stanja:

Eo < / V" (R)H(R)dR (2.14)

U svakom koraku varijacijskog Monte Carlo algoritma predlaZze se pomak Setaca (koordinata
svake od Cestica sustava) te se taj pomak prihvaca ili odbija na temelju kriterija prihvacanja
prema Metropolisovom algoritmu. Varijacijski parametri u probnoj valnoj funkciji
prilagodavaju se kako bi se minimizirala energija, Sto vodi do aproksimacije osnovnog stanja
sustava. MnoZenjem i dijeljenjem integranda iz 2.14 moZemo transformirati izraz kako bismo

uveli definiciju lokalne energije F/,

o WB) s  [BO®E]
EVMC == RH R _,dR: R = RdR
Y] /w i /w )P | s

= [w(Byu() [Eu(f)] aF

Lokalna energija £/, definirana kao (2.16), pogodna je za primjenu Metropolis algoritma.

Ey(R;) = ' (2.16)

2.1.2 Metropolis algoritam

Metropolis algoritam koristi znaCajan odabir kako bi generirao slucajne korake koje
konvergiraju prema zadanoj gustoi vjerojatnosti na temelju odredenog kriterija prihvaéanja.

Koristan je za proracun prosjecnih vrijednosti oblika [1]:
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fx)p(x)dx
<f>=—f (@)plz) (2.17)
[ p(z)dx
Metropolis algoritam stvara slucajni hod tocaka z; €ija se asimptotska raspodjela vjerojatnosti
priblizava p(x) nakon velikog broja koraka. Slucajni hod definira se odredivanjem vjerojatnosti
prijelaza od jedne tocke x; do druge tocke x; tako da raspodjela to¢aka x, 1, 72, ... konvergira

ka p(x). Generalna struktura Metropolis algoritma prikazana je na slici 8.

| |

1. Izabere se probni poloZaj Zpwba = i+ 9di, gdje je d; slucaji broj iz jednolike raspod-
jele na segmentu [—4, §].

2. Izratuna se w = p(Zproba) /P(T:)-

i. Ako je w > 1, promjena se prihvaca, odnosno ;| = Tproba-
ii. Ako je w < 1 generira se slu¢ajni broj r.

iii. Ako jer < w, promjena se prihvacai z;11 = Tproba-

iv. Ako se promjena ne prihvati onda je x;; = x;.

Slika 8: Metropolis algoritam [1]

Najcesée je u Metropolis algoritmu potrebno mnogo uzoraka sluc¢ajnog hoda prije postizanja
asimptotske raspodjele vjerojatnosti p(z). Postavlja se pitanje kako izabrati optimalnu veli¢inu
koraka §. Ako je ¢ prevelik, samo ¢e mali broj probnih koraka biti prihvaéen pa e uzorkovanje
od p(x) biti neefikasno. S druge strane, ako je § premalen, veliki postotak probnih koraka bit e
prihvacen pa ée opet uzorkovanje p(z) biti neefikasno. Grubi kriterij za odabir veli¢ine koraka &
je da otprilike jedna tre¢ina do jedne polovice koraka trebaju biti prihvaceni kako bi Metropolis

algoritam dobro funkcionirao.

2.1.3 Implementacija VMC algoritma

U sklopu varijacijskog Monte Carlo algoritma, definicija lokalne energije ((2.16)) odgovara
obliku (2.17) te je pogodna za primjenu u Metropolis algoritmu. Metropolis algoritam
pogodan je za raCunanje viSedimenzionalnih integrala, a u ovom je slucaju posebno koristan
zbog definicije lokalne energije. Naime nije potrebno normirati valnu funkciju jer bi se norme
u brojniku i nazivniku formule pokratile. Srednja energija Eyyc odreduje se usrednjavanjem
lokalnih energija £, izraCunatih u toCkama R; koje su uzorkovane tako da pomaci Setaca u
prostoru mogucih stanja slijede gustofu vjerojatnosti sustava |¢(§)|2 Omjer gustoce
vjerojatnosti predloZenog (ﬁp) i poCetnog koraka (ﬁ) definira vjerojatnost prijelaza T' sustava

iz jednog u drugo stanje prema formuli (2.18) te se koristi kao kriterij prihva¢anja u Metropolis
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algoritmu. VMC algoritam opisan je po koracima na slici 9 te vizualno na slici 10.

—

U (B )0(y) 1)

T=-—2—r
UV (R)Y(

= B’;UL

| |

Na pocetku simulacije, odnosno u koraku k£ = 0:
* koriste¢i (2.116) Setace R rasporedimo nasumicno unutar podrucja gdje je gustoca
vjerojatnosti 1&*(1%)1,0(}:2‘) znacajna ili preuzmemo iz provedene sli¢ne simulacije;
* postavimo maksimalne duljine koordinatnog koraka d= (d*,d¥,d?).

Zatim se svaki korak k simulacije realizira prema dijagramu MA-a kao na crt. 4.1:
= nasumi¢no odabiremo koordinatne pomake Ar? € [~d’, d], j = x,y, » za svaku
jedinku 7; = (r¥, 7Y r?);

= odredimo probni poloZaj Setaca Ep — R+ AE;
= izratunamo vjerojatnost realizacije prijelaza R — R,

T(R — R,) = min {% 1} ; (4.6)

= ako je T > 1, pomak R— ﬁp prihvacamo: R= RP;

= ako je 7' < 1, pomak R — ﬁp prihvacamo s vjerojatnos¢u 1" Sto se realizira
generiranjem slucajnog broja 0 < r = ran2 < 1 uniformne razdiobe: ako je

r < T, prihva¢amo prijelaz, R= Ep; a u suprotnom slucaju odbacujemo, R= R;
= izratunamo vrijednosti £} (R) i ostalih estimatora F (I%) od interesa.

Slika 9: Koraci VMC algoritma [1]

7
ﬁ;:ﬁ+ﬂﬁ w*(ﬁ))v(é)) NE
t — T — I_, _,I — e (0,1 L r<T
Ar] € [0,d] L (R)u(B) =l !
DA DA NE
ﬁ = ﬁp ﬁ = E
\ /

Eu(R)

Slika 10: Dijagram VMC algoritma tijekom jednog koraka simulacije. Usporedbom slucajnog broja i
vjerojatnosti prijelaza T odredenim gustocom vjerojatnosti sustava u pocetnom i predloZenom koraku
odabire se prihvacanje ili odbacivanje probnog poloZaja. Nakon odluke racuna se lokalna energija
sustava Ep. Dijagram je preuzet iz literature: [1]

Konacno, za konstrukciju algoritma potrebno je joS pronaci analiticki izraz za lokalnu

10
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energiju. On naravno ovisi o sustavu koji promatramo, to jest o probnoj valnoj funkciji sz(}?)
koja ga opisuje 1 hamiltonijanu H. Cilj je izraz L;, Sto viSe pojednostaviti u kodu buduci da se
dio algoritma koji racuna lokalnu energiju vr$i jako puno puta, pri svakom koraku svakog
Setaca. Takoder biramo mjerne jedinice koje ¢e biti primjerene dimenzijama problema. Tako
se udaljenosti mjere u angstremima, energija u kelvinima putem Boltzmannove konstante, a
masa u unificiranim atomskim jedinicama. Probna valna funkcija konstruirana je pomocu

korelacijskih funkcijama opisanih ranije:

Hfu rij) = fra(r12) f13(r1s) fas(ras) (2.19)

1<J

*(T‘; )Y —sri

Tij

Lokalna energija (2.16) moZe se razdvojiti na kineticki i potencijalni doprinos, ¢iji je izvod

dan u literaturi [1]:

2

3 3
ETV(R Z Z dar (.. Z Fora)ms | |+ Vi(ry) (221
J#l

i=1 i<j
i#i

Kineti¢ki dio lokalne energije dobiven je sumiranjem doprinosa pojedinih atoma definiranih

preko kvantne sile (2.23) i njene divergencije (2.25):

2

EFR) ==Y Di |l (rig) + | S £ (riy)y (2.22)
R 7
; 5 o Vit (R)
F(R) = Viin|y(R)|* = 2—8= (2.23)
X )(R)
Sila na i-ti atom dana je izrazom izvedenim u literaturi [1]:

= -2 " (rig)T (2.24)

J#Z

3
ViE(R) =2) " i (ry) (2.25)

i=1
JF1

11
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: dr 3 gddr
gdje su fii" 1 [}

pokrate uvedene radi jednostavnije implementacije u algoritmu i definirane
kao derivacije korelacijske funkcije dane formulama:

vy 2
0= 56y
fddT(T‘) = dfdv'(r)

T2 ()
funkcija fo i fr:

Uvrstimo 1i u gornje definicije korelacijsku funkciju 3.2 moZemo dobiti eksplicitne izraze

(2.26)

(2.27)

. (2.28)
o )
T T ' e
I|
Ill
02 |
'ﬂ.
\
0 _\th_ ................................................................................... i
..’/.. o
02 L f ]
04| ]
0 '5'| 10 15
[

20
Slika 11: Analiticki izgled derivacija korelacijske funkcije (2.28) i (2.29).

Na slici 11 vidi se da funkcija f (r) koja se koristi u formuli za izraCun sile na i-tu esticu

(2.24) djeluje odbojno na malim udaljenostima, a slabo privlacno na velikim udaljenostima,

12
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sli¢no Lennard-Jonesovom potencijalu.

Kineticki doprinos energije za N, = 3 pogodan za racunalnu simulaciju dalje moze biti

raspisan kao:

EE(E) =—D [ 1dzd7" + fldéir + (fngH + ffl§7713)2}
— Dy [f5" + f357 + (f577 + f575s)°] (2.30)

ddr ddr dr = dr= \2
_D3[ 51+ fao + (fs( T+ f33752) }
gdje, buduéi da uzimamo da su mase sve tri Cestice jednake, vrijedi:

h2

Dy =Dy = D3 =
2m

2.31)

Potencijalni dio lokalne energije je jednostavna sumacija po Lennard-Jones potencijalu izmedu

parova Cestica:

3
EY(R) = Vi(ry) (2.32)

i<j

gdje r;; predstavlja jednostavnu udaljenost izmedu Cestica

ry = 17 =il = (5 — 2% + ( — )2 (2.33)

Kao takve, izraze (2.90) 1 (2.32) napokon moZemo implementirati u algoritam.

Akumulaciju vrijednosti povoljno je zapoceti tek nakon dovoljno koraka, nakon $to se sustav
2

stabilizirao i kad se pocCinje ponasati prema zadanoj gustoCi vjerojatnosti |¢(1§) Napokon,
srednju energiju raCunamo statisticki prema formuli (2.34) gdje je R; vektor koordinata sve tri

Cestice, uzorkovan Metropolis algoritmom u i-tom koraku.

Nug
Evye[¢] = lim [ > E(R) (2.34)

Efikasno je takoder istovremeno promatrati viSe nezavisnih sustava (Setaca). Na taj nacin se
prije postiZe ravnoteZno stanje sustava jer se nekoreliranim putanjama brZe obilazi prostor
mogucih stanja. Bududi da se koristi viSe Setaca, usrednjavanje izraCunatih veliCina radi se i
po svim Seta¢ima. Takoder je zgodno izvodenje simulacije podijeliti u niz blokova, od kojih
se svaki sastoji od odredenog broja koraka. Na taj na¢in moguce je pratiti srednju vrijednost

lokalne energije po svakom bloku, kao i od pocetka izvodenja simulacije. Time se smanjuje

13
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koreliranost podataka i dobivaju precizniji rezultati. Kad je postignuto uzorkovanje prema
|1(R)|? energija Eyuc usrednjena po blokovima od po&etka simulacije postaje priblizno ravna
crta, a EYy,- oscilira oko te linije. Jednom kad se simulacija ustabili, izvrsit ¢emo je za niz
parametara probne valne funkcije «, v i s kako bismo odredili optimalne parametre koji daju
najniZu energiju sustava. Osim energije, korisno je pratiti i srednju kvadratnu udaljenost Cestica

(r?) koja je definirana kao:

3

1
() =2 |7 =7yl (2.35)

7

gdje 7y oznacCava centar klastera. On se jednostavno raCuna kao aritmeticka sredina vektora

poloZaja svih Cestica unutar klastera:

3
- 1ZH
’f’ozg i r; (236)

Kvadratnu udaljenost Cestica korisno je pratiti za opisivanje prostorne raspodjele ili disperzije
Cestica u nekom sustavu. Nakon blokiranja rezultate simulacija moZemo tretirati kao /V,
nezavisnih mjerenja (jedno mjerenje odgovara svakom bloku), te racunati srednju vrijednost i

standardnu devijaciju ukupne simulacije kao [2]:

T=— Z 7 (2.37)

(2.38)

14
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2.2 Difuzijski Monte Carlo (DMC) algoritam

Nakon postizanja minimuma energije varijacijskim Monte Carlo algoritmom, nastavljamo na
konstrukciju difuzijskog Monte Carlo algoritma kojime se u teoriji razvija i simulira osnovno
stanje sustava. U sljedeCem poglavlju izloZena je teorijska pozadina, koja opisuje kako se

distribucija dobivena VMC algoritmom postupno transformira u osnovno stanje.

2.2.1 Schrédingerova jednadZba u imaginarnom vremenu

Schrédingerova jednadZba za sustav koji se mijenja u vremenu

ih%\lf(ﬁ, t) = HVU(R,1) (2.39)

supstitucijom u imaginarno vrijeme 7

it/h — 1 (2.40)
moZze se transformirati u jednadZbu:
(R _ o
SO (B 7) = (~ D+ V(R (R ) 2.41)

Vidljivo je da kineticki dio tako transformirane jednadzbe formalno li¢i na difuzijsku jednadZzbu:

ou(r,t)
ot

= DV?u(7,t) (2.42)

RjeSenja difuzijske jednadZbe opisana su gausijanom koji se Siri kroz vrijeme, to jest
opadanju i iSCezava, Sto odgovara difuzijskom procesu. Slicno, u imaginarnom vremenu
kvantne mehanike, vidjet ¢emo da valna funkcija sustava opada i iSCezava difuzijskim
procesom, i to tako da preostaje samo osnovno stanje sustava. U fizikalnoj interpretaciji
difuzijska jednadzba opisuje stvarne fizikalne procese poput Sirenja Cestica ili topline iz izvora.
S druge strane, Schrodingerova jednadzba u imaginarnom vremenu ne opisuje fizicku evoluciju
valne funkcije u vremenu, ve¢ je samo matematiCki alat koji opisuje evoluciju sistema u

imaginarnom vremenu i sluZi nam za razvijanje sustava iz pocetnog u svoje osnovno stanje.

Formalno rjesenje Schrédingerove jednadZbe u imaginarnom vremenu je

U(R,7) = e 7U(R,0) (2.43)
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Hamiltonijan sistema ima svojstvene funkcije T;

HY:(R) = E;T,(R) (2.44)

pri kojima indekse oznaCavamo tako da vrijedi £y < E; < ..., tako da se poCetno stanje sistema

zahvaljujudi potpunosti baze moZe raspisati po svojstvenim stanjima hamiltonijana kao:
U(R,0)=> Yi(R) (2.45)
Razvoj valne funkcije u imaginarnom vremenu onda postaje:

U(R,7) =) cie PTT(R) (2.46)

i
Bududi da se radi o imaginarnom vremenu ¢ija je vrijednost realna sad sva stanja s energijom
E; > 0 eksponencijalno trnu, dok osnovno stanje energije £y < FE;, u slucaju nevezanog
stanja Fy > 0, ima najsporiju stopu trnjenja, a u slucaju vezanog stanja Fy < 0 najvecu stopu
rasta. Kako bismo kontrolirali rast i pad razli¢itih doprinosa evoluciju sistema stabiliziramo
uvodenjem referentne energije Eg, na nacin da je oduzmemo od Hamiltonijana H, tj. svih

energija Fj;.

O (R - .
COVET) - pow(i (2.47)
or
Time evolucija pocetnog stanja postaje:
U(R,7) = =BTR(R 0) = Y e PPOTY (R) (2.48)

U limesu beskonac¢no dugog simulacijskog vremena (7 — 00) ovaj izraz osigurava iSCezavanje
komponenti pobudenih stanja za koje vrijedi £; > Eg, dok ¢e komponente £; < Ejg rasti u
imaginarnom vremenu. To znaci da ¢ak i nakon kratkog kona¢nog imaginarnog vremena 7 u
rjeSenju opstaje samo stanje najniZe energije To(fi). Stoga simulaciju moZemo zapoceti s bilo
kojim stanjem W(R,0) koje ée s imaginarnim vremenom evoluirati u osnovno stanje Yo(R),
ako pocetno stanje nije bilo ortogonalno s osnovnim Y,. Ovime je pokazano da je evolucija
sustava iz \IJ(]%, 0) u osnovno stanje teorijski moguca, medutim, buduéi da su nepoznate vlastite
vrijednosti F; potrebna je prakticna metoda izvodenja evolucije. Operator izvodenja evolucije

dan je Greenovom funkcijom:

G = e~ H-BR)T (2.49)
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koja odgovara jednadzbi:

oG X R
~5e =~ — Er)G (2.50)

Njena je koordinatna reprezentacija matrica s elementima:

G(R, R, 1) = (R|e 57| ) (2.51)

pa je Greenova funkcija za viSeCesti¢ni hamiltonijan rjeSenje jednadZbe:

OG(R',R,7) o o= N
— SRl = (<DpVh + V() - B) GUR L Ror) (2.52)

Ova jednadZzba ne izgleda puno jednostavnije od jednadzbe (2.41) jer ne moZemo istodobno
simulirati cijeli hamiltonijan H buduéi da operatori kineti¢ke energije Ti potencijala V ne
komutiraju. Ipak, uz aproksimaciju kratkih vremenskih intervala A7 ona postaje pribliZzno

rjeSiva. Vremenski interval 7 moZemo podijeliti na N, dijelova kao:

exp(—7(H — ER)) = H exp(—AT(H — EgR)) (2.53)

k=1

Opcenita nekomutativnost operatora kineticke energije Ti potencijalne energije 1%

Y e 2Yr/ D D 2
TV #VT = VAV(R) # V(R)V% (2.54)

prema Trotterovom teoremu [7] tijekom vrlo kratkog imaginarnog vremenskog trenutka A7 =

7 /N,x moZe se zanemariti:

Y e 2Y7( D D 2
TV =VT = ViV(R) = V(R)V% (2.55)

To nam omogucava pronalazenje Greenove funkcije koja odvojeno izvodi kineticku i

potencijalnu evoluciju sustava:

é — e—(ﬁ—ER)AT ~ e—TAre—(V—ER)AT A;O GTGV (256)
Ovo znaci da, do na odredenu statisticku greSku, moZemo odvojeno promatrati operatore
evolucije kinetickog 1 potencijalnog dijela hamiltonijana. Procjenu pogreske i popravke ovog

pristupa daje nam Baker-Campbell-Hausdorffova (BCH) formula [8]
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exp(A)exp(B) = (A +B+= [fl Bl + —[A—B,[A, B]] + ) (2.57)

Prema BCH formuli, prva korekcija rjeSenja moZe se dobiti kao:

~

G — GrGy =

~

[V, T|AT? + O(AT?) (2.58)

Sad moZemo gledati operatore kineticke i potencijalne energije odvojeno. Buduci da je operator

1% dijagonalan, on jednostavno djeluje na stanje kao:

(R'\V|R) = V(R)6(R' — R) (2.59)

stoga je Greenova funkcija operatora v
Gy(R, R, A1) = ¢ VIR-EATs (B _ 1) (2.60)
Ona predstavlja rjeSenje jednadZbe rasta ili raspada (ovisno o predznaku izraza u zagradama):

OGv(R, R,T)
or -

—

—(V(R) — ER)Gv(R', R, 7) (2.61)

To znaci da se potencijalni dio Greenove funkcije moZe simulirati procesom grananja gdje
broj SetaCa raste ili opada ovisno o predznaku faktora Fr — V(ﬁ) na desnoj strani. S druge
strane, kineticki dio evolucije (2.56) nije dijagonalan jer operator V% utjeCe na stanje. Greenova

funkcija kinetickog dijela odgovara rjeSenju difuzijske jednadzbe:

W — —DEVEGT(}?’, R,7)=TGr(R R,7) (2.62)

a njeni su matricni elementi dani kao:

S (DD _ P —TAT By . —3Ng/2 _(E_EI)Q
Gr(R',R,7) = (R'le |R) = (4mDgAT) exp( —4DR'AT (2.63)

Prema tome, Gt je ekvivalentna gausijanu Kkoji se Siri u imaginarnom vremenu 7.

Kombiniranjem (2.60) i (2.76) u (2.56) napokon dobivamo ukupnu Greenovu funkciju:

(R— Ry

G(ﬁ/, ﬁ, AT) = (47TDR’AT)_3N(L/2CXP <—W
B T

> exp (-(vu% - ER)A7'> + O(AT?)
(2.64)

18



Ana Cavar: Veza energije i Sirine kvantnih trimera u 2D

koja za kratki vremenski korak A7 daje energije s linearnom ovisnoséu o A7. U difuzijskoj
Monte Carlo simulaciji stanje \Il(ﬁ, 0) predstavljeno je ansamblom od N, konfiguracija
(Setaca). U svakoj konfiguraciji imamo N, = 3 Cestica smjeStenih na poloZajima R, gdje je

w = 1,..., N,,. Greenova funkcija evoluira sustav kroz 2 procesa:

—

* Grananje: posljedica je potencijalnog dijela hamiltonijana. Potencijal V' (R) racuna se

za svaku konfiguraciju te u ovisnosti o predznaku faktora e~ (V(F)=Er)AT

Setaci bivaju
multiplicirani ili uniSteni, ali se zbog §( R’ — R) ne pomiu.

 Difuzija: posljedica je kinetickog dijela hamiltonijana i predstavlja difuzni pomak B —
R/, odnosno r/; = 7, + AF,, za gausijanovu varijablu Ar; s ocekivanom vrijednoséu 0 i

varijancom o2 = 2D;AT.

U praksi se ovaj algoritam ne koristi zbog neefikasnosti i velikih numeri¢kih problema.
Potencijal obi¢no nije ogranicen i Setaci mogu lako zaci u podrucja gdje potencijal prakticki
,eksplodira”. Stoga bismo u jednom koraku morali uniStiti/stvoriti puno konfiguracija pa bi
njihov ukupni broj ,,divlje” oscilirao. Kako bi se taj problem izbjegao simulacija se moze

ustabiliti uvodenjem znacajnog odabira.

2.2.2 Distribucija znacajnog odabira

Radi smanjivanja statisti¢kih 1 numerickih fluktuacija uzrokovanih zadiranjem Setaca u podrucja
vrlo nepovoljnih potencijala, u stohasti¢ku simulaciju uvodimo znacajni odabir konstrukcijom

nove distribucije:

— —

®(R,7) = ¢(R) - V(R, 1) (2.65)

Ovdje w(ﬁ) predstavlja u prethodnom koraku VMC metodom optimiziranu valnu funkciju.

Time Schrodingerova jednadzba u imaginarnom vremenu (2.41) postaje:

_0(R,7)

o = —DpVE(R,7)+ DV [ﬁ(é)@(é, 7')} + [EL(}?) - ER] ®(R,7) (2.66)

gdje je uvedena pokrata za ranije spomenutu tzv. driftnu (kvantnu) silu koja u DMC algoritmu

igra ulogu vanjske sile u difuzijskom procesu.

V s (R)
U(R)

Vidi se da izrazi za kvantnu silu i lokalnu energiju ovise o odabranoj probnoj valnoj funkciji

F(R) = Vin|y(R,7)|* = 2 (2.67)

pa je povoljno prije samog simuliranja prevesti ih u jednostavan analiticki oblik. Uloga driftne
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sile je da vodi difuzijski proces u smjeru gradijenta, to jest u podru¢ja gdje je optimizirana

probna valna funkcija 1( R) znacajna.

Greenova funkcija koja odgovara jednadzbi (2.74) je dana sa [1]:

o i F(R)D oA
G(R', R, At) = (47D zAT) 3N/ 2exp (—(R i (R)DgAT) )

4D AT (2.68)

X exp (—(EL(I%) - ER)AT> 3(R — R)+ 0(Ar?)

Takav zapis je jedno od mogudéih nejedinstvenih rjeSenja. Postavlja se pitanje kojim redosljedom
vrsiti operacije - Zelimo li voditi SetaCe prije ili nakon difuzije, odnosno ratunamo li F (ﬁ) ili
F (ﬁ’ )? Naime opet se pojavljuje komutacijski problem jer drift i difuzija ne komutiraju. Zbog
toga se praktiéno &esto Koriste izrazi [F(R) + F(R')]/2 za driftnu silu i [EL(R) + EL(R))]/2
za lokalnu energiju. Nakon konstrukcije znacajnog odabira probna valna funkcija vodi Setace u

—

konfiguracije niskih vrijednosti F(R) ¢ime se dobiva stabilniji DMC algoritam.

2.2.3 Algoritam drugog reda

Ako je greska ukupne energije linearna u vremenskom koraku, odnosno,

Eimc(AT) = Eo(0) + kpAT (2.69)

radi se o DMC algoritmu prvog reda. PoZeljna je konstrukcija algoritma drugog reda gdje je
greSka u kvadratnoj ovisnosti o vremenskom koraku, jer omoguéava koriStenje vecih
vremenskih koraka pri kojima u nekim slucajevima nije potrebna ni ekstrapolacija energije u
AT = 0.

Epmc(AT) = Eo(0) + apAt? (2.70)

Kvadratnu ovisnost Epyc moZemo dobiti uzastopnim primjenama BCH formule te se
neZeljeni Clan prvog reda moZe ukloniti dekompozicijom produktnog operatora (2.56) na
polovice vremenskog koraka. Takvu dekompoziciju moZemo simetrizirati prebacivanjem

zadnjeg operatora na prvo mjesto [9]:

1 Y, 1 o1 ;o1 Y, _1 v [
— e 2 e 2 e 2ATT6 2ATV:6 2ATV6 ATT

e~ ATV 2.71)

Odgovarajuca energija koja je dobivena u postupku sa znaCajnim odabirom 1 daje kvadratnu

ovisnost DMC energije o A7, ¢iji se izvod nalazi u literaturi [1] i [9], glasi:
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1 )
Epme = Eo+ — A1 | (To| AH|To) — (¥]To)
0

o (2.72)

U praksi ¢emo nakon izvodenja DMC algoritma iz podataka o postignutom minimumu energije
za razli¢ite vremenske korake moci kvadratnim fitom odrediti energiju osnovnog stanja Ej i
koeficijent koji se nalazi uz kvadratni &lan A72. Do na statistiku gresku, u limesu kad korak
imaginarnog vremena teZzi u 0, a broj SetaCa teZi beskonaCnosti (§to odgovara pretraZivanju
cijelokupnog prostora stanja), energija dobivena DMC simulacijom trebala bi dati egzaktnu

energiju osnovnog stanja Fj.
E = EDMc[AT — 0, Ny — OO] = Ey (2.73)

2.2.4 Djelovanje triju operatora

Tri ¢lana na desnoj strani jednadzbe (2.74) odgovaraju djelovanju triju operatora na funkciju

znacajnog odabira @(é, T):

_0(R,7)

5 = ~DpVEB(R.7) + DgV

[FR)@(R )] + [Eu(B) ~ Br] #(R.7)

=]l

~

= [A; 4+ Ay + A3)®(R, 7) = AD(R, 1)
(2.74)
Djelovanje ovih operatora moZemo interpretirati koriste¢i analogone klasi¢nih
diferencijalnih jednadzbi. Tako, operator A opisuje slobodnu difuziju s difuzijskom
konstantom D g, A, opisuje djelovanje driftne sile kao posljedice postojanja vanjskog
potencijala, dok As opisuje stvaranje i poniStavanje Setaa. DMC sa znacajnim odabirom
temelji se na simuliranju jednadzbe (2.74). Medutim, pokazalo se jednostavnijim simulirati

njen integralni analogon,

— —

O(R 7+ A1) = / G(R',R,A7T)®(R,7)dR (2.75)

definiran Greenovom funkcijom koja predstavlja vjerojatnost prijelaza R — R tijekom

vremenskom intervala Ar, ¢iji je matricni element zapisan u koordinatnoj reprezentaciji:

G(R, R,Ar) = (R'|e 27| R) (2.76)

Zna¢i, u DMC algoritmima racuna se aproksimativna vrijednost Greenove funkcije

G(]:?’ ,ﬁ, AT) za kratki vremenski interval A7. Sukcesivnim iteracijama nakon dovoljno
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dugog vremena postiZe se asimptotsko ponasanje ® (&', — o0) kojim efektivno uzorkujemo

ponasanje osnovnog stanja.

U prvim primjenama DMC metode, koriStene su primitivne aproksimacije kao u (2.68) -
koje za posljedicu imaju linearnu ovisnost energije o vremenskom koraku A7. Razvojem
eksponenata operatora u vise redove po A7 dobiva se znaCajno bolje ponasanje, ali to znacajno
usporava simulaciju zbog sloZenijih algoritama. Dobar kompromis algoritamske kompleksnosti
1 efikasnosti dobije se koriStenjem kvadratnog DMC-a kojeg ovdje prezentiramo. Greenovu
funkciju G (ﬁ’ , ﬁ, AT) aproksimiramo analogno dekompoziciji na polukorake (2.71), ali sada

koristeci tri operatora:

~

exp(—AAT) =exp (—1213&) exp <—A2£> exp <—A1AT>

X exp ( A2£> exp ( A3£> + O(AT?)

Simulacija se zapocCinje operatorom A;, nakon Cega se koraci suksesivno izvr$avaju, a

(2.77)

zapisani su ovim redosljedom radi simetrije. Ponovno, operator A; predstavlja slobodnu
difuziju, to jest pomicanje Cestica nasumi¢no odabranim gausovim pomakom, operator A,

opisuje djelovanje driftne sile, dok As stvara i uniStava SetaCe.

U integralni oblik Schrodingerove jednadZbe ova dekompozicija se prevodi kao

Ar At
(R, 7+ A7) = /G3 <R’ R, >G2 (Rl,RQ, )G1 (RQ,R3,AT>
N e
G Rg, R4, G3 R4, s 2 (I)(R, T)deddeRng4dR

u kojoj svaka produktna Greenova funkcija Gi predstavlja djelovanje jednog operatora A;.

Djelovanje operatora A opisuje G Cije je rjeSenje prema (2.76)

— — 2 3 5 /\92
5B B _ -\ —3Na/2 . (R—R) _ \—3/2 . (ri —77)
Gi(R',R,7) = (4nDyr) exp ( —4DR‘7' Z1:[1(47TDZ7') exp | ————
(2.79)

ekvivalentno gausijanu koji se Siri tijekom vremena 7. U DMC simulaciji realizira se
pomacima svih koordinata triju Cestica po gausovoj razdiobi. U kontekstu simulacije u jeziku
C u ovom radu za generiranje gausovih pomaka koristi se paket "gasdev". Kako bi varijance
bile uskladene, nasumi¢no generirani broj mnoZi se sa standardnom devijacijom /2D;AT.
Ovaj dio algoritma neovisan je o probnoj valnoj funkciji pa moZze odvesti Cestice u bilo koji dio
prostora, ¢ak i tamo gdje je ¢(ﬁ) zanemariv 1 gdje se potencijali ponaSaju divlje odbojno Sto

moZe dovesti do nestabilnosti algoritma. Medutim, ovakve nestabilnosti mogu biti poZeljne jer
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upozoravaju na koristenje prevelikih vremenskih koraka A7 za koje ne vrijede temeljne
pretpostavke DMC metode uvedene u prethodnim poglavljima. Pomicanje koje je posljedica

pojavljivanja driftne sile u A,y opisuje Greenova funkcija:

~

Go(R R, 7) = 6(R — R(1)) (2.80)

gdje je R(7) rjesenje jednadzbe:

dR(T)
dr

— DE(ER(r)) (2.81)

koja zadovoljava pocetni uvjet E(O) — R. Kako bi se zadrzala kvadratna ovisnost u
vremenskom koraku, prethodnu diferencijalnu jednadZbu moramo rijeSiti integracijskom
metodom 2. reda. Driftna sila (2.67), koja djeluje u smjeru gradijenta w(ﬁ) odvlaci difuzijski

proces u podrucja gdje je w(ﬁ) znacajan.

Treca Greenova funkcija predstavlja kljucni je dio DMC metode:

Go(R, B, 7) = exp (—(EL(E - ER>T) 5(R — R) (2.82)

Analogno (2.60) ona opisuje proces stvaranja ili uniStavanja Setaca, ovisno o razlici referentne
energije Eg i lokalne energije Fp pojedinog SetaCa. Na taj nacin svakom Setacu pridruzuje
statisticku tezinu W(R). Ovisno o W(R) svako se Setad R, multiciplira ili eliminira s
populacijske liste {ﬁw} Setaci lokalne energije EL(ﬁw), niZe od referentne Eg, multicipliraju

se n,, puta, a oni energijski nepovoljniji imaju vecu vjerojatnost ponistavanja.

Dakle, ako se pod djelovanjem operatora Ay i Ay stvori kriti¢an broj spomenutih nepozeljnih
pomaka, djelovanjem As dolazi do poniStavanja i stvaranja velikog broja konfiguracija i velikih
fluktuacija ukupnog broja Setaca Sto vodi do nestabilnosti simulacije i moguéeg prelijevanja
polja koriStenih u kodu. To bi nam onda takoder ukazivalo na preveliku vrijednost vremenskog

koraka u simulaciji.

Optimiziramo proradun kinetickog dijela lokalne energije ET(R) gdje je potencijalni dio

energije dan jednostavnom sumacijom Lennard-Jones potencijala po svim parovima trimera:

o = 3 3
B(F) = ﬁ;}? = BNR) + B = SOBLG) + 3 V) 289)

Lokalni kineti¢ki doprinos i-tog atoma

V()
L ()

Ef (7)) =-D (2.84)
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Primjenom transformacije

W1 Vik
o2 9
postaje odrediv iz rezultata dobivenih za kvantnu silu (2.67):
T (= 1 N B
Ey, (i) = —D; 5 ViFi(75) + 1 Fi(r5) - F3(13) (2.86)

Lokalna energija 1 kvantna sila raCunaju se analogno kao 1 u varijacijskom Monte Carlo dijelu

simulacije, pa ¢emo ponoviti klju¢ne rezultate. Uz probnu korelacijsku funkciju

e—(ﬁ,j)”—sﬁ']’

fij(rij) = = (2.87)
ij
i definicije pokrata kvantne sile

g a\7 1

dr — dr _ _ _ _
f(r) = )i (’y (T> ST 2) (2.88)

aary y _ A7) drpy L o\

fo(r) = = r4+2-f (T)——ﬁ <’y (;) —i—sr) (2.89)

izraz za kineticku energiju za jednake Cestice opet postaje spreman za implementaciju u DMC

algoritmu:

EX(R) = — Dy [f&" + fl" + (flms + f75)?]
— Do [ fodr + fodr 4 (folrin, + fosias)?] (2.90)
— Dy [fs" + f55" + (f5i 731 + fi5752)°]

h2

D1:D2:D3—2m

(2.91)

2.2.5 Implementacija DMC algoritma

Ulazna konfiguracija Seta¢a u DMC algoritam pripremljena je VMC algoritmom. To jest, nije
uzeta nasumicna pocetna konfiguracija SetaCa, veC je preuzeta konfiguracija postignuta
varijacijskim Monte Carlom u ravnoteZnom stanju gdje su oni uzorkovani prema ¢*(R)u(R).
Nakon jednom provedene DMC simulacije, zavrSni poloZzaji bit ¢e uzorkovani prema

*(R)Yo(R). Gustoca vierojatnosti ®(R,7) stohasticki je predotena skupom N,, Setata R,,.
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Svaki se Seta¢, pod djelovanjem triju mehanizama Giu imaginarnom vremenu pomice kroz
konfiguracijski prostor. Ako su ispunjeni uvjeti:
* (U0) preklop U(R, 0) i To(R) razligit je od nule
« (U1) za svaki R za koji je To(R) # 0, takoder je i 1)(R) # 0
* (U2) ansambl Setata je dovoljno velik kako bi se moglo uzorkovati
(R, 7) = Y(R)¥(R,7);
* (U3) vremenski korak A7 dovoljno je mali kako bi vrijedila dekompozicija

* (U4) vrijeme 7 dovoljno je veliko da utrnu komponente pobudenih stanja \I/(ﬁ, T) —

—

To(R)

tada populacija Setaca odgovara gustoci vjerojatnosti

(R, 7 — 00) = Y(R)To(R) (2.92)

Dakle, sustav prelazi u osnovno stanje Cije se karakteristike tada mogu poceti odredivati

analizom dovoljnog broja konfiguracija uzorkovanih prema ¢(R)Y((R). DMC algoritam

odreduje evoluciju ansambla Setaca

w—1
{Rw} — {ﬁ’z’ +J= E’p(w)’i = an;l <j< nw} (2.93)
m=1

Konstruirani DMC algoritam drugog reda koji se koristi u ovom radu moZe se predociti

koracima:
a) Gaussov pomak: ]%L,” +AR gdje je AR nasumi¢no odabran iz 3N, Gaussove razdiobe
s eksponentom —(AR)?/(4DzAT).
b) Racunanje driftne sile: F, = F(RE™).
¢) Pomoc¢ni driftni pomak: Bm = Fi;” +Dg- % . ﬁa.
d) Ratunanje driftne sile: Fy, = F(R").

—

e) Srednji driftni pomak: ﬁ;(w) =R+ Dy 4. F“%ﬁb, pohranimo u R = R
f) Racunanje driftne sile i lokalne energije: F/ = F (é;(w)), E; = EL(ﬁ;(w)).

g) Konacni driftni pomak: R} = R]' + Dy - A1 - F'.

h) Odredivanje statisticke teZine: W(ﬁ;(w)) =exp (— [2(EL + E}) — Er| AT).

i) Stohasti¢ka procjena broja potomaka: n,, = int [W(ﬁ;(w)) + ranl} )

j) Akumulacija lokalnih energija: > Ej ., = > Ej . + 1y E7.

k) Kopiranje potomka ﬁ;(w), odnosno njihovih identifikacijskih parova u novi ansambl:
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w—1
S’:S’u{(é&,EQ = s gjgnw} (2.94)
m=1

Korak pod brojem 1. unutar koda izvodi se generiranjem nasumicnog broja iz Gaussove
distribucije koriStenjem paketa gasdev preuzetog sa izvora [10], te mnoZenjem koraka sa
standardnom devijacijom gausijana (v2DAT). Sto se tice prepisivanja $etat¢a u novi ansambl
nakon svakog koraka, vazno je u kodu paZljivo pratiti da liste ne prelaze dozvoljene granice —
broj Setaca ne smije pasti ispod odredenog minimuma niti premasiti zadani maksimum. U
slu¢aju prevelikog smanjenja broja Setaca, potrebno je odabrati one koji ¢e ostati, dok se u
slucaju prekomjernog rasta umnoZavanje skalira kako bi se sprijeCilo prekoracenje
raspoloZivog prostora liste. U 9. koraku koristi nasumican broj generiran koristeci paket ranl,
preuzetog sa izvora [10]. U svakom dijelu simulacije moZemo pohranjivati vrijednosti veliina
od interesa ili usrednjene veli¢ine (u ovom radu lokalne energije). Analogno VMC metodi i
ovdje simulaciju cijepamo na N, blokova kako bismo lakSe kontrolirali Sto se dogada s
energijom tijekom simulacije. Znaci, sukcesivne nepreklapajue nizove od N koraka k

dijelimo u N, blokova b. Nakon svakog bloka pohranimo prosjecne vrijednosti energije.
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3 Rezultati i rasprava

VMC algoritam pokrenut je za dva odabrana Lennard-Jones potencijala.

oLy 2 oLy 0
Uwi(rij) = 4ews (T) - (r) 3.1
1] 1

Za prvi ispitani potencijal, prikazan na slici 12 odabrani su parametri oy = 4A i ey = 12K
Masa identicnih Cestica je uzeta kao m = 4u, u unificiranim atomskim jedinicama. Energija
je ovdje izraZena u kelvinima preko Boltzmannove konstante kg = 1.380649 - 102J/K, &ija je
vrijednost preuzeta iz baze NIST-a [11]. Za drugi potencijal, prikazan na slici 13 izabrani su
parametri o = 8Aie = 20K. Pri odredivanju pocetnih probnih parametara korelacijske funkcije

biramo parametre koji izgledom dobro odgovaraju funkciji potencijala. To znaci da valna

funkcija mora oS$tro padati u podruc¢jima klasi¢no zabranjenog podrucja. Za odabir parametara
prikladno je koristiti matematicke alate poput Geogebre [12], gdje se pomocu klizaca mogu
prilagodavati parametri funkcije, i time mijenjati njen izgled. Treba uzeti u obzir da kvadrat
valne funkcije 1 potencijalna jama nisu izraZene u istim mjernim jedinicama, tako da slike 12 i
13 sluZe primarno vizualizaciji gustoée vjerojatnosti probne valne funkcije nad potencijalom.
—(755)7—srij
e i
fz’j(ﬁj) e — (3.2)
Tij

Za prvi potencijal odabrani su pocetni parametri o = 4.55A, 7y =4.7Tis = 0.3A7". Za drugi
su potencijal odabrani pocetni parametri o = 9.2A, v = 7.75i s = 0.75A .

25 : : . . —
pocetni palameTi a=4.55, y=4.77, 5:0_3[}ennard-Jones pmﬁﬂ&%
20 | 1
15 | |
10 | ||
51 |
| _
) —
0 | ——
|
5 || /
./
10 L
\/
15 .
0 2 4 6 8 10 12 14
r
Slika 12:  Prvi ispitani potencijal, Lennard-Jones s parametrima ory; = 4A i ep; = 12K, te

odgovarajuca probna korelacijska funkcija.
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i [ ' ' Lennard-Jones potenci
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Slika 13: Drugi ispitani potencijal, Lennard-Jones s parametrima o = 84 i ¢ = 20K, te odgovarajuca

probna korelacijska funkcija.

3.1 Rezultati VMC algoritma

Na slici 14 vidi se energija dobivena za prvi potencijal VMC simulacijom, ljubi¢astom linijom
usrednjena po Setaima i blokovima, a zelenom usrednjena od pocetka simulacije. U ovom
slucaju koriSteno je 150 Setaca i 200 blokova od kojih se svaki sastoji od 500 koraka. Vidljivo
je da se prosje¢na energija stabilizira oko dobivene vrijednosti Eyyc = (—5.000 4 0.002) K.

VYMC
492 ' ! ' ' ! ' ' prosjek energije po bloku
N,=150, a=4 55 A, y=4.77, 5=0 3 A" prosjek energije od pocetka simulacije
494 | |
ﬁ |
I
496 ' |‘|

| | | |\
‘ h Iﬂ||“||

x ||| A’l JL ‘I‘|‘| “ | H‘ || II|‘|‘| 'h“ “ ”' H |\ |ﬁi| ‘l [ ||||||| || | ‘I"‘|||| J Jl-lr “| ‘ I\I| ‘llhl‘l [ la,|‘|l‘l‘l | |‘I‘I'\‘| |‘7
2 = S ] | A W M
L i i ”%J"HH i\ Wﬁ“ I Mw “ '1 IR n'/Jf TN
sell VT YT a\ I | (TR 1 4 MW ARY TR
P02 r I ‘I RN “ ﬂ | | f \ ‘ AV '\‘IH || s
! N AR
504 |F|‘ ' |\\ H |' L
5.06 | |‘ v
|
-5.08 L L 1 1 L 1 1 ! 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

blok / 500 koraka

Slika 14: Srednja vrijednost energije u VMC simulaciji, po blokovima i od pocetka simulacije, za

potencijal s parametrima o = 4Aie=12K.

Slika 15 prikazuje kretanje srednje vrijednosti kvadrata udaljenosti Cestica trimera tijekom
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VMC simulacije. Vrijednost po blokovima se takoder prilicno brzo stabilizira, oko dobivene
srednje vrijednosti < 72 >= (15.121 + 0.007)1&2. Uz to, konac¢na duZina maksimalnog koraka
Setaca unutar simulacije dobivena je kao Az y.x = 1.38A.

Promijena <r2> kroz VMC simulaciju

154 N 7150: 455 A B et ' ‘ ' ' prosjek <r2> po'bloku
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Slika 15: Srednja kvadratna vrijednost udaljenosti Cestica u VMC simulaciji, po blokovima i od pocetka
simulacije, za potencijal s parametrima o = 44 i € = 12K.

3.1.1 Varijacija parametara

Nakon Sto se simulacija s odabranim pocetnim parametrima stabilizirala, moZemo poceti
mijenjati parametre korelacijske funkcije. Variranjem parametara cilj je pronaéi optimalnu
kombinaciju koja daje minimum energije. Onaj skup parametara koji najbolje minimizira
energiju i njenu pogreSku postaje referentna vrijednost za sljedeci interval. Na slici 16 vidi se
ovisnost srednje energije dobivene VMC simulacijom o parametrima 7 1 s, uz konstantni
parametar . Na slici 17 na isti nain variramo parametre « i s, uz konstantni -y, dok na slici 18

uz konstantni s variramo parametre « 1 1y.
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VMC za razli¢ite parametre y i s, uz konstantan a

455 : . . . . . vy} 48
M, =100, N=500, N,=100, a=9.2 A L S—
46 FLg — 475
=48 :
465 | i
47
47 4
asl | 465
'
o 48l . 46
o
485 | i
455
49|
45
495 L 4
445
5L i
505 1 1 1 1 1 | | 44
0.18 02 022 0.24 026 028 03 032 0.34

s/AT

Slika 16: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima s i vy, uz konstantni parametar o.
Simulacija je odradena za 10 vrijednosti parametara s i 5 vrijednosti parametra ~y. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametru s uz konstantnu vrijednost -y.

VMC za razliCite parametre a i s, uz konstantan y

25 0.35

o Mot N = —

N, =100, N=500, N,=100, y=7 4 a5 ﬁ.}

s=0. .

\ s=033 AT 0.34
3 H s=035 AT |

\ 0.33
0.32
0.31
03
0.29
0.28
0.27

Slika 17: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima o i s, uz konstantni parametar .
Simulacija je odradena za 10 vrijednosti parametara o i 5 vrijednosti parametra s. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametru o uz konstantnu vrijednost s.
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VMC za razliite parametre a i y, uz konstantan s
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Slika 18: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima « i vy, uz konstantni parametar s.
Simulacija je odradena za 5 vrijednosti parametara o i 10 vrijednosti parametra . Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametra vy uz konstantnu vrijednost o

Iz dobivenih grafova 18, 17 i 16 vidi se da su poletni parametri & = 4.55A, v = 4.77 i
s =038 priliéno dobro izabrani. Minimum energije VMC algoritma nalazimo negdje oko
Eyme = —5.00K. Na grafovima ga moZemo iSCitati pri pribliZnim parametrima o = 4.55A,
vy=4801is= 0.30A". Za detaljnije odredivanje optimalnih parametara bilo bi dobro izvrSiti
viSe iteracija simulacije za razliite parametre i jo§ vecu koli¢inu koraka i blokova. Nazalost,
to postaje vrlo zahtjevno za raCunalne resurse i vremenski buduci da se radi u ugnijeZdenim
petljama i budu¢i da su parametri probne valne funkcije u medusobnoj zavisnosti. Veci broj
SetaCa svakako doprinosi preciznosti i stabilnosti rezultata, no znaajno usporava izvrSavanje
simulacije u svakom koraku. Na grafovima se vidi kako su ve¢ za 300 Setaca greSke relativno
male 1 jasno je vidljivo kako energija doseze minimum za optimalne parametre. Na slikama
17 1 16 jasno je prikazano kako se linije spuStaju prema minimumu dok parametri s, odnosno
v, doseZu svoje optimalne vrijednosti, te kako se udaljavaju od minimuma nakon $to parametri
prelaze optimalne vrijednosti.

3.1.2 VMUC distribucije

Osim ovisnosti energije o variranju parametara probne valne funkcije, takoder je zanimljivo
prouciti distribucije Setaca kako bismo analizirali fizicki oblik koji trimer poprima u svom
vezanom stanju. Bududéi da se radi o tri identi¢ne Cestice oCekujemo da ¢e konfiguracija vecine
SetaCa u 2D ravnini jednostavno teziti jednakostranicnom trokutu. Na slikama 19, 20 i 21
prikazane su distribucije udaljenosti Cestica r15, kutova izmedu 715 1 713, te 2D projekcija

distribucije vjerojatnosti Setaca u ovisnosti o 715 1 13, redom.
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Distribucija udaljenosti ry; u VMC
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Slika 19: Distribucija udaljenosti r12 izmedu Cestica Setaca

Distribucija kutova VIMC
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Slika 20: Distribucija kutova izmedu udaljenosti Cestica r12 i 713, iscrtana za sva tri kuta.
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Distribucija udaljenosti ry2ir3u VMC
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Slika 21: Distribucija cestica Setaca u medusobnoj ovisnosti parametara r12 i r13.

Na slici 20 iscrtana su sva tri kuta izmedu triju Cestica trimera. Ocekivani kut izmedu triju
jednakih Cestica je naravno 60°. Na slici vidimo da se sva tri kuta tocno preklapaju Sto znaci
imaju jednake distribucije i teZe jednakostrani¢nom trokutu. Naizgled moZe biti ¢udno §to vrh
razdiobe ne odgovara 60°, no valja imati na umu da se ne radi o simetricnoj razdiobi. Sli¢no
tomu, na slikama 19 1 21 vidi se da srednja vrijednost dana simulacijom, 715 = 6.5091A ne
odgovara vrhu razdiobe udaljenosti r15. Na slici 22 vidi se matematicka razlika koncepata moda,
medijana i srednje vrijednosti razdiobe. Mod razdiobe odgovara naj¢esce mjerenoj vrijednosti,

medijan tocku koja dijeli populaciju na pola, dok je "mean" srednja vrijednost.

Mode Mode Mode

Median /

Frequency

Negatively skewed Normal (no skew) Positively skewed

Slika 22: Mod, medijan i srednja vrijednost u pozitivno asimetricnim distribucijama. Slikovni materijal
je preuzet s izvora [13]
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3.2 Rezultati DMC algoritma

Nakon optimiziranja parametara valne funkcije varijacijskim Monte Carlom, ulazimo u
difuzijski Monte Carlo algoritam. Ocekivanje je da ¢e DMC algoritam davati niZu energiju od
one dobivene VMC algoritmom, buduéi da u teoriji matematic¢ki razvija sustav u njegovo
osnovno stanje. Srednja energija dobivena DMC algoritmom iznosi £ = —(5.239 + 0.006)K,
Sto je niZze od srednje energije dobivene za iste parametre navedene u rezultatima VMC
algoritma, stoga odgovara teorijskom ocekivanju. Na slici 23 vidi se stabilizacija srednje
energije DMC algoritma kroz 200 blokova simulacije, iako s nesSto ve¢im oscilacijama od
VMC algoritma. To moZe ukazati na neke raCunalne probleme i potencijalna podrucja
unaprijedenja. Naime, zbog esencijalnog mehanizma umnoZavanja Cestica, te vremenskog
koraka A7 s kojim DMC algoritam operira, moZe doci do nestabilnosti i zadiranja simulacije u
nepovoljne prostore iz kojih je teSko brzo iziéi. Na slici 24 vidi se razvoj srednje udaljenosti
izmedu Cestica. Iako se srednja vrijednost naizgled ustabilila u 200 blokova, i na ovom grafu
vide se znacajne oscilacije u vrijednosti tijekom toka simulacije. Srednja vrijednost udaljenosti
Eestica dobivene je kao < 72 >= (14.72 & 0.03)A”.

DMC
-5 r . r r r r r - — .
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Slika 23: Srednja vrijednost energije u DMC simulaciji, po blokovima i od pocetka simulacije, za
potencijal s parametrima o = 4A i e = 12K.
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Promjena <rZ= kroz DMC simulaciju

.
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prosjek <r2> od pocetka simulacije
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Slika 24: Srednja kvadratna vrijednost udaljenosti Cestica u DMC simulaciji, po blokovima i od pocetka

simulacije, za potencijal s parametrima o = 4A i e = 12K.

3.2.1 DMC distribucije

Na grafovima distribucija DMC simulacije vidi se da Cestice joS uvijek imaju dobar prostorni
raspored, koji odgovara razdiobi iz VMC algoritma. Razdiobe ipak djeluju malo neurednije

nego kod VMC-a. Na slici 26 vidi se da razdiobe triju kutova trimera ne odgovaraju toliko

dobro kao na slici 20 kod VMC simulacije, sliéno kao S§to se primjeuje i na kretanjima

srednjih vrijednosti kroz blokove simulacije. Simulacija je stabilna, no vjerojatno bi se mogla

unaprijediti kako bi se postigla bolja pravilnost s manjim oscilacijama, primjerice znaajnim

povecavanjem broja Setaca (Sto bi znacajno utjecalo na trajanje simulacija), te koriStenjem

Cistih estimatora. Na slici 27 vidi se da je raspored Cestica viSe rasprSen nego kod VMC

algoritma zbog difuzijskog Clana.
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Distribucija udaljenosti ry; u DMC
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Slika 25: Distribucija udaljenosti r15 izmedu Cestica Setaca
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Slika 26: Distribucija kutova izmedu udaljenosti Cestica r12 i 713, iscrtana za sva tri kuta.
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20

Distribucija udaljenosti ry5i ry3u DMC
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ris/ A

Slika 27: Distribucija cestica Setaca u medusobnoj ovisnosti parametara r12 i r13.
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Prije daljnjeg diskutiranja rezultata DMC algoritma, pogledajmo drugi primjer potencijala,

sa slike 13. Parametri izabranog potencijala sad su o = 8Aie = 20K, a pocetni parametri

probne valne funkcije namjeSteni su na o = 9.2A, 7 = 77515 = 0.75A7"

sa 150 Setaca kroz 200 blokova po 500 koraka.

-32.55

. Simulacija se vrsi
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Slika 28: Srednja vrijednost energije u VMC simulaciji, po blokovima i od pocetka simulacije, za

potencijal s parametrima o

=8Aie=20K.
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Slika 29: Srednja kvadratna vrijednost udaljenosti cestica u VMC simulaciji, po blokovima i od pocetka
simulacije, za potencijal s parametrima o = 84 i e = 20K.

Variranjem parametara probne funkcije vidi se da su pocetni parametri za drugi potencijal

priblizno dobro odabrani. Na slikama 30, 31 i 32 minimum energije, ali s najniZim standardnim

devijavijama, nalazi se bliZe parametrima o = 9.2A, v=661is= 0.648 . Ovdje su srednje
vrijednosti dobivene kao Fyyc = (—32.783 +5-107%)Ki < r? >= (31.448 + 4 - 10*3)1&2, te
je kona¢na duzina maksimalnog koraka Setaca Az, = 0.88 1A.

VMC za razlicite parametre vy i s, uz konstantan a

_305 T T T T T T T T —6 50 T 76
N,=100, N=500, N,=100, a=9.2 A V=576
v=702 —
Y128 ——
31L y=1.54 _ 74
=315 + b 7.2
x
g 32t 1 7
i)
325 | B 6.8
-33 + B 6.6
335 L L L L L L 1 L L 64
054 056 058 06 062 064 066 068 07 072 074
s{A1

Slika 30: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima s i vy, uz konstantni parametar c.
Simulacija je odradena za 10 vrijednosti parametara s i 5 vrijednosti parametra vy. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametru s uz konstantnu vrijednost .

38



Ana Cavar: Veza energije i Sirine kvantnih trimera u 2D

VMC za razli¢ite parametre a i s, uz konstantan y

-30 T T T T T T K] 0.68
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g 32 0.64
o
-325 0.63
-33 0.62
=335 - B 0.61
-34 1 1 1 1 1 I 1 06
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alA

Slika 31: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima o i s, uz konstantni parametar .
Simulacija je odradena za 10 vrijednosti parametara o i 5 vrijednosti parametra s. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametru o uz konstantnu vrijednost s.

VMC za razli¢ite parametre a i y, uz konstantan s

v ' ' a=91A — o9
M, =100, Nkzsoo, M,=100, 52068 A" =93 A
' u:g.?ﬁ 9.8
305 | 7 a=97A ~— | :
\ / a=9.9 f&/
/ a7
31 L / |
96
315 | i
~ 95
% 32 |
i 94
325 | i
9.3
33 4
9.2
335 | i 91
34 I 1 1 I 9
55 6 6.5 7 75 8

Slika 32: Ovisnost srednje energije VMC algoritma o parametrima « i vy, uz konstantni parametar s.
Simulacija je odradena za 5 vrijednosti parametara o i 10 vrijednosti parametra y. Svaka linija na grafu
prati ovisnost energije o parametra vy uz konstantnu vrijednost c.

U usporedbi s prvim proucenim potencijalom, vidi se da Sto je sustav jace vezan, odnosno $to
je potencijalna jama dublja, to brZe rep valne funkcije treba trnuti, to jest s mora rasti. Vidi se
da je s za drugi potencijal, s dubljom jamom, veéi od optimalnog parametra u prvom primjeru
sa slabijim potencijalom, S$to potvrduje teorijsku pretpostavku. Parametri « i 7y takoder rastu s
dubinom jame € i parametrom o.
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Nakon VMC algoritma na zadani potencijal s optimiziranim parametrima valne funkcije opet

primjenjujemo DMC algoritam. Simulacija se, kao 1 kod VMC, vrsi sa 150 Setaca kroz 200

blokova po 500 koraka.
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Slika 33: Srednja vrijednost energije u DMC simulaciji, po blokovima i od pocetka simulacije, za

potencijal s parametrima o = 84 i ¢ = 20K.

Promjena <rZ= kroz DMC simulaciju

e Ny=150, a=0.2 A, y=7.75, 520,75 A Ar=0.001 prosjek <12 S{,“;{fé;f.!j:fé?.j?a'%%}:
324 |
f‘l ﬂ| A ‘ ﬁ |ﬁ 'ﬂl
22r Il ‘|| ﬁ 1 l L I
ll . Wb bl
wl H f ‘/I ﬁ NN ‘I | |‘|\| n || ﬁ || Idh I ‘I |'|‘M ‘ |\| H ‘l‘ | h I.“ |
< AT UL L AR e D
4 Al AT RN S 4'4'1% Sy A ATTAl A VR AR A W
sl [ ‘I,? irai '---7'——--||1*.-|-"4"-("k* T8l |T||}|*"| ‘llﬁﬁ W ﬂ“ﬁ%»’ﬂ( |ﬁ% !l \ﬂ n ||MJ|[‘
| '|| I‘l‘\ I |‘ ’ |'\| |\'| A TR ‘I'\' ‘UJ Y VM || || ‘|." I |||| H ‘l‘
36| | "‘ |‘||‘| H |M | “\‘ u IR |‘ I | I W\ ‘IM’
LT | V || | VH\
314 | ! v “l V ‘1 H| |’ || 1
V | |
25 2 20 60 80 100 120 10 160 180 200

blok / 500 koraka

Slika 34: Srednja kvadratna vrijednost udaljenosti cestica u DMC simulaciji, po blokovima i od pocetka
simulacije, za potencijal s parametrima o = 84 i e = 20K.

Ovdje su primjenom DMC algoritma srednje vrijednosti dobivene kao Epyc = (—33.68 £
0.05)K i< r? >= (31.86 + 0.02)1&2, Sto su opet niZe energije od onih dobivenih VMC
algoritmom, kao S$to je i oCekivano. Ipak, opet su primjetne puno jaCe oscilacije i moguca

koreliranost srednjih vrijednosti simulacije po blokovima nego Sto je slu¢aj kod VMC algoritma.
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3.2.2 Procjena osnovnog stanja sustava

Parametar o kojem DMC algoritam jako znacajno ovisi je korak u imaginarnom vremenu Ar.
O njemu bi, prema formuli (2.70) trebala kvadratno ovisiti statistiCka greSka procjene energije
DMC algoritma od stvarne energije osnovnog stanja sustava Fy. Na grafu 35 promatra se
ovisnost energije dobivene DMC algoritmom u ovisnosti o vremenskom koraku A7. Ovisnost
se istrazuje simultano na nekoliko redova veli¢ine koraka, kao Sto je prikazano na grafu 35.
Naime, na priloZenom grafu vidljivo je da vrijednost A7 ne smije biti niti prevelika niti premala.
Razlog tomu je to $to bi, za A7 Kkoji bi bio previSe mali, simulacija mogla previse oscilirati
jer se prostor stanja presporo istrazuje, to jest presporo trnu viSa pobudena stanja sustava.
Primjer istraZivanja vremenskog koraka na premalim redovima veli¢ine moZe se identificirati
na grafu 36. S druge strane, za preveliki vremenski korak A7 prestaje vrijediti aproksimacija

komutativnosti (2.56) pa ne nalazimo ocekivano ponaSanje.

Ovisnost DMC energije o duljini viemenskog koraka A1 za Sirok raspon velicine koraka

P TR —
Ny=1 o, NE500, Nblzw 00, 04 A £20 K dataf_
28| /
/
29 | ]
/

30 L / 4
« y
PREES / |
i)

/
32| ]
/

. . . . . . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
AT

Slika 35: Ovisnost srednje energije dobivene DMC algoritmom o vremenskom koraku AT za Sirok
raspon redova velicine.

Ovisnost DMC energije o duljini viemenskog koraka AT za jako male korake

T T " T "
N=100, N=500, N,=100, 0=4 A, £=20 K datak_diau " u 12
A

Epmc /K

342 |

344 || 1
‘\
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-346 4
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0 2x10°®° 4x10° 6x10° 8x10° 0.0001
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Slika 36: Ovisnost srednje energije dobivene DMC algoritmom o vremenskom koraku AT za jako male
korake.

Ipak, izmedu dvaju ekstrema u odredenom rasponu veli¢ina A7 energija poprima kvadratnu

ovisnost o imaginarnom vremenskom koraku kakva je predvidena formulom (2.70). Kvadratni
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fit dobivenih podataka prikazan je na slici 37, sa dobivenom procijenjenom vrijednosti
osnovnog stanja trimera u zadanom potencijalu £y = (—33.661 + 0.003)K, te parametrom
a = (3490 £+ 60)K, definiranim formulama (2.70) i (2.72).

Ovisnost DMC energije o duljini viemenskog koraka At

-333 T T T T T T " B
N, =100, N=500, Ny=100, o=4 A, £=20 K dataE—d‘%ﬂraﬁ'm‘i% /
i
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3365 :____711,,// 1
,33? 1 L L L L 1 1 1
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Slika 37: Kvadratni fit ovisnosti energije dobivene DMC algoritmom o vremenskom koraku AT.

Napokon, kad smo identificirali predvidenu kvadratnu ovisnost simulirane energije sustava
o vremenskom koraku, preostaje istraZziti kako broj Setaca utjeCe na preciznost i jedinstvenost
rezultata. Na slici 38 gornji graf prikazan je za vise razliCitih vrijednosti poCetnog broja Setaca
u simulaciji. Na slici se vidi da vrijednosti rastom broja Setaca konvergiraju istoj liniji, kao Sto

je 1 o¢ekivano buduci da postoji realna vrijednost kojoj bi rezultati simulacije trebali teZiti.

Ovisnost DMC energije o viemenskom koraku AT za razlicit broj Setaca
-3355

160

-336
140

-33.65
120

-337

100

Epmc / K

-33.75

80
-338

-33.85 60

339 1 L L 1 1 1 !
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009
Ar

Slika 38: Utjecaj broja Setaca na krivulju ovisnosti energije dobivene DMC simulacijom o vremenskom
koraku AT.
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Rezultati DMC algoritma pokazuju da je on donekle stabilan i da zbilja sniZava energiju
sustava Sto ukazuje da je fizikalna implementacija algoritma smislena. Ipak, fluktuacije 1
nepravilnosti unutar simulacije govore da ima i prostora za napredak. Bilo bi korisno raditi na
identificiranju potencijalnih tehnickih i numerickih problema koji dovode do nestabilnosti
simulacije. Prema identificiranju problema u DMC simulaciji trebalo bi krenuti od VMC
simulacije. Razdioba uitana iz VMC algoritma trebala bi odgovarati 1*(R)Yo(R). Trebalo bi
procijeniti tu energiju DMC algoritmom sa isklju¢enim grananjem i difuzijom, buduéi da su to
glavni procesi koji dalje razvijaju stanje sustava prema osnovnom. Radi li dobro dio simulacije
koji se bavi driftom, on bi trebao ocuvati razdiobu dobivenu VMC algoritmom, buduéi da
driftna sila (2.67), koja djeluje u smjeru gradijenta w(ﬁ), odvlaci difuzijski proces u podrucja
gdje je ¥(R) znafajan. Medutim, driftna sila takoder ima divergentan karakter koji u
podrucjima gdje je ¢(ﬁ) zanemariv moZze uzrokovati nestabilnost simulacije ako nerealno
razbaci SetaCe predaleko tako da je potreban ogroman broj malih vremenskih koraka kako bi se
ponovno uspostavilo ravnotezno stanje. Takoder, korisno bi bilo istraziti metode za
konstrukciju nekih bolje vodenih stohasti¢kih procesa koji bi, 1 dalje u duhu stohastickih
metoda, sofisticiranije odabirali koje Setace s nepovoljnim energijama treba reducirati, a koje

ne.

3.3 Skaliranje energije i Sirine trimera

Nakon procjene osnovnog stanja sustava pomoéu VMC i DMC metoda, moZe se dalje
proucavati veza energija 1 Sirina promatranog sustava. Hiperradijus sustava p definiran je kao
srednja udaljenost Cestica od centra mase sustava, prema formuli 2.35, Ciju se srednja

kvadratnu vrijednost u ovom radu ve¢ prati kroz simulacije kao < p? >=< r?

>. Njegova
vrijednost daje Sirinu promatranog klastera. Na slici 39 prikazana je medusobna ovisnost
apsolutne vrijednosti energije dobivene VMC simulacijom i srednje vrijednosti kvadrata
hiperradijusa, za razliCite dubine Lennard-Jones potencijala. Vidi se da Sto je sustav jace
vezan, to je njegova Sirina manja, a Sto je sustav slabije vezan to njegova S$irina
eksponencijalno raste. Za svaku to¢ku na ovom grafu bilo je potrebno primjeniti VMC te
varirati parametre funkcije kako bi se naSla optimalna korelacijska funkcija koja daje
minimum energije sustava. TocCke na grafu mogle bi biti i preciznije, kad bi se uz vecu

racunalu snagu mogao bolje istraZiti prostor parametara koji daju optimalnu energiju.
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Slika 39: Ovisnost apsolutne vrijednosti minimalne energije sustava i srednje kvadratne udaljenosti
dobivene simulacijom za razlicite dubine potencijala e.

Kako bi medusobna ovisnost Sirine i energije bila jasnija, korisno je skalirati obje vrijednosti te
ih predociti na logaritamskim skalama. U svrhu skaliranja hiperradijusa uvodimo neke veli¢ine
karakteristi¢ne za sustav u Lennard-Jones potencijalu. Prva veli¢ina je 7min = 2'/%¢, udaljenost
izmedu Cestica za koju je potencijal minimalan (U j(ry,) = —€) [14], te time Lennard-Jonesov

potencijal (3.1) mozemo pisati kao:

re 12 re 6
Ups(rij) =€ ( mm) -2 ( mm) 3.3)
Tij Tij

Druga karakteristi¢na duljina koju uvodimo je van der Waalsov radijus R,qw, koji se nalazi na

tocki izjednaCavanja kineticke energije 1 doprinosa potencijalne energije dugodoseZnog
privlacnog dijela Lennard-Jones potencijala:

R 2at,
= Zmin _ B, (3.4)

Er =
2MR3dw RgdW

gdje smo laplasijan aproksimirali sa izrazom 1/r%. Budu¢i da u Lennard-Jones potencijalu
promatramo interagirajuée parove Cestica, uzimamo da je reducirana masa ;1 = m/2, te uz
pokratu:

2me

slijedi:
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Ryaw = \/Cer? (3.6)

min

Nakon §to smo uveli karakteristiCne jedinice za sustav u Lennard-Jones potencijalu, moZemo

definirati Sirinu u bezdimenzionalnom obliku (koju ¢emo prikazati na y osi) kao:

<r?>

2
RvdW

2

Bududéi da klasi¢ni sustav miruje u minimumu potencijala vrijedi < r? >= r2. pa kona¢no

vrijedi:
r2. r2. 1
Y;‘ — min — min — 3.8
R%dW Ce : Tg]in Ce * T'min ( )

Preostalo je jo§ skalirati energiju sustava. Buduéi da u trimeru imamo tri interagirajuca para
Cestica, minimalna potencijalna energija sustava jednaka je sumi potencijala interagirajuéih

parova, odnosno:

Evina = 3 - |ULs(Tmin)| = 3¢ (3.9)

Definiramo skaliranu energiju koju ¢emo prikazati na x-osi kao:

Xg = = v = min __ e min __ 310
E Er h2 K2 9 2}/;3 ( )

Iz Cega se dobije ovisnost X 1Y, koja predstavlja klasi¢nu liniju za trimere:

ol

3 1\®
Y, = <§ : X_E> (3.11)

Nakon skaliranja Sirine i energije sa grafa 39 moZemo na logaritamskoj skali usporediti s

klasi¢nom linijom (3.11):
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Slika 40: Prikaz ovisnosti skalirane energije X g o skaliranoj srednjoj kvadratnoj udaljenosti Y, za
razlicite sustave trimera s obzirom na dubinu potencijala e. Klasi¢na linijaje Y, = [3/(2Xg)]'/3

Na grafu 40 vidi se prikaz meduovisnosti energije 1 Sirine sustava na logaritamskoj skali.
Vidljivo je da za jako vezane sustave s velikom dubinom potencijala rezultati dobro prate
klasi¢nu liniju (3.11). S druge strane, kod slabo vezanih sustava ulazimo u podrucje kvantne
fizike te se tu rezultati odvajaju od klasi¢ne linije. Ipak, vidi se da rezultati i u tom podrucju
slijede istu liniju Sto ukazuje da bi mogla postojati univerzalna linija odnosa energije i Sirine za

klaster tri Cestice u 2D kao §to je slicno pokazano za klastere u 3D [15].
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4 Zakljucak

Cilj ovog rada bio je istraziti osnovno energijsko stanje vezanja kvantnog sustava od tri Cestice,
poznatog kao trimer, u Lennard-Jones potencijalu. Ovaj potencijal koristi se za modeliranje
medudjelovanja neutralnih atoma ili molekula te se Cesto primjenjuje u istraZivanju kvantnih
sustava niske energije. U ovom istraZzivanju primijenjene su dvije stohasticke metode:
varijacijski Monte Carlo (VMC) i difuzijski Monte Carlo (DMC) algoritmi. Ove su metode
odabrane zbog svoje sposobnosti da rjeSavaju kompleksne kvantne sustave za koje analiticka
rjeSenja nisu lako dostupna. Simulacija varijacijskog Monte Carlo algoritma dala je stabilne i
realisti¢ne rezultate, te je primjenjena na nekoliko primjera Lennard-Jones potencijala s
razliitim parametrima o i €, dok su dva analizirana detaljnije. Procjenjena je gornja granica
vrijednosti energije osnovnog stanja prema varijacijskom teoremu (2.14) te su za oba

potencijala odredeni optimalni parametri probne korelacijske funkcije oblika (3.2).

Nakon dobivenih rezultata VMC simulacije, trebalo je primijeniti difuzijski Monte Carlo
algoritam kako bi se sustav matematicki razvio iz pocetnog u svoje osnovno stanje. Dobiven
je rezultat koji konzistentno snizava energiju ispod VMC vrijednosti, no u vecini slucajeva vrlo
malo, u redu veli¢ine 10~!K. Izgled DMC simulacije nesto vise fluktuira od VMC simulacije,
no to je ocekivano zbog djelovanja difuzijskog ¢lana. Za vecu preciznost bilo bi korisno
znacajno povecati pocetni broj Setaca koji sudjeluju u simulaciji, te uvesti koriStenje Cistih
estimatora kako bi se postigli precizniji rezultati u procjeni osnovnog energijskog stanja trimera
[16]. Bilo bi korisno prosiriti VMC simulaciju na veci broj parametara, $to bi omogucilo
precizniju identifikaciju optimalne kombinacije koja dovodi do minimalne energije. Oblik
probne korelacijske funkcije takoder bi mogao biti sloZeniji, $to bi uvelo jos viSe parametara za

istrazivanje VMC algoritmom.

Na kraju je iz rezultata, dobivenih primjenom VMC i DMC algoritma na niz potencijala
energija izmedu ¢ € [4K,50K], istraZena veza §irine i energije troCestiCnih sustava. Jako
vezani trimeri dobro prate klasi¢nu liniju (3.11), dok za slabije vezane sustave postaju sve
izraZeniji kvantni efekti, te se vrijednosti odvajaju od klasi¢ne linije. Ipak, mjerenja i1 dalje
slijede jedinstvenu liniju. Bilo bi korisno uloZiti jo§ vremena i racunalnih resursa za nalazenje
viSe minimuma uz optimalne parametre probnih valnih funkcija kako bi se bolje utvrdio izgled
linije meduovisnosti Sirine 1 energije kvantnih trimera koju ocrtavaju mjerenja na grafu 40. Za
potvrdu univerzalnosti odnosa skalirane Sirine 1 energije trimera u 2D trebalo bi istraZiti joS
viSe razlicitih sustava te provjeriti strukturne karakteristike koriste¢i DMC algoritam s Cistim

estimatorima [16], Sto je bilo izvan opsega ovog rada.
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