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Uvod

Problem podjele ogrlice (”necklace-splitting problem”) je problem koji dolazi
iz podruc¢ja diskretne matematike. U ovom radu ¢emo prezentirati razlicite
strategije za njegovo rjesavanje, koristeci alate iz topologije, algebarske topo-
logije, kombinatorike i teorije grafova. Cilj rada je istraziti kako se razliciti
rezultati iz razlicitih matematickih podrucja koja na prvi pogled nisu pove-
zana mogu integrirati i primijeniti na postavljeni problem.

Ovaj rad podijeljen je u cetiri dijela. U prvom poglavlju uvodimo formalnu
definiciju ogrlice, pravedne podjele ogrlice i iskazujemo kljuéni teorem i nje-
govu neprekidnu formulaciju.

U drugom pogavlju navodimo osnovne pojmove i definicije koje koristimo u
daljnjem radu.

Cilj treceg poglavlja je dokazivanje Borsuk-Ulam teorema. U tu svrhu de-
finirati ¢emo pojam homotopije i intuitivno objasniti i formalno definirati
pojam fundamentalne grupe. Pokazati ¢emo da je fundamentalna grupa
kruznice izomorfna Z, $to ¢e nam omoguciti dokazivanje Borsuk-Ulam te-
orema. Konacno, primijeniti ¢emo navedene rezultate iz podrucja algebarske
topologije na rjesavanje diskretnog problema podjele ogrlice.

U cetvrtom poglavlju napustamo topoloski pristup i neke varijante problema
podjele ogrlice dokazati ¢emo kombinatorno i koriste¢i odgovarajuce rezul-

tate iz teorije grafova. Nadalje, definirati ¢emo kubi¢ne komplekse i pseudo-
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mnogostrukosti. Definirati ¢emo pojam kubic¢nih preslikavanja i promatrati
¢emo objekt koji cuva odredena svojstva djelovanjem kubi¢nog preslikavanja.
Konac¢no, dokazivanje egzistencije takvog objekta povezati ¢emo s osnovnim

problemom i dati njegovo konstruktivno rjesenje.
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Poglavlje 1
Problem podjele ogrlice

Zamislimo zlatnu ogrlicu koja se sastoji od n perlica u t razlicitih boja. Neka
je broj perlica i-te boje jednak ¢ - b;. Zelimo pravedno podijeliti ogrlicu na ¢
ljudi, odnosno podijeliti na nacin da svatko od njih dobije jednak broj perlica
svake boje. Da bismo podijelili ogrlicu, potrebno ju je rezati na mjestima
izmedu perlica. Ocito, pravedna podjela uvijek postoji uz n — 1 rezanja.
Medutim, ne zZelimo ostetiti materijal pa zelimo izvrsiti podjelu u sto manje
rezanja. Postavlja se pitanje koji je najmanji moguéi broj rezanja neovisno

o distribuciji perlica na ogrlici.
O-O{--OE-0r-O-0O0-C-®
Slika 1.1: Pravedna podjelazat=31iq =2

Formalizirajmo sada problem na sljedec¢i nacin.

Neka su n,t,q € N. Niz elemenata N = aq,...,a, nazivamo t-obojena
ogrlica ako za svaki j € {1,2,...,n} vrijedi a; € {1,...,t}. Elemente niza
ai, ..., a, nazivamo perlicama, a elemente skupa {1, ...,¢} bojama. Skup ele-

menata {ay, ..., a,} oznacavamo s N'.



Neka je za svaki ¢ € {1,...,t} definirano preslikavanje m;: P(N’) — N,
m;(A) = card{x € A: x = i}, to jest za svaki i € {1,....,t}, m; je presli-
kavanje koje svakom podskupu od N’ pridruzuje broj perlica i-te boje koje
se nalaze u njemu. Particiju od N’s ¢ elemenata nazivamo g-particija od N.
Pravedna ¢-podjela t-obojene ogrlice N je ¢g-particija NyUN,U...UN, od
N takva da za svaki i € {1,...,t} i1 < j <k < ¢ vrijedi m;(N;) = m;(Ng).
Red velicine g-particije N; U ... U IV, je minimalni broj reznih tocaka niza
N takvih da je svaki N; unija segmenata koji nastanu rezanjem.

Sljededi je teorem centralni rezultat ovog rada. Cilj ga je dokazati u narednim

poglavljima.

Teorem 1.1 Neka su n,t,q € N i neka je N = ay,...,a, t-obojena ogrlica
takva da q | mi(N'), za svaki i € {1,...,t}. Tada postoji pravedna q-podjela
N1 U...UN, od N reda veli¢ine manjim ili jednakim od t(qg — 1).

Za dokazivanje navedenog teorema trebat ¢e nam njegova neprekidna formu-
lacija. Nekaje I = [0,n)im € N. Za preslikavanje B: [ — {1, ..., m} kazemo
da je m-bojenje intervala I ako je B~!(l) izmjeriv u Lebesgueovom smislu
za svaki | € {1,...,m}. Nadalje, particiju I = F; U F, U ... U F}, nazivamo

pravednom k-podjelom m-bojenja B reda veli¢ine r ako vrijedi:

1. Postoje yo,y1, .., ¥ri1 EN, 0 =yg < y1 < ... <y, < ypy1 = 1 takvi da

za svaki | € {0,...,r} i za svaki j € {1, ..., k} vrijedi:

[y, Yre1) € Fy ili [ye, yrga) 0 Fy = 0.
U tom slucaju tocke yy, ..., y, nazivamo tockama rezanja.
2. Zasvakii € {1,....,m} izasvaki j € {1,...,k} je

1
MNBL0) N F) = 2AB(0),



pri cemu je A Lebesgueova mjera na I.
Sljedeci teorem neprekidna je verzija Teorema [1.1

Teorem 1.2 Neka je m € N ¢ B: I — {1,....m} proizvoljno m-bojanje
intervala I. Tada za svaki k € N postoji pravedna k-podjela bojanja B reda

velicine m(k — 1).

U narednim poglavljima vidjet ¢emo kako neprekidna verzija teorema impli-

cira diskretnu i dokazati neke njegove varijante.



Poglavlje 2
Osnovni pojmovi i definicije

Prije nego sto pristupimo rjesavanju problema, definirati ¢emo osnovne poj-

move i dokazati dvije leme koje ¢e nam biti potrebne u daljnjem radu.

Definicija 2.1 Neka je G neprazan skup i x: G x G — G binarna operacija

na G. Uredeni par (G, *) nazivamo grupa ako vrijedi:
1. Za sve a,b,c € G vrijedi a x (b*c) = (a*b) xc,

2. Postogi element e € G, kojeg nazivamo neutralni element, takav da je

axe=exa=a, za svaki a € G,

3. Za svaki a € G postoji b € G, kojeg nazivamo inverzni element, takav

da jeaxb=>bxa=e.

Definicija 2.2 Neka je (G, *) grupa. KaZemo da je G cikliéka grupa ako
postoji a € G takav da je G = {a*|k € Z}. U tom sluéaju za element a

kazemo da je generator grupe G.

Definicija 2.3 Direktni umnoZak

L' =7 XL x ..xZ (r kopija)



naziva se slobodna Abelovska grupa ranga 7.

Definicija 2.4 Neka su (G,*) i (H,-) grupe. Preslikavanje ¥V: G — H
nazivamo homomorfizam grupa ako vrijedi V(x x y) = V(x) - U(y), za
svaki x,y € G. Ako je ¥ pritom bijekcija, onda se ¥V naziva tzmorfizam

grupa 1 G i H se nazivaju izmorfne grupe.

Definicija 2.5 Neka je P neprazan skup i +,- dvije binarne operacija na P.
Uredenu trojku (P, +,-) nazivamo prsten ako je (P,+) komutativna grupa,
operacija - je asocijativna i Vx,y,z € P vrigjedix - (y+2) =x-y+x-2 1
(x4+y)-z=x-2z+y-z. Ako postoji neutralni element za operaciju - onda
kaZemo da je P prsten s jedinicom. Ako je - komutativna operacija onda P

nazivamo komutativni prsten.

Definicija 2.6 Komutativni prsten s jedinicom nazivamo polje ako je svaki

nenul element u prstenu invertibilan.

Definicija 2.7 Neka je F' polje. Formalna suma
ag + a1 + ax® + ... + a,a”, a; € F

naziva se polinom w varijabli z. Skup svih polinoma oznacavamo s F [z].
Kazemo da je « korijen polinoma f(z) ako je f(a) = 0. Za polje F kazemo
da je algebarski zatvoreno ako svaki nenul polinom f(xr) € F[x] ima

korijen u F'.

Definicija 2.8 Graf G je uredena trojka (V,E,p), gdje je V neprazan
skup cige elemente nazivamo vrhovima, E je skup disjunktan s V' cije ele-
mente nazivamo bridovima i ¢ preslikavangje koje svakom bridu pridruzuje
neuredeni par (ne nuzno razlic¢itih) vrhova. KaZemo da su vrhoviu i v krajevi

brida e i medusobno susjedni ako je p(e) = {u,v}. Takoder kaZemo da su u

5



1 v incidentni bridu e i obratno. Brid e kojemu su krajevi isti vrh naziva se

petlja.

Definicija 2.9 Stupanjy vrha v u grafu G je broj bridova grafa G koji su
incidentni s v, pri cemu se za petlju broje dvije incidencije. Stupanj vrha v

oznacavamo s deg(v).

Lema 2.10 (Lema o rukovanju) U svakom je grafu zbroj stupnjeva njegovih

vrhova paran. Ako je m broj bridova grafa, onda je
Z deg(v) = 2m

Dokaz. Prebrojimo na dva nacina incidencije u grafu racunajué¢i dvostruko
incidencije petlji. Kada brojimo po vrhovima, ukupan broj incidencija jednak
je zbroju stupnjeva svih vrhova. Brojimo li po bridovima, svaki brid ima dvije

incidencije pa ih je ukupan broj jednak 2m, sto dokazuje lemu. m

Definicija 2.11 Setnja W u grafu G je konacan niz vrhova v; i bridova
e; oblika vy, ey, vy, ea,...,e1,v;, pri cemu su krajevi brida e; vrhovi v;_y 1 v;.
Staza u grafu je Setnja ciji su svi bridovi medusobno razliciti. Put u grafu
je staza s medusobno razlicitim vrhovima. Ciklus u grafu je zatvorena staza
koja sadrzi barem jedan brid i ima medusobno razlicite unutarnje vrhove.

Za vrhove u i v kaZemo da su povezani ako postoji put ¢ije su krajnje tocke

U 1.

Definicija 2.12 Za graf G kaZemo da je povezan ako su svaka dva njegova
vrha povezana putem. Povezani podgraf koji mije pravi podgraf ni jednog

drugog povezanog podgrafa grafa G naziva se komponenta povezanosti.

Lema 2.13 Neka je G graf i neka je XUY particija vrhova neparnog stupnja.
Ako su cardX i cardY neparni brojevi, onda postoji put u G koji povezugje

vrh 1z X s vrhom iz Y.



Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoji put u grafu G koji po-
vezuje vrth u X s vthom u Y. Tada X i Y leze u razlicitim komponentama
povezanosti GG; 1 Gy redom. Buduéi da je G graf, prema Lemi slijedi da
je zbroj stupnjeva vrhova grafa G; paran broj. Nadalje, buduéi da je suma
stupnjeva vrhova iz X neparan broj, a suma stupnjeva vrhova u G \ X pa-
ran broj, slijedi da je suma stupnjeva vrhova u G; neparan broj, sto je u

kontradikciji s Lemom [2.10, =



Poglavlje 3

Topoloski pristup

3.1 Fundamentalna grupa

U ovom poglavlju definirati ¢emo pojam fundamentalne grupe i odrediti fun-
damentalnu grupu kruznice u svrhu algebarskog pristupa proucavanju to-

poloskih prostora i dokazivanju Borsuk-Ulam teorema.

3.1.1 DMotivacija

Prije nego uvedemo formalnu definiciju fundamentalne grupe pokusati ¢emo
kroz geometrijske aspekte ilustrirati intuitivno znacenje samog pojma.
Promotrimo dvije disjunktne kruznice A i B u R? takve da kruZnica A sijece
unutrasnjost kruga omedenog s B. Zamislimo li da su kruznice A i B ¢vrsti
objekti, intuicija nam govori da kruznicu B nikakvim neprekidnim pomacima
nije moguce odvojiti od kruznice A.

MozZemo promatrati i slucaj kada jednostavna zatvorena krivulja B prolazi
dva ili vise puta kroz unutrasnjost kruga omedenog s A . Uvedemo li po-
zitivnu 1 negativnu orijentaciju na krivulju B, s B,, n € Z \ {0} mozemo

oznaciti orijentiranu krivulju koja prolazi kroz unutrasnjost kruga omedenog



3.1. Fundamentalna grupa

A B

Slika 3.1: Povezane kruznice u R?

s A n puta i orijentacija joj je jednaka predznaku od n. S By oznacavamo

krivulju koja ne sijece unutrasnjost kruga omedenog s A.

A B,

A B

Slika 3.2: Krivulje By i B_3

Da bismo dobili strukturu grupe, na skupu krivulja {B,,: n € Z} potrebno
je uvesti operaciju. Zbroj dvije jednostavne zatvorene krivulje B i B’ s
pocetkom u istoj tocki zy mozemo shvatiti kao put koji prijedemo gibajuci
se prvo po krivulji B, a zatim po krivulji B’. Primjerice, zbroj By + B je
krivulja koja se moze neprekidno transformirati u By. Zbroj krivulja By i
B_1 moze se neprekidno transformirati u By. Opcenito, zelimo uvesti defi-
niciju zbroja krivulja tako da vrijedi B,, + B, = B+, do na neprekidnu

transformaciju.



3.1. Fundamentalna grupa

B, B,
B\

Slika 3.3: Zbrajanje krivulja

Ocekivamo da ¢e ova operacija biti komutativna. Promotrimo sada tako-

zvane Borromeanove prstene prikazane na Slici

Slika 3.4: Borromeanovi prsteni

Kruznice A i B su fiksirane i "razdvojive”, a krivulju C promatramo kao pet-
lju koja ne sijece A i B. Kada bi izbrisali krivulju A, vidimo da bi krivulju
C neprekidnim pomacima mogli odvojiti od krivulje B. Medutim, intuicija
nam govori da krivulju C' nije moguce raspetljati od krivulja A i B. Krivulju

C mozemo identificirati sa zbrojem krivulja a + b — a — b kao na Slici

Slika 3.5: Dekompozicija krivulje C

10



3.1. Fundamentalna grupa

Kako C' nije trivijalan element, mozemo zakljuc¢iti da operacija ”+” u ovom
slucaju neée biti komutativna. Dakle, C' ¢emo pisati u obliku C' = aba"1b7!.
Fundamentalnu grupu prostora X definirat ¢emo na nacin da su elementi
petlje u X sa fiksnom pocetnom i krajnjom tockom xy € X, pri ¢emu su
petlje identificirane ako se mogu dobiti neprekidnom deformacijom jedne u
drugu. U prvom primjeru, prostor X je komplement fiksne kruznice A, a u
drugom, komplement unije kruznica A i B. Pokazat ¢emo da je fundamen-
talna grupa kruznice beskonacna ciklicka grupa s generatorom B;. Drugim
rije¢ima, fundamentalna grupa kruznice izomorfna je (Z,+).

Nadalje, iz drugog primjera ocekivano je da ¢e fundamentalna grupa kom-
plementa dviju nepovezanih kruznica biti slobodna neabelovska grupa s dva

generatora. Posebno, komutator te grupe aba='b~! je netrivijalan element

grupe.

3.1.2 Homotopija

Definicija 3.1 Neka je X topoloski prostor. Put u prostoru X je svako
neprekidno preslikavanje f: I — X, gdje je I = [0, 1].

Definicija 3.2 Neka je X topoloski prostor. Homotopija puteva u X je
familija (fy: t € I) puteva fi: I — X takva da vrijedi:

1. (E'Io,l’l € X)(th,tg S I) ft1<0) = ftQ(O) = X9 1 ft1(1> == ftQ(l) = T
2. Preslikavanje F': I x I — X definirano s F(s,t) = fi(s) je neprekidno.

Definicija 3.3 KaZemo da su putevi f i f' homotopni ako postoji

homotopija puteva (fi: t € I) takva da je fo = f i fi = f'. Tada kazemo da
homotopija (fi: t € I) povezuje puteve fy i fi, odnosno da su putevi fo i fi
povezani preko homotopije (f;: t € I). KaZemo da je put f nulhomotopan

ako je homotopan konstantnom putu.

11



3.1. Fundamentalna grupa

Slika 3.6: Homotopija

Intuitivno, dva puta su homotopna ako se jedan moze dobiti iz drugoga nepre-
kidnim transformacijama u neprekidnom vremenu [0, 1], pri ¢emu zadrzavamo

pocetnu i krajnju tocku.

Primjer 3.4 (Linearne homotopije)
Svaka dva puta fo 1 fi w R"™ s istim pocetnim @ krajnjim tockama su homo-

topna.

Zat,s € I stavimo fi(s) = (1 —t)fo(s) + tfi(s). Tada je:

Ji(0) = fo(0) = fo(0) + £ f1(0) = fo(0)

1) = fo(1) = thol1) + (1) = fo(1).

Neprekidnost preslikavanja F' iz definicije slijedi iz neprekidnosti fy i f; i
zatvorenosti neprekidnosti obzirom na zbrajanje i mnozenje skalarom.

Isti argument mozemo upotrijebiti na konveksne podskupove od R".

Propozicija 3.5 Relacija "biti homotopan” je relacija ekvivalencije na skupu

puteva s fiksnim krajnjim tockama.

Dokaz. Refleksivnost je trivijalna jer za proizvoljni put f mozemo uzeti
fe=1.

Ako su fy i fi homotopni i (f;: ¢ € I) homotopija koja ih povezuje, onda
homotopija (fi_;: t € I) povezuje fi i fo.

Pokazimo tranzitivnost. Neka je (f;: t € I) homotopija koja povezuje puteve
foifii(g::t € I)homotopija koja povezuje f1 i go. Za svaki t € I neka je

h;: I — X funkcija definirana na sljedec¢i nacin:
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3.1. Fundamentalna grupa

for, ako je 0 <t < §

Got—1, ako je % <t<1
Tvrdimo da je (h;: t € I) homotopija koja povezuje fq i go. Uo¢imo da je za
svakit € I, hy(0) = fo(0) = 29 i ht(1) = ¢1(1) = 1. Bududi da su pridruzene
funkcije F' i G neprekidne na zatvorenim skupovima i F(s,3) = G(s,3),
vrijedi i da je funkcija

F(s,2t), akoje 0 <t <1
H(s,t) = ?

G(s,2t — 1), akoje 3 <t <1
neprekidna, pa je (h;: t € I) trazena homotopija. Dokazali smo da je ”biti
homotopan” refleksivna, simetricna i tranzitivna i relacija, sto je i trebalo
dokazati. m

Ako su fy i f; homotopni, piSemo fy ~ fi.

Definicija 3.6 Neka su f,g: I — X putevi takvi da je f(1) = g(0). Pro-
dukt puteva f i g je put f - g definiran sa:

f(2s),0<s<
fg(s) = ) ’
g(2s—1), 1 <s<1

Ako je fo ~ fi 1 go ~ g1 preko homotopija (fi:t € 1)1 (g;: t € I) redom,
onda je fo - go ~ fi1 - g1 preko homotopije (f; - g;: t € I).

Sada ¢emo promatrati puteve f: I — X za koje je f(0) = f(1) = xo. Takve
puteve nazivamo petljama s pocetkom u zy. Skup svih klasa homotopije [f]

petlje f: I — X s pocetnom tockom xy oznacavamo s m (X, o).
Propozicija 3.7 m (X, zo) je grupa obzirom na produkt [f]- [g] = [f - ¢]

Dokaz. Restrikcijom puteva samo na petlje s poéetnom tockom x( osigurana

je dobra defincija produkta f - g. Stoga je dobro definiran i produkt [f] - [g].

13



3.1. Fundamentalna grupa

Definirajmo reparametrizaciju puta f kao kompoziciju f¢, pri ¢emu je p: [ —
I bilo koje neprekidno preslikavanje takvo da je ¢(0) =01 ¢(1) = 1. Neka

je za svaki t definirano preslikavanje

fou(s) = (1 —t)p(s) + ts.

Tada je (fys: t € I) homotopija koja povezuje fp i f, pa slijedi fo ~ f tj.
reparametrizacija ¢uva homotopnu klasu. Uoc¢imo da je ¢(s) < ¢u(s) < s ili
©(s) > ¢i(s) > s, pa je komporzicija dobro definirana.

Neka su sada f, g, h putevi takvi da je f(1) = ¢(0) i g(1) = h(0). Tada su
produkti (f-g)-hi f-(g-h) dobro definirani. Neka je ¢: I — I definiran

sa

(
1 . 1
55,&k0360§5§§

o(s) = s—}l,akojeégsgg

25—1,akoje§§s§1
\

Tvrdimo da je ((f-g)-h)oe = f-(g-h), odnosno da je f - (g-h) repara-

metrizacija od (f - ¢g) - h. Prema definiciji produkta puteva vrijedi:

(

f(2s),0<s< %
f(2s),0<s< %
f(g-h)(s)= = g(43—2),%§3§§L
g h(2$—1),%§s§1
h(4s —3),3<s<1
\
S druge strane je
fl4p(s)), 0<s < § f(2s),0<s< !
((f-9)-h)op(s) = { gldp(s) — 1), L < p(s) <L =Qgs—2), 1 <s<3
h(2¢(s) — 1), 3 < @(s) <1 h(4s—3),3 <s<1

Dakle, (f-g)-h ~ f-(g-h). Drugim rije¢cima, produkt u m (X, zq) je

asocijativna operacija.
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3.1. Fundamentalna grupa

Neka je f: I — X put i ¢ konstantan put, c(s) = f(1), za svaki s € I.

Pokazimo da je [c] neutralni element. Kao u gornjem primjeru, uzmemo li

1, inace
vidimo da je f - c reparametrizacija puta f, a timei f-c ~ f. Slicno, c- f je

parametrizacija puta f uz

0,0<s<

N =

p(s) =
2s — 2, inace
Uzmimo sada da je f petlja s pocetnom tockom zy. Pokazali smo da je
[f] - lc] = [f] = [c] - [f], pa je konstantan put ¢(t) = x¢ obostrana jedinica u
(X, o).
Neka je f put s krajevima z¢ i z;. Definiramo inverzni put f(s) :== f(1 — s).
Tvrdimo da je [ﬂ multiplikativni inverz, odnosno da su putevi f- fi f- f

homotopni konstantnom putu. Za svaki t € [0, 1] neka je

he = fi - g,

pri ¢emu je f; put koji se podudara sa f na intervalu [0, 1 — ¢] i konstantan je
na [1 —t,t], a g; inverzni put od f;. Tada je fo = f, f1 je put s konstantom
zo 1 by je homotopija koja povezuje f - f i c-¢ = c¢. Zamijenimo li f sa f
slijedi f - f ~ ¢, pri éemu je ¢ konstantan put s konstantom z;. Konacno,
ako je f petlja s pocetkom u zg, slijedi da je F} obostrani multiplikativni

inverz za [f] u m (X, z0). ®

Primjer 3.8 Za konveksan skup X C R" i xqg € X wvrijedi m (X, xo) = 0,
odnosno m (X, xo) je trivijalna grupa. Doista, ako su fo i fi petlje s pocetkom

u xo onda su povezane linearnom homotopijom fi(s) = (1 —t)fo(s) +tf1(s).
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3.1. Fundamentalna grupa

3.1.3 Fundamentalna grupa kruznice

Opcenito, nije lako pokazati da prostor ima netrivijalnu fundamentalnu grupu.
Problematika lezi u dokazivanju neegzistencije homotopije izmedu dvije pet-
lje. U ovom potpodglavlju odrediti ¢emo fundamenatlnu grupu kruznice i

pokazati da je 7 (S') = Z.

Teorem 3.9 Nekaje ®: Z — 71(S', (1,0)) preslikavanje definirano sa ®(n) =

[w,], pri éemu je wy,: I — S* petlja s pocetkom u (1,0) definirana sa
wy(s) = (cos 2mns, sin 27ns).
Tada je ® izomorfizam.

Dokaz. Promotrimo preslikavanje p: R — S', p(s) = (cos2ms, sin27s).
Preslikavanje p mozemo vizualizirati geometrijski. Promotrimo ulaganje R u

R3, pri cemu je slika ulaganja zavojnica parametrizirana sa s — (cos27s, sin2ms, s).
Tada je p kompozicija projekcije prostora R? na prostor R?, (z,y, z) — (z,v)

i ulaganja s — (cos2ws, sin2ws, s). Uoc¢imo da je petlja w, jednaka kompo-

zicij p o w,, pri cemu je w,: I — R put

~

wy(8) = ns,

s pocetnom tockom 0 i krajnjom tockom n koji se "omota” oko zavojnice |n|
puta prema gore za n > 0, odnosno prema dolje za n < 0. Kazemo da je w,

dizanje od w, ako je w, = pw,.

16



3.1. Fundamentalna grupa

0=

Slika 3.7: Dekompozicija parametrizacije w, = p o Wy,

Definicija preslikavanja ® moze se reformulirati na nacin da je vrijednost
®(n) jednaka homotopnoj klasi petlje pf, za bilo koji put f [0,n] — R.
Takav put f homotopan je w, uz linearnu homotopiju (1 — t) f + tw,. Stoga

jeip f homotopan pw, = w,, pa je refolmuracija definicije korektna.

Pokazimo da je ® homomorfizam. Neka je 7,: R — R translacija 7,,(z) =
z +m. Tada je wy, - (T,,w,): [0,m +n] — R put u R, pa je ®(m + n) ho-
motopna klasa petlje p(w, - (Tmwy,)) u S*. Ta je petlja jednaka w,, - w,, pa

je ®(m +n) = ®(m) - &(n). Dakle, & je homomorfizam.

Tvrdnja:
Neka je F: Y x I — S' neprekidno preslikavanje i F|y><{0} dizanje od F|y «{o}-
Tada postoji jedinstveno dizanje Fxl — R od F' koje prosiruje F.

Prvo uo¢imo da postoji skup L i otvoreni pokriva¢ {U,: a € L} od S
takav da za svaki o € L vrijedi da se p~'(U,) moze rastaviti na disjun-
ktnu uniju otvorenih skupova koje p homeomorfno preslikava na U,. Do-

ista, za {U,} mozemo uzeti dva otvorena kruzna luka iz $" ¢ija je unija S'.
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3.1. Fundamentalna grupa

Da bismo pokazali tvrdnju, prvo ¢emo konstuirati dizanje ]? NxI - R
na nekoj okolini N tocke yg € Y. Buduéi da je F' neprekidna, za svaku
tocku (yo,t) € Y x I postoji otvorena okolina N; X (a;,b;) takva da je
F(N; x (a, b)) € U,. Nadalje, buduéi da je {y,} x I kompaktan, pos-
tojim € Ni0 = ty,t1,....,t,, = 1 1 okolina N tocke y, tako da za svaki
i € {0,....,m — 1} vrijedi da je F(N X [t;, t;1+1]) sadrzan u nekom U, kojeg
¢emo znacavati sa U;. Pretpostavimo sada da je F konstruiran na N x [0, 2;].
Tada je F'(N X [t;,t;11]) C U;. Stoga postoji otvoreni skup [7@ C R kojeg p
homeomorfno preslikava na U; i sadrzi tocku F'(yo,t;). Zamijenimo li sada
okolinu N x {t;} okolinom (N x {t;}) N (F|Nx{ti})*1(ﬁi) mozemo definirati
Fna N x [ti,ti11] kao kompoziciju od F i p~': U; — [Z Dakle, mozemo
pronadi dovoljno malu okolinu N tocke y, takva da je F (N x {t;}) sadrzana
u U;. Ponavljanjem istog postupka u konaéno mnogo koraka dolazimo do
dizanja E’: N x I — R za neku okolinu N od .

Pokazimo jedinstvenost tvrdnje za slucaj kada je Y jednoclan. Tada mozemo

~/

izostaviti Y iz oznaka. Pretpostavimo da su }N7 i I dvadizanjaod F': I — S!
takva da je ;’(O) = ;’,(O). Kao i u prethodnom koraku, odaberimo particiju
0 =1ty <t < ..<tl, =1o0d]I takvu da za svaki ¢ postoji U; takav
da je F([ti,ti+1]) sadrzan u U;. Pretpostavimo da se Fi ;’/ podudaraju
na [0,t;]. Buduéi da je [t;,t;41] povezan slijedi da je i ;’([ti,tiﬂ]) povezan.
Stoga se F ([ti, tiz1]) nalazi u tocno jednom od disjunktnih skupova (Z koje

~/ ~

p homeomorfno projicira na U;. Analogno, F' lezi u jedinstvenom U/. Kako
je ]?(tz) = ]?,(ti) sijedi U; = U]. Kona¢no, bududi da je p injekcija na [}Z i
p;’ = pPle zakljucujemo da je F= ;’/ na [t;, t;11]. Dakle, funkcije su jednake
na skupovima oblika {y} x I, pa su jednake i na presjeku skupova oblika

N x I. Stoga je ]? dobro definirano dizanje na cijelom skupu Y x I. odnosno

F' je neprekidno dizanje na svakom skupu N X [ i jedinstveno na svakom
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3.1. Fundamentalna grupa

skupu oblika {y} x I, pa je F neprekidno i jedinstveno dizanje of F. Time
je tvrdnja dokazana.

Uoc¢imo da tvrdnja implicira sljedece ¢injenice:

(a) Za svaki put f: I — S' s pocetkom u xy € S' i svaki 29 € p~'(z)

postoji jedinstveno dizanje f: I — R s pocetkom u .

(b) Za svaku homotopiju (f;:t € I) puteva f;: I — S' s pocetkom u
zo € S'1isvaki zg € p~'(xg) postoji jedinstvena homotopija dizanja

f;: I — R puteva s pocetkom u .

Doista, tvrdnja a) poseban je sluc¢aj dokazane tvrdnje kada je Y tocka, a
tvrdnju b) dobijemo koristenjem tvrdnje na Y = I na sljedeéi nac¢in: Homo-
topija (f;: t € I) ub) inducira preslikavanje F: I x I — S, F(s,t) = fi(s).
Jedinstveno dizanje F:1x {0} — R slijedi iz a). Kona¢no, prema tvrd-
nji postoji jedinstveno dizanje F:IxI—R, Restrikicije %‘{O}XI i ]?\{1}”
su putevi koji podizu konstantan put xy, pa moraju biti konstantni putevi
prema jedinstvenosti iz a). Dakle, }t(s) = %(s, t) je homotopija puteva i jN}
je dizanje od f; jer je p;ﬂ =F.

Preostalo je dokazati da je ® surjekcija i injekcija. Neka je f: 1 — S
petlja s pocetkom u (1, 0) reprezentant nekog elementa skupa 7;(S"). Prema
a) postoji dizanje } s pocetkom u 0. Kraj puta } je neki cijeli broj n jer
je p} = f(1) = (1,0) i p~*{(1,0)} = Z C R. Stoga je, prema reformulaciji
definicije od @, ®(n) = [p}] = [f]. Dakle, ® je surjekcija.

Neka su m,n € Z takvi da je ®(m) = ®(n), odnosno w,, ~ w,. Neka je
(fe: t € I) homotopija koja povezuje w,, = fy i w, = f1. Prema b) je
(Ef: t € I) dizanje homotopije i svaki }tf je put s pocetkom u 0. Jedinstve-

nost iz a) povlaéi da je fo = wn, i fi = w,. Kako je (f;: t € I) homotopija
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3.1. Fundamentalna grupa

puteva, krajnja tocka f;(1) ne ovisi o t. Za t = 0 te je tocka jednaka m, a za
t =1 jednaka n. Stoga je m = n, to jest ® je injekcija. m

Sljedeca dva korolara direktne su posljedice dokazanog teorema. Iako nisu
kljucni za rjesavanje problema podjele ogrlice, navodimo ih kao zanimljive i
ilustrativne primjere inicijalno prekrivene povezanosti razlic¢itih grana mate-

matike.
Korolar 3.10 Polje kompleksnih brojeva je algebarski zatvoreno polje.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji polinom p(z) = 2" +a, 2" 1+

... + a,, koji nema kompleksnih korijena. Za svaki r € [0, +00) neka je

p(,,.€27ris)

p(r)
fr(s) = Tp(re?misy,

- ‘p(
p(r)

Tada je za svaki r > 0 f, petlja na jedini¢noj kruznici f; C C s pocetkom u
1. Dakle, (f.: r > 0) je homotopija petlji s pocetkom u 1. Buduéi da je fy
trivijalna petlja slijedi da je za svaki r > 0 klasa [f,] € 71(S!) nula. Neka je

r > lay| + |ag| + ... + |an| i 7 > 1. Tada za z € C takav da je |z| = r vrijedi:
2t =r" =71 "t > (Jag| + |ag| + .+ an]) - 1277 > a2+ L+ ay

Stoga polinom p;(z) = 2™ + t(a;2""! + ... + a,,) nema kompleksne korijene
na kruznici radijusa |z| = r za 0 < t < 1. Definirajmo sada f,.; kao i f,

zamjenom polinoma p polinomom p;, odnosno:

Dt (,,,627r7ls)
pi(r)

fra(s) = Tpe(re?Tisy |

o E (r
pe(r)

Tada je (fr1—¢: t € [0, 1]) homotopija koja povezuje petlju f, i petlju w,(s) =
e?™ms  Prema Teoremu w, = n- g, pri ¢emu je g generator beskonacne

ciklicke grupe 1(S'). Pokazali smo da je [w,] = [f,] = 0, pa je n = 0.
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Drugim rijec¢ima, jedini polinomi u C koji nemaju korijena su konstantni

polinomi. m

Korolar 3.11 (Brouwerov teorem o fiksnoj tocki, dvodimenzionalna verzija)
Neka je h: D* — D? neprekidno preslikavange diska D* = {x € R?: |z| < 1}.

Tada postoji fiksna tocka preslikavanja h.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da za svaki € D? vrijedi h(z) # .
Definirajmo preslikavanje 7: D* — S*, r(x) = y , pri éemu je y presjek

polupravca s pocetkom u h(x) koji sadrzi .

Fix)

Slika 3.8: Preslikavanje r

Budué¢i da h po pretpostavci nema fiksnih tocaka, r je dobro definirano i
neprekidno preslikavanje. Nadalje, kako za svaki x € S' vrijedi r(z) = z,
slijedi da je r retrakcija D? na S'. Neka je f, proizvoljna petlja u S' s
pocetnom tockom zy. Uo¢imo da je linearna homotopija f(s) = (1—t) fo(s)+
tzo homotopija u D* koja povezuje f, s konstantnom petljom. Stoga je
kompozicija 7 o f; homotopija u S* koja povezuje r o f; i konstantnu petlju
To. Medutim, to je u kontradikciji s ¢injenicom da je m(S') netrivijalna.

Dakle, A ima fiksnu tocku. m
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3.2 Borsuk-Ulam teorem

U prethodnom poglavlju definirali smo fundamentalnu grupu kruznice i poka-
zali da je ona izomorfna Z. U ovom poglavlju dokazati ¢emo jos jednu izravnu
posljedicu, takozvani Borsuk-Ulam teorem i primijeniti ga na rjesavanje pro-

blema podjele ogrlice.

Lema 3.12 Neka je p: R — S, p(s) = e*™ iz € S'. Tada za t € p~1(2),

u € p~1(—2z) postoji ¢ € N, takav da je |t —u| = % i q je neparan.

Dokaz. Neka je x =t — u. Tada je:

Amix = 271.2(25 _ ’LL) e 27z — 627ri(t7u) _ et % _ %Z ] e
1),

e2miu

< In(e¥™®) = In(-1) = m’(?nf
pri cemu zadnja jednakost slijedi iz Eulerovog identiteta. Dakle,
2mix = mi(2n 4+ 1) = r = 4, za neki ¢ € Z neparan.

]

Teorem 3.13 (Borsuk-Ulam teorem za S?) Neka je f: S* — R? nepre-

kidno preslikavange. Tada postoji x € S? takav da je f(x) = f(—x).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. Vo € S? vrijedi f(z) # f(—x). tada je

dobro definirano preslikavanje g: S? — S*,

Neka je n petlja u S?, n(s) = (cos2mws, sin 27s,0). Ocito je n nulhomotopna
u S? (moze se retraktirati u bilo tocku (x,y,0) € S?). Neka je h: [ — S*,
h=gon.

Uocimo da je n(s + 3) = (cos(27(s + 3)),sin(27(s + 3)),0) = —n(s).
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3.2. Borsuk-Ulam teorem

Nadalje, buduéi da je g(—xz) = —g(x), vrijedi i h(s + 3) = —h(s). Iz pret-
hodne leme slijedi da je %(3—#%) = %(s)—k%, zaneki ¢ € Z neparan. Direktnim
rjeSavanjem te jednadzbe vidimo da g ne ovisi o s € [O, %} , odnosno ¢ je kons-

tanta. Sada je:

~

h(1) = h( = 1(0) + q.

N =

) +

NI

Stoga je h homotopan putu ¢ - s, pri ¢emu je s generator grupe 7 (S*). Kako
je ¢ neparan, h nije nulhomotopan. S druge strane, kako je n nulhomotopna
petlja, to je i h = g on, sto je kontradikcija. Dakle, postoji z € S takav da
e f(z) = f(~z). m

[lustrativan primjer primjene Borsuk-Ulam teorema je sljedeci:

Zamislimo da je Zemlja sfernog oblika i postavimo koordinatni sustav sa
sredistem u sredistu Zemlje. Tada svakoj tocki na Zemljinoj sferi mozemo
pridruziti temperaturu i tlak zraka, uz pretpostavku da su ti parametri nepre-
kidni. Tada postoje dvije dijametralno suprotne tocke na Zemlji s jednakim
temperaturama i jednakim tlakom zraka.

Analogon Borsuk-Ulam teorema vrijedi i u visim dimenzijama. Ovdje ¢emo

ga iskazati bez dokaza.

Teorem 3.14 (Borsuk-Ulam teorem) Neka je f: S™ — R" neprekidno

preslikavanje. Tada postoji x € S™ takav da je f(x) = f(—x).

Korolar 3.15 Neka je f: S™ — R" neprekidno preslikavanje takvo da je
f(—=z) = —f(x), Yx € S™. Tada postoji v € S™ takav da je f(x) = 0.

Dokaz. Prema Borsuk-Ulam teoremu postoji € S™ takav da je f(z) =
f(=z). Tada je, prema pretpostavci teorema f(x) = f(—x) = —f(x), iz
cega slijedi f(z) =0. m

Promotrimo sada kako Borsuk-Ulam teorem implicira verziju Teorema za

k=2
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3.2. Borsuk-Ulam teorem

Propozicija 3.16 Nekajem € NiB: I — {1,...,m} proizvoljno m-bojenje

intervala I. Tada postoji pravedna 2-podjela bojenja B reda velicine m.

Dokaz. Neka je m € Ni B: I — {1,...,m} proizvoljno m-bojanje intervala
I. Neka je T = (z1,...,Tm, Tms1) € S™ proizvoljna tocka. Neka je (y) =

(Y0, -+ Ym1), Pri cemu je yo = 0 i
J 5
yj = lej, jedl,...,m}.

Neka je za svaki j € {1,...,m}
m+1 ] ]
L@ =2 sign(z:)A(B~H(7) N [yi1, y2)),

pri cemu je A Lebesgueova mjera na I. Tada je dobro definirano presli-

kavanje f: S™ — R™, f(z) = (fi(T),..., fm(T)). Ocito je preslikavanje

f neprekidno i za svaki T € S™ vrijedi f(Z) = —f(—7). Prema koro-
laru [3.17] postoji 2’ = (zf,...,2},) € S™ takav da je f(z’) = 0. Stavimo

k+1
F1 = U {[yi—1;yi> : szgn(x;) = ‘|—]_} 1 FQ =7 \ Fl. Tada je )\(B_l(l> N Fl) =
i=1

MB~1(i) N Fy), pa je A(B1(i) N F) = A(B~L(i)) = A(B~1(i) N Fy) Slijedi

da su yi, ..., ym tocke rezanja i {Fy, Fo} trazena particija. m

24



Poglavlje 4

Diskretni pristup

4.1 Direktni dokazi nekih posebnih slucajeva

U prethodnom poglavlju dokazali smo da je pravedna podjela ogrlice s perli-
cama u t razli¢itih boja izmedu dvoje ljudi uvijek moguéa u najvise ¢ rezanja.
U ovom poglavlju takoder ¢emo promatrati posebne slucajeve Teorema [1.1
Cilj nam je, uz neke osnovne pretpostavke, dokazati da postoji pravedna
g-podjela t-obojene ogrlice reda veli¢ine manjeg ili jednakog od t(q¢ — 1) u

sljedeca tri slucaja:
1. Ako je broj boja manji ili jednak 2, a broj ljudi proizvoljan.
2. Ako je broj perlica svake boje jednak, a broj ljudi proizvoljan.
3. Ako je broj boja jednak tri, a broj ljudi jednak dva.

Uocimo da je tvrdnja 3) poseban slucaj Propozicije [3.16, Medutim, tvrdnju
3) ¢emo u ovom poglavlju dokazati primjenom kombinatornih metoda i teorije

grafova.



4.1. Direktni dokazi nekih posebnih sluéajeva

Propozicija 4.1 Neka je N = a4, ...,a, 2-obojena ogrlica i neka je ¢ € N
takav da q | my(N') i q | mao(N'). Tada postoji pravedna q-podjela Ny U Ny U
.. UN, ogrlice N reda veli¢ine manjeg ili jednakog od 2(q — 1).

Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po q. Ako je ¢ = 1, tvrdnja je
trivijalna. Pretpostavimo sada da za ¢—1 € N i za svaku 2-obojenu ogrlicu N
za koju vrijedi ¢ — 1 | my(N'), mo(N'), postoji pravedna (¢ — 1)-podjela reda
veli¢ine manjeg ili jednakog od 2(¢—2). Neka je sada N proizvoljna 2-obojena
ogrlica takva da ¢ | my(N'), ma(N') i neka je by = %N/) iby = %N/). Neka

je za svaki ¢ € 1, ..., ¢ definirana ogrlica

[
Ni = a(ifl)n_"_l, a(ifl)n_"_z, ..

q q

< Qin .
q

Drugim rijecima, podijelili smo ogrlicu N na ¢ disjunktnih podogrlica koje
se sastoje od % uzastopnih elemenata ogrlice N.

Pretpostavimo da za neki ¢ € {1,...,q} vrijedi my(N}) = by i ma(N/) = bs.
Promotrimo ogrlicu N* = Ny, Ny, ..., N/ |, N/,,,..., N;. Tada, prema pret-
postavci indukcije, postoji pravedna (¢—1)-podjela NyUN,U...UN,_; ogrlice
N* s redom veli¢ine manjim ili jednakim od 2(¢ — 2). Bududi da ogrlicu N;
mozemo dobiti uz dva rezanja od [V, slijedi da je N;UN;U...UN,_; pravedna g-
podjela ogrlice N reda veli¢ine manjeg ili jednakog od 2+2(¢—2) = 2(¢—1).
Pretpostavimo sada da ne postoji i € {1,...,q} takav da je mi(N}) = b;
i mo(N/) = by. Tada, bez smanjenja opéenitosti, mozemo pretpostaviti
da postoje m,k € {1,...n — (by + bs)}, m < k takvi da za podogrlice
MY = Gy ooy Gy oy -1 1 M™ = gy ooy Qprpy 0,1 vrijedi my(M™T) > by i
mi(M~) < by. Stoga, prema teoremu o meduvrijednosti, postoji podogr-
lica O = agzy .oy Qpipiby—1, M < x < k takva da je mi(O) = by, a time i
ma(O) = by. Sada, koristedi isti argument kao i u prvom slucaju, mozemo
zakljuciti da postoji pravedna g¢-podjela ogrlice N reda velicine manjeg ili

jednakog od 2(¢ — 1). =
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[lustrirajmo ovaj dokaz kroz sljede¢a dva primjera.

Primjer 4.2 Neka je N = 1,1,1,2,1,1,2,2,1,1,1,1 ogrlica na slici [{.1]..
OO OO0 O-0-DD

Slika 4.1: Ogrlica N

Cilj nam je dokazati egzistenciju pravedne 3-podjele reda velicine manjeq il
jednakog od 4 = 2(q — 1), uz pretpostavku da za svaku ogrlicu N za koju
vrijedi 2 | my(N'), ma(N'), postoji pravedna 2-podjela reda velicine manjeg
il1 jednakog od 2.

Prema oznakama iz dokaza propozicije definirane su ogrlice Ni, N i Nj
na sljedeci nacin: N{ =1,1,1,2, Nj =1,1,2,2, N; = 1,1,1,1 i definirani
su prirodni brojevi by = %Nl) =3iby = %N/) = 1. Tada je my(N]) =3
i mo(Ny) = 1. Opéenito, svaku od podogrlica N}, i € {1,2,3} moZemo
dobiti uz ne vise od dva rezanja ogrlice N, pa tako i ogrlicu Ny. Promotrimo
ogrlicu N* = Nj, N; =1,1,2,2,1,1,1,1. Tada, prema pretpostavci indukcije,
mozZemo zakljuciti da postoji pravedna 2-podjela Fy U Fy reda velicine manjeg
ili jednakog od 2. Tada je Ny U Fy U Fy pravedna 3-podjela ogrlice N reda
veli¢ine manjeg ili jednakog od 24+ 2 =4 =2(q — 1).

Primjer 4.3 Neka je N = 1,1,1,1,1,2,2,2,1,1,1,1 ogrlica na slici [{.3

Analogno kao u prethodno primjeru, definirane su ogrlice N| = 1,1,1,1,

Slika 4.2: Ogrlica N

27



4.1. Direktni dokazi nekih posebnih sluéajeva

Ny =1,2,2,2 i Ny = 1,1,1,1 ¢ prirodni brojevi by = 3, by = 1. Tada ne
postoji i € {1,2,3} za kojeg je mi(N}) = by i ma(N]) = by. Za ogrlicu
M* = N{ = ay,a9,a3,ay = 1,1,1,1 vrijedi my(M™) > by i mo(M™T) < by, a
za ogrlicu M~ = Nj =1,1,2,2 vrijedi mi(M~) < by i ma(M~) > by. Sada,
promatrajuci redom ogrlice Oy = Ny, Oy = a9, a3, a4, a5, O3 = as, a4, as, ag,
O4 = a4, a5, a¢,a7 @ O5 = Nj uocavamo da je |m;(O;) — m;(O41)] < 1 za
i€ {1,2}, j € {1,2,3,4}. Dakle, broj pojavljivanja k-te boje, k € {1,2}
u susjednim ogrlicama O;, © = 1,2,3,4, razlikuje se za najvise 1. Kako je
m1(0O1) > by 1 m1(O1) < by, slijedi da postoji i € 2,3,4 takav da je mi(O;) =
bi, a time i mo(O;) = by. Doista, to je ogrlica O3 = as,aq,as,a6 = 1,1,1,2.
Sada, za ogrlicu N* = ay, as, a7, as, ag, @19, a11,a12 = 1,1,2,2,1,1, 1,1, prema
pretpostavc indukcije, postogi pravedna 2-podjela FyU Fy reda veli¢ine manjeq
ili jednakog od 2. Ogrlicu O3 mozZemo dobiti uz dva rezanja od N, pa je

O3UFUF, pravedna 3-podjela reda veli¢ine manjeg ili jednakog od 4 = 2(q—1)

Propozicija 4.4 Neka sun,t,q € N i neka je N = aq, ..., a, t-obojena ogr-
lica za koju je my(N') = mo(N') = ... = my(N') = qiq-t =mn. Tada
postoji pravedna q-podjela Ny U Ny U ... U N, ogrlice N reda velicine manjeg
ili jednakog od t(q — 1).

Dokaz. Skupove Ni, Ns, ..., N, konstruirat ¢emo na sljede¢i nacin. Proma-
tramo elemente niza aq, ..., a, i uvijek imamo fiksirani skup Ny, pocevsi od
N1 = {a1}, pri ¢emu je Ny = N3 = Ny = (). Ako promatramo element a,,,
provjeravamo je li a,, € Ng.

Ako je a,, € Ny, fiksiramo skup Nii1 ako je k < ¢, odnosno fiksiramo skup
N ako je k = ¢ i ponovno promatramo element a,,, uz novi fiksirani skup.
Ako vrijedi a,, ¢ N, skup Ny zamijenimo skupom Ny U {a,,} i promatramo

element @, 1.
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Ovaj algoritam osigurava particiju Ny U...U N, od N i red veli¢ine te par-
ticije jednak je broju promjena fiksiranog skupa. Broj promjena fiksira-
nog skupa manji je ili jednak razlici od n i broja prvog pojavljivanja svake
boje. Dakle, red veli¢ine particije N; U Ny U ... U N, manji je ili jednak od
n—t=qt—t=t(g—1). m

Promotrimo algoritam iz prethodnog dokaza na sljede¢em primjeru:

Primjer 4.5 Neka je N =1,2,2,3,1,1,1,3,2,3,2,3 ogrlica sa slike [{.3:

-0 --O-O-O---3-2B3

Slika 4.3: Ogrlica N

Stavimo Ny = {a1} = {1}, Ny = N3 = Ny = 0. Fiksirajmo skup Nj.
Promatramo element ay = 2. Buduéi da ay ¢ Ny, skup Ny zamijenimo
skupom Ny U{as} = {1,2}, a ostale skupove ne mijenjamo, pa je No = N3 =
N, = 0.

Promatrajmo sada element az = 2. Buduéi da je as € Ny, fiksirajmo skup
Ny. Buduéi da a3 ¢ Ny skup No zamijenimo skupom No U {as}, pa imamo
Ny ={1,2}, Ny ={2} N3 =0 N, = 0.

Nadalje, promatrajmo element ay = 3. Fiksirani skup je Ny, pa kako az ¢ Nj,
skup Ny zamijeniti éemo skupom No U {as} = {2,3}. Analagno nastavijamo

postupak 1 u sljede¢im koracima dobivamo redom.:
1. (Promatramo as): Ny = {1,2}, No = {1,2,3}, N3 =10, Ny =0
2. (Promatramo ag): Ny = {1,2}, Ny ={1,2,3}, N3 ={1}, Ny =0
3. (Promatramo a;): Ny = {1,2}, Ny = {1,2,3}, N3 = {1}, N, = {1}
4. (Promatramo ag): Ny ={1,2}, Ny ={1,2,3}, N3 = {1}, N, ={1,3}
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5. (Promatramo ag):

Ny =A{1,2}, N, ={1,2,3}, N3 = {1}, N, ={1,2,3}

6. (Promatramo ay):

Ny ={1,2,3}, Ny ={1,2,3}, N3 = {1}, Ny, ={1,2,3}

7. (Promatramo ayy ):

Ny ={1,2,3}, N, ={1,2,3}, N3 ={1,2}, N, ={1,2,3}

8. (Promatramo ais):

Ny ={1,2,3}, No = {1,2,3}, N3 = {1,2,3}, N, = {1,2,3}

Broj promjena fiksiranog skupa w ovom slucaju je 5, Sto znaci da moZemo
pronaci pravednu 4-podjelu reda veli¢ine mangjeg ili jednakog od 5 < 3(4—1) =

t(qg—1).

Propozicija 4.6 Neka je N = ay, ..., a, 3-obojena ogrlica takva da je m;(N")
paran broj za svaki i € {1,2,3}. Tada postoji pravedna 2-podjela Ny U Ny

ogrlice N reda velicine manjeg ili jednakog od 3.

Dokaz. Definirajmo 3-bojenje B: I — {1,2,3} intervala I = [0,n) na

sljededi nacin:
B(z) = a;, za i € N takav da vrijedi x € [i — 1,1).

Intuitivno, podijelili smo interval na n jednakih dijelova i za svaki k €
{1,...,n}, element a; ogrlice N identificirali smo s intervalom [k — 1, k).
Pokazimo da postoji pravedna 2-podjela 3-obojenog intervala [. Za svaki
i € {1,2,3} definirajmo preslikavanje ®;: P(I) — R,

1,ako je B(u) =i
D,(5) = L! 1;(u)du, pri cemu je 1;(u) =

0, inace

Neka je za svaki i € {1,2,3}, b, = 2.
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Ako postoji x € I takav da je CI)Z-(<1’,Z‘ + §>) = b;, zasvakii € {1,2,3}, onda
je za Fy = [0,z) U [a: + g,n> i Fy = [x,x + %>, F1 U F; pravedna 2-podjela
3-obojenog intervala I reda veli¢ine 2.

Stoga, pretpostavimo da ne postoji x € I takav da je CI>i(<x,a: + §>) = b;,
za svaki ¢ € {1,2,3}. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je
b, [0, §> > b;. Navedene pretpostavke nazivamo pocetnim pretpostavkama.
Neka je @y : P(I) — R preslikavanje definirano s ®o = &y + 3.

Neka je A skup svih uredenih trojki (c1, co, ¢3) za koje vrijedi sljedece:
1. ¢1,09,c3 € Ny
2.0 <<a<n
3. ®1([0,¢1) U {ca,c3]) = by 1 Do ([0, ¢1) U (e, c3]) = ba + bs.

Definirajmo graf G sa skupom vrhova A, pri ¢emu su vrhovi (xq,z,3) i
(y1, Y2, y3) susjedni u G ako i samo ako je |z; — y;| < 1, za svaki i € {1,2,3}.
Uoc¢imo da svaki vrh (¢, ¢, c3) u G generira particiju F} U Fy intervala I,
pri ¢emu je Fy = ([0,¢1) U [co,c3)) 1 Fo = I\ Fy, za koju je ®1(F)) =
®,(F,) = by. Nadalje, iz pocetnih pretpostavki slijedi da ne postoji vrh u G
oblika (0, co,n). Particiju Fy U F, nazivamo particija generirana vrhom
(¢1, co, c3). Dokazimo sljedeé¢u tvdnju.

Tvrdnja Uz pocetne pretpostavke za graf G vrijedi sljedece:

1. Za vrhove (cq, 2, c3) neparnog stupnja u grafu G vrijedi ili ¢; = 0 ili

C3 = n.

2. Broj vrhova neparnog stupnja grafa GG za koje je ¢; = 0 je neparan i

jednak je broju vrhova neparnog stupnja grafa G za koje je c3 = n.

U dokazu trdnje, razlikovati éemo vrhove (c1, 2, ¢3) u ovisnosti o tome koje su

boje intervali [¢; — 1,¢;), te [¢;, ¢iv1) za i = 1,2,3. Na primjerima reprezen-
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tacije intervala ispod, gledajuéi s lijeva na desno, prva oznaka | predstavlja
c1, druga co i treéa c3. Broj lijevo od vrha ¢; predstavlja boju intervala
[c; —1,¢;), a desno od ¢; boju intervala [c;, ¢; + 1), uz oznaku da broj 2
oznacava da je interval boje 2 ili boje 3. Primjerice, neka je vrh (z1, zq, x3)

oblika:
L1202 2

Susjedni vrhovi vrha (z1, 9, z3) su vrhovi koje mozemo dobiti transformira-
njem gornjeg oblika uz pomicanje | za jedan lijevo ili desno, ali da zadrzimo
jednak broj boja tipa 1 i tipa 2’ u svakom od elemenata u generiranoj par-
ticiji. Vidimo da je (x1,x2,x3) stupnja 0 jer niti jedno pomicanje od | ne
mozemo kompenzirati drugim pomicanjem od | da sa¢uvamo jednakost boja
tipa 11 2’ u elementima generirane particije.

Promotrimo jos jedan primjer. Neka je sada (z1, xs, x3) vrh oblika
1. 1]1..12"...

Tada vrh (1, 2, x3) ima tocno tri susjedna vrha i oni su oblika:

I1..|11...]12"....,
11112
1. 101,12

Drugim rijec¢ima, ako je (x1,xq,z3) vrh u grafu G sa svojstvom da je x; = 0,
B(zg — 1) = B(xg) = B(zg — 1) = 11 B(x3) € {2,3}, tada je on stupnja 3 i
njegovi susjedni vrhovi u grafu G su (z1, 29 — 1,23 — 1), (21 + 1,20 + 1, 23) i
(1 4+ 1,29, 23 — 1).

Neka je sada (cq, ¢o, ¢3) proizvoljan vrh i odredimo stupanj vrha u ovisnosti

o bojama susjednih intervala toc¢aka ci, ¢y i c3. Razlikujemo tri slucaja:
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1. C1 = 0.
Tada je (c1, ¢, c3) oblika |a...blc...d|e..., a,b,c,d,e € {1,2'}, pri ¢emu
za x € {a,b,c,d, e} jednakost x = 2’ identificiramo s x € {2,3} i za

x,y € {2,3} pisemo x = y. Tada lako vidimo da vrijedi sljedece:
e Ako je b # e i ¢ = d, stupanj vrha (¢, 2, ¢3) jednak je 1 ako je
a # ¢, odnosno 3 ako je a = c.

e Ako je b # e i ¢ # d, stupanj vrha (cq, 2, ¢3) jednak je 1 ako je
b = ¢, odnosno 3 ako je b # c.

e Ako je b = e ic = d, stupanj vrha (¢, co,c3) jednak je 4 ako je
a=b=c 2akojea#bi0akojea=bib#c.

e Ako je b=eic# d, stupanj vrha (cy, 2, c3) jednak je 2.

2. c3=n.

Ovaj slucaj analogan je prethodnom.

3. ¢c1>01c3 <n.

Razlikujemo sljedece podslucajeve i izravnom provjerom vidimo da vri-

jedi:
e Ako je (c1, ¢, c3) oblika ...1|1...1]1...1]1..., stupanj vrha je 6.
e Ako je (c1, ¢, c3) oblika ...1|1...1]1...1]2"..., stupanj vrha je 4.
e Ako je (c1, ¢, c3) oblika ...1|1...1]1...2'|1..., stupanj vrha je 4
e Ako je (c1, ¢, c3) oblika ...1|1...1]1...2’|2'...; stupanj vrha je 2.
e Ako je (c1, ¢, c3) oblika ...1|1...1]2"...2|1..., stupanj vrha je 2.
e Ako je (c1, ¢, c3) oblika ...1|1...2"|1...1|2'..., stupanj vrha je 2.
e Ako je (c1, ¢, c3) oblika ...1|1...1]2"...2"|2..., stupanj vrha je 2.
e Ako je (c1, ¢, c3) oblika ...1|1...2"|1...2|2"..., stupanj vrha je 2.
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e Ako je (c1,co,c3) oblika ...1|2'...2/|1...1]2"..., stupanj vrha je 0.

e Ako je (c1,co,c3) oblika ...1|2'...1|2"..2'|1..., stupanj vrha je 4.
Ostale podslucajeve dobijemo analogno, zamjenom 1 1 2'.

Iz navedenog slijedi da za vrh (c1, ¢z, ¢3) neparnog stupnja u G, nuzno vrijedi
¢y = 0ili ¢3 = n. Time smo dokazali prvu tvrdnju leme. Primjetimo da je
vrh (e, ¢2, ¢3) u G neparnog stupnja ako i samo ako je b # e. Pokazimo sada
da je broj vrhova neparnog stupnja za koje je ¢; = 0 neparan.

Neka je € > 0 dovoljno mali. Neka je (c1, ¢, c3) vrh u G takav da je ¢; =01

definirajmo «, # € R na sljedeci nacin:

Di({ca — 1,3 —1+¢)) by
@ b1+bz+b3+€ _b1+b2+b37
®1<<CQ,CS+€>) bl

T b by tbste bytbytbs

Vrh (e, 2, ¢3) je oblika |a...bc...d|e... . Tada vrijedi:

bl + 1{(,21} — (1 — 5)]1{d:1} b1
o= —
bl+b2+b3+5 bl+b2+b3
i
bl -+ 61{6:1} bl

- b1+bg—b3+€_ b1+bz+b3‘
Tvrdimo da su a i 8 suprotnih predznaka ako i samo ako je b # e. Vrijedi

sljedece:
1. Akojeb=e=d=2ondajea<0if <0.
2. Akojeb=e=2"id=1ondajea<0if <0.
3. Akojeb=e=d=1ondajea>01i3>0.
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4. Akojeb=e=1id=2 ondajea>01i( > 0.
5. Akojeb=1lie=d=2 ondajea>0ip <0.
6. Akojeb=d=1ie=2ondajea>013 <0.
7. Akojeb=d=2ie=1ondajea<0if >0.
8. Akojeb=2ie=d=1ondajea<0if >0.

Konacno, zakljucujemo da su « i g razlicitih predznaka ako i samo ako je
b # e. Dakle, (c1, ¢, c3) je neparnog stupnja ako i samo ako su « i 3 razlicitih
predznaka. Sada, koristedi isti argument kao i u dokazu Propozicije |4.1

vidimo da je broj promjene predznaka realnog broja

@1(<U,U+b1+b2+bg+€>) bl
b1+b2+b3+€ _b1+b2+b37

kada pustamo u od 0 do by + by + b3, neparan. Analogno mozemo zakljuciti da

je broj vrhova neparnog stupnja za koje je c3 = n neparan. Nadalje, vrijedi i
deg(0, co, c3) je neparan <= deg(cz, c3,n) je neparan.

Time je tvrdnja dokazana.

Pokazimo sada i tvrdnju teorema. Neka je X skup svih vrhova neparnog stup-
nja (c1, 2, ¢3) grafa G za koje je ®3((0, ¢1)U(ca, c3)) > b3 1Y skup svih vrhova
(1, ¢2, €3) neparnog stupnja grafa G za koje je ®3((0, ¢1)U(cz, ¢3)) < bs. Tada
je, buduéi da prema pocetnim pretpostavkama ne postoji vrh (¢q, ¢o, ¢3) ne-
parnog stupnja takav da je ®3((0,c1) U (g, c3)) = b3, X UY particija vrhova
neparnog stupnja. Stoga je cardX = cardY i taj broj je neparan. Prema
Lemi [2.13] postoji put u grafu G koji povezuje vrh u X s vrhom u Y. Kako
su @ 1 Py = Py + P53 konstantne funkcije na generiranim particijama skupa

vrhova od (G i razlika vrijednosti od ®3 dviju particija generiranih susjednim

35



4.1. Direktni dokazi nekih posebnih sluéajeva

vrhovima u G je najvise jedan, mozemo zakljuciti da postoji vrh (cq, ¢z, ¢3)

grafa G za koji je

@1((0,01) U <62703>) == b1
@2((0,01) U <02,03>) = b2
<I>3(<0,cl) U <CQ,03>) = b3.

Sada je generirana particija I} U F, pravedna 2-podjela ogrlice reda veli¢ine
3. Konacno, da bismo dokazali da postoji pravedna 2-podjela 3-obojene
ogrlice N reda velicine manjeg ili jednakog od 3, dovoljno je uzeti N; =

{al,ag, ...,Gcl} U {a02+1,a62+2, ...,ac3} i NQ =N’ \ Nl- |

Tustirajmo ovaj dokaz primjerom 3-obojene ogrlice N na slici (.4}

Slika 4.4: Ogrlica N

Na slici je graf GG koji odgovara ogrlici N definiran kao u dokazu Propo-

zicije [4.6]

(5,6,7) (5,11,12)
(5,8,9)
1,27 (3.4.7) 27,11 (5,10, 11)—
/—\
(1,4,9770,4,10) (0,5,1D)™(1,5,10)(2.6,10) (3,7,10) (4,8,10) (5,9, 10) &\, T 4, 10,12)
_\'—/'
(3.6.9)

Slika 4.5: Graf G koji odgovara ogrlici N

Postoji put u G koji povezuje vrhove (0,4, 10) i (4,10, 12). Vrh (0,4, 10) gene-
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rira particiju Ny U Ny za koju je ms(Ny) > m3(Na), a vrh (4, 10, 12) generira
particiju N U Nj za koju je ms(N7) < ms(N3). Stoga, na istom putu mora
postojati vrh koji generira pravednu podjelu. Doista, to su vrhovi (1,5, 10)

i (2,6,10).

4.2 Ky Fanov teorem i konstrukcija rjesenja

U ovom poglavlju cilj nam je konstruktivno dokazati verziju Teorema za,
q = 2. Verzija istog teorema dokazana je u Propoziciji koristec¢i Borsuk-
Ulam teorem. lako ¢emo u ovom poglavlju Teorem dokazati kombina-

torno, topoloska inspiracija unutar samog dokaza ostati ¢e primjetna.

Definicija 4.7 Neka je C d-kocka, OC rub od C i V(C) skup vrhova od C'.
Za strane kocke kazemo da su susjedne ako je njihov presjek (d — 2)-kocka.

Duige nesusjedne strane nazivamo suprotnim.

Definicija 4.8 Za familiju kocaka C uloZenih u Euklidski prostor R? kazemo

da je kubiént kompleks ako vrijedi sljedece:
1. Za svaki T € C i za svaku stranu o od T vrijedi o € C.

2. Ako suT,7 € CiT#7, onda je TN 7T strana od T i T’

Definicija 4.9 Za kubicni kompleks C kaZemo da je ¢éist ako su sve maksi-

malne kocke u C u odnosu na inkluziju iste dimenzije.

S V(C) oznacavat ¢emo skup vrhova kubi¢nog kompleksa C.

Definicija 4.10 Za cisti d-dimenzionalni kubicni kompleks M kaZemo da je
d-dimenzionalna kubiéna pseudo-mnogostrukost ako je svaka (d—1)-

dimenzionalna kocka uw M sadrZana u najvise dvije d-dimenzionalne kocke u
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M. Skup svih (d — 1)-kocaka o v M takvih da o pripada najvise jednoj

d-kocki u M nazivamo rubom od M i oznacavamo ga s OM.

S C? oznacavat ¢emo kubicni kompleks koji nastaje kao unija kocke (1% :=

[—1,1]% i svih njezinih strana.

N
N :

I

i

t
_______________ i L, ..__._....._...I-. - J S

i

!

I

ERNZAN

o ..”_..;‘..... ...._.‘.......

Slika 4.6: Hemisfere trodimenzionalne kocke
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Neka je k nenegativan cijeli broj. Za k razlicitih cijelih brojeva iy, ..., 4 €
{1,...,d} i k brojeva €1, €s, ..., € € {1, —1} uvedimo oznaku
iy iy e i

F = {(ml,...,xd) e 0% z;.

=€, za ) = 1,2,...,k},
61 62 DY Ek

§to je (d — k)-dimenzionalna strana od (9. Za k = 0, ta je strana jednaka [,
Za kocku 004, rub 00J0¢ podijelit ¢éemo na skupove +Hy , —Hy ,+H, ,—H;,
vy +Hg 1 ,—Hg_q, pri ¢cemu su za i € {0,1,...,d — 1}, skupovi +H; i —H;

definirani s:

+H; = {(:vl, oy q) € 0014 ‘ ziy1 > 01iakojei <d—2ondajex; =
0, za svaki j € {z‘+2,...,d}},

—H; = {(xl, oy g) €007 | 241 < 01iako jei < d—2ondaje z; =
0, za svaki j € {i+2,...,d}} :

Skupove +H; nazivamo hemisferama kocke (09, Na slici prikazane su
hemisfere trodimenzionalne kocke. Glavna hemisfera kocke o € M je
hemisfera najmanje dimenzije koja sadrzi o.

Uocimo da za i € {0,1,...,d — 1} vrijedi da su (+H;) U (—H;) i sfera S
homeomorfni i ako je i > 1 onda je O(+H;) = 0(—H;) = (+H;—1) U(—H;_1).

Definicija 4.11 Neka suC i D kubicni kompleksi. Za preslikavanje A: V(C) —

V(D) kazemo da je kubiéno preslikavange ako vrijedi:
1. Za svaki o € C postoji T € D takav da je A (V (o)) C V (7).

2. Ako su A i A" susjedni vrhovi u C, onda su i N(A), N(A") susjedni vrhovi
uD.

Sljede¢u lemu navodimo bez dokaza, a dokaz se moze pronaéi u [2].
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Lema 4.12 Neka je \: V(O™) — V(O™) neinjektiono kubicno preslikavanje

1 neka je ¢ strana od LJ™. Tada postoje 0,2 ili 4 strane o od LI takve da je
AV (o)) =V(9).

Lema implicira sljedeéu lemu:

Lema 4.13 Neka je \: V(O — V(O™) kubicno preslikavanje, m > d i
neka je ¢ (d — 1)- dimenzionalna strana od O™. Ako je A neinjektivno pres-
likavanje onda postoje 0,2 ili 4 strane o od (¢ takve da je A\(V(c)) = V().
Nadalje, ako postoje tocno cetiri takve strane i ako je o jedna od tih strana,

onda se i suprotna strana o' od o nalazi medu te cetiri strane.

Dokaz. Neka je A\: V(O — V(O™) neinjektivno kubi¢no preslikavanje i
neka je ¢ (d — 1)-dimenzionalna strana od 0™. Ako ne postoji strana o
od 04 takva da je A(V(0)) = V(¢), dokaz je gotov. Stoga, pretpostavimo
da je o strana od 0% takva da je A\(V(0)) = V(¢). Tvrdimo da postoji d-
dimenzionalna strana od [J™ koja sadrzava sliku od .

Ako je M(V(O%)) = V(¢), tvrdnja je ocita. Stoga, pretpostavimo da postoji
vth v € V(O%) \ V(o) takav da A(v) ¢ V(¢). Neka je w vrh u o susjedan
vrhu v i neka je w’ jedinstveni vrh u o takav da je d(w,w’) = d — 1, pri
¢emu je d standardna metrika u 1-kosturu kocke (d(x,y) je broj bridova u
najkra¢em putu koji povezuje x i y). Ocito je d(A(v), A(w')) = d. Neka je

sada v’ proizvoljan vrh u O Tada vrijedi:

d=d(v,w") =d(v,v") +d w') > dAV), \(v)) + dA), AN(w')) >
d(A(v), A(v)) = d

Stoga je d(v,v") = d(A(v),A(v")) i d(v',w") = d(A("),\(w')). Konaéno, za
svaki v/ € O vrijedi da se A(v') nalazi u d-podkocki od (™ koja sadrzi ¢ i
A(v).
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Stoga, mozemo promatrati neinjektivno kubi¢no preslikavanje preslikavanje
A: V(OF) — V(O%). Prema lemi slijedi da postoje 0,2 ili 4 strane
o od O™ takve da je A(V (o)) = V(¢). Ako postoje Cetiri strane za koje
je A(V(0)) = V(¢) onda medu njima postoje dvije susjedne strane o i
o’. Neka je ¢” proizvoljna strana susjedna stranama o i o’. Neka je x €
V(e'no”)\ V(o) iy vrh u o susjedan vrhu z. Tada jey € o No' No” i
A(z) je susjedan A(y). Nadalje, neka je z vrh u o takav da je A(z) = A\(x)
(Egzisencija od z je osigurana zbog neinjektivnosti). Tada je z susjedan y u
o1z ¢ o' Slijedi da je z jedini vrh u o ¢ija je udaljenost do y jednaka 1 i koji
nije element o’. Dakle, z € ¢”. Bududi da je A\(z) = AN(x) iz #z, z,x € 0”,
iz. definicije kubicnog preslikavanja slijedi A(V(¢”)) # V(¢). Konac¢no, za
stranu ¢” susjednu o i 0’ ne moze vrijediti A(V(¢”)) =V (¢). m

Neka je M t-dimenzionalna kubi¢na pseudo-mnogostrukost i neka je C™
kubic¢ni kompleks koji se sastoji od kocke [J™ i svih njezinih strana. Neka je

A: M — C™ kubicno preslikavanje. S

oznacavat ¢emo broj t-podkocaka o od M takvih da A vrhove u o bijek-

tivno preslikava u vrhove t-strane

Definicija 4.14 Neka je M t-dimenzionalna kubicna pseudo-mnogostrukost
i neka je C™ kubicni kompleks koji se sastoji od kocke (O™ i svih njezinih

strana. Neka je A\: M — C™ kubicno preslikavangje. Za d-kocku o sadrZanu

u M kazemo da je potpuna ako postoje €1, -+ ,€y_q € {+1,—1} takvi da je
d+1 d+2 --- m
ANo)=F
€ € 0 Em-d
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KaZemo da je 0 gotovo potpuna ako nije potpuna i ako postoji potpuna
strana od o. Nadalje, ako ne vrijedi d = m = t, onda za potpunu d-kocku o

vrijednost €, nazivamo predznakom od o.

Lema 4.15 Neka je M t-dimenzionalna kubicna pseudo-mnogostrukost 1
neka je C™ kubicni kompleks koji se sastogi od kocke (1™ i svih njezinih strana.
Neka je A\: M — C™ kubicno preslikavangje i T gotovo potpuna d-kocka. Tada

vrigedi tocno jedna od sljedecih tvrdnyi:
1. Preslikavange X bijektivno preslikava skup V(1) na vrhove neke d-strane

d --- e m
r J

~

€1 €j—d+1 " Em—d

2. X je neinjektivno preslikavanje na skupu vrhova od T @ T ima tocno dvije

potpune strane, pri cemu su predznact od te dvije strane jednaki.

3. X je nmeinjektivno preslikavanje na skupu vrhova od T i T ima tocno
cetiri potpune strane, pri cemu sve te cetiri strane imaju isti predznak.
Nadalje, ako je o C T potpuna strana od T, onda je i strana o’ suprotna

o, takoder potpuna strana.

Dokaz. Pretpostavimo da je A injektivno preslikavanje. Tada je slika od 7
d-strana od C™. Buduéi da 7 nije potpuna strana, mozemo zakljuciti da slika
od 7 ima oblik iz slu¢aja 1). Stoga, pretpostavimo da A nije injektivno pres-
likavanje. Neka su o i ¢/ potpune strane od 7. Buduéi da su o i ¢’ potpune
strane, A je injektivno preslikavanje na o i ¢’. Nadalje, vrijedi da su A(V (o))
i A(V(¢')) skupovi vrhova nekih (d — 1)-strana od C™ s nepraznim presje-
kom. U protivnom, A bi bilo injektivno preslikavanje na 7. Nadalje, prema
definiciji potpune kocke, slike dviju potpunih kocaka su paralelne. Medutim,

dvije paralelne strane kocke s istom dimenzijom i nepraznim presjekom se
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podudaraju. Stoga je A(V(c)) = A(V(0”)) 1 postoji (d — 1)-strana ¢ takva da
za svaku potpuno stranu o od 7 vrijedi A(V (o)) = V(¢), pa tvrdnja slijedi
iz leme 413l m

Iz prethodne leme slijedi da je predznak gotovo potpune d-kocke jednak pred-
znaku od proizvolje strane. Za kocku kazemo da je prihvatljiva ako je njezin

predznak jednak predznaku od glavne hemisfere.

Teorem 4.16 Neka je M t-dimenzionalna kubicna pseudo-mnogostrukost
bez ruba koji se dobije podjelom od Ct™' hiperravninama x; = %, pri cemu je
ie{l,.,t+1},je{-n+1,-n+2,...,-1,0,1,....n—2,n— 1}. Neka je
A M — C™ kubiéno preslikavanje i m > t. Ako je X antipodalno preslikava-

nje, onda vrijedi sljedece:
1. Ako je m > t, onda je

t+1 t+2 --- m

Z ) = 1lmod2

€2, Em—tE{+1,~1} +1 € 0 Emed
2. Ako jem =t onda postoji t-kocka o u M takva da je \(V (o)) = V(C™).

Dokaz. Definirajmo graf G na sljede¢i nacin. Kocka o s pripadajuc¢om
glavnom hemisferom + H,; je vrh grafa G ako vrijedi barem jedna od sljede¢ih

tvrdnji:
1. o je prihvatilja potpuna (d — 1)-kocka.
2. 0 je gotovo potpuna d-kocka.
3. o je potpuna d-kocka.
Vrhovi o i 7 su susjedni u G ako vrijede sljedece tvrdnje:

1. o je strana od 7.
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2. 0 je potpuna.
3. Dimenzija od 7 jednaka je dimenziji glavne hemisfere od 7.
4. Predznak glavne hemisfere od 7 jednak je predznaku od o.

Tvrdimo da je svaki vrh grafa G stupnja 1,2 ili 4 i da je vrh o stupnja 1 ako
i samo ako je njegova glavna hemisfera +H, ili potpuna t-kocka. Pokazat
¢emo da postoji put u G izmedu vrha Hj i potpune t-kocke. Neka je o vrh

u G. Razlikujemo sljedeca tri slucaja:

1. Ako je o prihvatljiva potpuna (d — 1)-kocka s glavnom hemisferom
+H,; onda je o strana od tocno dvije d-kocke, pri cemu je svaka od njih
potpuna ili prihvatljiva gotovo potpuna s istom glavnom hemisferom.
Dakle, o je susjedna tim dvjema stranama u G. Nadalje, iz treceg
uvjeta susjednosti slijedi da ¢ ne moze biti susjedna niti jednoj svojoj

strani u G. Stoga je o stupnja 2 u G.

2. Ako je o prihvatljiva gotovo potpuna d-kocka s glavnom hemisferom
+H, onda, prema Lemi[4.15] ¢ ima to¢no dvije ili to¢no ¢etiri susjedne
strane u G, koje su pritom i potpune (d — 1)-kocke. Potpuna strana od
o je vth u GG. Doista, buduéi da potpuna strana od o nije prihvatljiva,
njena glavna hemisfera je FH,, odnosno suprotnog je predznaka od
predznaka glavne hemisfere od 0. Medutim, ¢etvrto svojstvo susjed-
nosti je ispunjeno jer gotovo potpune prihvatljive d-kocke imaju isti

predznak kao i njihove potpune strane.

3. Ako je d # 0 i o potpuna d-kocka s glavnom hemisferom +H,; onda
o ima to¢no jednu potpunu stranu 7 ¢iji je predznak glavne hemisfere
jednak predznaku glavne hemisfere od . Dakle, o i 7 su susjedni u G.

Nadalje, o je strana od to¢no dvije (d + 1)-kocke u +Hy1 U Hy—1 od
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kojih je jedna u +Hyy1, a druga u —Hy_ 1. Medutim, o je susjedna u

G onoj (d + 1)-kocki koja ima isti predznak kao i o.

Konacno, mozemo zakljuciti da je o stupnja 2 ili 4 osim ako je d =01li je o
potpuna t-kocka. Ako je d = 0, onda je o tocka =Hj, pa nema strana. Stoga
je o stupnja 1. Ako je o potpuna t-kocka onda o nije strana niti jedne druge
kocke, pa je opet stupnja 1. Stoga, svaki je vrh grafa G stupnja 2 ili 4, osim
tocaka +Hj i potpunih t-kocaka.

Transformirajmo sada graf G u graf G’ na sljedeéi nacin:

Svaki vrh v stupnja 4 u G zamijenit éemo vrhovima v’ i v”. Cetiri brida u G
zamijeniti ¢emo s Cetiri nova brida u G’ od kojih dva povezuju v’ i par nasu-
protnih potpunih strana od v’ i dva povezuju v” i par nasuprotnih potpunih
strana od v”.

U grafu G’ svi su vrhovi stupnja 1 ili 2. Stoga je skup bridova od G’ disjunk-
tna unija ciklusa i puteva. Primjetimo da, ako je p put u G’, onda je i njemu
antipodalan put p’ takoder put u G’. Nadalje, ne postoji put s antipodalnim
krajnjim tockama. U protivnom bi taj put bio sebi antipodalan, pa bi imao
brid ili vrh koji je sebi antipodalan. Dakle, broj krajnjih tocaka je djeljiv s
4. Bududi da su +Hy i —Hj stupnja 1, postoji ¢ € N, ¢ neparan, takav da je
broj potpunih krajnjih tocaka koje su potpune t-kocke jednak 2q, sto doka-
zuje prvu tvrdnju teorema. Ako je pritom m > ¢, pola od njih ima pozitivan
predznak (Ako je m = t, potpuna t-kocka nema predznak). Time je teorem
dokazan. m

U prethodnom dokazu, put u G’ koji pocinje u +Hy ne moze zavrsiti u — H.
Stoga, postoji algoritam prema kojem mozemo pronad¢i potpunu ¢t-kocku. Al-

goritam je ilustriran primjerom na slici [4.7}
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Slika 4.7: Ilustracija konstruktivnog dokaza teorema
Uredene trojke odgovaraju oznakama kocke iz slike
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Promotrimo sada kako teorem 4.16|implicira verziju Teoremall.1|u sljedeco]

Propoziciji:

Propozicija 4.17 Neka je N = ay, ..., a, t-obojena ogrlica i neka 2|m;(N"),
za svakii € {1,...,t}. Tada postoji pravedna 2-podjela N1 U Ny ogrlice N reda

velicine mangeg ili jednakog od t

Dokaz. Neka je M t-dimenzionalna kubi¢na pseudo-mnogostrukost bez ruba
definirana kao u Teoremu . Neka je m = t i (z1,...,2411) vrh u M.
Nadalje, uredimo uredenu (¢ + 1)-torku od veée prema manje koordinate po
apsolutnoj vrijednosti, s tim da ako je |z;| = |z;| stavljamo z; ispred z; za

1 < j. Time je dobivena permutacija 7w za koju vrijedi:
[Tz < |Tr)| < oo < Trpeny] < 1

Definirajmo sada preslikavanje A = (A1, ..., \{): M — C' na sljededi nacin:

N(z) = +1, ako je 320 sgn(we(;) @i ((nlza(p], nl2a(4n)]))) > 0

—1, inace

za i = 1,...,t, pri éemu je €(j) namanji prirodan broj k za koji je |xx| >
|Zx(j+1)| 1 uz konvenciju 2y = 0 i pri ¢emu je ®; definiran kao u Propoziciji
4.0l

Intuitivno, interval rezemo na mjestima n|z;|, j = 1,...,t i A; jednak je +1
(odnosno —1) ako je ®;(N;) > b; (odnosno ®;(Ny) < b;) i pritom predz-
nak od xj uvjetuje je li [|[nzg_1|, |nxg|) sadrzan u Ny ili Ny, Bez smanjenja
opcéenitosti mozemo pretpostaviti da je A\ antipodalno preslikavanje. Nada-
lje, lako se vidi da je A kubi¢no preslikavanje. Prema Teoremu [4.16| postoji

t-kocka o takva da je A(o) = O'. Jedan od vrhova o implicira pravednu
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Algorithm (input an oracle giving the value of A on each vertex of M. ).
initialize o := (1,0,....0) £ M (the (-dimensional cube);
initialize T is the 1-dimensional cube in H; or —H; (the sign is determined by the sign of 7);
while 7 is not a full ¢-cube do
if 7 is a full (d — 1)-cube of +H,; for some J
set o' to be the d-cube of £ H; distinct from o containing T
endif
if o is a full facet of 7
set # to be the facet opposite to o}
endif
if 7 is a full d-cube of £H,; for some o
if 7 is a facet of 7
set o' to be the (d + 1)-cube having 7 as a facet
and whose carrier hemisphere has the same sign than 7
endif
if 7 is a facet of o
set o' to be the full facet of 7 whose sign is the sign of the carrier hemisphere of 7;
endif
endif
set o+ 7 and 7+ o';
endwhile

return 7.

Slika 4.8: Algoritam za pronalazak potpune t—kocke

podjelu. Doista, za proizvoljan vrh z od o i za bilo koji vrh 2’ od ¢ su-
sjednih vrhova od z, vrijednosti A\(x) i A(2’) razlikuju se na svakoj od ¢
komponenti. Sada iz konstruktivnog dokaza Teorema [4.16| slijedi i dokaz
propozicije. Kubi¢ni kompleks je k-kocka koja odgovara jednom izboru od k
uzastopnih perlica. Nadalje, lako se provjeri da je k-kocka potpuna, ¢ime je
dan konstruktivni dokaz propozicije, slijedec¢i konstrukciju iz Teorema
]

Slijedeéi dokaz Teorema na slici dan je algoritam koji osigurava
pronalazak potpune t—kocke.

Promotrimo preslikavanje A iz dokaza Propozicije na konkretnom pri-

mjeru.
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ol el 1=
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3

Slika 4.9: Toce rezanja pridruzene vrhu x; = 1%, Ty = 35,03 = 1oy = =iz

16
Na slici prikazana je ogrlica za n = 2, t = 3 i Cetiri tocke rezanja. Te

Cetiri tocke rezanja kompatibilne su s vrhom (21, 9, 3, 24), pri ¢emu je

_ 6 _ -3 12
T =15, T2 = 15,03 = — Loy = 5

Tocke rezanja generiraju cetiri podogrlice, Prvu podogrlicu dajemo prvoj
osobi, bududi da je & > |Z2| (Najmanji indeks k za koji je 16|z)| veci od
broja svih perlica na toj ogrlici je 1) i ; > 0. Drugu podogrlicu iz istog
razloga dajemo prvoj osobi. Nadalje, tre¢u podogrlicu dajemo drugoj osobi
buduéi da je najmanji indeks k za koji je 16|x| veéi od broja svih perlica
na toj ogrlici jednak 3 i x3 < 0. Analogno, i ¢etvrtu podogrlicu dajemo dru-
goj osobi. Dakle, A(z1,xe,23,24) = (+1,—1,—1), pri ¢emu i-ta koordinata
odgovara 1—toj boji. Moze se provjeriti da A preslikava susjedne vrhove u
susjedne vrhove i da je antipodalno preslikavanje. Potpuna t—kocka osigu-

rava pravednu podjelu, pa algoritam iz slike |4.8| osigurava rjeSenje problema

pravedne podjele ogrlice.
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