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In the final part of the paper, stable and geometrically infinitely divisible dis-

tributions are presented.

Key words:
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Uvod

Beskonačno djeljive distribucije predstavio je talijanski matematičar de Fi-

netti 1929. godine, dok su za fundamentalne rezultate zaslužni Kolmogorov,

Levy i Hinčin. Početci proučavanja njihovih svojstava bili su usko vezani

za istraživanja slučajnih procesa sa stacionarnim nezavisnim inkrementima.

Od tada pa sve do danas u tom području nalazimo vrlo značajne i elegantne

rezultate posebice vezane za Levyjeve procese, uniformne aprokismacije, ko-

nvolucije i statističke zaključke. Ideja beskonačne djeljivosti je od velikog

značaja za teoriju vjerojatnosti, posebice u proučavanju graničnih toerema.

Karakteristične funkcije imaju ključnu ulogu u centralnom graničnom te-

oremu, dok su beskonačno djeljive karakteristične funkcije potrebne za njegov

opći oblik. Izuzetna važnost beskonačno djeljivih distribucija u graničnim te-

oremima odražava se u činjenici da se samo ove distribucije mogu pojaviti

kao granične distribucije za zbrojeve nezavisnih slučajnih varijabli. Budući

da proučavanje graničnih teorema prelazi okvire ovog rada, nećemo biti u

mogućnosti vidjeti potpunu značajnost ove klase karakterističnih funkcija,

ali njihova analitička svojstva su i sama po sebi zanimljiva.
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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi iz teorije

vjerojatnosti

Neka je F ograničena funkcija distribucije na R. U daljnjem tekstu smatrat

ćemo da su sve funkcije distribucije normirane u smislu da imaju limes 0 u

−∞.

Definicija 1.1 Karakteristična funkcija od F jest funkcija φ definirana

sa

φ(t) =
∞∫

−∞
eitxdF (x) =

∞∫
−∞

cos(tx)dF (x) + i
∞∫

−∞
sin(tx)dF (x), t ∈ R

Definicija 1.2 Neka je X slučajna varijabla s funkcijom distribucije FX .

Karakteristična funkcija φX od X je karakteristična funkcija od FX .

Propozicija 1.3 (Svojstva karakterističnih funkcija) (i) Karakteristična

funkcija φ je uniformno neprekidna na R i za sve t ∈ R vrijedi |φ(t)| ≤

φ(0) = F (∞) i φ(−t) = φ(t)

(ii) Ako je X slučajna varijabla i a, b ∈ R, tada vrijedi

φaX+b(t) = eibtφX(at), t ∈ R



(iii) Ako su X1, X2, ..., Xn nezavisne slučajne varijable, tada vrijedi

φ n∑
k=1

Xk

(t) =
n∏
k=1

φXk
(t), t ∈ R

Definicija 1.4 Neka su F1 i F2 ograničene funkcije distribucije na R takve

da je F1(−∞) = F2(−∞) = 0. Funkcija F : R → R definirana sa

F (x) =
∞∫

−∞
F1(x− y)dF2(y), x ∈ R

zove se konvolucija od F1 i F2 i označuje se sa F = F1 ∗ F2.

Teorem 1.5 (Teorem neprekidnosti) Neka je (Fn, n ∈ N) niz vjerojat-

nosnih funkcija distribucije i (φn, n ∈ N) odgovarajući niz karakterističnih

funckija.

(i) Ako Fn
ω→F , gdje je F vjerojatnosna funckija distribucije, tada φn(t) →

φ(t) za sve t ∈ R, gdje je φ karakteristična funkcija od F .

(ii) Ako za svaki t ∈ R postoji φ(t) = limn φn(t) i ako je funckija φ nprekidna

u t = 0, tada je φ karakteristična funkcija vjerojatnosne funckije distribucije

F i vrijedi Fn
ω→F

Teorem 1.6 (Centralni granični teorem) Neka je (Xn, n ∈ N) niz ne-

zavisnih, jednako distribuiranih slučajnih varijabli s očekivanjem m i vari-

jancom σ2, 0 < σ2 <∞ i neka je Sn =
n∑
k=1

Xk(n ∈ N). Tada vrijedi

Sn − ESn

σ
√
n

D→N(0, 1) za n→ ∞.

Definicija 1.7 Neka je X slučajna varijabla sa zakonom razdiobe

P{X = k} = pk, k ∈ N.

Funkciju g definiranu sa

g(z) =
∞∑
k=0

pkz
k, z ∈ R, |z| < 1

zovemo funkcija izvodnica od X i označavamo sa gX .

2



Poglavlje 2

Beskonačno djeljive distribucije

2.1 Definicija i primjeri

U ovom poglavlju ćemo uvesti pojam beskonačno djeljivih distribucija, od-

nosno beskonačno djeljivih karakterističnih funkcija i navesti nekoliko jednos-

tavnih primjera. Općenito, korisnost karakterističnih funkcija posljedica je

činjenice da postoji 1-1 korespondencija izmedu skupa karakterističnih funk-

cija i skupa funkcija distribucija. Budući da je izravan rad sa funkcijama

distribucije često vrlo složen, ova ekvivalencija omogućuje nam da se pri-

likom rješavanja takvih problema koristimo metodom, odnosno svojstvima

karakterističnih funkcija.

Definicija 2.1 Karakteristična funkcija φ je beskonačno djeljiva ako za

svaki n ∈ N postoji karakteristična funkcija φn takva da je φ = φnn.

Funkcija φn jednoznačno je odredena funkcijom φ na intervalu oko nule na

kojem je φ(t) ̸= 0, ako zahtjevamo da je φn(0) fiksan pozitivan realan broj.

U tom slučaju je φn = φ
1
n .

Definicija 2.2 Funkcija distribucije F je beskonačno djeljiva ako je nje-



2.1. Definicija i primjeri

zina karakteristična funkcija beskonačno djeljiva.

Govoreći u terminima konvolucija funkcija distribucija, gornja je definicija

ekvivalentna tome da za svaki n ∈ N postoji funkcija distribucije Fn (jed-

noznačno odredena sa F ) takva da je F = Fn ∗ Fn ∗ ... ∗ Fn, n puta.

Definicija 2.3 Slučajna varijabla X je beskonačno djeljiva ako je njezina

karakteristična funkcija φX (odnosno funkcija distribucije FX) beskonačno

djeljiva.

Dakle, slučajna varijablaX beskonačno je djeljiva ako za svaki n ∈ N pos-

toje nezavisne jednako distribuirane slučajne varijable X1, X2, ..., Xn takve

da je X
D
=X1 +X2 + ...+Xn.

Sada je i sam naziv beskonačne djeljivosti sugestivan, budući da je slučajnu

varijablu X moguće ”podijeliti” na ”male” nezavisne komponente za svaki

n.

U ovom radu promatrat ćemo samo beskonačno djeljive distribucije koje

su vjerojatnosne funkcije distribucije, odnosno beskonačno djeljive karakte-

ristične funkcije φ za koje je φ(0) = 1.

Primjer 2.4 (a) Neka je X ∼ P (λ).

Poznato je da je Poissonova distribucija dana sa P (X=k) = λk

k!
e−λ pri čemu

je k ≥ 0. Stoga je karakteristična funkcija Poissonove distribucije s parame-

trom λ definirana sa:

φ(t) = E[eitX ] =
∞∑
k=0

eitk · P (X = k) =
∞∑
k=0

eitk ·
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

eitk ·
λk

k!
=

e−λ ·

1 + eit · λ+ e2it ·
λ2

2!
+ e3it ·

λ3

3!
+ e4it ·

λ4

4!
+ · · ·

 =

e−λ ·

1 + eit · λ+
(λeit)2

2!
+

(λeit)3

3!
+

(λeit)4

4!
+ · · ·

 = e−λeλe
it
= eλ(e

it−1)

4



2.1. Definicija i primjeri

Sada je karakteristična funkcija Poissonove distribucije s parametrom λ
n
,

n ∈ N dana sa

φn(t) = e
λ
n
(eit−1).

Uočimo da je za svaki n ∈ N

φ(t) = (φn(t))
n,

iz čega slijedi da je Poissonova distribucija beskonačno djeljiva.

(b) Neka je X ∼ N(µ, σ2).

Kako bi odredili karakterističnu funkciju varijable X, prvo definirajmo karak-

terističnu funkciju standardne normalne razdiobe, tj. kada je X ∼ N(0, 1).

U tom slučaju, X je neprekidna slučajna varijabla s gustoćom

fX(x) =
1√
2π
e

−x2

2

Sada je

φX(t) =

∞∫
−∞

eitxfX(x)dx =

∞∫
−∞

eitx 1√
2π
e

−x2

2 dx = 1√
2π

∞∫
−∞

eitxe
−x2

2 dx.

Za proizvoljne x, t ∈ R je eitx =
∞∑
k=0

(itx)k

k!
pa uvrštavanjem u gornji izraz

dobivamo da je

φX(t) =
1

√
2π

∞∫
−∞

 ∞∑
k=0

(itx)k

k!
e

−x2

2

 dx.
Kako za x, t ∈ R vrijedi

∞∑
k=0

∣∣∣∣∣∣
(itx)k

k!

∣∣∣∣∣∣ e−x2

2 =
∞∑
k=0

|tx|k

k!
e

−x2

2 = e|tx|−
−x2

2 ,

a funkcija koja x 7→ e|tx|−
−x2

2 je integrabilna na R, pa po teoremu o do-

miniranoj konvergenciji slijedi da možemo zamijeniti redoslijed sumiranja i

integriranja. Stoga je

5



2.1. Definicija i primjeri

φX(t) =
1√
2π

∞∫
−∞

 ∞∑
k=0

(itx)k

k!
e

−x2

2

 dx =
∞∑
k=0

(it)k

k!

1
√
2π

∞∫
−∞

xke
−x2

2 dx =

∞∑
k=0

(it)k

(2k)!

(2k)!

2kk!
=

∞∑
k=0

−
t2

2

k

1

k!
= e−

t2

2 , t ∈ R.

Neka je sada X ∼ N(µ, σ2). Tada je
X − µ

σ
= Y ∼ N(0, 1), iz čega slijedi

da je X = σY + µ. Iz svojstava karakterističnih funkcija slijedi

φX(t) = φσY+µ(t) = eiµtφY (σt) = eiµte−
(σt)2

2 = eiµt−
(σt)2

2 .

Sada je karakteristična funkcija slučajne varijable X ∼ N(µ
n
, σ

2
√
n
) dana sa

φn(t) = e
iµt
n

−σ2t2

2n .

Uočimo da je za svaki n ∈ N

φX(t) = (φn(t))
n.

Dakle, X ∼ N(µ, σ2) je beskonačno djeljiva distribucija.

(c) Cauchyjeva razdioba sa parametrima a > 0 i b.

Ako X ima Cauchyjevu razdiobu s parametrima a > 0 i b, onda je njezina

funkcija gustoće

fX(x) =
a

π[a2 + (x− b)2]
, x ∈ R.

Tada je
X − b

a
= Y jedinična Cauchyjeva razdioba. Karakteristična funkcija

jedinične Cauchyjeve razdiobe Y je dana sa

φY (t) = e−|t|,

pa iz X = aY + b i svojstava karakterističnih funkcija slijedi

6



2.2. Osnovna svojstva beskonačno djeljivih distribucija

φX(t) = eibt−a|t|, t ∈ R.

Za svaki n ∈ N je φn(t) = ei
bt
n
−a|t|

n karakteristična funkcija i

φX(t) = (φn(t))
n.

Dakle, Cauchyjeva razdioba sa parametrima a > 0 i b je beskonačno djeljiva.

(d) Gama razdioba s parametrima α i β.

Neka X ima gama razdiobu s parametrima α i β. Tada je

φX(t) = (1− iβt)−α

njezina karakteristična funkcija. Za svaki n ∈ N je φn(t) = (1 − iβt)−
α
n

ponovno karakteristična funkcija i

φX(t) = (φn(t))
n.

Dakle, gama razdioba s parametrima α i β je beskonačno djeljiva.

Primjetimo da Cauchyjeva razdioba nema očekivanje, a beskonačno je dje-

ljiva. Dakle, distribucija može biti beskonačno djeljiva, iako nema očekivanje

ili varijancu.

2.2 Osnovna svojstva beskonačno djeljivih dis-

tribucija

Prvo ćemo se upoznati sa jednostavnim, ali prilično važnim svojstvima be-

skonačno djeljivih karakterističnih funkcija.

Propozicija 2.5 Beskonačno djeljiva karakteristična funkcija nigdje ne ǐsčezava.

Dokaz. Neka je φ beskonačno djeljiva, tj. neka je za svaki n ∈ N, φ = φnn,

pri čemu je φn karakteristična funkcija. Definirajmo funkciju g sa

g(t) = lim
n→∞

|φn(t)|2 = lim
n→∞

|φ(t)| 2n . Uočimo da je

7



2.2. Osnovna svojstva beskonačno djeljivih distribucija

g(t) =

0, φ(t) = 0

1, φ(t) ̸= 0.

Dakle, funkcija g poprima samo dvije vrijednosti, 0 ili 1. Kako je φ karak-

teristična funkcija, to je φ neprekidna funkcija i φ(0) = 1, pa je φ(t) ̸= 0

u nekoj okolini nule. Odavde slijedi da je u toj okolini nule g(t) = 1 pa je

i funkcija g neprekidna u nuli. Budući da je g limes niza (|φn|2) karakte-

rističnih funkcija, iz teorema o neprekidnosti zaključujemo da je g takoder

karakteristična funkcija. No, tada je i g neprekidna svuda, pa je g(t) ≡ 1, tj.

φ(t) ̸= 0 za sve t ∈ R.

Sljedeće propozicije govore o tome da je familija beskonačno djeljivih karak-

terističnih funkcija zatvorena na odredene operacije.

Propozicija 2.6 (i) Produkt konačno mnogo beskonačno djeljivih karakte-

rističnih funkcija jest beskonačno djeljiva karakteristična funkcija.

(ii) Ako je φ beskonačno djeljiva karakteristična funkcija, tada je i |φ| be-

skonačno djeljiva karakteristična funkcija.

Dokaz. (i) Dovoljno je dokazati tvrdnju za produkt dva faktora. Neka su φ

i ψ beskonačno djeljive karakteristične funkcije. Tada za svaki n ∈ N postoje

karakteristične funkcije φn i ψn takve da je φ = φnn i ψ = ψnn. Odavde je

φψ = (φnψn)
n i φnψn je karakteristična funkcija, dakle φψ je beskonačno

djeljiva.

(ii) Iz pretpostavke slijedi da je φ(−t) = φ(t) beskonačno djeljiva karakte-

ristična funkcija. Prema (i) možemo zaključiti da je |φ|2 beskonačno djeljiva,

pa je za svaki n ∈ N funkcija

(|φ|2) 1
2n = |φ| 1n ,

karakteristična funkcija. Odavde slijedi da je |φ| beskonačno djeljiva.

8



2.2. Osnovna svojstva beskonačno djeljivih distribucija

Propozicija 2.7 Karakteristična funkcija koja je limes niza beskonačno dje-

ljivih karakterističnih funkcija, takoder je beskonačno djeljiva.

Dokaz. Neka je (φn, n ∈ N) niz beskonačno djeljivih karakterističnih funk-

cija koji konvergira prema karakterističnoj funkciji φ. Tvrdimo da je φ be-

skonačno djeljiva karakteristična funkcija. Prema prethodnoj propoziciji su

|φn|2 beskonačno djeljive, pa je |φn|
2
m karakteristična funkcija za svakim ∈ N.

Budući da je |φ| 2
m = lim

n→∞
|φn|

2
m , iz teorema o neprekidnosti slijedi da je |φ| 2

m

karakteristična funkcija. To znači da je |φ|2 beskonačno djeljiva, pa prema

prethodnoj propoziciji φ nigdje ne ǐsčezava. Stoga, lnφ(t) postoji za svaki

t ∈ R i vrijedi lim lnφn(t) = lnφ(t). Sada iz

lim
n→∞

φ
1
m
n = lim

n→∞
e

1
m

lnφn = e
1
m

lnφ = φ
1
m

i teorema neprekidnosti slijedi da je φ
1
m karakteristična funkcija. Prema

tome, φ je beskonačno djeljiva.

Korolar 2.8 Neka je φ(t) beskonačno djeljiva karakteristična funkcija. Tada

je [φ(t)]α takoder karakteristična funkcija za svaki pozitivan i realan α. Obrat

je takoder istinit.

Dokaz. Ako je φ(t) beskonačno djeljiva, onda tvrdnja korolara slijedi iz

svojstava realnih brojeva i teorema neprekidnosti, dok je obrat trivijalan.

Propozicija 2.9 Neka su Y,X1, X2, ... nezavisne slučajne varijable, pri čemu

je Y ∼ P (λ),a (Xn, n ∈ N) su jednako distribuirane sa zajedničkom karakte-

rističnom funkcijom φ. Tada je Z = X1 +X2 + ...+XY beskonačno djeljiva

slučajna varijabla s karakterističnom funkcijom eλ(φ−1).

Dokaz. Vrijedi

φZ(t) = E[eitZ ] =
∞∑
n=0

E[eitZ ]K{Y=n} =
∞∑
n=0

E[K{Y=n}e
it(X1+X2+...+Xn)].
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2.2. Osnovna svojstva beskonačno djeljivih distribucija

Budući da su K{Y=n} i eit(X1+X2+...+Xn) nezavisne, odavde slijedi

φZ(t) =
∞∑
n=0

P (Y = n) · E[eit(X1+X2+...+Xn)] =
∞∑
n=0

P (Y = n) · [φ(t)]n =

∞∑
n=0

λn

n!
e−λ[φ(t)]n = eλ(φ(t)−1).

Ilustrirajmo sada primjenu ovih propozicija na primjerima.

Primjer 2.10 (a) Neka je X uniformna razdioba na [−c, c]. Tada je

φX(t) =
sinct

ct
, t ∈ R.

Prema propoziciji 2.1., X nije beskonačno djeljiva jer φX ǐsčezava za neke t.

(b) Neka je X dvostrana eksponencijalna razdioba s parametrom λ > 0. Tada

je

φX(t) =
λ2

λ2 + t2
, t ∈ R.

φX možemo zapisati u obliku produkta

φX(t) =

1 +
it

λ

−1

·

1−
it

λ

−1

, t ∈ R

karakterističnih funkcija od dviju gama-razdioba s parametrima α = 1, β =

−
1

λ
, odnosno α = 1, β =

1

λ
. Iz propozicije 2.2. sada slijedi da je X be-

skonačno djeljiva.

Primjetimo da je u propoziciji 2.2. (ii) pretpostavka o beskonačnoj djelji-

vosti bitna, tj. ako je φ karakteristična funkcija, |φ| općenito ne mora biti

karakteristična funkcija.
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2.3. Konstrukcija beskonačno djeljivih karakterističnih funkcija

2.3 Konstrukcija beskonačno djeljivih karak-

terističnih funkcija

U ovom ćemo odjeljku promotriti dvije metode konstruiranja beskonačno

djeljivih karakterističnih funkcija. Upravo ove metode su dale zanimljive

informacije o njihovoj strukturi.

Prvo dokazujemo lemu koja nam je od velikog značaja za daljnja razma-

tranja.

Lema 2.11 Neka je g(t) proizvoljna karakteristična funkcija i pretpostavimo

da je p pozitivan realan broj. Tada je φ(t) = ep[g(t)−1] beskonačno djeljiva

karakteristična funkcija.

Dokaz. Neka je n ∈ N takav da je n > p. Tada je

φn(t) =

1− p

n
+
p

n
· g(t)

n =

1 +
p[g(t)− 1]

n

n

takoder karakteristična funkcija. Iz teorema neprekidnosti slijedi da je

φ(t) = lim
n→∞

φn(t) = ep[g(t)−1]

karakteristična funkcija. Funkcija [φ(t)]α (α > 0) zadovoljava sve uvjete leme

i takoder je karakteristična funkcija pa iz korolara 2.8 zaključujemo da je φ(t)

beskonačno djeljiva.

Ova lema će nam poslužiti kako bi dokazali sljedeći teorem.

Teorem 2.12 (De Finettijev teorem) Karakteristična funkcija φ beskonačno

je djeljiva ako i samo ako je oblika

φ(t) = lim
m→∞

epm[gm(t)−1],

gdje su pm pozitivni realni brojevi, a gm(t) karakteristične funkcije.
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2.3. Konstrukcija beskonačno djeljivih karakterističnih funkcija

Dokaz. Dovoljnost slijedi neposredno iz prethodne leme i teorema neprekid-

nosti.

Dokažimo nužnost. Iz korolara 2.8 i prethodne leme slijedi da je

φα(t) = e
1
α
[(φ(t))α−1]

karakteristična funkcija za svaki pozitivan i realan α. Kako je

φ(t) = lim
α→0

φα(t),

to se φ(t) može reprezentirati u gornjoj formi uzimajući da je pm = m i

gm(t) = [φ(t)]
1
m

Sljedeći teorem može poslužiti u dokazivanju da je dana karakteristična funk-

cija beskonačno djeljiva.

Teorem 2.13 Svaka beskonačno djeljiva karakteristična funkcija se može za-

pisati kao limes niza karakterističnih funkcija koje su konačan produkt karak-

terističnih funkcija s Poissonovom distribucijom.

Dokaz. Pretpostavimo da je φ(t) beskonačno djeljiva. Prema De Finettije-

vom teoremu možemo je prikazati kao

φ(t) = lim
n→∞

epn[gn(t)−1], (2.1)

gdje su gn(t) karakteristične funkcije neke distribucije Gn(x), pa je

gn(t) =

∞∫
−∞

eitxdGn(x).

Sada je

pn[gn(t)− 1] = lim
A→∞

pn

A∫
−A

(eitx − 1)dGn(x). (2.2)

Kako bi gornji integral aproksimirali Darbouxovom sumom uvedimo sljedeće

oznake
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2.3. Konstrukcija beskonačno djeljivih karakterističnih funkcija

−A = a0 < a1 < a2 < ... < aN−1 < aN = A

ck = pn[Gn(ak)−Gn(ak−1)].

Dakle,

pn

A∫
−A

(eitx − 1)dGn(x) = lim
N→∞

N∑
k=1

ck(e
itak − 1).

Sada imamo

e
pn

A∫
−A

n(eitx−1)dGn(x)

= lim
N→∞

N∏
k=1

eck(e
itak−1).

Gornja funkcija je limes niza funkcija koje su konačan produkt karakte-

rističnih funkcija s Poissonovom distribucijom, pa iz (1.1) i (1.2) slijedi da i

φ(t) ima to svojstvo.
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Poglavlje 3

Alternativni pristup definiranju

beskonačne djeljivosti

Zanimljivo je promotriti i drugačiji pristup definiranju beskonačne djeljivosti.

Propozicija 2.9 je pokazala kako su Poissonove razdiobe u tijesnoj vezi s poj-

mom beskonačnosti, što će u ovom poglavlju postati još jasnije. Daljnju

analizu tog problema započinjemo promatranjem suma slučajnog broja vari-

jabli.

Neka je (Xn)n∈N niz nezavisnih slučajnih varijabli sa zajedničkom distribu-

cijom P (Xk = j) = fj i funkcijom izvodnicom f(s) =
∑

fis
i. Zanimaju nas

sume oblika

SN = X1 +X2 + · · ·+XN ,

gdje je N slučajna varijabla koja je nezavisna od niza (Xn)n∈N. Neka je

P (N = n) = gn distribucija varijable N i g(s) =
∑

gns
n njena funkcija

izvodnica. Kako bi odredili distribuciju slučajne varijable SN koristimo se

formulom uvjetne vjerojatnosti, tj. imamo da je

hj := P (SN = j) =
∞∑
n=0

P (N = n) · P (X1 +X2 + · · ·+Xn = j).



Ako pretpostavimo da N može poprimiti samo konačno mnogo vrijednosti,

onda je slučajna varijabla SN definirana na prostoru od konačno mnogo va-

rijabli Xk, a u protivnom je SN definirana na prostoru od beskonačno mnogo

varijabli Xk. Naša daljnja razmatranja u ovom poglavlju baviti će se pi-

tanjem odredivanja funkcije distribucije od SN i za naše potrebe uzimamo

distribuciju hj kao definiciju distribucije od SN na prostoru 0,1,2,...

Za fiksirani n ∈ N je distribucija od X1 + X2 + · · · + Xn dana kao n-ta

konvolucijska potencija od {fi} sa samom sobom pa hj možemo zapisati kao

hj =
∞∑
n=0

gn{fj}n∗.

Ovu formulu možemo pojednostavniti prelaskom na funkcije izvodnice. Funk-

cija izvodnica od {fj}n∗ je fn(s) pa iz gornje formule slijedi da je funkcija

izvodnica od SN dana sa

h(s) =
∞∑
j=0

hjs
j =

∞∑
n=0

gnf
n(s).

Uočimo da je desna strana red g(s) pri čemu je s zamijenjen sa f(s), tj.

desna strana je g(f(s)). Ovime je dokazan sljedeći teorem.

Teorem 3.1 Funkcija izvodnica od SN = X1 +X2 + · · ·+XN je g(f(s)), tj.

kompozicija funkcija g i f .

Posebno su zanimljiva dva slučaja:

(a) Ako su Xi Bernoullijeve varijable takve da je P (Xi = 1) = p i P (Xi =

0) = q = 1− p. Onda je

f(s) =
∞∑
n=0

P (Xi = n)sn = q + ps,

iz čega slijedi da je

h(s) = g(f(s)) = g(q + ps).
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(b) Ako N ima Poissonovu distribuciju s parametrom t, onda je

g(s) = et(s−1).

Iz dosadašnjih razmatranja slijedi da je

h(s) = g(f(s)) = et(f(s)−1) = e−t+tf(s).

Distribuciju koja ima upravo ovakav oblik funkcije izvodnice nazivamo složena

Poissonova distribucija.

Dakle, ako su Xi Bernoullijeve slučajne varijable i ako N ima Poissonovu

distribuciju sa parametrom t, onda je

h(s) = e−t+tf(s) = e−t+t(q+ps) = e−t+t(1−p)+tps = e−tp+tps,

tj. SN ima Poissonovu distribuciju s parametrom tp.

Prethodni posebni slučaj poslužio je kao motivacija za daljnje proučavanje

suma SN = X1 + X2 + · · · + XN , gdje N ima Poissonovu distribuciju te se

pokazalo da su upravo takve slučajne sume najznačajnije.

Vratimo se sada distribuciji od SN uz pretpostavku da N ima Poissonovu

distribuciju. Označimo sa λt očekivanje od N i uočimo da ako Xj imaju

zajedničku distribuciju {fi} onda SN ima složenu Poissonovu distribuciju

{hi}t = e−λt
∞∑
n=0

(λt)n

n!
{fi}n∗.

Zaista,

{hi}t =
∞∑
n=0

gn{fj}n∗ =
∞∑
n=0

(λt)n

n!
e−λt{fi}n∗ = e−λt

∞∑
n=0

(λt)n

n!
{fi}n∗.

Budući da je

h(s) = g(f(s)) = eλt(f(s)−1) = e−λt+λtf(s),
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slijedi da SN ima složenu Poissonovu funkciju izvodnicu

ht(s) = e−λt+λtf(s). (3.1)

Uočimo sada da svaka složena Poissonova funkcija izvodnica zadovoljava re-

laciju

ht+k(s) = ht(s)hk(s). (3.2)

Sljedeći nam je cilj pokazati da vrijedi i obrat, tj. da familija vjerojatnosnih

funkcija izvodnica ht koja zadovoljava gornju relaciju nužno mora biti oblika

(3.1).

Definicija 3.2 Vjerojatnosna funkcija izvodnica h se naziva beskonačno

djeljiva ako je za svaki n ∈ N, n
√
h ponovno vjerojatnosna funkcija izvodnica.

Ako familija vjerojatnosnih funkcija izvodnica zadovoljava realciju (3.2), onda

je

(h t
n
(s))n = h t

n
(s) · h t

n
(s) · · ·h t

n
(s) = hn· t

n
(s) = ht(s)

pa je

n
√
ht = h t

n
.

Kako je h t
n
vjerojatnosna funkcija izvodnica slijedi da je ht beskonačno dje-

ljiva. Obrat ovoga je sadržan u sljedećem teoremu koji je specijalni slučaj

općenitijeg teorema od Levyja.

Teorem 3.3 Jedina beskonačno djeljiva vjerojatnosna funkcija izvodnica je

ona koja je oblika (3.1), pri čemu je {fi} vjerojatnosna distribucija na 0,1,2,...

Dokaz. Neka je h(s) =
∑
k

hks
k i pretpostavimo da je n

√
h vjerojatnosna

funkcija izvodnica za svaki n ≥ 1, tj. h je beskonačno djeljiva. Moramo

dokazati da je h oblika (3.1).
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Uočimo da je h0 > 0. Naime, označimo sa pn,k koeficijent uz sk u n
√
h(s), tj.

neka je n
√
h(s) =

∞∑
k=0

pn,ks
k. Pretpostavimo da je h0 = 0. Onda je

0 = h0 =
(

n
√
h(0)

)n
=

(
∞∑
k=0

pn,k0
k

)n

= pnn,0.

Dakle, slijedi da je pn,0 = 0. Tada je

n
√
h(s) = pn,1s+

∞∑
k=2

pn,ks
k

pa je

h(s) =

(
pn,1s+

∞∑
k=2

pn,ks
k

)n

= pnn,1s
n + ...

iz čega slijedi da je

h0 = h1 = h2 = ... = hn−1 = 0.

Budući da je n bio proizvoljan, možemo zaključiti da je hk = 0, ∀k ≥ 0 što je

u kontradikciji s činjenicom da je h vjerojatnosna funkcija izvodnica. Dakle,

zaista je h0 > 0.

Kako je n
√
h neopadajući, možemo zaključiti da je ∀s ∈ [0, 1]

n
√
h0 ≤ n

√
h(s) ≤ n

√
h(1) = n

√√√√ ∞∑
k=0

hk = 1.

Puštajući n→ ∞ slijedi da n
√
h(s) → 1 kada n→ ∞. Sada je

log
n

√√√√h(s)

h0
= log

1 + n

√√√√h(s)

h0
− 1

 ∼
n

√√√√h(s)

h0
− 1.

Kako je h(1) = 1, uzimajući u gornjoj relaciji s = 1 imamo da je

18



log h(s)− log h0

− log h0
=

log
n

√√√√h(s)

h0

0− log h0
=

log
n

√√√√h(s)

h0

log h(1)− log h0
=

log
n

√√√√h(s)

h0

log
n

√√√√h(1)

h0

=

log
n

√√√√h(s)

h0

log
n

√√√√ 1

h0

∼
n
√
h(s)− n

√
h0

1− n
√
h0

.

Desna strana je red s pozitivnim koeficijentima pa za svaki n ∈ N desna

strana predstavlja vjerojatnosnu funkciju izvodnicu, a lijeva strana je limes

niza vjerojatnosnih funkcija izvodnica. Sada iz teorema neprekidnosti slijedi

da je lijeva strana funkcija izvodnica nenegativnog niza {fi}. Uzimajući da

je s = 1 imamo
∑

fj = 1. To znači da je h oblika (3.1) uzimajući da je

λt = − log h0.

Sljedeći teorem daje karakterizaciju beskonačno djeljivih vjerojatnosnih funk-

cija izvodnica.

Teorem 3.4 Funkcija h je beskonačno djeljiva vjerojatnosna funkcija izvod-

nica ako i samo ako je h(1) = 1 i

log
h(s)

h(0)
=

∞∑
k=1

aks
k,

gdje je ak ≥ 0 i
∑

ak = λ <∞.

Dokaz. Kako je očito λ ̸= 0, možemo staviti fk =
ak
λ
pa zatim svodimo h na

kanonski oblik (3.1) (uz to da je t = 1) i tako dobivamo funkciju izvodnicu

od složene Poissonove distribucije.
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Poglavlje 4

Kanonska reprezentacija

beskonačno djeljivih

karakterističnih funkcija

U primjeru 2.4 u svim slučajevima φn(t) ima isti funkcionalni oblik kao i

φX(t), samo su različiti parametri. To nam sugerira, a zatim nam propozicija

2.5 to i potvrduje da je beskonačno djeljiva karakteristična funkcija oblika

eψ, gdje je ψ neka pogodna funkcija. U ovom ćemo poglavlju u potpunosti

opisati funkciju ψ.

Sredǐsnji teorem ovog poglavlja je Levy-Hinčinov teorem, tj. Levy-Hinčinova

kanonska reprezentacija beskonačno djeljivih karakterističnih funkcija, a za

njegov dokaz potrebne su nam sljedeće tri leme.

Lema 4.1 Ako je φ beskonačno djeljiva karakteristična funkcija i ako je za

svaki n ∈ N, φ = φnn, gdje je φn karakteristična funkcija, tada je

a) lim
n
n[φn(t)− 1] = lnφ(t)

b) lim
n
φn(t) = 1,

pri čemu je za oba limesa konvergencija uniformna na svakom ograničenom



intervalu.

Dokaz. a) Prema propoziciji 2.5 funkcija φ nigdje ne ǐsčezava pa vrijedi

φn(t) = [φ(t)]
1
n = e

1
n
lnφ(t). (4.1)

Neka je sada I proizvoljan ograničen interval. Funkcija lnφ(t) je neprekidna

pa postoji konstanta c takva da je | lnφ(t)| ≤ c za neki t ∈ I. Iz relacije

(4.1), razvojem u red, dobivamo sljedeće

|n[φn(t)− 1]− lnφ(t)| =

∣∣∣∣∣∣∣n
∞∑
k=2

1

k!

 lnφ(t)

n

k
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

∞∑
k=2

1

k!

| lnφ(t)|k

nk−1
≤

c
∞∑
k=2

1

(k − 1)!

 c

n

k−1

= c[e
c
n − 1].

Time je dokazano da vrijedi a).

b) Uočimo da zbog tvrdnje a) slijedi da je

lim
n

|φn(t)− 1| = lim
n

1

n
|n[φn(t)− 1]| = 0.

Time je dokazano da vrijedi b).

Lema 4.2 Ako je L(x, t) definirana za x ∈ R\{0} i t ∈ R sa

L(x, t) =

eitx − 1−
itx

1 + x2

 ·
1 + x2

x2
,

tada za svaki t ∈ R vrijedi lim
x→0

L(x, t) = −
t2

2
.

Dokaz. Tvrdnja slijedi dvostrukom primjenom L’Hospitalova pravila. Za-

ista,
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lim
x→0

L(x, t) = lim
x→0

eitx − 1−
itx

1 + x2

 ·
1 + x2

x2

= lim
x→0

eitx(1 + x2)− 1− x2 − itx

1 + x2

L′H
= lim

x→0

iteitx(1 + x2) + 2xeitx − 2x− it

2x

L′H
= lim

x→0

(it)2eitx(1 + x2) + 4itxeitx + 2eitx − 2

2
= −

t2

2

Napomena 4.3 Iz leme 4.2 slijedi da, ako stavimo

L(x, t) =



eitx − 1−
itx

1 + x2

 ·
1 + x2

x2
, x ̸= 0

−
t2

2
, x = 0,

(4.2)

tada je L(x, t) neprekidna i ograničena po x za svaki t i neprekidna po t za

svaki x.

Lema 4.4 Neka je (Fn, n ∈ N) niz ograničenih funkcija distribucije, neka je

F ograničena funkcija distribucije i pretpostavimo da Fn(x) → F (x) za sve

x ∈ R u kojima je F neprekidna. Ako za svaki ϵ > 0 postoji r > 0 takav da

je Fn(∞)− Fn(r) < ϵ za sve n, onda Fn
ω→F .

Dokaz. Neka je x ∈ R takav da je F neprekidna u točki x. Iz Fn(x) ≤ Fn(∞)

slijedi F (x) ≤ lim inf
n→∞

Fn(∞). Puštanjem x → ∞ po točkama neprekidnosti

od F , dobijemo F (∞) ≤ lim inf
n→∞

Fn(∞). Ako je sada x ∈ R takav da je F

neprekidna u točki x i x > r, tada iz uvjeta leme slijedi Fn(∞) < Fn(r)+ϵ ≤

Fn(x) + ϵ. Odavde slijedi lim sup
n→∞

Fn(∞) ≤ F (x) + ϵ ≤ F (∞) + ϵ. Budući da

je ϵ proizvoljan, zaključujemo da vrijedi F (∞) = lim
n
Fn(∞).
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Teorem 4.5 (Levy-Hinčin) Funkcija φ je beskonačno djeljiva karakteristična

funkcija ako i samo ako postoje γ ∈ R i ograničena funkcija distribucije G

na R takvi da je

φ(t) = exp

iγt+
∞∫

−∞

(eitx − 1− itx

1 + x2
)
1 + x2

x2
dG(x)

 , t ∈ R. (4.3)

Osim toga, ova reprezentacija je jedinstvena.

Dokaz. Neka je φ beskonačno djeljiva i neka je za svaki n ∈ N, φn karakte-

ristična funkcija takva da je φ = φnn. Neka je Fn funkcija distribucije od φn.

Tada iz leme 4.1 (i) slijedi

lim
n→∞

n

∞∫
−∞

(eitx − 1)dFn(x) = lnφ(t), (4.4)

pri čemu je konvergencija uniformna na svakom ograničenom intervalu. De-

finirajmo Gn na R sa

Gn(x) = n

x∫
−∞

y2

1 + y2
dFn(y), x ∈ R.

Gn je ograničena funkcija distribucije (ne nužno vjerojatnosna) i Gn(−∞) =

0. Dokazat ćemo prvo da je niz (Gn, n ∈ N) uniformno ograničen ili, što je

ekvivalentno, da je niz (Gn(∞), n ∈ N) ograničen. Stavimo

In(t) =

∞∫
−∞

(eitx − 1)
1 + x2

x2
dGn(x), t ∈ R.

Tada imamo

In(t) = n

∞∫
−∞

(eitx − 1)dFn(x),

pa iz (4.4) slijedi lim In(t) = lnφ(t) uniformno na svakome ograničenom

intervalu. Odavde dobijemo
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ReIn(t) =

∞∫
−∞

(costx− 1)
1 + x2

x2
dGn(x) → Re lnφ(t) = ln |φ(t)|, n→ ∞,

uniformno na svakome ograničenom intervalu. Prema tome, ako je t iz

ograničenog intervala I, tada za svaki ϵ > 0 vrijedi

−ln|φ(t)|+ ϵ ≥
∞∫

−∞

(1− costx)
1 + x2

x2
dGn(x), (4.5)

za dovoljno velike n. Budući da je integrand u gornjoj nejednakosti ne-

negativan, to znači da ista nejednakost vrijedi ako je područje integracije

proizvoljan Borelov podskup od R. Imamo

Gn(∞) =

∞∫
−∞

dGn(x) =

∫
|x|≤1

dGn(x) +

∫
|x|>1

dGn(x). (4.6)

Budući da je lim
x→0

1−cosx
x2

= 1
2
, lagano dobijemo da postoji konstanta K > 0

takva da je 1−cosx
x2

≥ K za x ∈ [−1, 1]. Sada iz (4.5), za t = 1, slijedi

−ln|φ(1)|+ ϵ ≥
∫

|x|≤1

K(1 + x2)dGn(x) ≥ K

∫
|x|≤1

dGn(x). (4.7)

Neka je T ≥ 1 proizvoljan. Integrirajmo (4.5) po intervalu [0, 2
T
], pomnožimo

rezultat sa T
2
i primijenimo Fubinijev teorem, pa dobijemo

−T
2

2
T∫

0

ln |φ(t)|dt+ ϵ ≥
∫

|x|≥T

T2
2
T∫

0

(1− coxtx)dt

 1 + x2

x2
dGn(x) ≥

∫
|x|≥T

1− sin2x
T

2x
T

 dGn(x).

Budući da vrijedi

1−
sin2x

T

2x
T

≥ 1
2
za |x| ≥ T,
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iz gornje nejednakosti slijedi

−T
2

2
T∫

0

ln |φ(t)|dt+ ϵ ≥ 1

2

∫
|x|≥T

dGn(x), (4.8)

a za T = 1 dobijemo

−1

2

2∫
0

ln |φ(t)|dt+ ϵ ≥ 1

2

∫
|x|≥1

dGn(x). (4.9)

Budući da su ln |φ(1)| i
2∫
0

ln |φ(t)|dt konačni, iz (4.6), (4.7) i (4.9) slijedi

da je niz (Gn(∞), n ∈ N) ograničen. Iz Hellyjeva teorema (vidi [4], teorem

13.14) slijedi da postoji ograničena funkcija distribucije G (koja nije nužno

vjerojatnosna) i podniz (Gnk, k ∈ N) takvi da Gnk(x) → G(x) za sve x ∈ R

u kojima je G neprekidna. Iz (4.8) slijedi da za T ≥ 1 imamo

1

2

∫
|x|≥T

dGnk(x) ≤ max0≤t≥ 2
T
ln |φ(t)|+ ϵ.

Budući da je |φ(0)| = 1 i ln |φ(t)| je neprekidna funkcija, odavde zaključujemo

da vrijedi |
∫

|x|≥T
dGnk(x)| < 4ϵ za dovoljno velike vrijednosti od T , neovisno

o k. Na osnovi leme 4.4 slijedi Gnk
ω→G za k → ∞. Prema tome, imamo

(vidi [4],teorem 13.16)

lim
k→∞

∞∫
−∞

L(x, t)dGnk(x) =

∞∫
−∞

L(x, t)dG(x). (4.10)

Stavimo

γnk = nk

∞∫
−∞

x

1 + x2
dFnk(x) =

∫
A

1

x
dGnk(x),

gdje je A = (−∞, 0) ∪ (0,∞). Tada imamo
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Ink(t) = iγnkt+

∞∫
−∞

L(x, t)dGnk(x).

Iz (4.10) i lim
k
Ink(t) = lnφ(t) zaključujemo da niz (γnk, k ∈ N) konvergira

prema nekoj konstanti γ, a odatle slijedi

φ(t) = exp

iγt+ ∞∫
−∞

L(x, t)dG(x)

 , t ∈ R.

Obratno, pretpostavimo da je φ funkcija definirana sa (4.3). Dokazat

ćemo da je φ beskonačno djeljiva karakteristična funkcija.

Neka je σ2 = G(0)−G(0−). Tada imamo

φ(t) = exp

iγt− σ2 t2

2
+

∫
A

L(x, t)dG(x)

 ,
gdje je A = (−∞, 0) ∪ (0,∞).

Slučaj a): Pretpostavimo da je 0 < λ =

∫
A

1+y2

y2
dG(y) < ∞. Definirajmo

funkciju H na R sa

H(x) =
1

λ

∫
(−∞,x]∩A

1 + y2

y2
dG(y).

Tada je H vjerojatnosna funkcija distribucije i ako je ψ njezina karakte-

ristična funkcija, imamo da je

φ(t) = exp

iγt− σ2 t2

2
+ λ(ψ(t)− 1)− it

∫
A

1

x
dG(x)

 =

exp
[
iγ′t− σ2 t2

2

]
exp [λ(ψ(t)− 1)] ,

gdje je γ′ = γ −
∫
A

1
x
dG(x). Iz primjera 2.4 pod b) i propozicije 2.9 slijedi

da je φ produkt dviju beskonačno djeljivih karakterističnih funkcija, pa na
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osnovi propozicije 2.6 (i) zaključujemo da je i φ beskonačno djeljiva karak-

teristična funkcija. Ako je λ = 0, σ2 > 0, tada je φ karakteristična funkcija

od N(γ′, σ2), pa je beskonačno djeljiva.

Slučaj b): Pretpostavimo da je

∫
A

1+x2

x2
dG(x) = ∞. Neka je (xn, n ∈ N) niz

pozitivnih realnih brojeva, takav da je xn > xn+1, za sve n i lim
n
xn = 0.

Stavimo

B0 = ∅

Bn = {x; |x| ≥ xn}, n ∈ N

Cn = Bn\Bn−1 = (−xn−1,−xn] ∪ [xn, xn−1), n ∈ N.

Skupovi C1, C2, ... su medusobno disjunktni i vrijedi
n⋃
k=1

Ck = Bn,
∞⋃
n=1

Bn = A.

Možemo uzeti da su xn izabrani tako da vrijedi

λn =

∫
Cn

1+x2

x2
dG(x) > 0 za sve n.

Definirajmo Fn na R sa

Fn(x) =
1

λn

∫
(−∞,x]∩Cn

1 + y2

y2
dG(y).

Tada je Fn vjerojatnosna funkcija distribucije. Neka je Z,Xnm, Yn;n,m ∈ N

familija nezavisnih slučajnih varijabli takva da je Z ∼ N(γ, σ2), Yn ∼ P (λn)

za sve n i Xnm ima funkciju distribucije Fn za sve n,m (vidi [4], teorem

11.7). Iz propozicije 2.9 slijedi da je za svaki n ∈ N slučajna varijabla Un =

Xn1 + ...+XnYn beskonačno djeljiva s karakterističnom funkcijom

exp

λn ∞∫
−∞

(eitx − 1)dFn(x)

 = exp

∫
Cn

(eitx − 1)
1 + x2

x2
dG(x)

.
Prema tome, slučajna varijabla
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Wn = Z +
n∑
k=1

Uk − ∫
Ck

1

x
dG(x)


beskonačno je djeljiva s karakterističnom funkcijom

φn(t) = exp

iγt− σ2 t2

2
+

∫
Bn

L(x, t)dG(x)

.
Zbog

∞⋃
n=1

Bn = A imamo φ(t) = lim
n→∞

φn(t) za sve t (ovdje je konvergencija

uniformna na [−T, T ], dakle φ je neprekidna u t = 0, tj. φ je karakteristična

funkcija), pa je φ beskonačno djeljiva prema propoziciji 2.7.

Prije nego što dokažemo jedinstvenost reprezentacije (4.3), primijetimo da,

ako je φ dana sa (4.3), tada vrijedi

lnφ(t) = iγt+

∞∫
−∞

L(x, t)dG(x), t ∈ R. (4.11)

To slijedi iz činjenice da je ln |φ(t)| neprekidna, zatim iz činjenice da je

ln |φ(t)| − iγt −
∞∫

−∞

L(x, t)dG(x) neprekidna i ima vrijednost 0 za t = 0 i

činjenice da logaritam karakteristične funkcije nigdje ne ǐsčezava.

Definirajmo funkciju α na R sa

α(t) = lnφ(t)− 1

2

1∫
0

[lnφ(t+ y) + lnφ(t− y)]dy. (4.12)

Koristeći se Fubinijevim teoremom iz (4.11) i (4.12) dobijemo

α(t) =

∞∫
−∞

eitx

1−
sinx

x

 1 + x2

x2
dG(x) =

∞∫
−∞

eitxdH(x), (4.13)

gdje je

H(x) =

x∫
−∞

1−
siny

y

 1 + y2

y2
dG(y).
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Lagano je provjeriti da postoje konstante c1 i c2 takve da je

0 < c1 ≤
(
1− siny

y

)
1 + y2

y2
≤ c2 <∞ za sve y ∈ R. (4.14)

Odatle slijedi da je H ograničena funkcija distribucije. Osim toga, H jed-

noznačno odreduje G i vrijedi

G(x) =

x∫
−∞

(
1− siny

y

)−1
y2

1 + y2
dH(y), x ∈ R. (4.15)

Iz (4.12) slijedi da je α jednoznačno odredena sa φ, a iz (4.13) zaključujemo

da je α karakteristična funkcija, pa je na osnovi teorema jedinstvenosti H

jednoznačno odredena sa α. Koristeći se (4.15) , zaključujemo da je funkcija

G iz (4.3) jednoznačno odredena sa φ. No, ako je G jedinstvena, tada je i γ

jedinstven.

Relaciju (4.3) zovemo Levy-Hinčinova reprezentacija od φ, a (γ,G) zo-

vemo Levy-Hinčinov par pridružen φ, odnosno njezinoj funkciji distribu-

cije.

Kanonska reprezentacija koja je dana u prethodnom teoremu može se na

odredeni način modificirati. O tome govori sljedeći teorem kojeg navodimo

bez dokaza.

Teorem 4.6 (Levy) Funkcija φ(t) je beskonačno djeljiva karakteristična

funkcija ako i samo ako se može zapisati u obliku

φ(t) = exp

iγt− σ2 t
2

2
+

−0∫
−∞

(eitx − 1− itu

1 + u2
)dM(u) +

∞∫
+0

(eitx − 1− itu

1 + u2
)dN(u)

 ,

(4.16)

pri čemu M(u), N(u) i σ2 zadovoljavaju sljedeće uvjete:

a) M(u) i N(u) su neopadajuće na (−∞, 0) i na (0,∞)

b) M(−∞) = N(∞) = 0
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c) Integrali

0∫
−ϵ

u2dM(u) i

ϵ∫
0

u2dN(u) su konačni za svaki ϵ > 0

d) Konstanta σ2 ≥ 0.

Osim toga, ova reprezentacija je jedinstvena.

Relaciju (4.16) zovemo Levyjeva reprezentacija od φ.

Kanonski prikazi (4.3) i (4.16) su generalizacija tzv. Kolmogorovljeve re-

prezentacije koja vrijedi u slučaju karakterističnih funkcija čije beskonačno

djeljive distribucije imaju konačnu varijancu. Sada navodimo i tu reprezen-

taciju bez dokaza.

Teorem 4.7 (Kolmogorov) Funkcija φ(t) je karakteristična funkcija be-

skonačno djeljive distribucije sa konačnim drugim momentom ako i samo

ako se može zapisati u obliku

φ(t) = exp

ict+
∞∫

−∞

(eitx − 1− itx)
dK(x)

x2

 , (4.17)

gdje je c realna konstanta,a K(u) je neopadajuća i ograničena funkcija takva

da je K(−∞) = 0. Ova reprezentacija je jedinstvena.

Sljedeća tablica daje prikaz različitih kanonskih reprezentacija za neke od

učestalih beskonačno djeljivih karakterističnih funkcija.
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či
n
ov
a
re
p
re
ze
n
ta
ci
ja

L
ev
y
je
va

re
p
re
ze
n
ta
ci
ja

K
ol
m
o
g
o
ro
v
lj
ev
a
re
p
re
ze
n
ta
ci
ja

a
θ(
x
)

a
σ

M
(u
),

u
<

0

N
(u
),

u
>

0
c

K
(x
)

N
or
m
al
n
a

ex
p[
it
µ
−

1 2
σ
2
t2
],

µ
∈
R
,

σ
2
>

0

µ
σ
2
ϵ(
x
)

µ
σ

0
0

µ
σ
2
ϵ(
x
)

G
am

a

(1
−
it
/θ
)−

λ
,

θ
>

0,

λ
>

0

λ
∞ ∫ 0

e−
θ
y

1
+
y
2
d
y

0,
za

x
<

0,

λ
∞ ∫ 0

y
e−

θ
y

1
+
y
2
d
y
,

za
x
>

0

λ
∞ ∫ 0

e−
θ
y

1
+
y
2
d
y

0
0

−
λ

∞ ∫ u

e−
θ
x

x
d
x

λ θ
0,
za

x
<

0

λ
x ∫ 0

y
e−

θ
y
d
y
,

za
x
>

0

C
au

ch
y
je
va

e−
θ
|t|
,

θ
>

0
0

(
θ π
a
rc
ta
n
x
+

θ 2
0

0
−

θ π
u

−
θ π
u

/
/

P
oi
ss
on

ov
a

ex
p[
λ
(e
it
−

1)
],

λ
>

0

λ 2
λ 2
ϵ(
x
−

1)
λ 2

0
0

λ
ϵ(
u
−

1)
λ

λ
ϵ(
u
−

1)

31



Poglavlje 5

Konvergencija beskonačno

djeljivih distribucija

Levy-Hinčinovim teoremom u prethodnom poglavlju pokazano je da su be-

skonačno djeljive distribucije na specijalan način u 1-1 korespodenciji sa sku-

pom parova (γ,G), gdje je γ realan broj, a G ograničena funkcija distribucije.

Ako je (Fn, n ∈ N) niz beskonačno djeljivih distribucija s pridruženim Levy-

Hinčinovima parovima (γn, Gn) i ako Fn
ω→F , onda je prema propoziciji 2.7

i F beskonačno djeljiva distribucija s priduženim parom (γ,G). Prirodno se

sada postavlja pitanje je li γn → γ i Gn
ω→G.

Sljedeći teorem daje odgovor upravo na to pitanje.

Teorem 5.1 Neka je (Fn, n ∈ N) niz beskonačno djeljivih funkcija distribu-

cije s pridruženim Levy-Hinčinovima parovima (γn, Gn). Ako Fn
ω→F , pri

čemu je (γ,G) par pridružen F , tada γn → γ i Gn
ω→G za n→ ∞. Obratno,

ako postoje γ ∈ R i ograničena funkcija distribucije G takvi da γn → γ

i Gn
ω→G za n → ∞, tada Fn

ω→F , pri čemu je F beskonačno djeljiva s

pridruženim parom (γ,G).



Dokaz. Neka Fn
ω→F i neka su φn, φ karakteristične funkcije od Fn i F

redom. Iz Fn
ω→F i teorema neprekidnosti slijedi φn(t) → φ(t) za svako

t. Budući da φn i φ nigdje ne ǐsčezavaju, zaključujemo da lnφn(t) →

lnφ(t) (vidi [4] teorem 13.21), odnosno prema relaciji (4.11) u dokazu Levy-

Hinčinovog teorema dobijemo

lim
n→∞

[iγnt+

∞∫
−∞

L(x, t)dGn(x)] = iγt+

∞∫
−∞

L(x, t)dG(x), (5.1)

gdje je L(x, t) definirana relacijom (4.2) u prethodnom poglavlju. Osim

toga, konvergencija u (5.1) uniformna je na svakome ograničenom intervalu.

Odavde slijedi da Re lnφn(t) → Re lnφ(t) za n→ ∞, odnosno

lim
n→∞

∞∫
−∞

(costx− 1)1+x
2

x2
dGn(x) = ln |φ(t)|

uniformno na svakome ograničenom intervalu. Odavde, slično kao u dokazu

Levy-Hinčinovog teorema, slijedi da je niz (Gn, n ∈ N) uniformno ograničen,

te da za proizvoljan podniz (Gnk, k ∈ N) takav da Gnk(x) → G′(x) za sve x ∈

R u kojima je G′ neprekidna (takav podniz i ograničena funkcija distribucije

G′ postoje prema Hellyjevu teoremu) vrijedi Gnk
ω→G′ za k → ∞. Budući da

je L(x, t) ograničena i neprekidna po x (za svako t), odavde dobijemo (vidi

[4] teorem 13.16)

lim
k→∞

∞∫
∞

L(x, t)dGnk(x) =

∞∫
−∞

L(x, t)dG′(x). (5.2)

Iz (5.1) i (5.2) slijedi da niz (γnk, k ∈ N) konvergira prema nekom γ′ ∈ R,

dakle vrijedi

iγ′t+

∞∫
−∞

L(x, t)dG′(x) = iγt+

∞∫
−∞

L(x, t)dG(x).
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Budući da je prema teoremu 4.5 Levy-Hinčinova reprezentacija jedinstvena,

odavde slijedi γ′ = γ i G′ = G. Iz dokaza teorema 4.5 možemo vidjeti da je

niz (Gn, n ∈ N) napet, pa na osnovi korolara 13.2 iz [4] zaključujemo Gn
ω→G

za n → ∞, a odavde slijedi γn → γ za n → ∞. Obrat slijedi iz činjenice da

je L(x, t) neprekidna i ograničena funkcija, svojstva slabe konvergencije (vidi

[4] teorem 13.6), Levy-Hinčinova teorema i teorema neprekidnosti.

Sada ćemo navesti analogan teorem za Levyjevu reprezentaciju.

Teorem 5.2 Neka je (Fn, n ∈ N) niz beskonačno djeljivih funkcija distribu-

cije s pridruženim Levyjevim trojkama (γn, σn
2,Mn)(n ∈ N). Ako Fn

ω→F ,

pri čemu je (γ, σ2,M) trojka prdružena F , tada

(a) γn → γ za n→ ∞

(b) Mn(x) →M(x) za n→ ∞, i to za sve x ∈ R koji su točke neprekidnosti

od M .

(c) lim
ϵ↓0

lim sup
n→∞

[σ2
n +

∫
Cϵ

x2dMn(x)] = lim
ϵ↓0

lim inf
n→∞

[σ2
n +

∫
Cϵ

x2dMn(x) = σ2, pri

čemu je Cϵ = (−ϵ, 0) ∪ (0, ϵ).

Obratno, ako postoje konstante γ i σ2 ≥ 0 i Levyjeva spektralna funkcija (vidi

[4] teorem 14.5) M takvi da vrijede (a), (b) i (c), tada Fn
ω→F , pri čemu je

F beskonačno djeljiva s pridruženom Levyjevom trojkom (γ, σ2,M).
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Poglavlje 6

Geometrijski beskonačno

djeljive distribucije

Ruski matematičar Zolotarev je postavio sljedeći problem:

Opisati sve slučajne varijable Y sa svojstvom da za svaki p ∈ (0, 1) postoji

slučajna varijabla Xp takva da je

Y
D
=Xp + ϵpY, (6.1)

gdje su varijable Y,Xp i ϵp nezavisne i P{ϵp = 0} = p, P{ϵp = 1} = 1− p.

Neka su f(t) i gp(t) karakteristične funkcije varijabli Y i Xp redom. Iz

svojstava karakterističnih funkcija slijedi da je relacija (6.1) ekvivalentna sa

f(t) = gp(t)(p + (1 − p))f(t). Koristeći se formulom za sumu geometrijskog

reda, možemo pisati

f(t) =
∞∑
j=1

gjp(t)p(1− p)j−1. (6.2)

Relacija (6.2) pokazuje da je postavljeni problem ekvivalentan opisivanju

svih slučajnih varijabli Y za koje za svaki p ∈ (0, 1) postoji niz jednako



distribuiranih slučajnih varijabli X
(1)
p , X

(2)
p , ... tako da je

Y
D
=

νp∑
j=1

X(j)
p , (6.3)

gdje je

P{νp = k} = p(1− p)k−1, k = 1, 2, ... (6.4)

i Y, νp i X
(j)
p (j = 1, 2, ...) su nezavisne.

Drugim riječima, za proizvoljan p ∈ (0, 1) slučajna varijabla Y je repre-

zetirana kao suma slučajnog broja (koji ima geometrijsku distribuciju (6.4))

nezavisnih slučajnih varijabli X
(j)
p , gdje je srednja vrijednost broja članova

1/p.

Sada je jasno da se navedeni problem svodi na opisivanje svih distribucija

koje imaju istu ”ulogu u geometrijskoj sumaciji” kao i beskonačno djeljive

distribucije u sumaciji nezavisnih slučajnih varijabli.

Definicija 6.1 Slučajna varijabla Y je geometrijski beskonačno dje-

ljiva ako se za svaki p ∈ (0, 1) može reprezentirati u formi (6.3), gdje je

slučajna varijabla νp definirana relacijom (6.4), X
(j)
p (j = 1, 2, ...) su jednako

distribuirane slučajne varijable i Y, νp i X
(j)
p (j = 1, 2, ...) su nezavisne.

Uočimo da je Zolotarevljev problem sada ekvivalentan opisivanju svih geome-

trijski beskonačno djeljivih slučajnih varijabli. Dakako, prirodno je opisati

njihova svojstva u formama koje su analogne onima za beskonačno djeljive

slučajne varijable.

Sljedeći rezultat je analogan De Finettijevom teoremu 2.12.

Teorem 6.2 Slučajna varijabla Y geometrijski je beskonačno djeljiva ako i

samo ako se njezina karakteristična funkcija φ(t) može reprezentirati u obliku

φ(t) = lim
m→∞

1/[1 + αm(1 − φm(t))], gdje su αm ≥ 0 i φm karakteristične

funkcije.
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Dokaz. Pokažimo prvo da je za proizvoljnu karakterističnu funkciju f(t)

funkcija ψα(t) = 1/[1 + α(1− f(t))] geometrijski beskonačno djeljiva karak-

teristična funkcija za svaki α > 0. Zaista,

ψα(t) =
1

1 + α
·

1

1− (α/(1 + α))f(t)
=

1

1 + α

∞∑
k=0

 α

1 + α

k

fk(t),

tj, ψα(t) je dobivena supstitucijom f(t) na mjesto od z u redu sa nenega-

tivnim koeficijentima 1/(1 + α)
∞∑
k=0

(α/(1 + α))kzk, a to je karakteristična

funkcija za svaki α > 0. Stoga je gp(t) = 1/[1 + pα(1 − f(t))] takoder

karakteristična funkcija za svaki p ∈ (0, 1). Sada je lako provjeriti da je

ψα(t) = gp(t)(p+(1− p)ψα(t)) čime je pokazano da je ψα(t) geometrijski be-

skonačno djeljiva. Ako niz geometrijski beskonačno djeljivih karakterističnih

funkcija konvergira prema karakterističnoj funkciji, očito je onda ona takoder

geometrijski beskonačno djeljiva. Dakle, ako je

φ(t) = lim
m→∞

1/[1 + αm(1− φm(t))], (6.5)

gdje su αm > 0 i φm(t) karakteristične funkcije, onda je φ(t) geometrijski

beskonačno djeljiva karakteristična funkcija. Kako bi dokazali nužnost repre-

zentacije (6.5), moramo φ(t) zapisati u obliku φ(t) = lim
α→0

1/[1 + (1/α)(1 −

φα(t))], gdje je φα(t) = φ(t)/(α + (1 − α)φ(t)) karakteristična funkcija za

svaki α ∈ (0, 1) i za svaku geometrijski beskonačno djeljivu karakterističnu

funkciju φ(t).

Za detaljniji opis geometrijski beskonačno djeljivih slučajnih varijabli od ko-

risti će nam biti sljedeći teorem.

Teorem 6.3 Slučajna varijabla Y , tj. njezina karakteristična funkcija φ(t)

geometrijski je beskonačno djeljiva ako i ako samo je funkcija

f(t) = exp{1− 1/φ(t)} (6.6)
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beskonačno djeljiva karakteristična funkcija.

Dokaz. Neka je φ(t) geometrijski beskonačno djeljiva karakteristična funk-

cija. Prema teoremu 6.2, φ(t) = lim
m→∞

gm(t), gdje su gm(t) = 1/1 + αm(1 −

φm(t))) karakteristične funkcije. Tada je αm(φm(t)− 1) = 1− 1/gm(t) pa iz

teorema 2.12 slijedi da je f(t) = exp{1−1/φ(t)} = lim
m→∞

exp{1−1/gm(t)} =

lim
m→∞

exp{αm(φm(t)− 1)} beskonačno djeljiva karakteristična funkcija.

Obratno, ako je exp{1−1/φ(t)} beskoančno djeljiva karakteristična funkcija,

onda je exp{1 − 1/φ(t)} = lim
m→∞

exp{αm(φm(t) − 1)}, gdje su φm karakte-

ristične funkcije. Sada je φ(t) = lim
m→∞

1/(1+αm(1−φm(t))), pa iz 6.2 slijedi

tvrdnja teorema.

Sada ćemo navesti tri korolara ovog teorema koji su analogni kanonskim

reprezentacijama beskonačno djeljivih karakteristična funkcija koje su nave-

dene u poglavlju 4.

Korolar 6.4 (analogon Levy-Hinčinove reprezentacije) Slučajna vari-

jabla Y geometrijski je beskonačno djeljiva ako i samo ako se njezina karak-

teristična funkcija φ(t) može prikazati u obliku

φ(t) = 1/

1 + ita−
∞∫

−∞

(
eitx − 1− itx

1 + x2

)
1 + x2

x2
dG(x)

 , (6.7)

gdje je a ∈ R i G(x) je neopadajuća ograničena funkcija takva da je G(−∞) =

0. Integrand je definiran i za x = 0 radi neprekidnosti i iznosi −t2/2. Ova

reprezentacija je jedinstvena.

Korolar 6.5 (analogon Levyjeve reprezentacije) Slučajna varijabla Y

geometrijski je beskonačno djeljiva ako i samo ako se njezina karakteristična
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funkcija φ(t) može prikazati u obliku

φ(t) = 1/

1 + ita+ σ2t2 −
−0∫

−∞

(
eitu − 1− itu

1 + u2

)
dM(u)−

∞∫
+0

(
eitu − 1− itu

1 + u2

)
dN(u)


(6.8)

gdje su a ∈ R i σ2 ≥ 0,a M(u) i N(u) zadovoljavaju sljedeće uvjete:

(a) M(u) i N(u) su neopadajuće na intervalima (−∞, 0) i (0,∞) redom

(b) M(−∞) = N(∞) = 0

(c) integrali

−0∫
−ϵ

u2dM(u) i

ϵ∫
0

u2dN(u) su konačni za svaki ϵ > 0.

Ova reprezentacija je jedinstvena.

Korolar 6.6 (analogon Kolmogorovljeve reprezentacije) Slučajna va-

rijabla Y geometrijski je beskonačno djeljiva i ima konačan drugi moment ako

i samo ako se njezina karakteristična funkcija može prikazati u obliku

φ(t) = 1/

1 + ict+

∞∫
−∞

(eitx − 1− itx)
dK(x)

x2

 , (6.9)

gdje je c ∈ R i K(x) je neopadajuća ograničena funkcija takva da je K(−∞) =

0. Ova reprezentacija je jedinstvena.
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Poglavlje 7

Stabilne distribucije

U ovom odjeljku upoznat ćemo se sa klasom beskonačno djeljivih funkcija

distribucije, takozvanim stabilnim distribucijama. Iako su stabilne distri-

bucije i njihove karakteristične funkcije važne u graničnim teoremima, naše

proučavanje ovih distribucija motivirano je i činjenicom da je ova klasa funk-

cija od neovisnog interesa, tj. pojavljuje se takoder u nekim problemima

koji nisu povezani sa graničnim teoremima. Za početak, promotrimo sljedeći

primjer.

Neka je (Xk, k ∈ N) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slučajnih

varijabli s konačnim očekivanjem m i konačnom varijancom σ2 i neka je

Sn =
n∑
k=1

Xk(n ∈ N). Prema Levyjevom teoremu vrijedi

Sn− nm

σ
√
n

D→N(0, 1) za n→ ∞.

Odavde slijedi da svaki nedegenerirani limes niza 1
an
(Sn − bn) mora biti nor-

malan. Medutim, promotrimo sljedeće. Neka Xk za sve k ima Cauchyjevu

razdiobu s gustoćom f(x) = a
π(a2+x2)

(x ∈ R), gdje je a > 0 fiksan parametar.

U tom slučaju je odgovarajuća karakteristična funkcija φ(t) = e−a|t|, pa je

karakteristična funkcija od Sn

n
dana sa [φ( t

n
)]n = e−a|t|. Iz teorema neprekid-



nosti zaključujemo da Sn

n

D→X, gdje jeX Cauchyjev razdioba sa parametrima

a i b = 0. Uočimo da ovo nije u kontradikciji s Levyjevim teoremom, jer je

E(|X|) = ∞. Takoder, primjetimo da ako izostavimo zahtjev o konačnosti

očekivanja ili varijance možemo dobiti limes koji nije normalan.

Ovaj primjer nam je poslužio kao motivacija za postavljanje sljedećeg pro-

blema:

Neka je (Xk, k ∈ N) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slučajnih varijabli.

Ako 1
an
(Sn − bn)

D→X, što su moguće razdiobe od X?

U ovom poglavlju ćemo pokazati da se granične razdiobe mogu u potpunosti

okarakterizirati.

Bez smanjenja općenitosti, možemo pretpostaviti da su an > 0. Naime, ako

ima i negativnih an, tada promatramo dva niza koji odgovaraju an > 0 i

an > 0. Uvedimo sada definiciju.

Definicija 7.1 Slučajna varijabla X stabilna je ako vrijedi sljedeće: kad

god su X1, ..., Xn nezavisne, jednako distribuirane slučajne varijable, tada

postoje an > 0 i bn ∈ R takvi da je X
D
= 1

an
(Sn − bn).

Karakteristična funkcija stabilne distribucije naziva se stabilnom karakte-

rističnom funkcijom,a govoreći u terminima karakterističnih funkcija, slučajna

varijabla X je stabilna ako za X1, ..., Xn nezavisne, jednako distribuirane

slučajne varijable, postoje an > 0 i bn ∈ R takvi da je [φ(X)]
n = eibntφX(ant)(t ∈

R). Upravo ova formula implicira sljedeći rezultat.

Teorem 7.2 Stabilna karakteristična funkcija uvijek je beskonačno djeljiva.

Može se dokazati da je X stabilna ako i samo ako je φX = eg, pri čemu

g ima jedan od sljedećih dvaju oblika:

g(t) = itβ − d|t|α
[
1− iθ

t

|t|
tg
π

2
α

]
, (7.1)
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ili

g(t) = itβ − d|t|
[
1− iθ

t

|t|
2

π
ln|t|

]
, (7.2)

gdje je 0 < α < 1 ili 0 < α ≤ 2, β ∈ R, d ≥ 0, |θ| ≤ 1(uzimamo t
|t| = 0

za t = 0). Pokažimo da je slučajna varijabla s takvom karakterističnom

funkcijom stabilna. Neka su X1, ..., Xn nezavisne, jednako distribuirane i

neka svaka od Xk ima karakterističnu funkciju φ = eg, gdje je g dana sa 7.1

ili 7.2. Neka je λ = 1
α
u slučaju 7.1 i λ = 1 u slučaju 7.2. Tada u slučaju 7.1

imamo

g(nλt) = itnλβ − dn|t|α
[
1 + iθ t

|t|tg
π
2
α
]
= ng(t)− itβ(n− nλ),

a u slučaju 7.2 imamo

g(nλt) = itnλβ − dn|t|
[
1 + iθ t

|t|
2
π
(lnn+ ln|t|)

]
= ng(t)− intdθ 2

π
lnn.

Prema tome, vrijedi

[φ(t)]n = eng(t) = eg(n
λt)eibnt = φ(nλt)eibnt,

gdje je bn = β(n − nλ) u slučaju 7.1 i bn = ndθ 2
π
lnn u slučaju 7.2. Odavde

slijedi X
D
= 1

an
(Sn − bn), gdje je an = nλ = n

1
α . Dakle, X je stabilna.

U nastavku navodimo kanonsku reprezentaciju stabilnih karakterističnih funk-

cija bez dokaza.

Teorem 7.3 Karakteristična funkcija stabilne distribucije ima kanonsku re-

prezentaciju

logφ(t) = ita−σ
2

2
t2+

0∫
−∞

(
eitu − 1− itu

1 + u2

)
dM(u)+

∞∫
0

(
eitu − 1− itu

1 + u2

)
dN(u)

(7.3)

pri čemu je
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σ2 = 0iM(u) = 0, N(u) = 0

ili

σ2 = 0,M(u) = C1|u|−α(u < 0), N(u) = −C2u
−α(u > 0),

uz sljedeća ograničenja na parametre

0 < α < 2, C1 ≥ 0, C2 ≥ 0, C1 + C2 > 0.

Obratno, karakteristična funkcija oblika 7.3 je stabilna.
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Zaključak

Karakteristične funkcije i funkcije izvodnice neizostavan su alat u mnogim

aspektima teorije vjerojatnosti i njezinim primjenama. Zahvaljući svojim os-

novnim svojstva često pojednostavljuju manipulaciju složenih izraza, olakšavaju

proučavanje konvergencije i nalaze primjenu u analizi stohastičkih procesa i

statistici.

U radu je istražena klasa beskonačno djeljivih distribucija, oslanjajući se

na njihove fundamentalne osobine. Metode za konstruiranje beskonačno dje-

ljivih karakterističnih funkcija dale su značajne rezultate o samoj strukturi

ovih funkcija. Detaljno razmatranje Levy-Hinčinove kanonske reprezentacije

pružilo je eksplicitnu formu beskonačno djeljivih karakterističnih funkcija,

što olakšava njihovu analizu i primjenu. Definiranje beskonačne djeljivosti

koristeći se funkcijama izvodnicama ilustriralo je važnost ove klase za ra-

zumijevanje i modeliranje stohastičkih procesa sa stacionarnim nezavisnim

inkrementima. Stoga su beskonačno djeljive distribucije koristan alat za si-

muliranje realnih fenomena.

Beskonačno djeljive distribucije predstavljaju bogato područje istraživanja

sa širokim spektrom primjene. Njihova sposobnost modeliranja omogućava

njihovu primjenju u analizama koje zahjevaju visoku preciznost. Buduća is-

traživanja usmjerena na njihovo razumjevanje i generalizaciju mogu značajno

doprinijeti napretku u različitim znanstvenim disciplinama.
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