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1 Uvod

Mehanika fluida je grana fizike koja se bavi prou¢avanjem ponaSanja fluida [1]. Primjenjuje se
u brojnim drugim podrucjima znanosti i inZenjerstva kao Sto su meteorologija, aerodinamika,
zrakoplovno inZenjerstvo te u biomedicinske 1 medicinske svrhe. MozZe se primjenjivati za
proucavanje atmosferskih procesa, morskih strujanja i cirkulacije krvi u ljudskom tijelu.
Problemi koji se rjeSavaju su kompleksni pa se koriste aproksimativne raCunalne metode.
Navedenim se bavi podrucje koje ujedinjuje znanja i interese fiziCara, matematicara kao i
inZenjera raznih struka, a koje se naziva racunalna dinamika fluida (eng. Computational Fluid
Dynamics (CFD)) (2, 3].

Glavni zadatak mehanike fluida je rjeSavanje Navier-Stokesovih jednadzbi. Ove jednadZbe,
opcenito opisuju kompresibilan fluid, no u vecini slucajeva fluid se radi pojednostavljenja moze
smatrati nekompresibilnim. Takva aproksimacija nije valjana za velike brzine fluida i ako je od

interesa promatranje zvucnih valova.

Navier-Stokesove jednadZbe za nekompresibilni fluid su:

1
8—u+u-Vu:——Vp+VV2u (1.1)
ot p

V-ou=0, (1.2)

gdje je u = (u,v) vektor brzine u dvije dimenzije, ¢ je vrijeme, p je gustoca, p je tlak, a v je
kinematicka viskoznost. Prva jednadzba predstavlja drugi Newtonov zakon, a druga jednadzba

osigurava uvjet nekompresibilnosti.

Ovisno o uvjetima tok moZe biti laminaran i turbulentan (slika 1). Laminarni tok je postojan
i predvidljiv bez mijeSanja slojeva fluida. Turbulentan tok je kaoti¢an i karakterizira ga
znaajno mijeSanje slojeva fluida uz mnoStvo vrtloga na raznim prostornim skalama.
Laminaran tok se moZe promatrati na vecoj prostornoj skali bez gubitka detalja, dok za to¢an
opis turbulentnog toka je potrebno promotriti na jako finoj prostornoj skali kako bi se uhvatile i
najmanje turbulencije koje, zbog kaoti¢nosti gibanja, znacajno utjeCu na makroskopsko
gibanje. Zbog toga se za simulacije turbulentnog toka koriste moc¢na racunala ili napredne

aproksimativne metode koje su izvan opsega razmatranja ovog rada.

Za definiranje vrste toka uvodi se bezdimenzionalna veli¢ina zvana Reynoldsov broj [1, 4]:

Re = — (1.3)

v
gdje je V karakteristiCna brzina (najceSce srednja brzina) fluida, D karakteristicna dimenzija

domene (npr. promjer cijevi), a v je kinematicka viskoznost. Reynoldsov broj je omjer
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Slika 1: Vizualna usporedba laminarnog i turbulentnog toka fluida kroz cijev. (Slika preuzeta s [4])

inercijalnih 1 viskoznih sila u fluidu. Za male vrijednosti Re tok je laminaran dok
povecavanjem poprima turbulentna svojstva. U literaturi [1] navodi se Re = 2300 kao
grani¢na vrijednost izmedu laminarnog i turbulentnog toka u zatvorenoj cijevi. Dva toka ¢e
biti jako slicna ako imaju iste geometrije i1 iznose Reynoldsovog broja. To omogucava

reskaliranje problema koji nas zanimaju promjenom karakteristicne dimenzije ili brzine.

U naSim razmatranjima postavit éemo V' ~ 1.0 m/si D = 1.0 m pa vrijedi:

Re ~ — (1.4)

te ¢emo u svim sluCajevima definirati samo v. Za najmanju koriStenu vrijednost v = 0.005

vrijedi Re =~ 200 §to znaci da ¢e se u naSim primjerima pojavljivati samo laminaran tok.

Viskoznost 1 je mjera otpora fluida na protjecanje i promjenu oblika te je jako bitna za
proucavanje ponaSanja fluida. MoZe se interpretirati kao makroskopski u€inak mikroskopskih
interakcija molekula koje Cine fluid. Kod tekuc¢ina viskoznost zagrijavanjem pada, a kod plinova
raste. U mehanici fluida uobicajeno je koristiti ve¢ prethodno spomenutu veli¢inu, kinematicku

viskoznost v za koju vrijedi:

v=— (1.5)
p

te ¢emo se u ovom radu, kada pricamo o viskoznosti, referirati upravo na nju. Jos jedan nacin

definiranja viskoznosti je Newtonov zakon viskoznosti [1]:

du
T:'ud_y

gdje je u brzina fluida u x smjeru, p koeficijent dinamicke viskoznosti i 7 smi¢no naprezanje.

(1.6)
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Zakon govori da je smi¢no naprezanje izmedu dva sloja u fluidu proporcinalno njihovoj razlici
brzina. To znaci da se fluid opire skokovitim promjenama brzine. U fluidima s niskom
viskoznos$¢u to opiranje je slabo i uslijed fluktuacije nastupaju turbulencije. Viskozni fluidi ne
dopustaju veliku razliku u brzini izmedu dva sloja pa je tok laminaran. Fluidi za koje je ta
ovisnost linearna se nazivaju newtonovski fluidi, a u suprotnom se nazivaju nenewtonovski.
Takoder, postoji pojava suprafluidnosti kada viskoznost u potpunosti iS¢ezava. Jedan takav

primjer je He na temperaturi nizoj od 7' = 2,17 K.

Osim za neke jednostavne slucajeve, Navier-Stokesove jednadZbe opcenito nisu analiticki
rjeSive pa nam ostaje jedino numericki pristup. U poglavlju Metode ¢emo, u programskom
jeziku Python, razviti numericko rjeSenje i opisati primijenjene metode. Koristimo metodu
konac¢nih razlika (eng. finite difference method) [5] za diskretizaciju prostora, eksplicitnu
Eulerovu metodu za diskretizaciju vremena i pomaknutu mrezu (eng. staggered grid) za
pohranu vrijednosti promatranih veli¢ina. = Razvijeni kod dostupan je na poveznici:
https://github.com/MarkoKorda/Navier-Stokes-2D.

U poglavlju Rezultati opisano je nekoliko simulacija koje ilustriraju primjere laminarnog
toka. Prvi primjer je simulacija toka kroz beskona¢nu ravnu cijev, pri cemu ¢emo dati usporedbu
numeric¢kog 1 analitiCkog rjeSenja za razlicite v. Drugi primjeri su simulacije toka kroz ravnu
cijev sa stepenicom i fluid u Supljini s poklopcem koji se giba. Kroz ove primjere diskutirat ¢e

se ponasSanje toka i nastajanje vrtloga u ovisnosti o viskoznosti fluida.

U Zaklju¢ku éemo se prisjetiti ciljeva ovog rada te napraviti kratak pregled promatranih
primjera i dobivenih rezultata. Ukratko ¢emo objasniti zaSto su dobiveni rezultati bili
ocekivani. Diskutirat ¢e se kako bi se program mogao dalje unaprijediti i poopciti na

kompleksnije probleme.
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2 Metoda

2.1 Postupak rjesavanja

Za vremensku diskretizaciju koristi se Eulerova metoda pa se jednadzba (1.1) moZe napisati kao

1
= ——Vp" —u" - Vu" + Vi 2.1)
P

pri ¢emu indeksi n i n + 1 predstavljuju dva uzastopna vremenska koraka definirana za vrijeme
tnitnir =ty + At

Jednadzba (1.2) definira nedivergentno polje brzina, te ¢emo koristiti prediktor-korektor metodu
(eng. predictor-corrector method) [6] za nametanje zadanog uvjeta. Prvo raCunamo privremenu

brzinu ©* (eng. fentative velocity) rjeSavanjem (2.1) uz koriStenje tlaka p":

* n

u —u

1
N —;Vp" —u" - Vu" + vViu" 2.2)

U drugom koraku trazimo novu brzinu ™! ukljuéivanjem korekcije tlaka ¢:

*

un+l —u

At

Korekciju tlaka ¢ racunamo rjeSavanjem Poissonove jednadzbe:

= —EVq (2.3)
p

2 _i . *
Vq-AtV u 2.4)

koja se dobije primjenom operatora divergencije na jednadzbu (2.3) uz uvjet V - u"*1 = 0.

Dobiveni rezultat g se iskoristi za korekciju tlaka i rjeSavanje jednadzbe (2.3). Primjetimo da

vrijedi p"*t1 = p" + ¢, te se moZe vidjeti da se zbrajanjem (2.2) i (2.3) dobije:

n+1_u*+u*_un
At

Sto odgovara pocetnom izrazu (2.1).

u

1
= —;V (p" + q) — u™ - Vu" + vV3u" (2.5)

2.2 Pomaknuta mreza

Tocka u prostornoj mrezi je definirana indeksima (i, j) koji odreduju koordinate x = iAx iy =
jAy. Zbog racunanja gradijenta tlaka u to¢kama u kojima nas zanima promjena brzine, umjesto
tradicionalne kolocirane mreZe (eng. collocated grid), u kojoj su sve varijable pohranjene u
istim tockama, uobicajeno je koristiti pomaknutu mreZu u kojoj se lokacije pohranjenih varijabli

razlikuju. Takva se mreZa dobije koriStenjem odvojenih obi¢nih mreZa za svaku varijablu
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posebno. Zatim mreZe s pohranjenim vrijednostima u, v i p pomifemo za pola Celije gore,

pola Celije desno te pola Celije i gore i desno, redom. Dobivena mreZa prikazana je na slici 2.

‘“m(j]m‘n) Em, ($min + l) Zm (fmax — 1) 5’:Jrr('i|||4|x)
| | | |
| | I |
-’"(’.min) : -’"(’.lll‘ln + l) : 'r'(flll.‘lx - ]) : -r('ilnnx) : -r('ilnsl.x + l)
o o
! ! : ! - H(.}‘]nnx ot -I-)
,jlnnx o] Yo P Ve P Yo P v P » e P peee=-- Ym (,);m.\x)
‘ L - ‘ - H(jm.‘lx)
J’IINIX -1 y e P Y. P y op e P e P y . (L it Y (.jmnx - l)
o H(.}“mnx |)
. i o . I
.j]]]'m + 1 I op oV oV 3 P ‘."I P » O i Y (Jmin + l)
- fi'(.jmju + l)
.jl]]ill I op op y op y op 3 op P Y (.jmin)
I
flllill ":min +1 I'jmin +2 Cae ":nm.x -1 f‘-m.‘\x ""(-h”'“)
Slika 2: Pomaknuta mreZa za prostornu pohranu komponenti brzina i tlaka. Vrijedi x(i) = iAx,

Tm (i) = iAx + Azx/2, y(j) = jAY, ym(j) = jAy + Ay/2. Koordinate za u su (x(i),ym (7)), za
v su (xm(2),y(f)) i za p su (xm (i), ym(j))- (Slika preuzeta iz [6])

2.3 Prostorna diskretizacija

Iz jednadZbe (2.2) izrazimo u* i raspiSemo po komponentama:

1
u* =u"+ At <yv2u" —u" - Vu" — 5 (vp")gC) (2.6)

vt ="+ At (VVZUn —u” Vo' — % (Vp”)y) (2.7)

Dobivene jednadZbe ¢emo diskretizirati u daljnjem tekstu.
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2.3.1 Diskretizacija u jednadzbe

Desnu stranu jednadzbe (2.6) diskretiziramo koriStenjem metode konacnih razlika. Jednadzbu

za komponentu © moZemo pisati:

u*:u"+At(y (8

2un

0x?

+

a?un

oy?

_ n@+
u 8:{,’ v

Pojedinacne ¢lanove za tocku (i, j) diskretiziramo:

ou 1

Ua—y—4

2
0°u . Ui—1,j — Zui,j + Ui41,5

ox? Ax?
2
0*u U j—1 — Qui,j + Us j+1
0y? Ay?
u3U N
ox I 2Ax

(Vic1j + Vig + Vic1 i1 + Vi)
j J j J

@ _ Dij — DPi—1,j

ox

Ax

Primjetimo da zbog koriStenja pomaknute mreZe, komponenta brzine v KkoriStena u

n
,Ou

dy

Wij+1 — Uij—1

2Ay

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

jednadzbi (2.12) nije izravno definirana u tocki koju se promatra, stoga se ova vrijednost

racuna kao srednja vrijednost Cetiri okolne vrijednosti. Opisana diskretizacija prikazana je na

slici 3.

j+1

i—2

i—1

i

i+1

Slika 3: Brzine koristene za diskretizaciju jednadZbe (2.8) u tocki (i,j). Za vrijednost od v se uzima
srednja vrijednost okolnih vrijednosti.(Slika preuzeta iz [6])
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2.3.2 Diskretizacija v jednadzbe

Analogno, jednadZbu (2.7) moZemo pisati:

P 9P o™ o™ 1 op"
o At (v (28 C0 ) (D ) 2O 2.14
vt <y<3w2+3y2) (u or " ay) pf)y) @1
Pojedinacne ¢lanove za tocku (4, j) diskretiziramo:

2
0“v Vi—1, — 21)1"3' + Vit1,j

— 2.15
Ox2 Ax? 1>
*v _ Vij-1— 205 + Vi j11 (2.16)
Oy? Ay?
ov 1 Vit1,j — Vi—1,
Us = (Ui j—1 4 Ui j + Uig1j—1 + Uig15) ETJ 2.17)
v Vi j+1 — Vij—1
B . b 2.18
Vo, = Ui oA, (2.18)
P i — i
P _ Pij —Pij-1 (2.19)

Ay Ay
Za razliku od jednadZzbi za u komponentu, sada zbog pomaknute mreze nije definirana
vrijednost u u jednadZzbi (2.17) pa trebamo koristiti srednju vrijednost Cetiri okolne vrijednosti.

Opisana diskretizacija prikazana je na slici 4.

j+1
T‘I,’(‘i,j+ 1)
. (i, 7) (i +1,7)
J =P >
v(i+1 ])T T'U('i, j Tz (2 +11,5)
wlj—1) u(id1,j-1)
j—1 —>------- =
T'U(i, ji=1)
j—2

i—1 i i+ 1

Slika 4: Brzine koristene za diskretizaciju jednadzbe (2.14) u koordinatama (i,j). Za vrijednost od u se
uzima srednja vrijednost okolnih vrijednosti.(Slika preuzeta iz [6])
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2.3.3 Diskretizacija Poissonove jednadzbe

Jednadzbu (2.4) mozemo diskretizirati koriStenjem izraza:

w¥ o —ur. Y L
Vout = S i 2.20
Ax Ay 2.20)

V2 = Qi1 — 2%‘,;‘ + i1, n Gij—1 — 2%‘,;’ + Gij+1
Ax Ay

Uvrstavanjem ovih izraza u (2.4), uz pojednostavljenja Ax = Ay i p = 1, sredivanjem se

(2.21)

dobije:
1 Az? )
Gij =7\ Gi-1j+ Gr1j T g1+ dijo— — (V- u) (2.22)
4 At
Primijenjena diskretizacija prikazana je na slici 5.
Qi+ 1
i+l p(i,j +1)
Tv(i,j H 1)
ult, ) p(i,7) 4l +1,7)
j T == S — .
p(i—1,7) | pli+1,5)
Ti‘)(’l,,j
j—1 f
p(l,j - 1)
1—1 i 1+ 1

Slika 5: Brzine i tlakovi (na slici oznaceni s p) koristene za diskretizaciju jednadzbe (2.22) u
koordinatama (i,j). (Slika preuzeta iz [6])



Marko Korda: Numericko rjeSavanje Navier-Stokesovih jednadzbi

2.3.4 Korekcija brzine i tlaka

Konacno, mozemo rijesiti jednadzbu (2.3) prebacivanjem u oblik:

n+1 n 2] 1—1, 7 2]
ot 20 2.23
u u ; < Ay + Ay (2.23)
uz korekciju tlaka:
P =p"+q. (2.24)

Racunanjem ovih vrijednosti zavrSen je jedan vremenski korak u simulaciji te je krajnji rezultat

simulacije vrijednost «" ! i p"*! u zadnjem vremenskom koraku.

2.4 Rubni uvjeti

U ovom radu promatrat ¢e se razli¢iti oblici domene toka definirani rubnim uvjetima. Zbog
upotrebe pomaknute mreZe neki od rubnih uvjeta nisu trivijalni za postavljanje jer varijable
nisu definirane izravno na svim rubovima. Jedan takav slucaj je brzina u na gornjem rubu.
Njen iznos je definiran Ax/2 od gornjeg ruba. RjeSenje za ovaj problem je dodavanje reda
fiktivnih Celija iznad ruba. Za Dirichletov rubni uvjet na gornjoj stijenci (v = 0) definiramo
Ui j+1 = —Uig, gdje je J = Jmaes- Navedeni primjer prikazan je na slici 6. Opcenito, za
sve varijable koje nisu definirane na rubu dodajemo jednu fiktivnu ¢eliju odmah izvan ruba i
postavljamo ju na vrijednost potrebnu da aritmeti¢ka sredina dvije rubne vrijednosti odgovara

Dirichletovom rubnom uvjetu.

“‘(L juu—Lx + l) (_: :

'U,(Y:, jmax) _)

11(1 jmax—l ) ﬁ

Slika 6: Prikaz postavijanja Dirichletovog rubnog uvjeta za v brzinu na gornjoj stijenci domene.
Vrijednost u fiktivnoj Celiji (jmae + 1) postavijamo na suprotnu vrijednost od Celije ispod (jmaz) kako bi
izmedu njih (na rubu domene) vrijednost bila 0. (Slika preuzeta iz [6])
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2.5 Pocetni uvjeti

U primjerima gdje fluid s jedne strane ulazi te s druge izlazi potrebno je prilagoditi pocetne
uvjete kako ocuvanje mase ne bi bilo naruSeno. Utjecanje fluida bit ¢e modelirano jednakom
komponentom brzine v = 1.0 m/s za sve tocke na otvorenom dijelu lijjevog ruba domene.
Njihove koordinate su (0, 7), j1 < j < j2. Najjednostavniji nac¢in da se nametne uvjet ouvanja
mase je da se za sve tocke domene za koje vrijedi j; < j < jo postavi u = 1.0 m/s, a za ostale
u = 0.0 m/s.

Primjer Supljine s pokretnim poklopcem nema utjecanja ni istjecanja fluida pa je pocCetni uvjet
© = 0.0 m/s u svim to¢kama domene. U svim primjerima bit ée postavljeno na v = 0.0 m/s i

p = 0.0 Pa na pocetku simulacije.

2.6 Numericka stabilnost

S obzirom da smo koristili eksplicitnu shemu za diskretiziranje derivacija, moramo pripaziti na

numericku stabilnost. Prema literaturi [9] uvjet koji treba zadovoljiti je:

Az)? A
At < C - min <( f) Re, ’u’x ) (2.25)
gdje je
At
C = —|“”K; (2.26)

Courantov broj. Kod odabira veli¢ine vremenskog koraka bit ¢e uracunat navedeni uvjet.

2.7 Odabir konstanti

U svim primjerima vrijedit ée p = 1.0 kg/m? te ¢emo, to se ti¢e svojstava fluida, mijenjati samo
kinemati¢ku viskoznost v ¢iju éemo mjernu jedinicu (m?/s), zbog preglednosti, izostavljati u
daljnjem tekstu. Kako bi vrijedilo D = 1.0 m, visina cijevi kao i Supljine bit e h = 1.0
m. Duljina cijevi bit ¢e L = 10.0 m, a Supljine L = 1.0 m. Zato ¢emo veliinu prostorne
diskretizacije definirati preko brojeva prostornih to¢aka nx i ny. Vrijedit e Ax = Ay =
(1.0 m)/(ny —1). Finocu prostorne diskretizacije éemo birati prema konkretnom problemu, a u
svim primjerima za vremenski korak dovoljnim ¢e se pokazati At = 0.001 s. Broj vremenskih
iteracija nt bit e izabran tako da je simulacija dovoljno duga da garantira stacionarna rjeSenja.

Za broj iteracija u rjeSavanju Poissonove jednadzbe koristit ¢emo nt pyisson = D0.

10
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2.8 Pregled koda

Kod je napisan u programskom jeziku Python. Za racunski dio koriStena je biblioteka
NumPy [7], a za vizualizaciju dobivenih rezultata koriSten je Matplotlib [8]. Sada ¢emo
promotriti cijeli postupak u saZetom 1 preglednom obliku. Cjeloviti kod za sve rijeSene
primjere se nalazi na poveznici: https://github.com/MarkoKorda/Navier-Stokes-2D.
Sazeti pregled koda:
a) Postavljanje konstanti (v, Ax, Ay, At, broj to¢aka (nx, ny), vremenskih iteracija (nt)...)
b) Kreiranje mreZe i postavljanje pocetnih uvjeta
c¢) For petlja za vrijeme (nt vremenskih koraka)
c.l Racunanje u* i v*
c.2 Primjena rubnih uvjeta na u* 1 v*
c.3 IzraCun desne strane Poissonove jednadZbe

c.4 For petlja za iterativno raCunanje Poissonove jednadzbe (50 iteracija) uz primjenu
rubnih uvjeta za tlak

¢.5 Korekcija tlaka za dobivanje p™*!

c.6 Korekcija brzine za dobivanje v+ i v !

c.7 Primjena rubnih uvjeta na u"*! i ¢!
c.8 AZuriranje animacije (ukoliko je ima)

d) Vizualizacija i/ili ispis rezultata

11
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3 Rezultati

3.1 Ravna cijev
3.1.1 Analiticko rjeSenje za beskonac¢nu ravnu cijev

Pretpostavit cemo dvodimenzionalan slucaj toka kroz beskonacne paralelne ploce. Tok je

stacionaran tako da vrijedi:

ou

— =0 3.1

BT (3.1
Takoder, uvodimo pretpostavku da je tok potpuno formiran $to znaci da se viSe ne mijenja u x

smjeru 1 vrijedi:
ou
or
Brzine su paralelne stijenkama pa vrijedi v = 0 i gradijent tlaka postoji samo u X smjeru te se

0 (3.2)

jednadzba (1.1) u ovom primjeru reducira na:

0? 10
gu__-92 (3.3)
oy?  pvox
Desna strana je konstantna pa ju oznacimo sa C' i problem se reducira na obi¢nu diferencijalnu
jednadzbu:
d?u
— = 34
e (3.4)
Pretpostavimo rjeSenje u obliku:
u(y) = Ay* + By + D (3.5)

Rubni uvjeti su Dirichletovi rubni uvjeti na stijenkama: «(0) = 0, u(h) = 0 gdje je h visina
cijevi. To su takozvani rubni uvjeti bez proklizavanja (eng. no slip boundary conditions).
Primjenom prvog rubnog uvjeta dobijemo D = 0. Jednadzbu (3.5) deriviramo dvaput po y i

usporedbom s jednadzbom (3.4) vidimo da vrijedi:

C 1 dp
A= =505 (3.6)

Primjenom drugog rubnog uvjeta na jednadzbu (3.5) dobije se

12
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1 Op
B=—-Ah=————h 7
2pv Oz S
pa konacno rjeSenje ima oblik:
1 Op
=——yly—~h 3.8
u(y) 200 O (y —h) (3.8)

Dobiveni profil brzina je paraboli¢ni profil brzina. Za gradijent tlaka u (3.8) ¢emo iskoristiti
dobivene vrijednosti u numeric¢koj simulaciji na kraju cijevi gdje je tok priblizno formiran.
Takvo rjeSenje cemo zvati analitickim i1 usporedit ¢emo ga s brzinama dobivenim u numerickoj

simulaciji.

3.1.2 Numericko rjesenje za kona¢nu ravnu cijev

Sada ¢emo koriStenjem razvijenog koda simulirati tok kroz ravnu cijev. U tom slu¢aju imamo
dvije paralelne Cvrste stijenke izmedu kojih tece fluid. Fluid utjeCe s lijeve strane, a istjece
s desne. Brzina je konstantna na ulazu pa rubni uvjet na lijevom rubu iznosi v = 1.0 m/s.
Na stijenkama nema proklizavanja pa brzine na stijenkama iS¢ezavaju, kao i gradijent tlaka
okomit na stijenku. OCuvanje mase definira pocetni uvjet v = 1.0 m/s. Stoga su pocetni uvjeti

definirani na nacin da je:

u=1.0m/s,v=0.0m/s,p=0.0Pa (3.9)

svugdje osim na rubovima. Postavljamo Dirichletove rubne uvjete za brzinu u za stijenke i

lijevi rub gdje fluid utjece:

Upottom = Utop = 0.0 m/s (3.10)

Uepr = 1.0 m/s 3.11)

i Neumannov za brzinu na desnom rubu gdje fluid istjee i ne poznajemo toc¢an iznos brzine:

(%) = 0.0 (3.12)
right

Analogno, za brzinu v rubni uvjeti su:

Ubottom = Vtop = Vleft = 0.0 m/s (313)

i Neumannov za brzinu na desnom rubu gdje fluid istjee i ne poznajemo to¢an iznos brzine:

13
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(8_) — 0.0
39: right

Tlak je definiran do na konstantu pa desni rub drZzimo na nultom Dirichletovom rubnom uvjetu,

(3.14)

a ostale na Neumannovom:

(3. (3),
! Ox left ay bottom ay top

U ovom primjeru usporedit ¢emo analiticka i numericka rjeSenja za odabire razlicitih

(3.15)

viskoznosti fluida. Konstante postavljamo na vrijednosti zadane u tablici 1, a viskoznosti na

one prikazane u tablici 2.
Tablica 1: Odabir konstanti za numericku simulaciju toka kroz ravnu cijev.

Tablica 2: Odabir vrijednosti kinematicke viskoznosti za tri primjera numericke simulacije toka kroz

ravnu cijev.

plkegm™3] | Az [m] | Ay [m] | At [s]
1.0 0.05 0.05 0.001
nx ny nt ntPoisson
21 201 5000 50

Primjer 1

Primjer 2

Primjer 3

v [m?s™!]

0.5

0.1

0.02

Konacan rezultat usporedbe numerickog i analitiCkog rjeSenja za tri razliCite viskoznosti
vidimo na slici 7. Vidimo izvrsno podudaranje numerickog i analiti¢kog rjeSenja. Porast greske
sa smanjivanjem viskoznosti moZemo intepretirati kao nepotpuno razvijene profile brzina jer
smanjivanjem viskoznosti treba veca duljina cijevi da se uspostavi paraboli¢ni profil, a mi smo
ju drzali jednakom za sve slucajeve. U tom slucaju aproksimacija beskonacne cijevi koju smo
iskoristili kod analitickog izvoda prestaje biti valjana pa analiti¢ko rjeSenje viSe nije to€no, ali
za vece vrijednosti ¥ smo pokazali to¢nost numeri¢kog modela. Model e ostati stabilan i toCan
i za nize vrijednosti v dok smo god u rasponu koji garantira stacionarna rjesenja i dok pazimo

na finocu prostorne i vremenske diskretizacije.

Sada, kada smo provjerili ispravnost modela, moZemo vizualizirati navedena tri slucaja.
Zanimljivo je promotriti kako se formira paraboli¢na raspodjela brzina s obzirom na prevaljenu
udaljenost u x smjeru. Prvi slucaj, u kojem je v = 0.5 vidimo na slici 8 (a). Vidimo da je profil
brzina jako brzo poprimio paraboli¢ni oblik zbog visoke viskoznosti. U drugom slucaju, imamo
nesto niZu viskoznost (v = 0.1) pa se profil brzina sporije mijenja u paraboli¢ni, no vidimo na
slici 8 (b) da ga ipak ubrzo poprimi. Uz jo§ niZu viskoznost v = 0.02, u primjeru na slici 8 (c)

vidimo da profil brzina jako sporo poprima paraboli¢ni oblik.
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144

1.2+

1.04

0.8 1

s3]
p——
u[my/s]

0.6

0.4 1

0.2 1
—— Analiti¢ko rjesenje
0.0 + Numericko rjesenje

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y [ml]

1.4+
1.2
1.0

0.8

b)

u[m/s]

0.6 1

0.4

0.2 4
—— Analiti¢ko rjesenje
0.0 1 +  Numericko riesenje

0.0 02 0.4 06 08 10
y [m]

144

1.2+

1.0

0.8 1

D
u[my/s]

0.6

0.4 1

0.2

—— Analiti¢ko rjesenje

0.0 - +  Numericko rjesenje

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y [ml]

Slika 7: Usporedba numerickog i analitickog rjeSenja za profil brzina u ravnoj cijevi za (a) v = 0.5, (b)
v=0.1i(c)v =0.02
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—_— = = = —> —» —> —> —>
—_— s — — — — —> —> —>

QL
y [m]

— — — — — —  — — —

—_—— — — — — —> — —>
—_—— — — — — — — —

—_—— — — — — —> — —>

z
y[ml]
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—_—— — — — — —> —> —>
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—_— s — — — — — —> —>

0.16 0.32 0.48 0.64  0.80 0.96 1.12 1.28 1.44
|u] [m/s]

Slika 8: Polje brzina u ravnoj cijevi za (a) v = 0.5, (b) v = 0.1 i (c¢) v = 0.02. Strelice pokazuju iznos
i smjer brzine, a okomite crne linije prikazuju oblik raspodjele x komponente brzine ovisno o koordinati
y za nekoliko vrijednosti x.
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3.2 Cijev sa stepenicom

Razmotrit ¢emo slucaj cijevi koja na pocetku ima stepenicu visine hge, = 0.5 m. Promatrat

¢emo nastajanje vrtloZnog gibanja u podnoZju stepenice i ovisnost veliine vrtloga o iznosu v.

U ovom slucaju pocetni tok se nalazi samo u gornjoj polovici cijevi, stoga kako bi masa bila
oCuvana pocetni uvjet za brzinu je © = 1.0 m/s svugdje u gornjoj polovici domene, a © = 0 m/s

u donjoj pa su pocetni uvjeti (osim na rubovima):

Uypper = 1.0 M/S, Ujpyper = 0.0 m/s, v = 0.0 m/s, p = 0.0 Pa (3.16)

Rubni uvjeti za u su Dirichletovi za stijenke cijevi, stijenke stepenice i gornju polovicu lijevog

ruba domene:

Upottom — Utop = Ustep — 0.0 m/s (3.17)

Uepr = 1.0 m/s (3.18)

Za desni rub gdje fluid istjeCe i gdje ne poznajemo to¢nu brzinu postavljamo Neumannov rubni

uvjet:

(%) = 0.0 (3.19)
right

Analogno, za v vrijede nulti Dirichletovi rubni uvjeti na svim rubovima osim desnog:

Upbottom = Vtop = Vieft = Ustep = 0.0 m/s (320)

i Neumannov za brzinu na desnom rubu gdje fluid istjee i ne poznajemo tocan iznos brzine:

(g—z) = 0.0 (3.21)
right

Za tlak imamo rubne uvjete jednake kao u proslom primjeru uz dodatak rubova stepenice:

0 0 0 0
(), (8 (8) - (8)_ 0 o
x left Y bottom Y top n step

Konstante postavljamo na vrijednosti zadane u tablici 3, a viskoznosti na one prikazane u
tablici 4.

Rezultat numeric¢ke simulacije vidljiv je na slici 9. MoZemo primjetiti kako se u suZenom

dijelu cijevi uspostavio paraboli¢ni profil brzina. Prelaskom preko ruba stepenice tok se
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Tablica 3: Odabir konstanti za numericku simulaciju toka kroz ravnu cijev sa stepenicom.

plkgm ] | Az [m] | Ay[m] | At[s]
1.0 0.02 0.02 0.001
nw ny nt Nl poisson
51 501 10000 50

Tablica 4: Odabir vrijednosti kinematicke viskoznosti za tri primjera numericke simulacije toka kroz
ravnu cijev sa stepenicom.

Primjer 1 | Primjer 2 | Primjer 3
v [m?s™] 0.02 0.01 0.005

poremeti jer dode do kontakta s fluidom koji miruje Sto uzrokuje pojavu vrtloga. Fluid iznad
vrtloga, koji nastavi s gibanjem udesno, ponovno teZi poprimanju parabolicnog profila brzina.
Sto je veca viskoznost to se profil uspije brZe uspostaviti zbog veceg trenja izmedu slojeva
fluida.

Kod ovog primjera zanimljivo je promotriti i drugaciji prikaz, a to je prikaz strujnica (eng.
streamlines). Navedeni prikaz vidimo na slikama 9 1 10. U donjem lijevom kutu nastaje vrtlog
u kojem se fluid rotira malom brzinom. Za niZe vrijednosti v taj vrtlog ¢e biti veci. Zbog nizZe

viskoznosti dio slojeva se lakSe "odvoji" od glavnog strujanja i tako formira veci vrtlog.

Za v = 0.005 (slika 10 dolje) vrtlog zauzima velik dio domene. Vidimo i da se tok jako
slabo prilagodio na novu Sirinu cijevi. Daljnjim smanjivanjem viskoznosti vrtlog bi presao
desni rub domene. To bi dovelo to neto¢nih rezultata zbog rubnih uvjeta pa ¢emo se zadrZati na

dosadas$njim primjerima.
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y [m]

4 x [m] 6 8 10

0.00 0.16 0.32 0.48

0.64 0.80 0.96

1.12 1.28 1.44
|ul [m/s]

y [m]

o
N

X [m]

0.00 0.16 0.32 0.48 0.64

0.80 096 1.12 1.28

1.44
|u] Im/s]

Slika 9: Na slici gore prikazano je polje brzina u ravnoj cijevi sa stepenicom za v = 0.02. Slika dolje
prikazuje strujnice koje pokazuju smjer strujanja fluida za v = 0.02.
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1.0

0.8

0.6

y [m]

0.4

0.2

0.0

y [m]

o
N
i
[o)]
o]

x[m]

0.00 0.16 0.32 0.48 0.64 0.80 0.96 1.12 1.28

1.44
|ul [m/s]

Slika 10: Polje brzina u ravnoj cijevi sa stepenicom za (gore) v = 0.01 i (dolje) v = 0.005. Strujnice
pokazuju smjer strujanja fluida.
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33 éupljina s pokretnim poklopcem

Posljednji primjer kojeg ¢emo simulirati je poznati problem fluida u zatvorenoj Supljini s
poklopcem koji se giba udesno 1 tjera fluid na gibanje (eng. lid driven cavity problem) [10].

Pocetni uvjeti su postojani fluid (osim na gornjem rubu) bez gradijenta tlaka:

uw=wv=0.0m/s,p=0.0Pa (3.23)

Rubni uvjeti za brzinu su i§¢ezavanje obe komponente na svim stijenkama osim u komponente

na gornjoj stijenci koja prati gibanje poklopca:

Uleft = Uright = Ubottom = Vleft = Uright = Ubottom — Utop = 0.0 m/s (324)

Utop = 5.0 /s (3.25)

Sve stijenke su Cvrste pa za tlak imamo nulti Neumannov rubni uvjet na svim rubovima:

() (5 G &), 0 00
Ox left Ox right ay bottom 83/ top

U tablici 5 su zadane konstante, dok tablica 6 sadrzi vrijednosti viskoznosti.

Tablica 5: Odabir konstanti za numericku simulaciju fluida u Supljini sa poklopcem koji se giba udesno.

plkgm™3] | Ax [m] | Ay [m] | At [s]
1.0 0.01 0.01 0.001
nw ny nt Nt poisson
101 101 5000 50

Tablica 6: Odabir vrijednosti kinematicke viskoznosti za dva primjera numericke simulacije fluida u
Supljini sa poklopcem koji se giba udesno.

Primjer 1 | Primjer 2
v [m?s71] 0.02 0.01

Rezultat simulacije vidljiv je na slikama 11 i 12. Vidimo da se cijeli fluid poceo rotirati u
jednom velikom vrtlogu uz dva mala vrtloga u donjim kutevima Supljine. Vrtlozi u kutevima se
povecéavaju smanjivanjem viskoznosti fluida jer se fluid lakSe odvaja od glavnog toka. Brzina
je najniza u sredini i u kutevima, a najvisa uz sami poklopac i desni rub Sto je ocekivano. Za
ovaj problem zanimljivo je i promotriti polje tlaka Sto se moZe vidjeti na slikama 11 (dolje) i 12
(dolje).

Tlak je daleko najvisi u gornjem desnom kutu §to je ocekivano s obzirom da gibanje poklopca
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gura fluid velikom brzinom u taj kut. Takoder, u gornjem lijevom kutu primjecujemo malu
tocku niskog tlaka Sto je rezultat brzog otjecanja fluida iz tog podrucja. Vidimo i zonu nesto

viSeg tlaka pri cijelom dnu Supljine.
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Slika 11: Polje brzina (gore) i polje tlaka (dolje) u Supljini sa pokretnim poklopcem za v = 0.02.
Strujnice pokazuju smjer strujanja fluida.
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Slika 12: Polje brzina (gore) i polje tlaka (dolje) u Supljini sa pokretnim poklopcem za v = 0.01.
Strujnice pokazuju smjer strujanja fluida.
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4 Zakljucak

U ovom radu cilj je bio numericki rijeSiti Navier-Stokesove jednadzbe za neke jednostavne
dvodimenzionalne probleme kako bi se dobio uvid u metode i probleme racunalne dinamike
fluida. Takoder je cilj bio promotriti ponaSanje toka u ovisnosti o viskoznosti. Pokazana je
valjanost modela za niske vrijednosti Reynoldsovog broja usporedbom s analiticki rjeSivim
slucajem. Model je zatim primijenjen na slucaj toka kroz ravnu cijev sa stepenicom, S$to je
dalo dobar uvid u nacin 1 razloge stvaranja vrtloga. Uoceno je da smanjivanjem viskoznosti
raste vrtlog u podnoZju stepenice zbog smanjivanja viskoznog doprinosa. U zadnjem, primjeru
Supljine s pokretnim poklopcem, prouceno je nastajanje velikog i malih vrtloga uslijed brzog
gibanja poklopca. Promotreno je takoder i polje tlaka te je zakljuceno kako tlak znacajno raste
u podrucju u kojeg pokuSava uci veca koli¢ina fluida. Ovaj numeri¢ki model bi se mogao
dalje unaprijediti koriStenjem metoda kao $to su metoda konacnih volumena (eng. finite volume
method) i metoda kona¢nih elemenata (eng. finite element method) kako bi se mogli uc¢inkovito
promatrati problemi s kompleksnijim geometrijama koji bolje opisuju realne probleme, no to je

izvan okvira ovog rada.
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