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Tin Marusi¢: Analiza rjeSenja difuzijske jednadZzbe u 2D

1 Uvod

Difuzija je proces koji proizlazi iz nasumicnog gibanja Cestica iz podrucja viSe koncentracije u
podrucdje niZe koncentracije. [1] Difuzijska jednadZba opisuje rezultate tog gibanja te ima prim-
jenu u raznim granama znanosti poput biologije, kemijskog inZenjerstva, medicine i mnogih
drugih. Za na$ rad najvaznija ¢e biti primjena u podrucju provodenja topline. U ovome radu
¢emo prvo izvesti jednadZzbu, rijeSiti je numerickim metodama te cemo pomocu tih rjeSenja
proucavati prijenos topline kroz metal. Zagrijavanje metala jedan je od procesa koji ima dubok
utjecaj na mikrostrukturne promjene i termicku stabilnost metala. Analiza rjeSenja difuzijske
jednadzbe za ovakav proces omogucuje precizno modeliranje distribucije temperature unutar
metala tijekom zagrijavanja te pruza vrijedne informacije o brzini Sirenja topline i vremenu
postizanja termickog ravnoteznog stanja. Poznavajuéi te informacije moguce je optimizirati
industrijske procese $to na koncu dovodi do optimalnog ulaganja energije Sto je u danaSnje

vrijeme iznimno vazno.

1.1 Izvod 1D difuzijske jednadzbe

Za pocetak razmotrimo jednodimenzionalni problem provodenja topline. Pretpostavimo da
imamo homogenu izoliranu Sipku tako da se toplina kroz nju prenosi samo uzduZz Sipke, a ne
na okolinu. Ovaj primjer je opisan u literaturnom navodu [2] Ako Sipku zagrijemo u jednoj
tocki toplina ¢e se prenositi s tocki viSe temperature na tocke niZe temperature. Taj ¢e proces
potrajati dok se temperature svih tocki ne izjednace te ¢emo tada imati Sipku na konstantnoj
temperaturi. Ako promotrimo infinitezimalni presjek Sipke dx, njegova temperatura ¢e se u vre-
menskom rasponu d¢ promijeniti za d71" zbog prelaska topline (),,. Odnos izmedu (),, i promjene
temperature d1' dan je relacijom:

Q.=m-c-dT (1.1)

,gdje je m masa Sipke, a c specifi¢ni toplinski kapacitet materijala od kojeg je izradena Sipka.
Bududi da se masa moze prikazati kao produkt poprecnog presjeka Sipke, gustoce te infinitezi-

malnog presjeka Sipke dz, izraz postaje:
Qn=A-p-dr-c-dl (1.2)

Buduc¢i da se toplina prenosi tijekom vremenskog intervala dt gornju jednadZzbu podijelit ¢emo
sa dt.
: dr

Qn:A-p-dav-c-E (1.3)

U gornjoj jednadzbi smo definirali brzinu protoka topline kao Q. =Qn /dt. JednadZba opisuje
ucinke toplinskoga toka kroz Sipku, ali ne i uzrok postojanja toka. Uzrok je, prema Fourierovu

zakonu, postajanje temperaturnog gradijenta uzduZ Sipke. Fourierov zakon u diferencijalnoj
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formi glasi:
ar

Q:—/\'A~% (1.4)
, gdje je A konstanta termalne provodljivosti materijala. Ovaj zakon ocigledno govori da posto-
janje temperaturnog gradijenta uzrokuje toplinski tok te da su oni medusobno proporcionalni.
Takoder minus u jednadZzbi oznacava da Ce toplina teci od tocke s viSom temperaturom prema
tocki s nizom temperaturom. Ukupnu toplinu koja protece kroz element Sipke duljine dz dobit
¢emo kao razliku topline koja izlazi iz tog volumena, (), i topline koja u njega ulazi, @);,,. Ta

razlika koja ostaje u volumenu se tro$i na njegovo zagrijavanje.

Qn = Qout — Qin = —dQ (1.5)

Radi lakSeg razumjevanja, proces prolaska topline kroz volumen Sipke dV' je prikazan na slici
1. Ukoliko je izlazna toplina veca od ulazne topline tada e se toplina odvoditi iz volumena te

¢e se temperatura smanjiti. To je razlog zasto smo u jednadzbi 1.5 dodali minus sa desne strane.

X dx x+dx

. . dT 37—
N ot O; =Q,1=A-dx-p-c- S

Slika 1: Prijenos topline kroz volumen Sipke dV. (slika preuzeta s https://www.tec-science.com/
thermodynamics/heat/ heat-equation-diffusion-equation/ [2])

UvrStavanjem jednadzbe (1.3) u 1.5 dobije se:

ar ___ 1 dQ
dt  A-p-c do

Nadalje, koriStenjem Fourierova zakona iz jednadZbe (1.4) moZemo se rijesiti toplinskog toka

(1.6)

te Ce tako prethodna jednadZba ovisiti samo o temperaturi.

dT 1 d(=A- A4

E__A-p-c' dz

(1.7)
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ar — A . d2_T (1.8)
dt  p-c dx?
Iz jednadzbe (1.8) moZemo zakljuciti da je vremenska promjena temperature u nekoj tocki
je proporcionalna drugoj derivaciji razdiobe temperature(s obzirom na os x), a ona odgovara
promjeni temperaturnog gradijenta u razmatranoj tocki. Ova jednadZba se naziva jednadZbom
Sirenje topline te opisuje Sirenje topline za nestacionarno stanje.[2] Buduéi da temperatura ovisi
o polozaju i vremenu, matematicki ispravno bi bilo obi¢ne derivacije u jednadzbi (1.8) zami-
jeniti parcijalnima.
T (z,t) A OPT(x,t)
o p-c  Oa2

Sada moZemo pobliZe razmotriti faktor proporcionalnosti A/p - c. O¢igledno je da ée materijali

(1.9)

sa veCom toplinskom vodljivo$¢éu te manjom gusto¢om i specificnim toplinskim kapacitetom
imati brzu vremensku promjenu temperature. Budu¢i da su sve te veli¢ine konstante za odredeni

materijal mozemo definirati toplinski koeficijent difuzije c.
A
oa=— (1.10)
p-c

Ovaj koeficijent predstavlja mjeru brzine promjene temperature s odredenom promjenom tem-
peraturnog gradijenta.[2]Time jednadzba (1.9) postaje:
OT (x,t) O*T (x,t)

=

ot 02 (D

Ova jednadzba nam govori da ukoliko imamo razliku u temperaturama izmedu nekih tocaka,
stvorit ¢e se toplinski tok §to dovodi do izjednacavanja temperature. Sli¢na stvar ¢e se dogadati
ako imamo razliku u koncentracijama. Tada Ce se stvoriti maseni tok koji ¢e dovesti do iz-
jednacavanja koncentracija. Iz tog razloga difuzijska jednadZzba ima isti oblik kao i jednadzba
(1.11).

ou(z,t) D 0*u(z,t)
o 0x?
U difuzijskoj jednadzbi u(z, t) oznaCava koncentraciju u nekoj tocki x u trenutku ¢, a D koefi-

(1.12)

cijent difuzije. Buduci da obe jednadZzbe slijede iste zakone i imaju iste oblike Sirenje topline se

moze tumaciti 1 kao difuzija topline zbog ¢ega ovaj rad analizira rjeSenja difuzijske jednadzbe.

1.2 Poopcenje na viSe dimenzija

U jednodimenzionalnom sluc¢aju smo promatrali tok topline samo u x smjeru. Ukoliko imamo
viSedimenzionalni slucaj provodenja topline, tokove topline ¢emo morati promatrati u viSe sm-
jerova(u dva smjera za 2D, tri za 3D). Objasnit ¢emo $to se dogada kada imamo 3D slucaj te

¢emo kasnije taj zakljucak lagano pojednostaviti za 2D.
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Qx,out

Slika 2: Prijenos topline u tri dimenzije kroz volumen Sipke dV. (slika preuzeta s https://www.
tec-science.com/thermodynamics/heat/ heat-equation-diffusion-equation/ [2])

Na slici 2 je prikazan element volumena dV kroz koji protjecu tokovi topline u x,y i z smjeru.
U jednodimenzionalnom slucaju razlika izmedu ulaznog i izlaznog toka topline je utjecala na

zagrijavanje volumena. Za 3D slu¢aj mozemo zakljuditi da ée razlika ulaznog i izlaznog toka,
u svakom smjeru, takoder zagrijavati element volumena. To bi znacilo da ¢e ukupna promjena

temperature u vremenu biti zbroj doprinosa promjena toplinskog toka u svim smjerovima.

ou(z,y, z,t)
ot

O*u(z,y, z,t)
0x?

Pu(z,y, z,t)
Oy?

O*u(z,y, z,t)

—D,-
022

+ D, - +D, - (1.13)
Oznake D,, D, i D, odgovaraju koeficijentima difuzije u odredenim smjerovima. Ako je
materijal izotropan, to znaci da svojstva tog materijala nisu usmjerenja i koeficijenti difuzije su
jednaki u svim smjerovima. Ova izotropnost olakSava matematicki opis procesa difuzije jer
omogucava upotrebu Laplaceovog operatora za opisivanje procesa, bez potrebe za

razdvajanjem difuzije u pojedinane smjerove.

ou(z,y, z,t)

—D-A 1.14
5t w(@,y, z1) (1.14)

Sada je prelazak na 2D oblik jednadZbe trivijalan. Ako imamo toplinski tok u dva smjera,

recimo x 1 y, imat ¢emo i samo dva doprinosa koja uzrokuju promjernu temperature. Zbog



Tin Marusi¢: Analiza rjeSenja difuzijske jednadZzbe u 2D

toga jednadzba (1.13) u 2D ima oblik:

ou(z,y,t)
ot

O*u(z,y,1)

- D, e Sed - R4
0x? Y 0y?

(1.15)

2 Numericke metode

Parcijalne diferencijalne jednadzbe (PDJ) definiraju ponaSanje neke funkcije v koja ovisi o dvije
ili viSe nezavisnih varijabli i sadrZi forme koje ukljucuju parcijalne derivacije, samu funkciju
u i varijable o kojima funkcija ovisi.[3] U fizici parcijalne diferencijalne jednadZbe opisuju
dinamicke procese 1 evoluciju sustava. Jedan od primjera takvih jednadzbi je 1 difuzijska jed-
nadzba, ali 1 mnoge druge poput valne, Laplaceove 1 Schrodingerove jednadZbe. Osnovna pod-
jela PDJ je na linearne, kvazilinearne i nelinearne. Linearne PDJ su one jednadZbe za koje
koeficijenti uz derivacije ovise samo o nezavisnim varijablama z;, s, ..., T,, a ne 0 samoj
funkciji w ili njenim derivacijama. Kvazilinearna PDJ je ona za koju se parcijalne derivacije
najviseg reda u jednadZzbi pojavljuju linearno s koeficijentima koji su funkcije nezavisnih var-
ijabli, same funkcije i njenih parcijanih derivacija niZeg reda. Sve ostale PDJ nazivamo ne-
linearnim PDJ.[3] Primjer linearne PDJ je difuzijska jednadzba. Buduci da analiticko rjeSenje
za ovu jednadZbu Cesto nije moguée pronaci, koristimo numericke metode za dobivanje prib-
liznog rjeSenja. Postoje razne numericke metode za rjeSavanje difuzijske jednadZbe, ali mi ¢emo
se fokusirati na metodu konac¢nih razlika. Metoda konac¢nih razlika omogucava diskretizaciju
prostora i vremena te pruZa pristupacan okvir za konstrukciju numerickog modela. Ova metoda
omogucuje konkretno prilagodavanje razli¢itim geometrijama i rubnim uvjetima, Sto je posebno
vazno u sloZenim problemima poput difuzije. Analizom osnovnih koncepta i primjera numer-
ickih simulacija, istraZit ¢u kako metoda konac¢nih razlika donosi korisne uvide u razumijevanje

difuzijskih procesa u 2D prostoru.

2.1 Metoda konacnih razlika

Jedan od najjednostavnijih nacina rijeSavanja PDJ je metoda konacnih razlika. U toj metodi
derivacije funkcija se aproksimiraju konacnim razlikama. Na taj naCin umjesto diferencijalnih
jednadzbi, rjeSava se sustav algebarskih jednadzbi. Na definiranoj domeni postavi se mjera

¢vorova gdje se racuna vrijednost funkcije.[4] Definicija derivacije u tocki z glasi:

@@) o= lim ¢(zo + h) — ¢(x0)

dx h—0 h 2D

Numericki ne mozemo postaviti h tako da tezi u nulu, ali moZemo odabirom dovoljno malog

h dobro aproksimirati derivaciju. lako se ta aproksimacija €ini pregruba, moZe se pokazati
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razvojem u Taylorov red da daje jako dobre rezultate.

o) 2T =00 02

Ovaj izraz se naziva derivacijom unaprijed. Vrijede forme koje su numericki ekvivalentne[3]:

* Derivacija unazad:

¢(z) ~ 2.3)

* SrediSnja derivacija:

/ N¢($+h)—¢($—h>
¢ (x) ~ o7 (2.4)

Da bi bilo intuitivno jasno Sto svaka od ovih derivacija predstavlja, dodana je slika 3 koja
prikazuje grafic¢ki prikaz koncepta. OCcito je da izbor derivacije koju ¢emo koristiti u racunu
ovisi o obliku funkcije koju Zelimo derivirati ili o odredenom dijelu funkcije. VaZno je naglasiti
da bi se teoretska greSka smanjila s odabirom manjeg koraka A, no u stvarnosti to nije uvijek
slucaj. Prilikom raCunanja, sva raCunala rade s greSkom zaokruzivanja prilikom dijeljenja pa bi
daljnje smanjenje koraka samo povecalo tu greSku. Iz tog razloga, kljucno je odabrati optimalan

korak h kako bi se osigurala najveca moguéa tocnost.

A
O
(0 po —_
.._Ax-_.%.XH'I
!
-2 i-1 i i+1 i+2
X
= Egzaktno e Centralno
—— Unazadno Unaprijedno

Slika 3: Usporedba rezultata numerickih derivacija sa egzaktnim rjesenjem (slika preuzeta iz Kresimir
Duvnjak: Analiza i usporedba numerickih metoda pri rjeSavanju biharmonijske jednadZbe [4])



Tin Marusi¢: Analiza rjeSenja difuzijske jednadZzbe u 2D

Derivaciju drugog reda koju neemo detaljno objaSnjavati, nego ¢emo izraz za nju preuzeti iz

literature.[3]
f(zo +h) = 2f (o) + fzo — 1)
2

flx) = (2.5)
Nakon $to smo detaljno objasnili numericke derivacije, prije¢i cemo na konkretno rjeSavanje
difuzijske jednadZbe koriStenjem metode konac¢nih razlika. Ova metoda nudi tri razlicita
pristupa: eksplicitni, implicitni i Crank-Nicolsonov. U ovom radu koristit ¢emo eksplicitni
pristup koji se temelji na primjeni derivacija unaprijed. Prvo, provodimo diskretizaciju
prostorne domene i vremenskog intervala x, y i t, kako je ilustrirano na slici 4. Uvodenjem
koraka Az, Ay i At, kreemo se kroz prostor i vrijeme koristeci indekse 4,5 i k. Ovako

diskretizirana domena omoguéava numeric¢ku analizu difuzijske jednadZbe. Definiramo

jednadzbe:

r =1iAx (2.6)
y=JjAy 2.7)
z=kAz (2.8)

t

4 -

T

Slika 4: Diskretizacija  prostora(x i 'y koordinate) i vremena(t koordinata) za

rieSavanje  2d  difuzijske  jednadibe(slika  preuzeta s  https://levelup.gitconnected.com/
solving-2d- heat-equation-numerically-using-python-3334004aa0la [5])
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Sada koriStenjem jednadzbi (2.2) i (2.5) moZemo difuzijsku jednadzbu izraziti preko numer-

ickih aproksimacija za derivacije.

k+1 k
Uy~ — U

i,J 1,J H'lj
W — P,

2u —l—uZ 1J+D ”H 2u —i—uml
At

v 3 Ay2 (2.9)

Pretpostavimo li da je materijal izotropan(D, = D,) te odaberemo li da su koraci Az i Ay

jednaki ova jednadZba postaje dosta jednostavnija.

uijl = a(“z—i—lj —4U +U’z 1,9 +U’1j+1 +uzj 1) +u’i] (210)
gdje je:
At
=D— 2.11
T A 2.1

JednadZba (2.10) je pogodnog oblika za racunalnu obradu te samim time i za dobivanje rjeSenja
difuzijske jednadzbe. MoZemo primjetiti da je vrijednost funkcije ufjl definirana je sa 6 pros-
tornih to¢aka i + 1,4,7 — 1, 5 + 1, 71 7 — 1 u vremenskom koraku k. Ako je zadana funkcija

f(z,y) kao poCetni uvjet prvi korak rjeSavanja je pridruzivanje pocetne vrijednosti za t = 0:

u); = fxi,y;) (2.12)

Nakon $to odredimo vrijednost funkcije u za sve toc¢ke u trenutku ¢ = 0 koriStenjem jednadzbe
(2.10) moZemo odrediti vrijednost funkcije u svim budu¢im trenutcima. Metoda se naziva ek-
splicitna bududi da se svaki sljedeéi vremenski korak racuna direktno iz vrijednosti funkcije u

vremenskog prethodnog koraka.[3]

2.2 Stabilnost rjeSenja

Stabilnost rjeSenja znaci da numericki algoritam ne bi trebao uzrokovati eksplozivno rastuée
ili oscilirajuce vrijednosti tijekom vremena. U suprotnom, nestabilno rjeSenje moZe znacajno
narusiti to¢nost i pouzdanost numerickog modela. Osiguranje stabilnosti u eksplicitnoj shemi u
2D prostoru je dano Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) uvjetom. Ovaj uvjet postavlja ograni¢enja
na veliinu koraka vremena, prostornih koraka i difuzijskog koeficijenta. Necemo detaljno

izvoditi taj uvjet niti ga dokazivati nego ¢emo ga samo preuzeti iz literature.[6]

Ax? 4+ Ay?

2 -mazx(D) < A7

(2.13)

Max(D) oznacava maksimalnu vrijednost koeficijenta difuzije ukoliko on nije konstantan.
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3 Konstrukcija algoritma

Za numericko rjeSavanje ove jednadZbe koristit ¢emo Python uz upotrebu biblioteka Numpy i
Matplotlib. Prvi korak je definiranje prostornih i vremenskih intervala na kojima ¢emo provoditi
analizu. Konkretno trebamo odabrati intervale [xg, z,,] i [0, y»] za prostor te interval [to, t] za
vrijeme. Takoder bitno je odabrati broj koraka za oba prostorna intervala kako bismo diskretizirali
prostor. Ove informacije nam omogucuju izracun koraka Ax, Ay. Korak At ¢emo sami defini-

rati. Osim toga kljucno je definirati vrijednost koeficijenta difuzije oznacenu s D.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from matplotlib.animation import FuncAnimation

# Definiramo pocetne parametre
D = 0.001 #Koeficijent difuziije
Lx

0.5 #Duljina ploce u x smjeru

Ly = 0.5 #Duljina ploce u y smjeru

nx = 100 # broj koraka u x smjeru
ny = 100 # broj koraka u y smjeru
dt = 0.005 # vremenski korak

tf = 5 # konacno vrijeme

#izracun prostornih koraka

dx Lx/nx

dy = Ly/ny
alpha = Dxdt/dxxx2 #pokrata

Nakon $to izraCunamo vrijednosti za Ax i Ay, odmah éemo provjeriti zadovoljavaju li uvjet
stabilnosti rjeSenja, definiran jednadZbom (2.13). Ukoliko uvjet nije zadovoljen postavit cemo

program da se prekine i ispiSe upozorenje.

r = D* (dt*dx**x2+dt+xdy**2) / (dx**2+dy**2)
if (r > 0.5):

raise TypeError ('Nestabilno rjesenije’)
else:

print (f"dx: {dx} \n dy: {dy}")

Da bismo zapoceli rjeSavanje ove jednadZbe moramo postaviti odgovarajuce rubne i pocetne
uvjete. U ovom slucaju koristit éemo Dirichletove rubne uvjete, $to znaci da e temperature na
rubovima ostati konstantne tijekom cijelog vremenskog intervala. Kako bismo pojednostavili

stvar postavit ¢emo pocetne uvjete koji ne ovise o koordinatama x i y, ve¢ Ce biti konstantni
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na cijeloj povrsini ploce. Osim toga definirat ¢emo trodimenzionalni niz 7' koji ¢e sluZiti za

pohranu temperatura u svakoj iteraciji i u svakoj tocki prostora.

# Rubni uvjeti
def rubni (x,vy) :
return O
#Pocetni uvijet
def pocetni (x,Vy):

return 50

#3D niz za pohranu podataka

T = np.zeros ((nx,ny,int (tf/dt)))

# postavljanje pocetnih uvjeta
for i in range(0,nx-1):
for j in range(l,ny-1):

T[i,3,0] = pocetni(j,1i)

#postavljanje rubnih uvjeta

for 1 in range (0,nx):
T[i,0,0]=rubni (i, 0)
T[i,ny-1,0]=rubni (i, ny-1)

for 1 in range (0,ny) :
T[0,1,0]=rubni (0,1)

T[nx-1,1i,0]=rubni (nx-1,1)

Nakon §to smo postavili rubne 1 pocetne uvjete, mozemo preci na glavni dio programa, a to je
algoritam za primjenu jednadzbe (2.10). Ovaj dio programa je vrlo jednostavan jer koristimo
eksplitni pristup u numerickom raCunanju. Temelji se na ¢injenici da temperatura u trenutku
k + 1 ovisi samo o temperaturama u trenutku k. Algoritam funkcionira na sljedeci nacin: Za
svaki vremenski trenutak k iteriramo kroz sve tocke na povrSini i izraCunavamo temperaturnu
iteraciju za svaku toCku koriste¢i jednadzbu (2.10). Rezultate tih iteracija pohranjujemo u niz
T'. Nakon §to prodemo kroz sve toCke prelazimo na sljedeéi vremenski korak 1 ponavljamo isti

postupak. Ovaj proces se ponavlja sve dok ne dosegnemo konacno vrijeme .

for t in range (0,int (tf/dt)-1):
for i in range(l, (nx-1)):
for j in range (1, (ny-1)):
T[i,J,t+1] = alphax(T[i+1,3,t] - 4*T[i,3,t] + T[i-1,7,t] +
T[i,3j+1,t] + T[i,3-1,t] ) + TI[i,3J,t]

10
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Time smo izraunali rjeSenja difuzijske jednadZbe za ovaj slucaj. Budu¢i da imamo pohran-
jene sve rezultate moZemo ih graficki prikazati. Medutim to ¢emo uciniti u kasnijem odjeljku

rada kada budemo analizirali dobivena rjeSenja.

4 Analiticko rjesenje za ravnu plocu

Kako smo ve¢ ranije spomenuli, difuzijska jednadZzba Cesto predstavlja izazov za analiticko
rjeSavanje i u vecini sluCajeva nema analitickog rjeSenja. Medutim u nekim jednostavnim
situacijama mogude je pronaci analiticko rjeSenje. U ovom radu ¢emo se fokusirati na najjed-
nostavniji slucaj, a to je difuzijska jednadzba na ravnoj ploci s Dirichletovim rubnim uvjetima.

Za rjeSavanje koristit cemo metodu separacije varijabli i u tu svrhu trazimo rjeSenje u obliku:
u(z,y,t) = X ()Y (y)T(1). (4.1)
UvrStavanjem ovog rjeSenja u jednadzbu (1.15) dobivamo

X(@)Y (y)T'(t) = DIX"(2)Y (y)T(t) + X (@)Y ()T (0)] /: D- X (@)Y (y)T(t)  (4.2)

T/ t X/l Y//
) _ X'"2)  Y'() (4.3)
D-T@t)  X(x) = Y(y)
Buduci da u jednadZbi (4.3) ovisi o samo jednoj koordinati moZemo napisati da imamo jed-

nadZzbu oblika

f(t) —g(x) = h(y) =0 (4.4)

Jedini nacin da ova jednadZba bude to¢na je da svaka funkcija bude konstantna jer u suprotnom
ako se f(t) promjeni, a funkcije g(z) i h(y) drzimo na istom x odnosno y ova jednazba ne bi

vrijedila.[7] Iz tog razloga jednadzbu (4.3) moZemo rastaviti na 3 zasebne.

X"(x) - B-X(z) =0 4.5)
Y'(y)—C-Y(y) =0 (4.6)
T'(t)— (B+C)-D-T(t) =0 4.7

B je konstanta koja odgovara vrijednosti funkcije X" (z)/X (z), a C je konstanta koja odgovara
vrijednosti funkcije Y (y)/Y (y). Prvo ¢emo rjesiti jednadzbu (4.10). Za pocetak postavimo
rubne uvjete:

X(0) =0 (4.8)

X(a) =0 (4.9)

11



Tin Marusi¢: Analiza rjeSenja difuzijske jednadZzbe u 2D

, gdje je a duljina ploe u = smjeru. Buduéi da ne znamo predznak konstante B morat ¢emo
istraZiti sve opcije(moZda je B = 0).[7] U prvom slu¢aju ¢éemo odabrati da je B = p? > 0. Taj
uvjet daje jednadzbu

X"z)—p*-X(z)=0 (4.10)

sa karakteristi¢ni polinomom
N =2 =\ =+pu. 4.11)

Nultocke karakteristi¢nog polinoma imaju istu vrijednost, ali razli¢it predznak zbog ega opce
rjeSenje ima oblik:
X(x) = C1e"* 4 Coe™H* (4.12)

Uvrstimo rubne uvjete u ovu jednadZbu:
X(O):Cl+02:0:>01:—02 4.13)

X(a) =Ci(e"* —e ™M) =0 (4.14)

Buduéi da a # 0 jedino rjeSenje je C'; = 0 Sto je trivijalno rjeSenje. Za drugi slucaj odaberimo
daje B = u* = 0. Uz taj uvjet dobivamo jednadZbu oblika X”(z) = 0. OCito je da je rjeSenje
ove jednadZbe oblika:

X(z) = Ciz+ Cy (4.15)

Ocigledno uvrstavanjem prvog rubnog uvjeta dobivamo Cs = 0, a uvrstavanjem drugog C; = 0
Sto su trivijalna rjeSenje. Jo§ nam preostaje rjesiti jednadzbu u treem slucaju B = —p? < 0.

X"(z) 4+ p*X(z) =0 (4.16)

Nultocke karakteristicnog polinoma su A = +iu Sto bi znadilo da je opce rjeSenje jednadzbe
(4.16) oblika:

X(z) = Cicos(ux) + Casin(puz). (4.17)

Uvrstimo rubne uvjete
X (0) = Cicos(0) + Casin(0) =0=C, =0 (4.18)
X(a) = Cysin(pa) =0 (4.19)

Netrivijalno rjeSenje koje zadovoljava ovu jednadzbu je u = mm/a. Opce rjeSenje jednadzbe
(4.10) glasi:
X(z) = Csin (Tx> (4.20)
a

Jednadzba (4.6) je identi¢nog oblika kao i (4.10) te ¢e zbog toga i rjeSenje biti istog oblika.
Jedina razlika je Sto drugi rubni uvijet za jednadzbu (4.6) glasi Y (b) = 0 zbog Cega trebamo

12
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zamjeniti @ sa b u nazivniku argumenta sinusa.

Y (y) = Csin ("; ) 421)
Vrijednosti konstanti B i C' su:
2,2
B= _maf (4.22)
2,2
C = —"bf (4.23)

Jo§ nam preostaje rjesiti jednadzbu 4.7. Nju ¢emo podjeliti sa 7'(¢) i integrirati te time dobivamo
rjeSenje.
In(T(t)) = D(B+ C)t + Ay (4.24)

A; je konstanta integracije. Uvrstimo iznose konstanti B i C' te se rijeSimo funkcije In.

T(t)=A-exp (—D’]TQ (m2 + 7;’;) ) (4.25)

Prema jednadzbi (4.1) rjeSenje je:

2 2
u(w,y.1) = Ausin () sin (T ) exp (—DWQ (m + 2‘2) ) (4.26)

a

Ova metoda dala nam je beskonacan skup rjeSenja(po jedno za svaki n i m), dok ni jedno od
njih samo po sebi ne zadovoljava rubne uvjete mogude ih je kombinirati da bi ih zadovoljili.[7]
Kao sto smo rekli, difuzijska jednadzba je linearna zbog Cega ¢e linearna kombinacija rjeSenja

prikazanih jednadZbom (4.26) dati opce rjeSenje koje zadovoljava rubne uvjete.

u(z,y,t) Z Z A, msin (—x) sin (Ty) exp <—D7r2 (m_Q + Z;) t) 4.27)

m=1n=1

Jo$ nam preostaje pronaci iznos konstante A,,,. Za pocetak definirajmo funkciju pocetnih

uvjeta.
u(z,y,0) = f(x,y) (4.28)

Postavimo ¢ = 0 u jednadZzbi (4.27).

u(z,y,0 Z ZAnmsm < ) sin <%y> = f(z,y) (4.29)

m=1 n=1

Da bismo odredili konstantu A,,,, primjenit ¢emo Fourierov trik.[7] Postupak se sastoji od toga

da pomnoZimo jednadzbu(4.29) sa sin ( ) sin ( . y) gdje sum’ in’ pozitivni cijeli brojevi

13
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te integriramo od 0 do a po i od 0 do b po y.
/

Z Z Anm/ / sin sm (m:r ) sin (nbﬂy) sin <%y> dxdy

m=1 n=1 , (430)
= / / f(x,y)sin (maﬂx> sin (n%y) dzxdy
o Jo

Ovaj integral je rijeSen u literaturnom navodu [7]. Njegovo opcenito rjeSenje je:

a /
/ sin (mx> sin (m Wa:) dr =0,m # m'; g, m=m' (4.31)
0 a a 2

UvrStavanjem ovog rjeSenja u prethodnu jednadzbu rijesit ¢emo se sume te dobiti iznos kon-

/ / f(z,y)sin —x) sin <%y) dxdy (4.32)
Anm / / f(z,y)sin —:c) sin (%y) dxdy (4.33)

Ovo je opcenito rjeSenje difuzijske jednadZzbe za ravnu plo€u sa Dirichletovim rubnim uvjetima.

stante A,,,,,.

Konstruirajmo sada jedno konkretno rjesSenje koje ¢emo usporediti sa numerickim rjeSenjem.
Zbog jednostavnosti odaberimo kvadrarnu plocu duljine stranice 0.5 m te postavimo da je tem-
peratura jednaka na cijeloj ploci 1 neka iznosi 50 °C. Uvrstimo te uvjete u jednadZbu 4.33 te

izraCunajmo iznos konstante A,,,,,.

Ay =16 - 50/ / sm sm (nb )dmdy (4.34)

Opcenito vrijedi:
2 1
/  sin (mx> dr = ——(1 — cos(mm)) (4.35)
0 a 2mm

Uvrstimo i to u jednadzbu (4.34) dobivamo vrijednost konstante:

Apm =16 - 50— (1 — cos(mm))(1 — cos(nm)) (4.36)

Amn?

Uvrstimo i to u jednadZbu (4.27) dobivamo opce rjeSenje za ovaj slucaj.

u(z,y,t) mZ:1 ; n7r2 (1 — cos(mm))(1 — cos(nm)) sin (2mmz) sin (2nmy) 437)

- exp (—4D7T2 (m2 + n2) t)

14
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5 Usporedba numerickog i analitickog rjeSenja

Da bismo dobili iznose fukcije u(z, y, t) u odredenim to¢kama koristit emo numericke metode
za aproksimaciju sume jer su originalne sume beskonacne. Kako bismo odabrali gornje granice
suma morat ¢emo uzeti u obzir kompromis izmedu to€nosti i vremena izraCuna. Ve€a granica za
sumu donosi veéu tocnost, ali povecati ¢e vrijeme izracuna. Da bismo mogli procjeniti to¢nost
za odabranu granicu promatrat ¢emo vrijednost funkcije u trenutku ¢ = 0 kada bi na cijeloj
ploci temperatura trebala biti 50 °C. To ¢emo uciniti za nekoliko to¢aka na ploci, a rezultati su

prikazani u tablici 1.

x[m] | y[m] | T[°C] Pogreska [%] | t[s]
0.1 0.1 |49.784 -0.43 0.975
0.2 0.2 | 49.866 -0.268 0.972
04 0.3 | 49.825 -0.35 0.963
0.5 0.5 | 7.95-107%0 | =0 0.955

Tablica 1: Analitickih rezultata difuzije na ravnoj ploci za gornju granicu sume n = m = 500

Vrijeme smo mjerili pomoc¢u funkcije time iz biblioteke time, a pogrsku smo racunali po

formuli
B T 1T,

o= T

Tp predstavlja temperaturu u pocetnom trenutku i iznosi 50°C. Iz rezultata mozemo zakljuciti

- 100 5.1)

da za sve tocke dobivamo priblizno jednaku pogresku i vrijeme trajanja izraCuna. Zbog toga
¢emo u iducem koraku promatrati to¢nost u samo jednoj tocki. Ocekivano za rubne uvjete
smo dobili odli¢an rezultat buduci da kada uvrstimo rubne tocke u jednadzbu (4.37) vrijednosti
funkcija sinus e biti nula Sto ée rezultirati time da cijelo rjeSenje bude nula. Mi smo za rubni
uvjet dobili neku vrijednost $to je rezultat numericke pogreske. Ipak ta pogreska je reda 1026
iz ¢ega mozemo zakljuciti da su numericke pogreske u ovom izraCunu minimalne. Usporedba

pogreSaka za razliCite odabire granica n i m su prikazane u tablici 2.

n=m | T[°C] | Pogreska[%] | t[s]

200 | 49.460 | -1.080 0.139
500 | 49.784 | -0.432 0.975
1000 | 49.891 | -0.218 3.811
1500 | 49.927 | -0.146 8.888
2000 | 49.946 | -0.108 15.324
5000 | 49.978 | -0.044 49.989
10000 | 49.989 | -0.022 453.921

Tablica 2: Usporedba analitickih rezultata u ovisnosti o gornjoj granici sume
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Kao Sto smo predvidali povecCanje gornje granice sume poboljSava tocnost. U idealnom
slucaju, s neograni¢enim resursima, postigli bismo gotovo savrSene rezultate. Medutim, u ovom
radu, zadovoljit éemo se pogreskom od 0.15% i postaviti gornju granicu sume na 1500.
Sljedeci korak je izraCun numerickih rjeSenja za isti problem. Izradit ¢emo viSe rjeSenja koris-
teci razliCite vremenske 1 prostorne korake. Dobivene rezultate usporedit ¢emo s analitickim
rjeSenjem te izraCunati pogreske. Na temelju tih pogreSaka odabrat ¢emo idealne vremenske
i prostorne korake za na$ daljnji rad. S obzirom na simetriju ploCe pretpostavljamo da ce
pogreska biti ista za tocke koje su jednako udaljene od rubova po z i1 y koordinatama. Stoga
¢emo odabrati 3 tocke na razli¢itim udaljenostima od rubova kako bismo usporedili rezultate u
viSe vremenskih trenutaka ¢. Prva tocka bit ¢e udaljena 0.1 metara od rubova po x i y koordi-
natama, druga tocka Ce biti udaljena 0.2 metra od rubova po x i y koordinatama, dok ce treca
tocka biti udaljena 0.25 metara od ruba po x 1 0.1 metara od ruba po y koordinati. Prostorni
korak koji smo odabrali bit ¢e prilicno velik i iznosit ¢e 0.05 metara, dok ¢e vremenski korak
iznositi 0.01 sekundu. Dobiveni rezultati koriste¢i ove korake nalaze se u tablici 3. U tablici o
oznacava pogreSku koja je izraCunata prema sljedecoj formuli:

T tnumerii_T ) 7tanaiici
o= ($7y7 ) k ((L’ Yy ) litick . 100 (52)

T(*/Ea Y, t)analiticki

Vrijednosti analitickih rjeSenja u svim to¢kama nalaze se u tablici 4. Ovaj izracun je napravljen

za srebrenu plocu zbog ega koeficijent difuzije iznosi 1.66 - 10~*m? /s.[8]

t[s] | T[°C] | o[%] t[s] | T[°C] | o[%] t[s] | T[°C] | o[%]
1 44.02 | -11.95 1 50 0 1 4691 | -6.16
2 139.03 |-21.93 2 4997 | -0.06 2 | 44.17 | -11.64
4 |31.37 | -36.5 4 149.79 | -042 4 |39.66 | -20.31
7 | 2372 | -48.72 7 149.13 | -0.73 7 | 3441 | -28.46
10 | 18.8 -55.32 10 | 48.04 | -3.82 10 | 30.50 | -33.80
(a) Tocka (0.1,0.1) (b) Tocka (0.2,0.2) (¢) Tocka (0.25,0.1)

Tablica 3: Pogreske numerickog racuna za vrijednost vremenskog koraka od 0.01 s i prostornog od 0.05
m

Ocekivano, za veliki vremenski i prostorni korak smo dobili jako loSa rjeSenja. Iz dobivnenih
mozemo zakljuciti da se difuzija dogada prebrzo zbog velikih prostornih koraka $to posljedi¢no

dovodi do grubljih aproksimacija derivacije u eksplicitnoj metodi.
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t[s] | T[°C] tls] | T[°C] t[s] | T[°C]
1 |50 1 |50 1 |50
2 | 49.99 2 |50 2 | 49.99
4 | 49.40 4 150 4 149.70
7 | 46.27 7 150 7 | 48.10
10 | 42.08 10 | 49.95 10 | 45.87
(a) Tocka (0.1,0.1) (b) Tocka (0.2,0.2) (¢) Tocka (0.25,0.1)

Tablica 4: Analiticka rjeSenja za tri tocke u kojima smo usporedivali rjesenje

PokuSajmo doci do to€nijih rjeSenja smanjenjem vremenskog koraka za 10 puta, a prostornog
za 5 puta ¢ime ¢emo dobiti bolje aproksimacije derivacija. Dobiveni rezultati se nalaze u tablici
S.

tls] | TI°C] | o|%] tls] | TI°C] | o[%] tls] | TI°C] | o|%]
1 50 0 1 50 0 1 50 0
2 14991 | -0.16 2 150 0 2 14995 | -0.07
4 | 48.51 | -1.79 4 150 0 4 | 49.25 | -0.90
7 | 43.89 | -5.14 7 14999 | -0.02 7 | 46.85 | -2.60
10 | 38.81 | -7.77 10 | 49.88 | -0.12 10 | 44.05 | -3.97
(a) Tocka (0.1,0.1) (b) Tocka (0.2,0.2) (¢) Tocka (0.25,0.1)

Tablica 5: Pogreske numerickog racuna za vrijednost vremenskog koraka od 0.001 s i prostornog od
0.0l m

Rezultati su prihvatljivi te za prvih 10 sekundi difuzije daju pogresku manju od 10%. IzraCun
svih ovih vrijednosti je trajamo priblizno 41 sekundu S$to daje prostora za daljnje smanjenje
koraka te poboljSanje rjeSenje. Sljedeci izracun smo radili za dvostruko manje korake te smo

dobili pogreske koje su prikazane u tablici 6.

tls] | T1°C] | o[%] t[s] | T[°C] | o[%] t[s] | T[°C] | o[%]
1 |50 0 1 |50 0 1 |50 0
2 14999 |0 2 |50 0 2 14999 |0
4 |49.37 | -0.06 4 150 0 4 14954 | -0.34
7 | 46.24 | -0.06 7 14999 | -0.02 7 | 4756 | -1.15
10 | 42.06 | -0.05 10 | 49.93 | -0.05 10 | 45.03 | -1.83
(a) Tocka (0.1,0.1) (b) Tocka (0.2,0.2) (¢) Tocka (0.25,0.1)

Tablica 6: Pogreske numerickog racuna za vrijednost vremenskog koraka od 0.0005 s i prostornog od
0.005 m za srebrnu plocu

Sve pogreske su iznosile manje od 2% S$to su izvsni rezultati za na$ algoritam. Trajanje
izvrSavanja koda iznosilo je oko pet i pol minuta $to je u potpunosti prihvatljivo. Izracunat
¢emo jos jedno rjeSenje koristeci iste korake, ali s razli¢itim koeficijentom difuzije za tri razlicite

tocke. Usporedit ¢emo ta rjeSenja s analitickim rjeSenjem kako bismo se uvijerili da to¢nost ne
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ovisi znacajno o koeficijentu difuzije. Neka ovaj put ploc¢a bude od Celika sa 1% ugljika ¢iji
koeficijent difuzije iznosi 1.17 - 10~°m? /s.[8] Dobiveni rezultati prikazani su u tablici 7 gdje T,

oznacava numericko rjesenje, a T}, analiticko.

tls] | T,[°Cl | T.[°C] | o[%] tls] | T,[°Cl | T,[°C] | o[%]
1 |50 50 0 1 |50 50 0
5 | 49.88 49.99 | -0.21 5 |50 50 0
10 | 48.77 49.55 -1.58 10 | 49.97 50 -0.05
15 | 46.82 | 48.36 | -3.20 15 | 49.80 | 4993 | -0.27
20 | 44.65 | 46.77 | -4.55 20 [ 4940 | 49.72 | -0.65
(a) Tocka (0.25,0.04) (b) Tocka (0.25,0.06)

tsl | Tul°Cl | To[°Cl | o[ %]
1 |50 50 0
5 14999 |50 -0.01
10 | 49.79 | 4995 |-0.32
15 | 49.11 | 49.62 |-1.03
20 | 48.05 | 48.696 | -1.85

(¢c) Tocka (0.1,0.5)

Tablica 7: Pogreske numerickog racuna za vrijednost vremenskog koraka od 0.0005 s i prostornog od
0.005 m za Celicnu plocu.

Iz tablice primjecujemo da su pogreske ostale u slicnom rasponu ¢ak i nakon $to smo promi-
jenili koeficijent difuzije i toCke na kojima promatramo temperaturu. PogreSke se kretale u
rasponu do 2% tijekom prvih 10 sekundi i do 5% tijekom dvadeset sekundi difuzije. Ovaj
rezultat je iznimno zadovoljavajué za na$ rad pa ¢emo ove korake koristiti u daljnjoj analizi

rjeSenja jednadzbe.

6 Analiza rjeSenja

U ovom odjeljku analizirat cemo kako razlicite vrijednosti pocetnih uvjeta, rubnih uvjeta, veli¢ine
ploce i koeficijenata difuzije utjecu na tijek difuzije. Na temelju dobivenih podataka izvest ¢emo

zakljucke o prirodi procesa difuzije i razumijevanju njegove osnovne dinamike.

6.1 Ovisnost o koeficijentu difuzije

Usporedimo brzinu difuzije za dvije ploce od razlicitih materijala. Neka jedna bude srebrena, a
druga CeliCna. Koeficijenti difuzije za srebro i Celik su navedeni ranije u radu. Uzeti ¢emo da
su obe ploce kvadratne, duljine stranice 0.3 m te ¢emo promatrati difuziju u prvih 20 sekundi.

U pocetnom trenutku cijele plo¢e ¢emo postaviti na temperaturu 100°C, a rubove ¢emo drZati
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na 0°C tokom svih 20 s. Rezultati dobiveni za srebrenu plocu nalaze se na slici 5, gdje nz i ny

oznacava broj toCaka na osima u kojima smo racunali temperaturu.

Temperaturnamapazat=0s Temperaturna mapazat=7s
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20 o 20 .
_ 60 £ _ 60 5
230 g 2 30 g
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40 40
20 20
50 50
0 0
0 10 20 30 40 50
X[nx] X[nx]
Temperaturna mapazat=14s 100 Temperaturna mapazat=20s 100
80 10 80
o 20 o
60 5 60 5
s = e
£
ngz 30 ﬂé
0 5 0 g
40
20 20
50
0 0
0 10 20 30 0 50 0 10 20 30 4 50
X[nx] X[nx]

Slika 5: Difuzija topline na srebrenoj ploci koeficijenta difuzije 1.66 - 10~*m? /s.

Potpuno isti postupak smo napravili za ¢eli¢nu plocu te dobili, ali smo dobili poprili¢no razlicit

rezultat. Taj rezultat je prikazan na slici 6.

Temperaturnamapazat=0s Temperaturna mapazat=7s

100 o = 100
10 80 10 80
20 . 20 1 .
_ 60 :,: _ 60 §
2 30 g z 30 g
= E‘ 5] é
w0 3 0 g
40 40 1
20 20
50 50
0 _— e o
0 10 20 30 40 50
X[nx] X[nx]
Temperaturna mapazat=14s Temperaturna mapazat=20s
100 gr 1 100
80 107 80
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60 = 60 S
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2
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50
0 M 0
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
X[nx] X[nx]

Slika 6: Difuzija topline na Celi¢noj ploci koeficijenta difuzije 1.17 - 10~°m? /.
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Ocigledno proces difuzije je dosta brzi na ploci sa ve¢im koeficijentom difuzije. Taj rezultat je

u skladu sa prvim Fickovim zakonom koji glasi:

aC
J=-D" (6.1)

, gdje je J brzina odvijanja procesa difuzije ili brzina prijenosa mase, D je koeficijent difuzije,
a zadnji Clan predstavlja gradijent koncentracije.[9] U naSem slucaju, brzina difuzije (.J) pred-
stavlja toplinski tok dok ¢e ¢lan sa parcijalnim derivacijama predstavljati gradijent temperature.
Pocetni gradijent temperature bio je isti u nas§im prethodnim primjerima pa ¢e brzina difuzije
biti proporcionalna koeficijentu difuzije. Kako je koeficijent difuzije srebra priblizno 14 puta
vedi od koeficijenta difuzije Celika, u pocetku Ce brzina difuzije srebra biti otprilike 14 puta veca
od difuzije Celika. Tijekom vremena ta razlika ¢e se smanjivati zbog brzeg smanjenja gradijenta
temperature srebra, ali Ce i dalje ostati znaCajna. Analizom rezultata difuzije srebra prikazanih
na slici 5, uo¢avamo smanjenje brzine difuzije kako vrijeme prolazi Sto je posljedica smanjenja
gradijenta temperature. Ovaj numericki pristup omoguéuje nam eksperimentalno potvrdivanje

fizikalne to¢nosti Fickovog zakona difuzije.

6.2 Ovisnost o obliku ploce

Uzmimo iste poCetne uvjete kao i u prethodnom primjeru za srebrenu plocu. Jedina promjena je
Sto ¢emo oblik ploCe promjeniti tako da jedna stranica bude duljine 0.3 m, a druga 0.9 metara.

Dobiveni rezultati prikazani su na slici 7.

100 100

Temperaturna mapazat=0s Temperaturnamapazat=7s

Temperatura
Yiny]
Temperatura

40 60 8O 100 120 140 0 20 40 60 80 100 120 140 160
X[nx] 20 X[nx] 20
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80 80
Temperaturna mapazat=14s Temperaturna mapazat=20s
0 0
60 ¢ 60 [
_. 20 2 20 =
> © = ©
g, o g, T
= a ¥ =4
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40 g 40 g
0 20 40 60 80 100 120 140 160 0 20 40 60 80 100 120 140 160
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Slika 7: Difuzija topline na srebrenoj pravokutnoj ploci koeficijenta difuzije 1.66 - 10~4m? /s.
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Usporedimo li ovo rjeSenje sa slikom 5 moZemo do¢i do zanimljivog zakljucka. Geometrija
ploCe u ovome slucaju prakticki nije utjecala na rezultate tokom prvih 20 sekundi. Uzrok tome
mozemo pronaci u tome $to na obe ploce, u tom vremenskom rasponu, je prisutan sli¢an tem-
peraturni gradijent. Ipak sa slike 5 vidimo da je nakon 20 s srediSte ploce palo ispod pocetne
temperature Sto bi znacilo da se temperaturni gradijent poCinje smanjivati. Za pravokutnu plocu
to nije slucaj te srediSte nakon 20 sekundi zadrzava visoku temperaturu. Iz svega toga za-
kljucujemo da geometrija ploce ne utjeCe znacajno na proces difuzije u ovom slucaju, nego
razlike koje uo¢avamo su posljedica toga da pravokutna plo¢a ima vecu povrsinu, a samim time
1 viSe topline u pocetnom trenutku. Znacajan utjecaj geometrije ploce bi se mogao uociti ako
je geometrija takva da Ce se stvarati razli¢iti temperaturni gradijenti tokom vremena. Medu-
tim, postojanje razliCitih temperaturnih gradijenata je ¢eS¢e posljedica nehomogenih pocetnih

uvjeta.

6.3 Opvisnost o pocetnim i rubnim uvjetima

Kako smo ve¢ ranije naveli pocetni i rubni uvjeti daju jedinstvenost rjeSenja difuzijske jed-
nadzbe. Mi ¢emo u ovom odjeljku promotriti nekoliko njih te doci do zakljucaka kako utjecu
na rjeSenja. Za pocetak postavimo pocetne uvjete tako da krug u srediStu ploce bude na temper-
aturi 100 °C, a ostatak ploce neka bude na 0°C.

def pocetni(x,vy):
r = np.sqrt (pow(x-0.15/dx, 2) +pow (y-0.15/dy, 2))
if r < 0.08/dx:
return 100
else:

return O

Vrijednosti 1 y koordinata skalirali smo prostornim korakom radi jednostavnosti pohrane
rezultata u nizu. Rubne uvjete zadrzali smo istim kao u prethodnim primjerima. RjeSenje koje
smo dobili prikazano je na slici 8 1 prilino je slicno prethodnim rjeSenjima. Toplina se i1 dalje
Sir1 u smjeru gradijenta, a brzina Sirenja s viemenom opada. Medutim, moZemo primijetiti sa
slika da je dio topline napustio plocu, buduéi da rubove odrzavamo na konstantnoj temperaturi.

Pogledajmo Sto bi se dogodilo da je ploc¢a izolirana, odnosno da toplina ne napusta plocu.

21



IS

Tin Marusi¢: Analiza rjeSenja difuzijske jednadZzbe u 2D
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Slika 8: Difuzija topline na srebrenoj ploci sa vruéim krugom u sredini

Da bismo postigli termicku izoliranost plocCe, potrebno je promijeniti rubne uvjete. Ako
Zelimo da toplina ne napusta ploCu gradijent temperature na rubovima mora biti 0. Neumannovi

rubni uvjeti definirani su preko gradijenta na rubovima i mogu se izraziti sljede¢im formulama:

ou(0,y,t) . Ou(a,y,t)

“or fly,t) i ~or h(y,t) (6.2)
,Za x oS te ( ) ( )

Ou(z,0,t) . Ou(x,b,t)

Tl I e el ) 6.3)

, za y os. Kod problema provodenja topline ploce, ovi uvjeti nam govore da se preko njegova
ruba prenosi odredena koli¢ina topline u ovisnosti o vremenu. Ako je f =h =g =1[1=0, tada su

rubovi toplinski izoliran, tj. nema izmjene topline preko tog ruba.[10]

def rubni_neumann (x,vy,t,T):
if x!= 0 and x!= nx -1:
if vy == 0:
return T[x,1,t]
else:
return T[x,y-1,t]

else:

return T[x+1l,y,t]
else:

return T[x-1,vy,t]
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Mi smo algoritam malo pojednostaviti tako §to smo "prepisali” temperature od tocki pored
ruba te tako postigli da gradijent bude 0. Rubne uvjete je potrebno postaviti nakon svake it-
eracije buduci da u pocetnom trenutku ne znamo kako ¢e se odvijati difuzija topline. Ovaj
algoritam je moguce prilagoditi moZenjem temperature u tockama pored ruba da bi se postiglo
da gradijent bude konstantan, ali da ne bude jednak nuli nego nekoj vrijednosti koja odgovara
naSem problemu. RjeSenja za prijaSnji problem sa Neumannovim rubnim uvjetima prikazano

je naslici 9.
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Slika 9: Difuzija topline na srebrenoj ploci sa vruc¢im krugom u sredini te Neumannovim rubnim uvjetima

Usporedimo li ovo rjeSenje sa prijaSnjim vidljiv je utjecaj izoliranosti ploce. Dok je na ploci
sa Dirichletovim uvjetima gradijent temperature joS uvijek ocit, na ploci sa Neumannovim uvje-
tima gradijent je skoro nestao te se toplina ravnomjerno rasporedila po plo¢i. Oba rjesSenja se
slaZzu sa ocekivanjima te svako zasebno predstavlja jedan od pristupa koji ima svoje primjene
ovisno o potrebama 1 karakteristikama sustava u kojem se provodi analiza Sirenja topline. Pro-
motrimo jo§ nekoliko slucajeva gdje ¢emo promjeniti pocetne uvjete, ali cemo zadrzati Neu-
mannove rubne uvjete. Buduci da je krug simetri¢no tijelo, promotrimo u idu¢em slucaju lik sa
manjom simetrijom. Neka to bude kruzni isjeCak od 45 stupnjeva. Zbog smanjene simetrije u
ovom slucaju gradijenti topline nece biti ravnomjerno rasporedeni po ploci te e se zbog toga

toplina Siriti neravnomjernom brzinom. RjeSenje je prikazano na slici 10.
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Slika 10: Difuzija topline na srebrenoj ploc¢i sa vrucim kruznim isjeckom na dnu ploce te Neumannovim

rubnim uvjetima

Za kraj promotrimo i slu¢aj proizvoljnih pocetnih uvjeta bez ikakve simetrije kakav je prikazan

na slici 11. U ovom slucaju gradijenti temperature na pocetku su nepravilni i ne slijede jasne

simetricne obrasce. Tijekom vremena toplina Ce se Siriti po ploci, ali bez ikakvih predvidljivih

obrazaca ili jednostavnih matematickih pravila.
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Slika 11: Difuzija topline na srebrenoj ploci sa nesimetricnim pocetnim uvjetima te Neumannovim rub-

nim uvjetima
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U ovakvim slucajevima analiticko rjeSenje bi bilo gotovo nemoguce pronaci jer je pocetne
uvjete teSko prikazati nekom matematickom funkcijom te je iz tog razloga ovo pravi primjer
zaSto se u realnim slucajevima difuzijska jednadZba rjeSava numericki. Veéina realnih procesa
nece imati izraZenu simetriju te e vise sliCiti ovome primjeru nego prijasnjim. 1z tog razloga
numericko rjeSavanje difuzijske jednadZzbe ima veoma vaznu ulogu u znanstvenim

istraZivanjima, ali i u razvoju industrije.

Nakon svega mozemo zakljuliti da promjena pocetnih i rubnih uvjeta moZe znacajno utjecati
na fiziku procesa difuzije. Promjena pocetnih uvjeta mijenja raspored gradijenata temperature
na ploci, a promjena rubnih uvjeta utjece na to koliko ¢e se topline zadrzZati na ploci te kojom
¢e brzinom toplina napustati ili dolaziti na plocu. Ploca sa Neumannovim rubnim uvjetima
imat ¢e konstantnu brzinu dok ¢e ploca sa Dirichletovim uvjetima maksimalnu brzinu imati na
pocetku difuzije te e se s vremenom smanjivati. Moguce je i kombinirati ova dva uvjeta te se
time dobije Robinov rubni uvjet koji neCemo objasnjavati u ovom radu. Odabir dobrih
pocetnih 1 rubnih uvjeta nuzan je kako bi se dobilo ispravno rjeSenje za fizikalni problem koji

promatramo.

Za probleme Sirenja topline graficki prikaz je vaZan da bi se lakSe vizualiziralo Sto se dogada
na ploci. Zbog toga smo tokom rada dodavali slike ploce u razli¢itim trenutcima. Ipak, proces
difuzije se puno bolje moZe promatrati koriStenjem animacijama Sirenja topline. Iz tog razloga
je dodan literaturni navod [11] gdje su prikazane animacije nekih procesa koje smo ranije u
radu spomenuli. Takoder tamo se nalazi i kompletan kod koji je koriSten pri izraCunu rjeSenja

te se moze detaljno prouciti.
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7 Zakljucak

Difuzijska jednadzba je analiticki tesko rjeSiva u vecini sluajeva. Zbog toga smo je rjesSili
numericki, eksplicitnom shemom. Uz to smo izracunali analiticko rjeSenje kako bismo mogli
procijeniti koliki vremenski 1 prostorni korak trebamo odabrati da bi naSe rjeSenje dalo zadovol-
javajuce rezultate. Na kraju smo proucili rjeSenja za nekoliko slucajeva da bi shvatili fizikalnu

pozadinu procesa difuzije.

Difuzija topline je proces koji nastaje kada postoji temperaturni gradijent na plo¢i. On za-
jedno sa koeficijentom difuzije topline odreduje brzinu toka topline kroz plocu, Sto je pokazano
jednim od primjera. Vaznu ulogu u rjeSavanju jednadZbe daju pocetni i rubni uvjeti koji daju
jedinstvenost rjeSenju. Pocetni uvjeti definiraju raspodjelu temperature u pocetnom trenutku te
se na taj nacin definira postojanje temperaturnih gradijenata te se odreduje smjer difuzije. Rubni
uvjeti definiraju ponaSanje prijenosa topline na rubovima ploc¢e. Mi smo u ovome radu proucili
dva, Dirichletov i Neumannov. Dirichletov uvjet odrzava rubove na konstantnoj temperaturi dok
Neumannov odrZava stalnu vrijednost temperaturnog gradijenta na rubovima ploce. Proucili
smo i slucaj kada pocetni uvjeti nemaju nikakve simetrije te se uvjerili da je tada difuzija jako

nepredvidljiva te da je jedini nacin rjeSavanja onaj numericki.

U ovom radu smo pokazali da je toCnost numerickih metoda priblizna analitickom rjeSenju.
Osobno smatram da je ovaj rad dao dobar uvid u proces difuzije te rjeSavanja difuzijske jed-
nadzbe. lako je ovakvo rjeSenje teSko primjenjivo na neki realan sustav, moZze biti dobra osnova
za daljnji rad. Poopéenjem ovog rjeSenja na 3D sustav te dodavanjem izvora topline mogli bi
se proucavati realni sustavi te bi se takvo rjeSenje moglo primjeniti za optimizaciju termodi-

namickih i mehanickih uredaja.

26



Tin Marusi¢: Analiza rjeSenja difuzijske jednadZzbe u 2D

8 Literatura

[1] Brittanica, diffusion
URI: https://www.britannica.com/science/diffusion (6.9.2023.)

[2] tec-science, Derivation of heat equation (diffusion equation)
URL:
https://www.tec-science.com/thermodynamics/heat/heat-equation-diffusion-equation/
(18.8.2023.)

[3] Larisa Zorani¢: Matematicke metode fizike III, Biljeske s predavanja , 2022/2023

[4] KreSimir Duvnjak: Analiza i usporedba numerickih metoda pri rjeSavanju biharmonijske

jednadzbe, Diplomski rad, Fakultet strojarstva i brodogradnje, SveuciliSte u Zagrebu,
2016.

[5] G. Nervadof, Solving 2D Heat Equation Numerically using Python
URL: https://levelup.gitconnected.com/
solving-2d-heat-equation-numerically-using-python-3334004aa0la (19.8.2023.)

[6] Jordan Lee: Stability of Finite Difference Schemes on the Diffusion Equation with
Discontinuous Coefficients, Department of Mathematics, Massachusetts Institute of
Technology, 2017.

[7] David J. Griffits: Introduction to Electrodynamics, 4th Ed., Pearson Education, USA,
2013.

[8] Engineers Edge, Thermal diffusivity table
URL.:
https://www.engineersedge.com/heat_transfer/thermal_diffusivity_table_13953.htm
(9.9.2023.)

[9] Milena Brankovi¢: Difuzija supstance u vazduhu — analiti¢ko i numericko reSavanje,

Diplomski rad, Prirodno-matematicki fakultet, Univerzitet u Novom Sadu, 2010.

[10] Ena Pribisali¢:Jednodimenzionalno provodenje topline, Zavr$ni rad, Odjel za

matematiku, SveuciliSte Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, 2017.

[11] Tin Marusi¢, Heat-equation_2d
URL: https://github.com/tin-marusic/Heat-equation_2d (18.9.2023.)

27



