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Uvod

Modalna logika poznata je i kao "logika nuznosti” ili kao ”logika moguénosti”.
Motivacija za takav naziv dolazi iz potrebe da formalno zapiSsemo na primjer
recenicu: "Mozda ¢e padati kisa”. Upravo ta potreba bila je nit vodilja za
povijesni razvoj teorije modalnih logika. U 4. stolje¢u prije krista, starogrcki
filozof Aristotel, pokusavao je razviti tu teoriju ali bezuspjesno. U modernom
vremenu, utemeljiteljem modalne logike smatra se americki filozof Clarence
Irwing Lewis, koji je u dvadesetom stolje¢u u svojim knjigama predstavio
pet sistema modalne logike. Napretku modalne logike uvelike je pridonio i
americki filozif i logicar Saul Aaron Kripke po kojemu je u cast nazvan pojam
Kripkeovog okvira.

Ovaj rad podijeljen je u tri dijela. U prvom poglavlju uvodimo klasi¢nu
logiku sudova koja je potrebna za razumijevanje daljnjeg gradiva. Klasi¢na
logika sudova je temelj od kojeg kre¢emo da bismo na kraju dosli do naj-
poznatijih sistema modalne logike kao sto su takozvani sistem K i sistem
S5. U drugom poglavlju definira se opcenito Sto je to modalna logika te
navodimo sintaksu modalne logike. Definiramo pojam modela koji nam je
potreban da bismo definirali sto je to istina. Takoder, u drugom poglavlju
se povrsinski razmatra pojam aksiomatskog sistema za lakse razumijevanje
nekih poznatih modalnih sistema. Na kraju drugog poglavlja navodimo s do-

kazom cuvenu Lindenbaumovu lemu. U tre¢em poglavlju navodimo pojam



v

standarnog modela koji je zapravo samo jedna posebna vrsta modela kojeg
smo naveli u drugom poglavlju. Standardni model je od velike vaznosti za
modalne logike jer se tek pomoc¢u njega definira istinitost takozvanih modal-
nih formula koje su zapravo i povijesni razlog razvoja ove teorije. Takoder
uvodimo pet razlicitih sistema modalne logike koji se razlikuju po definiciji

istinosti modalnih formula.
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Poglavlje 1
Logika sudova

U ovom poglavlju definiramo klasi¢nu logiku sudova koja ¢e nam pomoci u
razumijevanju modalnih logika buduéi da su modalne logike prosirenja logike

sudova.

1.1 Sintaksa logike sudova

Definicija 1.1 Alfabet logike sudova je unija skupova Ay, As i Az pri
cemu je:

Ay = {Py, P, Py, ... } prebrojiv skup ¢ije elemente nazivamo propozicional-
nim varijablama;

Ay ={—,\,V,—, <>} skup éije elemente nazivamo logiékim veznicima;

As ={(,)} cije elemente nazivamo pomoénim simbolima.

Neka je n € N. Za uredenu n-torku elemenata iz alfabeta logike sudova
kazemo da je rije¢. Na primjer, izraz V A ())))—— je rijec. Naravno, nas ¢e
zanimati samo rijeci koje imaju smisla u nasem intuitivnom shvacanju, stoga

je potrebno izdvojiti neke rijeci koje ¢emo nazivati formulama.



1.2. Racun sudova

Definicija 1.2 Propozicionalne varijable nazivamo atomarnim formu-
lama. Pojam formule definiramo rekurzivno na sljedecéi nacin:

a) svaka atomarna formula je formula;

b) ako su A i B formule onda su i (-A), (AANB), (AVB), (A— B)i (A <+
B) formule.

Napomena 1.3 U Definiciji[2.9 A i B nisu formule nego oznake za formule.
Njih nazivamo meta-simboli. Oznake A, B, C, ...c¢emo koristiti kao meta-

simbole za formule dok ¢emo za propozicijske varijable koristiti P, Q, R, . . ..

1.2 Racun sudova

Za uvodenje pojma dokaza potrebno je definirati sustav u kojem je moguce
iz odredenih formula koje nazivamo premisama zakljucivati neke druge for-
mule koje nazivamo konkluzijama. Takve sustave nazivamo deduktivni
sustavi. Jedan od najpoznatijih sustava je Frege- Lukasiewiczev sustav ko-
jeg ¢emo sada definirati.

Prvo objasnimo pojam sheme formule. Neka je A formula te neka je
{P1,...,P,} skup svih propozicionalnih varijabli koje se pojavljuju u A. To
kratko oznacavamo sa A(Pi,...,P,). Neka je, zatim, B neka formula. For-
mulu dobivenu zamjenom neke varijable P; sa B u formuli A oznacavamo
sa A(B/P;). Ako su pak By,..., B, proizvoljne formule tada simultanu
zamjenu varijabli P; s formulama B; oznacavamo sa A(By/Py,...,B,/P,),
ili pak kratko A(Bjy,...,B,). Shema formule A(Py,...,P,) je sada skup
{A(B,/Pr,...,B,/P,) : By,...,B, suformule}. Elemente shema formula
nazivamo instancama. Tako je na primjer formula (C' — D) — B instanca
sheme formule A — B.

Aksiom je neka odabrana formula. Prvilo izvoda je zadana transformacije



1.2. Racun sudova

kojom iz skupa formula dobivamo novu formulu. Pravilo izvoda se shematski

zapisuje u obliku:

i ¢itamo: iz skupa formula {A;, ..., A,} slijedi formula A.
Sada mozemo definirati Frege-Lukasiewiczev sistem koje ovdje oznacavamo

s RS (rac¢un sudova).

Definicija 1.4 Racun sudova RS zadan je svojim shemama aksioma 1@
jednim pravilom izvoda.

Sheme aksioma su:

(A1) A— (B — A);

(A2) (A= (B—-C)— (A —B)—(A—C0C));

(A3) (=B — -A) = (A— B).

Pravilo izvoda je:

A A— B
B

i nazivamo ga modus ponens. Svaku instancu shema aksioma (A1)-(A3)

nazivamo akstomom.

Definicija 1.5 Za uredenu n-torku (Fy, ...F,) kaZemo da je dokaz za for-
mulu F = F, ako za svaki k € {1,...,n} vrijedi:

Forumula Fy je aksiom ili je nastala primjenom pravila modus ponens na
neke formule F; © Fj gdje sui,j <k

Za formulu F kaZemo da je teorem sistema RS i pisemo & rs F ili kratko

F F ako u RS postoji dokaz za nju.

Napomena 1.6 Primietimo da pojam teorema ovdje koristimo u dva smisla.

Teorem koji smo definirali u gornjoj definiciji odnosi se na teorem sistema

3



1.2. Racun sudova

RS, to je neka odredena formula unutar sistema. S druge strane, teorem u
drugom smislu odnosi se na neke tvrdnje o samom sistemu. Takve teoreme
nazivamo metateoremima. U dalynjem tekstu necemo posebno naglasavati

razliku smatrajuci da ce smisao biti jasan iz konteksta.

Primjer 1.7 Konstrukcijom odgovarajuceg dokaza pokazimo da je formula
A — A teorem sistema RS.

1) (A (A=A —=A)—> (A - (A—A4) = (A— A)) (aksiom A2)

2) A= (A= A) = A) (aksiom A1)
3) (A= (A= A) — (A= A) (mod pon iz 1) i 2))
4) A= (A— A) (aksiom A1)
5)A— A (mod pon iz 3) i 4))

Definicija 1.8 Neka je S skup formula i F proizvoljna formula. Za uredenu
n-torku formula (Fi,..., F,) kaZemo da je izvod formule F iz skupa S u
sistemu RS u oznaci S Frs F' (ili kratko S & F) ako vrijedi sljedece:
(1) formula F,, je upravo formula F;
(2) za svakii € {1,...,n} vrijedi barem jedno od sljedecey:

(a) formula F; je aksiom

(b) Fie S

(¢) formula F; je nastala primjenom pravila modus ponens na

neke dvije formule Fy, 1 F}, pri cemu je k,1 < 1.

Teorem 1.9 (Teorem dedukcije) Neka je S skup formula te A i B neke
formule. Ako je SU{A}+ B, onda je S+ A — B.

Sada bez dokaza navodimo teorem potpunosti za sistem RS koji ¢emo

koristiti u daljnjim razmatranjima.

Teorem 1.10 (Teorem potpunosti za RS) Formula F je valjana ako i

samo ako je F teorem sistema RS.



1.2. Racun sudova
Korolar 1.11 Ako je {Fi,...,F,} - A onda je (Fy N--- AN F,) — A.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi {F1,..., F,} F A. Po Teoremu dedukcije
slijedi {F3,...,F,1} F F, — A. Primjenom Teorema dedukcije n puta
dolazimo do formule § v F} — (Fy, — (...(F, — A)). Dakle vrijedi +
Fy — (Fy — (...(F, — A)). Po teoremu potpunosti slijedi da je F; —
(Fy — (... (F, = A)) valjana formula. Primjenom matematicke indukcije
nije tesko dokazati da je formula (Fy A --- A F,) — A logicki ekvivalentna
formuli Fy — (Fy — (... (F, — A)). Slijedi da jeiformula (FyA---AF,) — A
valjana. Konacno, iz teorema potpunosti sada slijedi = (Fy A--- A F,) — A.



Poglavlje 2
Modalne logike

U ovom poglavlju navest ¢emo neke nove deduktivne sisteme koje mozemo
smatrati proSirenjima sistema RS. Naglasak je na dodavanju novih takozva-
nih modalnih operatora [ te <». Ti operatori imaju povijesno znacenje. Ope-
rator [J najcesée intuitivno shavac¢amo kao nuznost. Naime, pretpostavimo
da nam oznaka A predstavlja recenicu: ”Vozim automobil”. Tada bi nam
formula [JA predstavljala recenicu: ”Nuzno je da vozim automobil”. S druge
strane, simbol < bi nam tada predstavljao moguénost pa bismo formulu A
preveli kao: ”Mozda vozim automobil”. No, postoje i drugacija intuitivna
shvacanja navedenih simbola. Na primjer, formule (JA i {) A mozemo shava-

titi na sljede¢e nacine:

OA GA
" Uvijek ¢u voziti automobil”. "Nekada ¢u voziti automobil.”
”"Namjeravam voziti automobil.” ”Ne namjeravam ne voziti automobil.”

”Stjepan misli da vozim automobil.” ”Stjepan ne misli da ne vozim automobil.”

"Bog zna da vozim automobil.” "Bog ne zna da ne vozim automobil.”



2.1. Sintaksa modalnog sistema

U ovisnosti o odabiru intuitivnog shvac¢anja simbola [J i { definiraju se
razlicite modalne logike koje se primjenjuju u razlicitim podru¢jima zna-
nosti. Modalne logike imaju posebno veliko znac¢enje u mtematickoj teoriji

racunarstva.

2.1 Sintaksa modalnog sistema

Definicija 2.1 Alfabet modalne logike je unija skupova Ay, Ay, As, Ay
i As pri cemu je:

Ay = A{Py, Py, Py, ... } prebrojiv skup ¢ije elemente nazivamo propozicional-
nim varijablama;

Ay = {—,\,V, =, <>} skup cije elemente nazivamo logi¢kim veznicima;
As =A{(,)} cije elemente nazivamo pomoénim simbolima;

Ay = {0} cigi element nazivamo modalnim operatorom te

A5 = {T} ciji element nazivamo konstantskim simbolom.

Definicija formule je analogna kao kod klasicne logike sudova, uz dodatak

takozvanih modalnih formula.

Definicija 2.2 Propozicijske varijable nazivamo atomarnim formulama.
Pojam formule definiramo rekurzivno na sljedeci nacin:

a) svaka atomarna formula je formula;

b) ako su A i B formule, onda su i (—A), (AANB), (AVB), (A— B)i (A<«
B) formule;

c) ako je A formula, onda je i JA formula;

d) T je formula.

U nekim se literaturama u alfabet modalne logike dodaju unarni operator
< te konstanta L , pri ¢emu je formula A pokrata za formulu —=[0-A i L

pokrata za formulu —T.



2.2. Modeli, istinitost, valjanost

2.2 Modeli, istinitost, valjanost

U ovom odjeljku navodimo pojam modela i istinosti u Sirem smislu.

Definicija 2.3 Model je uredeni par M = (W,IF) pri éemu je W skup cije
elemente nazivamo moguéim svjetovima, te b relacija izmedu skupa W i

skupa svih atomarnih formula.

Pojam istine u ovom poglavlju definiramo samo za ne-modalne formule.
U daljnjim poglavljima definirat ¢emo pojam istine i za modalne formule,
to jest formule oblika [JA, iz ¢ega ¢e proizlaziti definicije razli¢itih modalnih

logika.

Definicija 2.4 Neka je M = (W,IF) model te je « € W proizvoljni moguéi
svijet uw W. Za atomarnu formulu P kaZemo da je istinita v mogucéem svijetu
a modela M i pisemo & M P ako vrijedi o I- P. Za ne-modalne formule
istinitost definiramo rekurzivno:

1) EM <A ako i samo ako M A;

2) EM ANB ako i samo ako EM A EM B;

3) EM AV B ako i samo ako EM A iliEM B;

4) EM A — B ako i samo ako ¥ M AdliEM B;

5) EM A« B ako i samo ako: EM A ako i samo ako EM B.

Nadalje, za formulu T definiramo E ' T.

Za formulu A modalne logike kazemo da je istinita u modelu M =
(W, 1) i pisemo FM A ako za svaki mogudi svijet a € W vrijedi F #A. Ako
je A istinita u modelu M kazemo jos i da je M model za A.

Za formulu A modalne logike kazemo da je valjana ili da je tautologija i

pisemo F A ako je istinita u svakom modelu.



2.3. Sistemi modalne logike

Definicija 2.5 Za formulu A kaZemo da je logicka posljedica formula
Ay, ... A, ako za svaki model M = (W)IF) i svaki o € W za koji je
FEM Ay, BEM AL orijedi EM A

Napomena 2.6 Primijetimo da smo pojmove istinosti © valjanosti formula
veé definirali kod logike sudova, no ne bi trebalo doéi do zabune jer su to
potpuno analogne definicije. Za lakse razumijevange, odredenu interpretaciju
kod logike sudova moZemo smatrati kao odabir odredenog moguceqg suvijeta.
Dakle za atomarnu formulu P, odabrati moguéi svijet o tako da je & M P
ekvivalentno je odabiru interpretacije I za koju je I(P) = 1. U daljnjem tekstu
necemo posebno naglasavati o kojoj je istinitosti (valjanosti) rije¢ smatrajuci

da ce to citatelju biti jasno iz konteksta.

2.3 Sistemi modalne logike

Definicija 2.7 Za skup formula kaZemo da je zatvoren na pravilo izvoda
X i da tma pravilo izvoda X ako sadrzi konkluziju pravila izvoda X ¢im

sadrzi premise pravila izvoda X.

Na primjer, ako skup formula zatvoren na modus ponens sadrzi formulu
A i formulu A — B, onda on sadrzi i formulu B.
Za pravilo izvoda uobicajeno je zahtijevati da ¢uva istinitost, to jest da je
konkluzija istinita ¢im su premise istinite. Konvencija je da pravilo koje

nema premisa ¢uva istinitost ako je konkluzija valjana.

Definicija 2.8 Za skup formula ¥ kaZemo da je sistem modalne logike ili
modalna logika ako je zatvoren na sva pravila 1zvoda koja cuvaju istinitost.

Za element F' € X modalne logike ¥ kaZemo da je ¥ -teorem i pisemo -y F.



2.3. Sistemi modalne logike

Propozicija 2.9 Vrijedi sljedece:
(1) skup svih formula je modalna logika;

(2) ako je {3; : i € I} familija modalnih logika, onda je (),c; Xi modalna

iel
logika;

(8) skup svih valjanih formula je modalna logika,

Dokaz. (1) Trivijalno;

(2) Neka je formula A logicka posljedica formula Aj,..., A, pri ¢emu su
Ar, .. Ay € Nier Xi- Neka je j € I proizvoljan. Kako je ()., %; € X to
vrijedi Ay, ..., A, € ;. Nadalje, £; je modalna logika pa je A € ;. Dakle,
za svaki j € I vrijedi A € X; pa je A €, 5.

(3) Neka je A logicka posljedica formula A;,..., A,. Formule Aj,..., A,
su istinite u svakom mogucéem svijetu svakog modela iz ¢ega slijedi da je i
formula A istinita u svakom moguéem svijetu svakog modela. Dakle, A je

valjana formula. m

Definicija 2.10 Neka su > i I' modalne logike. Za modalnu logiku " kaZemo
da je Y-sistem ako je > C T

Teorem 2.11 Vrijedi:
(1) racun sudova RS je modalna logika;
(2) svaka modalna logika je RS-sistem;

(8) RS je u smislu inkluzije najmangja modalna logika.

Dokaz. (1) Neka su Ay, ..., A, formule racuna sudova (valjane formule
u smislu logike sudova) i A logicka posljedica formula Ay, ..., A,. Kako je
A logicka posljedica formula Ay,..., A, to je ona istinita ¢im su Aq,..., A,
istinite. Formule Aq, ..., A, su formule racuna sudova pa su i valjane, dakle
istinite su za svaku interpretaciju. Slijedi da je A istinita za svaku interpre-

taciju, to jest A je valjana formula. Tada po Teoremu [I.10] slijedi da je A

10



2.3. Sistemi modalne logike

formula racuna sudova.

(2) Neka je ¥ modalna logika. Pravilo izvoda koje nema premisa ¢uva istini-
tost ako je konkluzija valjana. Kako je Y zatvorena i na takvo pravilo izvoda
slijedi da ¥ sadrzi sve valjane formule, a time i sve formule racuna sudova.
Dakle RS C X, to jest X je RS-sistem.

(3) Trivijalno slijedi iz (2). m

Definicija 2.12 Za formulu A kaZemo da je izvediva iz skupa formula T u
sistemu X 1 pisemo I' bx, A ako postoje formule Ay, ..., A, € ', n € NU{0},
tako da je formula (Ay A--- N Ap) — A E-teorem.

Napomena 2.13 Ako u Definiciji[2.19 stavimo n = 0, onda se po dogovoru

uzima da formula (Ay A --- N A,) = A oznacava formulu A.

Definicija 2.14 Za skup formula I kaZemo da je konzistentan i pisemo
Congl' ako formula L nije izvediva iz I'. Inace kaZemo da je I' inkonzis-

tentan i pisemo Eomxl'.

Propozicija 2.15 Neka je ¥ modalna logika, A, B € %, te I') A skupovi
formula. Tada vrijedi:

(1) Fs A ako i samo ako 0 by A;

(2) Fs A ako i samo ako za svaki T vrijedi I' by A;

(3) ako ' Frs A,onda T by A;

(4) ako A €T, onda T by A;

(5) ako Tk B i{B}Fs A, onda T Fx A;

(6) akoT ks A 1T C A, onda A Fs A;

(7) T ks A ako i samo ako postoji konacan skup Q C T tako da je Q2 Fx A;
(8f]T ks A — B ako i samo ako I' U {A} b5, B;

1Ova tvrdnja naziva se Teorem dedukcije za sistem modalne logike

11



2.3. Sistemi modalne logike

(9) Conxl' ako i samo ako postoji formula C tako da ne vrijedi T' by C;
(10) €ongl' ako i samo ako ne postoji formula C tako da vrijedi I by C i
[y —C;

(11) ako Congl', onda Congsl';

(12) ako Consl 1 Q C T, onda Cong ),

(JS’EI CongI' ako 1 samo ako za svaki konacan skup Q2 C T" vrijedi Cong2;
(14) T ks A ako i samo ako Emgl' U {—A};

(15) CongI' U {A} ako i samo ako ne vrijedi I -y, —A.

Dokaz. (1) Pretpostavimo da vrijedi gy A. Ako je n = 0, onda je po
konvenciji formula (A4; A --- A A,) — A zapravo formula A. Dakle, vrijedi
Fs (A1 A+ A A,) = A pa po definiciji izvedivosti slijedi () Fs, A. Obratno,
ako je ) Fx A onda ¥ sadrzi formulu (A; A --- A A,) — A pri éemu je
n € NU{0} 1 Ay,..., A, €0. Slijedin =0, pa je formula (A3 A---AA,) = A
zapravo formula A . Stoga X sadrzi formulu A pa je Fy A.

(2) Neka je ks A i I' proizvoljan skup formula. Sistem ¥ sadrzi formulu
(AyAN---NA,) = Apricemujen=01iA,,...,A4, € I'. Dakle I" Iy A.
Obratno, za I' = ) vrijedi ) by A pa iz (1) slijedi by A.

(3) Neka je I' Frg A. Kako je dokaz konacan niz formula to postoje formule
Fi,...,F, € T takve da je {Fi,...,F,} Fgs A. Primjenom Korolara [I.1]]
slijedi Frs (F1 A -+ A F,,) — A. Nadalje, svaka modalna logika je RS-sistem
pa je formula (Fy A --- A F,) — A element sistema . Dakle vrijedi Fy
(FyN---ANF,) — A atimeil by A,

(4) Neka je A € T'. Formula A — A je valjana formula pa je element sistema

RS. Kako je RS C ¥ to je formula A — A ¥-teorem. Premisa A je element

20va tvrdnja naziva se Teorem kompaktnosti za sistem modalne logike
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2.3. Sistemi modalne logike

skupa I pa slijedi I' 5, A.

(5) Neka jI' by Bi{B} Fs A. Ako je Fy A, onda po (2) vrijedi " by A
pa pretpostavimo Ky A. Postoji n € NU {0} i formule F, ..., F, € T" takve
da vrijedi Fx (Fy A--- A F,) — B. Nadalje, zbog {B} ks A i ¥y A vrijedi
Fv B — A. Ako je n = 0, onda je -y B pa primjenom pravila modus ponens
slijedi Fy A, sto je kontradikcija, dakle n # 0. Nadalje, promotrimo pravilo
izvodall

Nije tesko provjeriti da ono cuva istinitost. Kako je ¥ modalna logika to
je zatvorena na pravila izvoda koja cuvaju istinitost pa posebno i na gornje
pravilo. Sada iz by (FyA---AF,) - B ity B — A primjenom gornjeg
pravila izvoda slijedi by (Fy A--- A F,) — A, atime il by A.

(6) Ocito.

(7) Neka je I' Fy A. Po definiciji izvedivosti postoji n € N U {0} i for-
mule Fy,..., F, € T takve da je by (F1 A--- A F,) — A no to znadi da je
{Fi,...,F,} b= A. Stavimo Q = {Fy, ..., F,}. Obrat izravno slijedi iz (6)
(8) Neka je I' Fyy A — B. Tada postoji n € NU{0} i formule Fi,..., F, € T
tako da je by (FAA---AF,) — (A — B). Nije tesko provjeriti da pravilo
izvoda:

(FyN---NF,) — (A— B)
(FLAN---NF,NA) = B

¢uva istinotost. Stoga je Fs (Fy A--- AN F, NA) — B, to jest ' U{A} Fy B.

3Navedeno pravilo izvoda naziva se Cisti hipoteti¢ki silogizam
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2.3. Sistemi modalne logike

Obratno, pretpostavimo da vrijedi TU{A} ks B. Tada postoji n € NU{0} i
formule Fi, ..., F, € TU{A} takodajety (Fy A --- A F,,) — B. Promotrimo
slucaj A € {F,...,F,}. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti
da je A = F,. Formula (Fy A--- A F,_1) = (A — B) je nastala iz formule
(Fy A+ NF, 1 NA) — B primjenom gornjeg pravila izvoda. Stoga je
Fe (FAN---ANF,_1) = (A— B), atimeil gy A — B. Promotrimo sada
slucaj A ¢ {Fy,...,F,}. Ako je n = 0, onda je Fx B. Nije tesko provjeriti

da pravilo izvoda

B
A— B

¢uva istinitost. Dakle vrijedi s A — B pa po (2) vrijedi I' -z, A — B. Neka

n # 0. Promotrimo pravilo izvoda:

BFAN---NF,— B
FiN---NF,— (A— B)

Iz uvjeta Definicije lako se provjeri da gornje pravilo ¢uva istinitost.
Primjenom gornjeg pravila izvoda slijedi Fyx Fy A--- A F, = (A — B), to
jest ' A — B.

(9) Ako je Congl’ onda je I' ¥5 L pa je L trazena formula. Obratno, neka
postoji formula A tako da ne vrijedi I' Fy, A. Pretpostavimo suprotno, to

jest €gngl'. Tada je I' by L. Za pravilo izvoda

L
A

trivijalno vrijedi da ¢uva istinitost pa zakljucujemo da je I' Fx A za svaku
formulu A, sto je kontradikcija. Dakle, vrijedi Congl'.

(10) Neka je Congl', tada je I' 5, L. Pretpostavimo suprotno, to jest da
postoji formula A takva da je I' by A1 T Fx —A. Sada po (6) slijedi
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'U{A} Fx =A. Pa po (8) vrijedi I" ks A — = A. Nije tesko provjeriti da

pravilo izvoda

0
(A—-A)— L

¢uva istinitost. Slijedi Fy (A — —A) — L. Po definiciji izvedivosti je onda
{A — -A} Fy L. Sada iz (5) slijedi I" Fy, L a time i €pnyl’. Dobili smo
kontradikciju. Dakle ne postoji formula A takva da je ' Fxy A1 T kg —A.
Obratno, neka za svaku formulu A ne vrijedi istovremeno I' by, A1 T Fy —A.
Dakle, za proizvoljnu formulu A vrijedi I' ¥s A ili ' ¥y, = A pa po (9) vrijedi
ConsTI.

(11) Neka CongI', tada I' ¥y, L. Sada iz (3) slijedi I' ¥rs L pa je Congsl.
(12) Neka Congl'i 2 C I'. Kako je I' ¥5 L to iz (6) slijedi Q ¥x L pa je
Conx 2.

(13) Nuznost slijedi iz (12). Obratno, pretpostavimo suprotno. Neka je
Conyl. Tada vrijedi I' Fx L pa po (7) postoji konacan 2 C T' tako da
Q) Fyx, L sto znaci da je ) inkonzistentan, a to je kontradikcija.

(14) Pretpostavimo I' by, A. Po (6) slijedi T'U{=A} Fy A te iz (4) slijedi 'U
{—A} Fy —A. Stoga, iz (10) slijedi €onxI' U {=A}. Obratno, pretpostavimo
Cony'U {—A}, to jest T U{-A} Fy L. Tada po (8) vrijedi I' Fyy A — L.
Nadalje, lako se provjeri da pravilo izvoda

0
(FA—->1)— A

¢uva istinitost iz Cega slijedi Fy (mA — 1) — A. Dakle {4 — L} -y A.
Sada iz (5) slijedi I' Fy A.
(15) Neka je €ongl' U {A}. Pretpostavimo suprotno. Neka je I' by —A.
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Tada iz (6) slijedi I'U{A} Fx = A. Nadalje, iz (4) slijedi TU{A} I A. Sada
iz (10) slijedi €onyI" U { A}, sto je kontradikcija. Obratno, neka je I' ¥y —A.
Pokazimo I' U {A} F5, = A. Pretpostavimo suprotno, to jest ' U {A} Fy —A.
Tada je I' by A — —=A. U (10) smo dokazali da je by (A — —A4) — L.
Dakle vrijedi {A — —A} Fx L. Primjenom (5) vrijedi I' Fy L pa je I'
inkonzistentan, sto je prema (9) kontradikcija s I' ¥y —A. Dakle vrijedi

['U{A} 5 = A pa prema (9) vrijedi Cong'U {A}. =

2.4 Aksiomatika

U ovom dijelu sadrzaj ¢e biti manje matematicki strog. Naime, za preciznu
analizu potrebne su jace teorije matematicke logike koje nadilaze svrhu ove
teze.

Za skup formula I' kazemo da je odluciv ako za bilo koju formulu F pos-
toji konacéna efektivna metoda za odrediti je li F € T"ili F' ¢ I'. Na primjer,
skup svih formula koje sadze simbol — je odluéiv jer za proizvoljnu formulu F
mozemo vrlo lako provjeriti sadrzava li simbol —. Nadalje, za pravilo izvoda
re¢i ¢emo da je razumno ako postoji nac¢in da od danih formula koje se po-
javljuju u pravilu izvoda odredimo koje su formule premise, a koja formula
je konkluzija. Na primjer, modus ponens je razumno jer je od tri zadane
formule trivijalno provjeriti koje su dvije premise, a koja je konkluzija.
Uoc¢imo da se svaki sistem modalne logike ¥ moze zadati nekim svojim pod-
skupom I' C ¥ te pravilima izvoda. To je trivijalno jer mozemo uzeti I' =

a za pravilo izvoda uzmemo:

A

A
Naravno, ovakvo nam zadavanje sistema nije od interesa. Postavlja se pita-

nje: postoji li neki pravi podskup I' C Y sistema X tako da pocevsi od I' uz
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2.4. Aksiomatika

neka pravila izvoda mozemo doé¢i do svih formula sistema 7

Ako je X generiran nekim odlu¢ivim podskupom I' C ¥ uz kona¢no mnogo
razumnih pravila izvoda, onda kazemo da je Y aksiomatizabilan i da je skup
[' skup aksioma sistema >. Elemente od ' nazivamo aksiomima. Ve¢ smo
upoznati s nekim aksiomatskim sistemima modalne logike kao sto je RS, no
postoje i sistemi koji nisu aksiomatizabilni, na primjer, skupovi formula koje
su istinite u nekom odabranom svijetu modela su rijetko aksiomatizabilni.
Aksiomatizabilni sistemi su od vaznosti jer uvode pojam dokaza, a time i
takozvani pozitivan test za skup teorema. Pojasnimo pojam pozitivnog testa.
Neka je S skup nekih formula i A neka formula. Pretpostavimo da zelimo
saznati je i A € S ili A ¢ S. Pozitivan test skupa S je algoritam koji
za svaku formulu iz S na konacan i efektivan nacin moze provjeriti da je
ona zaista unutar S. Ovdje smo veoma povrsno definirali pojam pozitivnog
testa. Naime, prvo bismo trebali definirati Sto je to algoritam, no to nadilazi
svrhu ove teze. Negativan test skupa S je pozitivan test komplementa od
S. Uocimo da je skup formula S odluciv ako i samo ako postoji pozitivan i
negativan test za S.

Pojam dokaza aksiomatizabilnog sistema analogan je pojmu dokaza u sis-
temu RS. Dakle, dokaz formule F u aksiomatizabilnom sistemu ¥ je konacan
niz formula od kojih je posljednja upravo F i svaka je ili aksiom ili je nastala
primjenom nekog pravila izvoda sistema Y na neke prethodne formule u nizu.
Formulu F za koju postoji dokaz nazivamo teoremom. Kako je skup svih
formula prebrojiv i dokaz je konacan niz formula to je skup svih dokaza ne-
kog aksiomatizabilnog sistema takoder prebrojiv. Dakle, sve dokaze mozemo
poredati u niz py, p2, ps, . . . . Ako je neka formula F teorem aksiomatizabilnog

sistema, onda se ona nalazi na kraju nekog dokaza p,,. Provjerom svakog do-
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kaza pocevsi od py, nakon konacno koraka do¢i ¢emo do p,, i time ustanoviti
da je F teorem aksiomatizabilnog sistema. Dakle, konstruirali smo pozitivan
test za skup svih teorema aksiomatizabilnog sistema. Ako neka formula A
nije teorem onda se ona ne nalazi na kraju nijednog dokaza iz niza pq, ps, . . .,
medutim provjeravanjem jednog po jednog dokaza, trebali bismo provjeriti

svih beskonacno mnogo dokaza da bismo ustanovili da formula A nije teorem,

no taj nac¢in nije konacan ni efektivan pa ga ne uzimamo kao negtivan test.

2.5 Maksimalnost i Lindenbaumova lema

U ovom dijelu razmotrit ¢emo takozvane maksimalne skupove formula. Grubo
govoreli, to su konzistentni skupovi koji dodavanjem novih formula postaju

inkonzistentni. Navedimo preciznu definiciju.

Definicija 2.16 Za skup formula T kaZemo da je maksimalno konzis-
tentan ili maksimalan, u oznaci Maxrs[', ako je konzistentan ¢ vrijedi: za

svaku formulu A, iz Congl' U{A} slijedi Ae€T.

Propozicija 2.17 Neka je I' maksimalan skup formula. Tada vrijedi:
(1) A€l ako i samo ako Ty A;

(2) S CT;

(3) T eT;

(1) LgT;

(5) A €T ako i samo ako A ¢ T';

(6) ANB €T ako i samo ako A€T i B €T,

(7) AV B € T" ako i samo ako A €T ili B €T,

(8) A— B €T ako i samo ako A ¢ T ili B €T,

(9) A+ B €T ako i samo ako je istovremeno A € T' i B € T ili istovremeno
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2.5. Maksimalnost i Lindenbaumova lema

A¢T iB¢T;
(10) T je X-sistem.

Dokaz.

(1) Nuznost slijedi iz Propozicije pod (4). Obratno, neka je I' Fy A.
Pretpostavimo suprotno, to jest A ¢ T'. Tada zbog maksimalnosti od T
slijedi €ongl" U {A}. 1z tvrdnje (15) Propozicije slijedi I' Fy, —A. Sada
po tvrdnji (10) iz Propozicije slijedi €ony .

(2) Neka je A € ¥, to jest by A. Po (2) iz Propozicije formula A je
izvediva iz bilo kojeg skupa formula. Dakle I' 5, A pa po (1) slijedi A € T".
(3) Kako je T valjana formula, to je Fx, T pa po (2) slijedi T € I

(4) Ako je L € T" onda je I' Fy L, a time i Cgngl’ Sto je kontradikicija s
maksimalnoséu od T'.

(5) Neka je =A € I'. Pretpostavimo suprotno, to jest A € I'. Sada po
(10) iz Propozicije slijedi da je I' inkonzistentan, sto je kontradikcija s
maksimalnos¢u od I'. Dakle A ¢ I'. Obratno, neka vrijedi A ¢ I". Sada po
(14) iz Propozicije slijedi da je skup 'U{—A} konzistentan. Po definiciji
maksimalnog skupa slijedi A € T.

(6) Neka je AN B €I'. Tada po (1) vrijedi I' Fyy A A B. Pravilo izvoda

0
(ANB) - A

¢uva istinitost pa vrijedi Fy (A A B) — A. Dakle vrijedi {AAB} 5 A. Sada
po (5) iz Propozicije vrijedi I' g A. Analogno zaklju¢ujemo I' -y B.
Sada po (1) zakljucujemo A € I'i B € I'. Obratno, nekaje 'ty Ail' Fyx B.
Tada po (1) vrijedi A € I' i B € I'. Pravilo izvoda

0
(ANB) — (AN B)
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¢uva istinitost pa vrijedi by (AAB) - (AAB). Stogaje ' Fx AAB, a
timei ANB eTl.

(7) Neka vrijedi AV B € I'. Tada po (1) vrijedi I' -y AV B. Pretpostavimo
suprotno, to jest daje A¢ I'i B ¢ I'. Sada po (5) vrijedi "A € T'i =B € T.

Pravilo izvoda

0
(ﬁA VAN —\B) — —|(A V B)

¢uva istinitost pa je Fy (WAA—-B) — (A V B). Dakle, I Fy, =(AV B) pa
po (5) slijedi AV B ¢ T', §to je kontradikcija. Obratno, neka je A € I' ili

B € T'. Pretpostavimo da je A € I'. Pravilo izvoda

0
A— (AV B)

¢uva istinitost pa je by A - (AV B). Dakle I' Fy, AV B pa je po (1)
AV B e€T. Analogno se dokaze AV B € ' uslucaju B € I

(8) Neka je A — B,A € I'. Tada je po (6) AAN(A — B) € I paje po
(1) T' Fy AN (A — B). Nadalje, ocito je {AA (A — B)} Fx B. Sada po
(5) iz Propozicije slijedi I' Fx, B, a time zbog (1) i B € I'. Obratno.
Pretpostavimo suprotno. Neka je A — B ¢ I'. Pokazimo da iz A € I ne
slijedi B € I'. Po (5) vrijedi I Fy =(A — B). Nadalje, lako se vidi da je
{~(A— B)} by Ai{~(A — B)} by =B. Primjenom (5) iz Propozicije 2.15]
slijedi I' g A1 T'Fyg =B. Sada po (1) slijedi A € I'i =B € I'. Pokazali smo
da iz A € T" ne slijedi B € I, sto je kontradikcija.

(9) Ocito vrijedi {A <» B} Fxy A — Bi {A <> B} Fy B — A pa tvrdnja
slijedi primjenom (8).

(10) Ekvivalentno s (2). m
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Sljede¢i teorem je od velike vaznosti. Naime, teorem tvrdi da svaki kon-
zistentni skup formula ima prosirenje koje je maksimalno. Zapisimo to for-

malno.

Teorem 2.18 (Lindenbaumova lema) Neka je Consl'. Tada postoji skup
formula A takav da je I' C A i Magy A.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti kontrukcijom skupa A. Skup svih formula je
prebrojiv pa postoji bijekcija sa skupa N u skup formula. Tako dobivamo
niz (A,) svih formula. Za svaki n € NU{0} induktivno ¢emo definirati skup
formula A na nacin:

(1) Ao =T

Ap_ U{A,), ako CongA, ;U {A,
(2) A, = 1O, ako Gonsd, Ui (2.1)

A1, inace

Ocito je da je skup A, konzistentan za svaki n € NU {0}. Definirajmo sada
skup A = G A,. Skup A ocito sadrzi I'. Preostaje pokazati da je A mak-
simalan. D%:lgaiimo sljedece dvije tvrdnje:

Tvrdnja 1. Za svaki k € N vrijedi Ag EOOAk ¢im je A € A.

Naime, neka je Ay, € A. Kako je A = U A, to postoji | € N takav da je
A € A;. Ako je | < k onda ocito Vrijed?:gl C Ay paje A, € Ag. Pretpos-
tavimo k < [. Kad bi bilo Ay ¢ Ay iz konstrukcije Ay slijedilo bi da skup
Ag_1 U{Ax} nije konzistentan, a kako je Ag_; U{Ax} C A slijedi da je i 4,
inkonzistentan, sto je kontradikcija. Dakle Ay € Ag.

Tvrdnja 2. Za svaki konacan A" C A postoji n € N U {0} tako da je
A CA,.

Neka je A" C A konacan. Tada postoji n = maz{l € NU{0} : A; € A'}.
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Pokazimo A" C A,,. Neka je A € A". Tadaje A= A;zanekil € {1,...,n}.
Po Tvrdnji 1. slijedi 4, € A; C A,,. Dakle A" C A,,.

Tvrdnja 3. Skup A je konzistentan.

Naime, pretpostavimo suprotno, to jest da A nije konzistentan. Po (13)
iz Propozicije [2.15 postoji kona¢an A" C A koji nije konzistentan. Sada po
Tvrdnji 2. postojin € NU{0} tako daje A" C A,,. Po (12) iz Propozicije

slijedi da A,, nije konzistentan, sto je kontradikcija. Dakle A je konzistentan.

Konaé¢no, pokazimo da iz €ong A U {A} slijedi A € A. Neka je Congy A U {A}.
Kako se sve formule nalaze u nizu (A4,) to postoji n € N tako da je A = A,,.
Prema (12) iz Propozicijg2.15] slijedi €onsA,_1 U {A,}. Sada po (2.1) slijedi
A, = A, 1 U{A,}. Kako je A, € A, slijedi A € A. Time je teorem u
potpunosti dokazan. m

Sljedeé¢i teorem daje nam karakterizaciju izvedivosti formule iz nekog

skupa formula.

Teorem 2.19 Vrijede sljedecée turdnje:

(1) formula A je izvediva iz skupa formula T’ ako i samo ako je A € A za
svakit maksimalan skup formula A za koji je I' C A;

(2) formula A je teorem sistema % ako i samo ako je A € A za svaki maksi-

malan skup formulan A.

Dokaz. (1) Pretpostavimo I' by A. Neka je A maksimalan i neka je I' C A.
Prema (6) iz Propozicije slijedi A 5 A, zatim iz (1) Propozicije [2.17]
slijedi A € A. Obratno. Pretpostavimo suprotno, neka je I' ¥y, A. Tada po
(14) iz Propozicije slijedi da je skup I' U {—A} konzistentan. Nadalje,
skup I' U {=A} ima maksimalno prosirenje A. Uoc¢imo da vrijedi =A € A
pa po Propoziciji slijedi A Fyx —=A. Uocimo da je skup A maksimalno

prosirenjeiod I'te A s A1 A by —A, Sto je kontradikcija s konzistentnoséu

22



2.5. Maksimalnost i Lindenbaumova lema

od A.

(2) Tvrdnja izravno slijedi iz (1) kada uzmemo I' = (). m
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Poglavlje 3
Standardni modeli

U Definiciji [2.4| nismo definirali istinitost formule JA. Definicijom istinitosti
za formulu [JA na neki na¢in odredujemo u kojoj ¢e klasi modela odredene
formule biti valjane. Prvo navodimo vrstu modela koju je prvi definirao Saul

Kripke u kasnim 1950-ima.

Definicija 3.1 Ureden par (W, R), pri éemu je W proizvoljan neprazan skup
te R C W x W proizvoljna binarna relacija, nazivamo Kripkeov okvir
ilt kratko okwvir. FElemente skupa W nazivamo svjetovima, a relaciju R

relacijom dosezZnosti.

Definicija 3.2 Standardni model ili Kripkeov model je uredena trojka
(W, R,IF) pri éemu je (W, R) Kripkeov okvir i |+ binarna relacija sa skupa
W u skup svih formula koja ima sljedeca svojstva:

1) whkl

2
3
4
5

w Ik —A ako i samo ako w ¥ A
wlF AN B ako i samo akowl-Aiwlk B
wlF AV B ako i samo ako wl- A iliwl- B

)
)
)
)wlk A— B ako i samo ako w ¥ A ili w - B



6) wlk A <> B ako i samo ako je w IF A ekvivalentno s w I+ B

7) wlFOA ako i samo ako za svaki v € W iz wRv slijedi w |- A

Elemente skupa W nazivamo svjetovi. Za svijet § € W kaZemo da je
dosezan iz svijeta o € W i pisemo aRf ako vrijedi (c, B) € R. Relaciju |+

nazivamo relacijom forsiranja.

Definicija 3.3 Neka je M = (W, R,It) standardni model. KazZemo da je
formula A istinita u svigetu o modela M ako je o Il- A. KaZemo da je
formula A istinita u modelu M i pisemo M = A ako za svaki w € M

vrijedi w I A. Za formulu A kaZemo da je valjana ako za sve standardne

modele M vrijedi M |= A.

Napomena 3.4 Uoc¢imo da smo Definicijom definirali © istinitost mo-
dalnih formula. Dakle formula TJA je istinita u svijetu o modela M ako je
formula A istinita u svakom svijetu  modela M koji je dosezan iz o. Kako
je formula A pokrata za formulu —=[-A slijedi da je formula $A istinita u
svijetu o ako i samo ako postoji svijet 5 modela M takav da je formula A

istinita u njemu 1 uz to je B dosezZan iz c.

Primjer 3.5 Ako simbol (0 shvatimo kao tvrdnju 7 Uvijek ée vrijediti”, onda
je prirodno skup W definirati kao skup toéaka u vremenu (na primjer R), a
relaciju R kao standardni uredaj na skupu R. Dakle, wRv oznacava da je
trenutak v kasniji od trenutka w. Formula CJA je istinita u trenutku w ako je

formula A istinita u svakom trenutku nakon trenutka w.

Promotrimo sljede¢e sheme formula:
D. OA — A

T.0A—= A
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B. A—O0A
4. OJA — 0OOA
5 OA —- OOA
Teorem 3.6 Nijedna od shema D,T,B,4,5 nije valjana.

Dokaz. Konstruirajmo protumodel za shemu D. Neka je W = {a}i R =0, S
skup svih formula jezika te P skup svih atomarnih formula. Za svaku relaciju
iz skupa W u skup P postoji jedinstveno prosirenje - C W x S koje ima
svojstva iz Deﬁnicije Neka je I jedinstveno proSirenje relacije ) C W x P.
Dakle, svaka atomarna formula je neistinita. Definirajmo M := (W, R,IF) i
odaberimo proizvoljnu atomarnu formulu P. O¢ito je M standardni model i
vrijedi o IF OP i a ¥ $P. Naime, « [F P je trivijalno ispunjeno buduéi da
ne postoji § € W takav da je aRf. Nadalje, ne postoji § € W takav da je
aRf i B IFP. Dakle, M je trazeni protumodel.

Uoc¢imo da je M protumodel i za shemu T buduéi da je o IF P trivijalno
ispunjeno te vrijedi oo ¥ A.

Konstruirajmo protumodel za shemu B. Neka je M = (W, R, IF) pri ¢emu je
W ={a,0}, R={(o,8)}, 1l C W x S relacija takva da vrijede uvjeti
iz Definicije te da za svaku atomarnu formulu P vrijedi o IF P i g ¥ P.
Ocito za svijet a vrijedi « IF P, no o ¥ OGP, Doista, za svijet 8 vrijedi aRfS
i ne postoji v € W tako da vrijedi SRy i v - P.

Pokazimo da shema 4 nije valjana. Neka je M =(W R,IF) pri cemu je W =
{a, 8,7}, R = {(e, B), (e, )} te IF € W x S takva da vrijede svojstva iz
Definicije te da za svaku atomarnu formulu P vrijedi a W P, 3 IF P te
~v W P. Neka je P proizvoljna atomarna formula. Kako je £ jedini svijet takav
da je RS te vrijedi B IF P, zaklju¢ujemo da vrijedi « IF CJP. Nadalje, zbog
BRy te v ¥ P vrijedi g ¥ TJP. Time je pokazano o ¥ UOP. Dakle, M je
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protumodel za shemu 4.
Konacno, pokazimo da shema 5 takoder nije valjana. Definirajmo M =
(W, R,IF) pri cemu je W = {«, B1, B2}, R = {(, B1), (@, Bo) } te IF CW x S
relacije takva da zadovoljava uvjete it Definicije |3.2| i da za svaku atomarnu
formulu P vrijedi a ¥ P, 5y IF P te By ¥ P. Neka je P proizvoljna atomarna
formula. Kako vrijedi aRf; te 8 IF P zakljucujemo da je a IF $P. Uocimo
da ne postoji v € W takav da je SRy, stoga vrijedi 5y ¥ OP. Sada iz aRSs
slijedi o ¥ OGP, Time je teorem u potpunosti dokazan.

|

Teorem tvrdi da za sheme D, T, B, 4 i 5 postoje modeli u kojima one
nisu istinite. Prirodno se postavlja pitanje postoje li neke nama zanimljive
klase modela u kojima ¢e navedene sheme biti istinite? Takvo razmatranje

nas navodi na sljede¢u definiciju.

Definicija 3.7 Neka je M = (W, R,IF) standardni model. Za relaciju R
kazemo da je:

(1) serijska ako za svaki o € W postoji B € W tako da je aRf3

(2) refleksivna ako za svaki « € W vrijedi aRo

(3) simetriéna ako za svaki o« € W i B € W takve da je aRS vrijedi BRo
(4) tranzitivna ako za sve o, B,y € W takvi da je aRf i SRy vrijedi aRy
(5) euklidska ako za sve a, B,y € W takvi da je aRfS i aR~y vrijedi SRy
Za model M = (W, R,IF) kaZemo da je serijski (refleksivan, simetrican,
tranzitivan, euklidski) ako je relacija R serijska (refleksivna, simetricna,
tranzitivna, euklidska). Za klasu C standardnih modela kaZemo da je se-
rigska (refleksivna, simetricna, tranzitivna, euklidska) ako je svaki model
u C serigski (refleksivan, simetrican, tranzitivan, euklidski). Za formulu A
kazemo da je valjana u klasi C standardnih modela ako je istinita u svakom

modelu klase C.
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Teorem 3.8 Vrijedi sljedece:

(1) shema D je valjana u serijskoj klasi standardnih modela;
(2) shema T je valjana u refleksivnoj klasi standardnih modela;
(3) shema B je valjana u simetriénoj klasi standardnih modela;
(4) shema 4 je valjana u tranzitivnoj klasi standardnih modela;

(5) shema 5 je valjana u euklidskoj klasi standardnih modela;

Dokaz. (1) Neka je M = (W, R, IF) proizvoljan model u serijskoj klasi stan-
dardnih modela i neka je & € W proizvoljan svijet u W. Pretpostavimo da
vrijedi o IF JA. Kako je M serijski model to postoji § € W tako da je aRp.
Dakle vrijedi g IF A a time i « IF $A. Zakljuéujemo o I- A — $A za svaki
a € W. Dakle M =04 — QA.

(2) Neka je M = (W, R, IF) refleksivni standardni model, & € W proizvoljan
svijet. Pretpostavimo da vrijedi « IF [JA. Zbog refleksivnosti od M vrijedi
aRa. Dakle vrijedi o IF A a time i M = OA — A.

(3) Neka je M = (W, R,IF) simetri¢ni standardni model, « € W proizvoljan
svijet u W i pretpostavimo da vrijedi o I A. Neka je § € W proizvoljan
svijet u W takav da vrijedi aR5. Treba pokazati g IF $A. Kako je rela-
cija R simetricna to vrijedi SRa. Sada zbog « I A zakljucujemo da vrijedi
B IF $A. Dakle za svaki f € W takav da je aRS vrijedi 8 IF $A. Stoga je
alFOOA, atimeialk A — OOA.

(4) Neka je M = (W, R,IF) tranzitivni standardni model. Odaberimo pro-
izvoljan o« € W i pretpostavimo « IF JA. Pokazimo da vrijedi « IF OA.
Neka je 8 € W proizvoljan svijet u W takav da vrijedi aRS i neka je vy € W
proizvoljan svijet u W takav da je SR~y. Zbog tranzitivnosti relacije R slijedi
aR~y. Kako je a lF A i aRy to je v IF A. Kako je v bio proizvoljan, za-
kljuc¢ujemo da je g IF JA. Konaé¢no, zbog proizvoljnosti od S pokazali smo

alFO0A, a time i o IF OA — OOA.
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3.1. Sistem K

(5) Neka je M = (W, R,IF) euklidski standardni model. Odaberimo pro-
izvoljno a« € W i pokazimo « IF $A — OOA. Pretpostavimo da vrijedi
a IF { te odaberimo proizvoljan § € W takav da je aRB. Zbog a IF $A
postoji v € W tako da je aRy i v IF A. Relacija R je euklidska pa vrijedi
BR~, a time i f IF $A. Kako je § bio proizvoljan to vrijedi a IF OOA, a
timeialk A —O0CA. =

3.1 Sistem K

Pretpostavimo da se u formuli A pojavljuju propozicijske varijable py, ..., p,.
Tada formulu A oznac¢avamois A(py,...,p,). Nekasu By, ..., B, proizvoljne
formule. Tada s A[By/p1, ..., Bn/ps] oznacavamo formulu koja je nastala iz
formule A zamjenom propozicijskih varijabli py, . .., p, formulama By, ..., B,

redom. Navedimo sad definiciju sistema K.

Definicija 3.9 Sistem K zadan je svojim shemama aksioma i dvama pra-
vilima izvoda. Sheme aksioma su:

(A1) A[Bi/pi,...,Bn/pnl, pri cemu je A(py,...,pn) valjana formula logike
sudova i By, ..., B, proizvoljne formule modalne logike;

(K) O(A— B) —» (A — OB).

Pravila izvoda sistema K su:

A s
TA (nuznost RN) A g — B (modus ponens MP)

Sasvim analogno kao kod sistema RS definiraju se pojmovi dokaza, izvoda i

teorema.

Napomena 3.10 Postoje i alternativne metode zadavanja sistema K. Na-

ime, neki autori za aksiom (A1) stavljaju samo valjane formule logike sudova,
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3.1. Sistem K

ali onda se doda pravilo izvoda:

A(pl) oo 7pn)
A[Bl/ph sy Bn/pn]

(uniformna supstitucija) US

Moze se pokazati svaka formula koja je dokaziva u ovakvom sistemu dokaziva

je i u sistemu 1z gornje definicije, i obratno.

Primjer 3.11 Konstrukcijom dokaza pokazimo da je za formula (QANOB) —
O(A A B) teorem sistema K.

(1) A— (B — (AN B)) (A1)
(2) O(A— (B — (AN B))) (1), RN
(3) (A — (B— (AANB))) - (ODA—-0O(B — (AAB))) K
(4) 0OA —- OB — (AN B)) (2),(3) MP
(5)0(B — (AAB)) — (OB — O(AA B)) K
(6) (DA—0OB— (AAB))) = ((OB—= (AAB)) — (A1)
(OB —-0(AAB))) — (0A— (OB —=UO(AANB))))

(7) (O(B— (AAB)) —» (OB —-0O(AAB))) —» (A — (4),(6) MP
(OB —- O(AAB)))

(8) OA — (OB — (AN B)) (5),(7) MP
(9) (A - (OB —-0O(AAB))) —» (DAANOB) - O(AAB)) (A1)
(10) (DAANDOB) — O(A A B) (8),(9) MP

Primijetimo da ako su A i B formule sistema K da je onda i A A B formula

sistema K. Naime, dokazimo formulu A A B:
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3.1. Sistem K

(1) A pretpostavka
(2) B pretpostavka
3) A— (B — (AANB)) (A1)
(4) B— (AN B) (1),(3) MP
(5) ANB (2),(4) MP

Primijetimo da smo upravo pokazali da vrijedi sljedec¢e pravilo izvoda:

A B
ANB

Ovakvo pravilo nazivamo introdukcija veznika A i oznacavamo s (AI).

Ovo razmatranje navodi nas na sljede¢u definiciju.

Definicija 3.12 Za pravilo izvoda

AL A,
A

kazemo da je dopustivo u sistemu X ako by Aq,...,F XA, povlaci s A.

Dopustiva pravila izvoda mozemo koristiti u dokazima teorema. Navedimo

sada primjer jednog dopustivog pravila izvoda za sistem K:

(DR1)
A— B
A — 0B
(1) A— B pretpostavka
(2) O(A — B) (1), RN
(3) (A — B) - (DA — OB) K
(4) DA — OB (2),(3), MP

Navedimo sada dva vazna teorema sistema K.
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3.1. Sistem K

(K1): O(AA B) — (DA AOB)
(K2): (OAAOB) — O(A A B)

Teorem (K2) dokazali smo u Primjeru pa ¢emo navesti samo dokaz te-

orema (K1).

(1) (AN B) pretpostavka
(2) (ANB) — B (A1)
(3) O(AAB) — OB (DR1)
(4) (ANB) = A (A1)
(5) 0(AAB) — OA (DR1)
(6) (O(AANB) - 0OB) — (O(AANB) - 0OA) — (A1)
(O(AAB) = (DAADOBRB)))

(7) (H(AANB) - U0A) - (O(AAB) —» (DAADOB)) (3),(6), MP
(8) (A A B) — (DA ADB) (5),(7), MP
(9) DA AOB (1),(8), MP

Teorem 3.13 (Teorem adekvatnosti za sistem K) Ako je Fx F onda

je F valjana formula.

Dokaz. Treba dokazati da su aksiomi sistema K valjane formule te da pra-
vila izvoda ¢uvaju istinitost iz ¢ega ¢e tvrdnja slijediti indukcijom po duljini
dokaza. Sve tautologije u novom jeziku su oc¢ito valjane. Pokazimo da je
aksiom K valjana formula. Neka je M = (W, R,IF) proizvoljni standardni
model i a € W proizvoljni svijet u W. Pokazimo da vrijedi a I+ (A —
B) — (0OA — OB). Neka je o IF O(A — B). Pretpostavimo da vrijedi
a lF OA. Treba pokazati o IF JB. Odaberimo proizvoljan 5 € W tako da je
aRB. Iz alF O(A — B) slijedi fIF A — B te iz o IF OA slijedi 5 |- A. Sada
iz IFA— Bipl- Aslijedi g IF B. Kako je £ bio proizvoljan zaklju¢ujemo
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3.2. Sistem T

da vrijedi « IF OOB. Pokazali smo da iz pretpostavke a IF [JA slijedi « I+ OB,
dakle vrijedi o IF OA — OB, a time i o IF O(A — B) — (0OA — OB).
Nadalje, iz Definicije pod 5) ocito slijedi da pravilo modus ponens ¢uva
istinitost. Pokazimo da pravilo nuznosti ¢uva istinitost. Neka je A valjana
formula i M = (W, R, I) proizvoljni standardni model. Tada za svaki o € W
vrijedi a IF A pa posebno vrijedi za svaki § € W za koji je aRS. Dakle, za
svaki a € W vrijedi a IF JA. Dokaz teorema sad slijedi primjenom indukcije

po duljini dokaza. m

Teorem 3.14 (Teorem potpunosti sistema K) Neka je F valjana for-

mula. Tada je Fx F.

Definicija 3.15 Za skup formula S kaZemo da je konzistentan ako ne pos-

toji formula A takva da vrijedi St A i S Fg —A.

Napomena 3.16 Definicija konzistentosti u ovom poglaviju razli¢ita je od
definicije u proslom poglaviju, ali koriste¢i Korolar definicije izvoda 1
izvodljivosti te turdngju (10) Teorema moZze se pokazati da su te definicije

ekvivalentne.

Teorem adekvatnosti za sistem K nam govori da su teoremi sistema K istinite
formule u bilo kojem standardnom modelu bez obzira na definiciju relacije R.
Nadalje, teorem potpunosti nam govori da se svaka valjana formula moze do-
kazati unutar sistema K. Dakle, sistem K je najopcenitij konzistentni sistem

u klasi svih standardnih modela.

3.2 Sistem T

Ranije smo pokazali da formula [JA — A nije valjana. Po teoremu potpunosti

za sistem K slijedi da ona nije teorem sistema K. Ako sistemu K dodamo
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3.2. Sistem T

formulu (JA — A kao novi aksiom, dobivamo ”jaci” sistem u smislu da ako
je neka formula dokaziva u sistemu K da je dokaziva i u novom sistemu.
Operator [ zvali smo nuznost. Dakle, formulu [JA c¢itali smo "Nuzno je A”.
Novi aksiom bismo tada interpretirali kao ”Sto je nuzno, to onda i jest”.
Dodavanjem tog novog aksioma zapravo prihvacamo da je takva formula

istinita. Definirajmo sada formalnije takav sistem.

Definicija 3.17 Sistem T zadan je svojim shemama aksioma ¢ dvama pra-
vilima izvoda. Sheme aksioma su:

(A1) A[Bi/pi,...,Bn/pnl, pri cemu je A(py,...,pn) valjana formula logike

sudova i By, ..., B, proizvoljne formule modalne logike;
(K) O(A — B) — (DA — OB).
(T) OA— A

Pravila izvoda sistema K su:

A s
TA (nuznost RN) A g — B (modus ponens MP)

Sasvim analogno kao kod sistema RS definiraju se pojmovi dokaza, izvoda i

teorema.

Buduéi da smo u dokazivanju dupustivosti pravila izvoda DR1 koristili alate
sistema K, dokaz da je DR1 dopustivo i u sistemu T potpuno je jednak kao
kod sistema K.

Zanimljivo je postaviti pitanje postoje li neki teoremi sistema T koji nisu
teoremi u sistemu K. Prirodno je ocekivati da ¢e se u dokazivanju takvog

teorema pojaviti akisom T. Navedimo primjer takvog teorema:

(T1) A — OA.
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3.2. Sistem T

(1) O(=A4) = (=4) T
(2) (O(=A4) = (~4)) = (A > ~0(~A)) (A1)
(3) A — -O(=4) (1),(2), MP
(4) A— QA (3), Definicija

Sjetimo se da smo prilikom definicije alfabeta formulu {A definirali kao
—[0=A, dakle, T1 je doista teorem sistema T.
Kontruirajmo sada model u kojem formula A — {A nece biti istinita. Neka
je W = {a}, R = 0. Odaberimo proizvoljnu propozicijsku varijablu P i
definirajmo « I P. Pretpostavimo da je A — {A teorem sistema K. Tada
je formula P — P istinita u svijetu «, to jest o IF P — $P. Po definiciji
istinosti za formule oblika A — B slijedi da je « IF $P. Dakle postoji svijet
B € W takav da je aRB i B IF P, §to je kontradikcija jer je R = 0.
S obzirom da su svi teoremi sistema K ujedno i teoremi sistema T, uz gornje
razmatranje sistem T mozemo nazvati pravim prosirenjem sistema K.
Naravno, postoje neki modeli u kojima ¢e sve formule sistema T biti isti-
nite. Prema Teoremu|3.8 aksiom T je valjana formula u klasi svih refleksivnih
modela. Pravila izvoda sistema T jednaka su kao pravila izvoda sistema K i
ve¢ smo pokazali da cuvaju istinitost. Imajué¢i na umu Teorem mozemo
zakljuciti da su sve formule sistema T valjane u klasi svih refleksivnih modela.

Sada bez dokaza navodimo teorem potpunosti za sistem T.

Teorem 3.18 (Teorem potpunosti za sistem T) Neka je A proizvoljna
formula i M = (W, R,IF) standardni model, pri ¢emu je R refleksivna rela-
cija. Formula A je istinita u modelu M ako i samo ako je teorem sistema

T.
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3.3. Sistem D

3.3 Sistem D

Zanimljivo je razmotriti mozemo li operator L] intuitivno shvatiti kao ”oba-
vezu”. Tada bi nam formula [JA predstavljala recenicu: ”Obavezno je A”, a
formula A recenicu: ”Dopusteno je A”. U takvom shvac¢anju bi nam imalo
smisla formulu JA — A smatrati istinom. Dakle, $to je obavezno to je i
dopusteno. Dodamo li sistemu K novi aksiom:
(D) OA — $A,
dobivamo novi sistem kojeg nazivamo Sistem D. U proslim razmatranjima
dokazali smo Teorem koji izmedu ostalog tvrdi da je akisom D nevaljala
formula. Dakle nije teorem sistema K. Kao i kod sistema T, morat ¢emo
suziti klasu standardnih modela u kojima ¢e aksiom D biti valjana formula,
no ve¢ smo Teoremom pokazali da je rijec o klasi serijskih modela. Pri-
mijetimo da smo u dokazu Teorema konstruirali protumodel za shemu D
koji nije serijski.

Navedimo sada primjer teorema u sistemu D koji nije teorem sistema K.

Primjer 3.19  (D1) $(A — A).

(1) A— A (A1)
(2) O(A — A) (1), RN
(3) O(A = A) = O(A = A) (D)
(4) &(A— A) (2).(3), MP

Napomena 3.20 U gornjim razmatranjima uveli smo aksiom D, dok smo
za formulu D1 pokazali da je teorem sistema D. Zanimljivo je to Sto smo
mogli provesti i alternativnu aksiomatizaciju sistema D. Umjesto aksioma
D mozZemo wvesti aksiom D1 te se mozZe pokazati da ce teda aksiom D biti

teorem sistema D1.
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3.3. Sistem D

Zanimljivo je sada promotriti odnos sitema T i sistema D. Nije tesko dokazati

da je D teorem sistema T. Naime, provedimo taj dokaz:

(1H)OA— A T
(2) A— QA T1
3) (DA —= A) = (A— QA) — (A — OGA)) (A1)
4) (A= QA) — (OA = QA) (1),(3), MP
(5) OA = QA (2),(4), MP

Dakle, dodatni aksiom sistema D je teorem unutar sistema T. To nam govori
da je svaki teorem sistema D ujedno i teorem sistema T. Pokazali smo da
je sistem D pravo proSirenje sistema K. Dakle sistem D se nalazi izmedu
sistema K i sistema T. Pod ”izmedu” mislimo na to da je sistem D prosSirenje
sistema K i da je sistem T prosirenje sistema D. Kasnije ¢emo pokazati da
je sistem T pravo prosirenje sistema D. Prvo bez dokaza navodimo teorem

potpunosti sistem D.

Teorem 3.21 (Teorem potpunosti za sistem D) Neka je A proizvoljna
formula 1 M serijski standardni model. Formula A je istinita u modelu M

ako i samo ako je teorem sistema D.

Konstruirajmo sada serijski model M = (W, R,IF) u kojemu aksiom T
nece biti valjana formula. Neka je W = {«, 8}, R = {(«, 3), (5,a)}. Neka
je P proizvoljna atomarna formula. Definirajmo o ¥ P i g I+ P. Bududi da
je B IF P to za svijet a vrijedi o IF OJP. Medutim, ne vrijedi o I+ A, dakle ne
vrijedi o IF TJA — A, Sto znaci da shema T nije istinita u ovakvom modelu.
Kako je M serijski model i T nije istinita u M po teoremu potounosti za
sistem D slijedi da T nije teorem sistema D. Time smo pokazali da je sistem
T pravo prosirenje sistema D. Sada grubo govoreé¢i mozemo reéi da je sistem

D "strogo izmedu” sistema K i sistema T.
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3.4. Sistem S4

Napomena 3.22 Primijetimo da je refleksivan model ujedno i serijski, ali
da su teoremi od D wujedno i teoremi od T. Ovakav odnos modela v teorema
moze biti zbunjujuc. Naime, kod sistema D, klasa modela u kojima su teoremi
sistema D wvaljane formule Sira je od klase modela za sistem T. Dakle, ako
imamo Siru klasu modela, tada je manji broj formula koje su istinite u svim
tim modelima, dok ako imamo uzu klasu modela, onda ce vise formula biti

istinite u takvim modelima.

3.4 Sistem S4

Definicija 3.23 Sistem S4 zadan je svojim shemama aksioma ¢ dvama
pravilima izvoda. Sheme aksioma su:

(A1) A[Bi/pi,...,Bn/pnl, pri cemu je A(py,...,pn) valjana formula logike
sudova i By, ..., B, proizvoljne formule modalne logike;

(K) O(A— B) - (A — 0OB).

(T) OA— A

(4) OA — OOA

Pravila izvoda sistema K su:

A .
A (nuznost RN) A é = B (modus ponens MP)

Sasvim analogno kao kod sistema RS definiraju se pojmovi dokaza, izvoda i

teorema.

Primijetimo da je sistem S4 zapravo proSirenje sistema T. Naime, sistemu T
dodali smo nelogi¢ni aksiom 4. Stovie, sistem S4 je pravo prosirenje sistema
T. Moze se pokazati da je QLA — OA teorem sistema S4, ali nije teorem

sistema T.
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3.5. Sistem S5

Prisjetimo se sada Teorema [3.8 koji, izmedu ostalog, tvrdi da je shema 4
valjana u klasi svih tranzitivnih standardnih modela. Kako sistem S4 sadrzi i
aksiom T, slijedi da su teoremi sistema S4 valjane formule u klasi standardnih
modela koji su i refleksivni i tranzitivni. Navedimo sada bez dokaza sljedeci

vazan teorem za sistem S4.

Teorem 3.24 (Teorem potpunosti za sistem S4) Formula A je valjana
u klasi svih standardnih modela koji su i refleksivni @ tranzitivni ako i samo

ako je A teorem sistema S4.

3.5 Sistem S5

Dodamo li sistemu T aksiom $A — OO A dobivamo novi takozvani Sistem
S5. Aksiom (A — OO A oznacavamo brojem 5. Nadalje, u sistemu S5 moze
se dokazati formula 4. Dakle, sistem S5 je prosirenje sistema S4. Kons-
trukcijom odgovaraju¢eg protumodela pokazimo da formula S5 nije teorem
sistema S4. Neka je S skup svih formula. Definirajmo M = (W, R,IF), pri
cemu je W = {a, 3,7}, R = {(0,0), (@ B), (@, ), (8, B), (1,7} 1 FC W x S
binarna relacija takva da zadovoljava uvjete iz Definicije te da za svaku
atomarnu formulu P vrijedi o ¥ P, g IF P i v ¥ P. Neka je P proizvoljna
atomarna formula. Kako je aRS i 8 IF P slijedi o IF $P. Jedini svijet koji je
dosezan iz 7y je sam v i uz to vrijedi v ¥ P. Stoga ne vrijedi v IF OP. Kako je
aR~, slijedi a ¥ TGP, Dakle, pokazali smo da za svijet « vrijedi a IF QP i
a ¥ OGP pa je a ¥ P — OGP, Nadalje, uo¢imo da je model M refleksivan
i tranzitivan. Kako formula $A — [ A nije istinita u takvom modelu, iz
teorema potpunosti za sistema S4 slijedi da ona nije teorem sistema S4. Iz
dosadasnjih razmatranja mozemo zakljuciti da je sistem S5 pravo proSirenje

sistema S4. Promotrimo sada sljede¢e. U Teoremu pokazali smo da je
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formula ¢ A — OO A valjana u klasi svih euklidskih modela. Kako je sistem
S5 prosirenje sistema S4 zakljucujemo da su svi teoremi sistema S5 valjane
formule u refleksivnoj, tranzitivnoj i euklidskoj klasi standardnih modela.
lako ne¢emo dokazivati teorem potpunosti sistema S5 navest ¢emo sljedecu

lemu.

Lema 3.25 Neka je X skup. Binarna relacija R C X x X je refleksivna,

tranzitivna i simetricna ako © samo ako je refleksivna, tranzitivna i euklidska.

Dokaz. Neka je R C X x X refleksivna, tranzitivna i simetricna. Preostaje
pokazati da je R euklidska. Neka su «, 3,7 € X takvi da je aRS i aRy.
Kako je R simetri¢na to je fRa. Sada iz tranzitivnosti od R slijedi SRy.
Dakle R je euklidska. Obrtno. Treba pokazati da je R simetricna. Neka su
a, B € X takvi da je aRfB. Kako je R refleksivna to je aRa. Nadalje, R je
euklidska pa zakljucujemo da je SRa. Dakle, R je simetricna. m

Gornja lema nam tvrdi da je refleksivna, tranzitivna i euklidska relacija

zapravo relacija ekvivalencije.

Teorem 3.26 (Teorem potpunosti za sistem S5) Neka je A proizvoljna
formula i M = (W, R,IF) standardni model, pri cemu je R relacija ekviva-

lencije. Formula A je teorem sistema S5 ako i samo ako je istinita u modelu

M.

3.6 Shema GKlLmn

Sheme D, T, B, 4 i 5 mozemo generalizirati. Naime, u ovom odjeljku

)1’

¢emo navesti shemu GX¥'™? koja je ée nam povoljnim odabirom brojeva

k,l,m,n € NU{0} predstavljati sheme D, T, B, 4 i 5.

40



3.6. Shema GKlLm™n

Definicija 3.27 Neka je X skup i« R C X X X proizvoljna binarna relacija
te x,y € X. Definiragmo relaciju R" induktivno:

(1) xR% ako x = y;

(2) xR™y ako postoji = € X tako da je xRz i zR"1y.

Za n € NU{0} definirajmo J"A := JO...A. Analogno definiramo

n—puta

GrA = OO ... O A Zanimljivo je promotriti kada ée formule O0"A i A
——

n—puta
biti istinite. Odgovor nam daje sljede¢a propozicija.
Propozicija 3.28 Neka je a svijet u standardnom modelu M = (W, R, 1)
in € NU{0}. Tada vrijedi:
(1) a Ik O"A ako i samo ako za svaki € W takav da je aR™ 3 vrijedi B I+ A.
(2) alF Q™A ako i samo ako postoji f € W takav da je aR"( i 5 IF A.

Dokaz. (1) Dokaz provodimo indukcijom po n € NU {0}.

Baza: Neka je a - [1°A, to jest a - A. Neka je 3 € W takav da je aR%S.
Kako je R = idy to je « jedini s tim svojstvom. Kako vrijedi « IF A slijedi
tvrdnja. Obratno, neka za svaki 8 € W takav da je aR°3 vrijedi 3 I- A.
Tada posebno za 3 = « vrijedi a IF A odnosno a I+ [°A.

Korak: Neka je n € N i pretpostavimo da za sve k < n vrijedi tvrdnja (1).
Neka vrijedi a IF 0" A i neka je € W takav da je aR"3. Tada po Definiciji
postoji v € W takav da je aRy i yR*'3. Nadalje, formula ("4 je
zapravo formula OO" ' A. Sada iz o IF O"A i aRy slijedi v IF 0" ' A. Kako
je YR '3 po pretpostavci indukcije slijedi 3 I- A. Obratno, pretpostavimo
da za svaki § € W takav da je aR"( vrijedi § IF A. Dokazimo da vrijedi
a IF O"A. Neka je v € W takav da je aRy. Treba pokazati v I " 1A,
Neka je 8 € W takav da je yR"1S. Kako je aRy i yR" ! to je aR"[3. Pa
jei BI- A. Dakle vrijedi v IF 0" A, a time i o IF O"A.

(2) Dokaz takoder provodimo indukcijom po n € NU {0}.
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Baza: Za n = 0 tvrdnja trivijalno slijedi uzimajuéi g = a.

Korak: Neka je n € Nineka tvrdnja vrijedi za sve k£ < n. Pretpostavimo da
je a IF OMA. Dakle, postoji v € W takav da je aRy i~y IF " LA, Sada po
pretpostavci indukcije postoji 8 € W takav da vrijedi yR* 81 S IF A. Dakle
za (3 vrijedi aR"B i f IF A sto je i trebalo dokazati. Obratno, pretpostavimo
da postoji f € W takav da je aR"3 i § IF A. Treba pokazati o IF O™ A.
Po definiciji relacije R" slijedi da postoji v € W takav da je aRy i yR"'4.
Sada po pretpostavci indukcije slijedi v I {1 A. Dakle za v vrijedi aRy i
v IF & A pa zakljuéujemo o I GTA. m

Definicija 3.29 Neka X skup i R C X x X binarna relacija. Za relaciju R
kazemo da je m-tranzitivna ako za svaki v,y € X vrijedi da xR"y povlaci
xRy. Za standardni model M = (W, R,IF) kaZemo da je n-tranzitivan ako

je relacija R n-tranzitivna.

Neka je n € NU {0}. Promotrimo sljede¢u shemu formula:

4" OA—-DOA

Nije tesko provjeriti da je shema 4™ valjana u klasi n-tranzitivnih standard-
nih modela. Naime, neka je M = (W, R,IF) n-tranzitivni model i neka je
a € W. Pretpostavimo da je o IF JA. Neka je § € W takav da je aR"[5.
Kako je M n-tranzitivan model to je aRS pa zbog o IF A slijedi g I+ A.
Dakle, vrijedi o IF [0"A pa jei alF JA — O"A.

Primjetimo da je shema 4 zapravo shema 42. Po gornjem razmatranju vi-
dimo da je shema 42 valjana u klasi 2-tranzitivnih modela, to jest u klasi
tranzitivnih modela. Uo¢imo da smo to svojstvo sheme 42 veé¢ dokazali u
Teoremu 3.8

Shemu 4™ mozemo generalizirati. Naime, promotrimo sljede¢u shemu:
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(4m0) OmA — O'A.

Vrlo lako se pokaze da je shema 4™™ valjana u klasi standardnih modela u

kojima relacija R ima sljedece svojstvo:

Ako je aR" onda je aR™[.

Generalizaciju moZemo nastaviti definicijom sheme G*l™n,

(Gk,l,m,n) <>k:|:]lA N Dm<>nA

Uoéimo da su sheme D, T, B, 4, 5 posebni sluéajevi sheme G*lmn,

D:GO,I,O,I
T=@G0:1.0.0
B:GO’O’I’I
4=@G01.2,0
5—GLlo11

Zanimljivo je promotriti u kojoj klasi standardnih modela je shema G¥lmn

valjana. Prvo navodimo sljede¢u definiciju.

Definicija 3.30 Neka je X skup i R C X x X binarna relacija na skupu X.
Za relaciju R kaZemo da je k,l,m,n-incestualna ako vrijedi:

Vz € X)(Vy € X)(Vz € X) aR*y A xR™z povlaci yR'w A 2R™w za neki
weX

Teorem 3.31 Shema G¥Y™ je valjana v klasi k,I,m,n-incestualnih stan-
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dardnih modela.

Dokaz. Neka je M = (W, R,IF) k.1, m,n-incestualni model i « € W proizvo-
ljan svijet. Pretpostavimo da vrijedi o IF GFO'A i pokazimo «a I MO A.
Iz o IF OGP A slijedi da postoji B € W takav da je aR¥3 i B I ['A. Neka,
je v € W proizvoljan svijet takav da je aR™y. Treba pokazati v I O™ A.
Relacija R je k,1,m n-incestualna pa postoji § € W takav da je BR!6 i yR"J.
Sada iz B IF ('A i BR'6 dobivamo 0 IF A. Konaéno, iz YR™6 i § IF A slijedi
vIF QA =

Korolar 3.32 Neka je W skup 1 R C W x W binarna relacija. Tada vrijede
sljedece tvrdngje:

(1) relacija R je serijska ako i samo ako je 0,1,0,1-incestualna;

(2) relacija R je refleksivna ako i samo ako je 0,1,0,0-incestualna;

(3) relacija R je simetriéna ako i samo ako je 0,0,1,1-incestualna;

(4) relacija R je tranzitivna ako i samo ako je 0,1,2,0-incestualna;

(5) relacija R je euklidska ako i samo ako je 1,0,1,1-incestualna.

Dokaz. Dokaz provodimo za tvrnje (2) i (3), a ostale ostavljamo ¢itatelju.
(2) Neka je R refleksivna i neka su «, 3,y € W takvi da je aR°3 i aR%y.
Kako je R° = idy slijedi « = 3 = ~. Zbog refleksivnosti od R je aR«
odnosno aR'a. Stavimo ¢ := «. Dakle za ¢ vrijedi SR i YRS pa je R
0,1,0,0-incestulna. Obratno, neka je R 0,1,0,0-incestualna. Pokazimo da je
R refleksivna. Neka je o € R. Za « vrijedi aR%«. Ako definiramo 3 := « i
v := a onda vrijedi «R°S i aR%y. Kako je R 0,1,0,0-incestualna to postoji
§ € W tako da je BRY i yR%6. Zbog YRS i v = « slijedi o = §. Sada iz
B =aiBRY slijedi aRo.

(3) Neka je R simetri¢na i neka su «, 3,7 € W takvi da je aRS i aR'Yy.

Zbog simetricnosti od R vrijedi vRo. Nadalje, vrijedi = 8 i aR%a. Ako
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definiramo § := « slijedi SR%5 i vR'5. Obratno, neka je R 0,0,1,1-incestualna.
Pokazimo da je R simetricna. Neka su o, 8 € W takvi da je aRB. Vrijedi
aR% i aR'B. Kako je R 0,0,1,1-incestualna to postoji & € W tako da je
aR%5 i BRYS. 1z aR%) slijedi o = 6. Dakle, vrijedi SRa. m
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