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1 Uvod

Harmonijski oscilator je jedan od osnovnih modela klasi¢ne mehanike. Koristi se za opis
problema kao Sto su matematicko njihalo, masa na opruzi, te nacin na koji glazbeni instrumenti
proizvode zvuk. Osim u klasicnoj mehanici, javlja se u elektrotehnici kao RLC titrajni krug,
koji stvara harmonijsko gibanje elektricne struje [1], te u kvantnoj mehanici kao kvantni
harmonijski oscilator. Kvantni harmonijski oscilator jedan je od rijetkih kvantno-mehanickih
sustava koji se mogu rijeSiti egzaktno [2], te se svodi na rjeSavanje Schrodingerove jednadZzbe
za dani potencijal. Numeri¢ka metoda kojom e se rjeSavati taj problem se naziva difuzijskim
algoritmom, te se temelji na propagaciji sustava u imaginarnom vremenu [3].
Ortonormalizacija stanja ¢e se provoditi algoritmom podprostorne ortogonalizacije [4], a

evolucijski propagator je dekomponiran Trotter-Suzuki faktorizacijom [5].

Ova metoda je pocetni korak u rjeSavanju raznih prakti¢nih problema, kao §to su promjena
faze u smjesi dva intereagirajuca bozonska plina na kona¢nim temperaturama [6], te elektroni
u potencijalu od trodimenzionalnog klastera metala [7]. Takoder je korisna za promatranje
Cestica u proizvoljnom magnetnom polju [8]. Na slican nadin moZe se rijeSiti i problem
vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora, uz dodatni ¢lan u potencijalu, te odredene izmjene u
algoritmu. PraktiCan primjer ovog sustava moZe se pronaci u optici, specificno u problemu

Sirenja svjetla u nehomogenom mediju [9].

U ovom radu ¢e se, pocevsi od primjera klasicnog harmonijskog oscilatora, objasniti
analiti¢ki nacin rjeSavanja problema kvantnog harmonijskog oscilatora algebarskom metodom,
te zatim uvesti problem vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora. Bit ¢e objasnjen i nacin rada
difuzijskog algoritma, princip kojim se stanja ortonormaliziraju, te razne faktorizacije
operatora evolucije. Preciznost algoritma e se ispitati na problemu trodimenzionalnog
kvantnog harmonijskog oscilatora u izotropnom potencijalu, buduéi da se za takav sustav moze
lako dobiti analiticko rjeSenje. Nakon toga ¢e se detaljno obraditi problem dva vezana
harmonijska oscilatora, usporeduju¢i raun smetnje, numericku analizu i1 analiticki racun.
Osim osnovnog stanja, biti ¢e izraCunana i pobudena stanja dvaju vezanih kvantnih oscilatora,
koji sluZe kao dobar primjer uklanjanja degeneracije zbog perturbacije na sustav. Za kraj ¢e se
razmotriti daljnje mogucnosti difuzijskog algoritma, kao Sto je izraCun bilo kojeg broja

vezanih oscilatora.



Domagoj Volarevi¢: Analiza vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora difuzijskim algoritmom

2 Model vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora

2.1 Jednostavni klasi¢ni harmonijski sustav

Klasi¢ni harmonijski oscilator je sustav koji kada se pomakne od ravnotezZnog polozaja osjeca
silu koja je proporcionalna veli¢ini pomaka [10]. Najjednostavniji primjer je tijelo mase m
povezano oprugom sa nepomic¢nom podlogom, kako je prikazano na slici 1. Sila koju tijelo
osjeca je:

F= k7, @.1)
gdje je k pozitivna konstanta, Ciji iznos ovisi o snazi opruge. KoriStenjem drugog Newtonovog

zakona, moZe se zapisati:
mi = —kux. (2.2)

Funkcija koja je rjeSenje ove diferencijalne jednadzbe je:
z(t) = Acos(wt + ¢), (2.3)

gdje je w = \/k:/_m vlastita frekvencija, a ¢ pomak u fazi. Ova funkcija opisuje periodi¢no
gibanje konstante amplitude A i perioda 77 = 27 /w. Osim jednostavnog harmonijskog
oscilatora, postoje priguseni te prisilni harmonijski oscilatori. Kod prigusenih, amplituda se
smanjuje s vremenom zbog utjecaja trenja. S druge strane, kod prisilnih, na gibanje osim sile

opruge utjece i neka vanjska sila.

Slika 1: Klasicni harmonijski oscilator.
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Potencijalna energija jednostavnog harmonijskog oscilatora na poloZaju = se moZe dobiti na
sljedeci nacin:
x x 1
V = —/ Fdx = —/ (—kr)dr = ~ka?, (2.4)
0 0 2
a kineticka je jednaka:
1 1
T = —mw? = —mi?
2 2

Kineticka energija se moZe zapisati preko impulsa p = mu:

(2.5)

1
T =—7p° (2.6)
2m

Ukupna energija konzervativnog sustava je konstanta i iznosi:

1 1
E=T+V=—p*+ —ka*. (2.7)
2m 2

Uvrstavanjem k = mw?, dobije se oblik:

2
1

E= b + —mw?z?. (2.8)
2m 2

Suma kineticke i potencijalne energije sustava odgovara klasi¢nom hamiltonijanu H (p, ¢ = x):

2
1

H= . + —mw?a?. 2.9)
2m = 2

2.2 Jednodimenzionalni kvantni harmonijski oscilatori

U kvantnoj mehanici, hamiltonijan sustava je operator koji takoder odgovara ukupnoj energiji
sustava, te se analogno klasi¢nom, moZze zapisati kao suma operatora koji odgovaraju kinetickoj
i potencijalnoj energiji:

H=T+V. (2.10)

Zbog toga, hamiltonijan kvantnog harmonijskog oscilatora moZe se izraziti preko operatora
impulsa Pi operatora polozaja X, na sljedeci nacin:
. P21

H = s §mw25(2. (2.11)

Svojstvena stanja i svojstvene vrijednosti mogu se pronaci analiticki [2] ili algebarski, koriste¢i
operatore spuStanja i podizanja. U ovom radu koriStena je algebarska metoda, s obzirom
da nudi bolje fizikalno shvadanje konacnog rezultata. Prvo je potrebno uvesti dva hermitska

bezdimenzionalna operatora:

p=P/Vmhw, (2.12)
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G = X+/mw/h, (2.13)

G2 (2.14)

Zatim se uvodi operator @ i njegov kompleksni konjugat a:

. T, .. . |
a=—(q+ip), a'=-—=(qG—ip). (2.15)

V2 2

Produkt operatora i &' je jednak:

l

aa' = = (¢ + %) + 5 [6.5]- (2.16)

N | —

Bududi da je [X, P] = ih, moZe se pokazati da je [g, p| = [X, P] /h = i. Sto znadi, kada se
izraz

1
Aat 22 | a2\ b
aa' = (q —|—p) 5 2.17)

DO | —

uvrsti u (2.11), dobije se:
- 1
H = hw (d&* + 5) (2.18)

Operator aa' se moZe zapisati kao N, i naziva se operator broja okupacije. Operatori HiN

komutiraju, $to znaci da imaju zajednicka svojstvena stanja, koja se oznacavaju kao |n).
N |n) =nln), (2.19)

Hn) = E, |n). (2.20)

UvrStavanjem (2.18) u (2.20), dobiju se rjeSenja za sva svojstvena stanja energije:

E, = (n + %) hw. (2.21)

Iz komutacije operatora i a' s H,i ponovo uvrStavanjem u (2.20), dobije se uvid u fizikalno
znacenje ovih operatora:

H (i|n)) = (E, — hw)(a |n)), (2.22)

H (a'n)) = (B, + hw)(a' |n)). (2.23)

Iz ovoga se mozZe vidjeti da operator a djeluje na sustav tako da generira novo stanje energije,

nize za hw, a operator a' generira stanje energije vise za fiw. Iz tog razloga, operatori a i a' se

nazivaju operatorima spustanja i podizanja, ili zajedno, operatorima ljestvi. Potrebno je pronaci

granice broja n, to se postiZze uvrStavanjem komutatora operatora N i operatora ljestvi u izraz u
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(2.19):
a(N —1)|n) = (n— 1)(al|n)), (2.24)

al(N +1) |n) = (n+1)(al|n)). (2.25)

Sto znadi da su svojstvene vrijednosti operatora é |n) i a' |n) jednaka (n — 1) i (n 4 1). To se
moZze zapisati kao:
aln) =c,|n—1). (2.26)

Za odrediti vrijednost konstante c,,, prethodni izraz je potrebno mnoziti konjugiranim:
(n|aa|n) = |ea)® (n—1n — 1) = |ea|*. (2.27)
I konac¢no, koriStenjem izraza (2.19):
(n|a'a|n) =n(n|n) = n. (2.28)

Sto zna¢i da je konstanta |c,|> = n, te da n mora biti pozitivan broj. S obzirom na to da
skup koji nastane uzastopnim spustanjem energijskog stanja mora zavrS$iti na osnovnom stanju
|0), » mora biti i cijeli broj. Time je pokazano da je energijski spektar jednodimenzionalnog

harmonijskog kvantnog oscilatora diskretan:
n=0,1,2,3,... (2.29)

1z izraza (2.21) i (2.29) vidljivo je da su susjedne energije jednako udaljene, F,, . — E,, = hw,
kao Sto je prikazano na slici 2. Za potencijal u jednoj dimenziji, spektar energija je takoder 1

nedegeneriran, $to je vidljivo iz Cinjenice da energija ovisi samo o jednoj vrijednosti n.

E.= %hm
E.= %‘hm
E'_: fh(.l.}

Eo= %hm

En:(n%}hm

Slika 2: Razine energije kvantnog harmonijskog oscilatora.
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2.3 Valne funkcije kvantnog harmonijskog oscilatora

Bududi da a' generira visa energetska stanja sustava, svi svojstveni vektori energije mogu se

izraziti preko osnovnog stanja |0):

1) =a'0), (2.30)

12) = LATH) (2.31)

(a")?*0),

SIS

1
|3) = %eﬁ |2) (2.32)
L.
= ﬁ(at)g’ 0),
L
In) = 7 In—1) (2.33)
1 AT\
= —=(a")"10).

Vn!

To znaci da za izraCunati valne funkcije svih stanja, potrebno je pronaci samo valnu funkciju
osnovnog stanja. To se najlakSe moZze izraCunati tako da se operator (2.12) zapiSe u prostornim
koordinatama: y

h = —izg— 234
p 1o (2.34)

gdje se zo = \/h/mw uvodi kao skradeni zapis. Koristenjem ovog izraza, operatori @ i a' dani

izrazima (2.15), mogu se raspisati na sljede¢i nacin:

1 5 d
G=——|(X+22—), 2.35
zoV/2 < Ydx ) (239

1 A d

At 2

o' =—— | X —25— | . 2.36
zoV/2 ( Odm) (230
Djelovanje operatora spustanja na osnovno stanje kao rezultat daje 0, odnosno a|0) = 0.

UvrStavanjem (2.35) u ovaj izraz moZe se do¢i do sljedece diferencijalne jednadzbe [2]:

dio(z) x
=—— 2.37
dﬂf xg ¢O(x)7 ( )
Cije rjesSenje:
a:2
Yo(z) = Ae >, (2.38)
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predstavlja valnu funkciju osnovnog stanja. Konstanta A se odreduje iz uvjeta da je integral

gustoe vjerojatnosti osnovnog stanja po cijelom prostoru jednak 1:

/ dz|io(z)])? = 1. (2.39)
Sto znaci da konstanta A ima oblik:
1
A= ——. (2.40)

Uvrstavanjem konstante A u izraz (2.38) dobije se konacan oblik valne funkcije osnovnog

stanja:

Yo(z) = L ex (_x_2) (2.41)
0 = ZEoﬁ P 21’% . .

Valne funkcije pobudenih stanja je sada lako dobiti, primjenjujuéi operator a' na osnovno stanje:

) = {o11) = (a1a'10) = Lo, 04

Na isti nacin se dobiju oblici valne funkcije drugog i treéeg pobudenog stanja, koristeéi izraze
(2.31)1(2.32), te imaju sljedeci oblik:

1 212 2
e = (?a - 1) exp (‘273) ’ @43)
Y3(z) = S (2963 - 3—:6) exp (—x—2> : (2.44)

3 P
To\/3y/T \ Ty To 2x5

Konacno, koristeéi izraz (2.33) moZe se dobiti opceniti oblik za n-to pobudeno stanje:

i) == (5) (o) walo) (2.45)

Na slici 3 prikazano je prvih 8 energijskih stanja harmonijskog oscilatora danih izrazom (2.21)

uzn =0,1,...,7, s pridruZenim oblicima valnih funkcija dobivenih iz (2.45).
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s (x)

A

-y Ay

e ——
Y (x)

W, (x)

W)

W)
X

—
o

T2

Slika 3: Valne funkcije i energijske razine prvih 8 stanja jednodimenzionalnog harmonijskog oscilatora.
Slika preuzeta s [11].

2.4 Kvantni harmonijski oscilatori u viSe dimenzija

Jednodimenzionalni kvantni harmonijski oscilator lako je generalizirati na N dimenzija, gdje

je N = 1,2,3,.... Prostorne koordinate X potrebno je zapisati kao X; = X, X5,..., a
koordinate impulsa P kao P, = Py, P, .... Hamiltonijan za takav sustav moZe se napisati kao
[11]:
. P2 1 .
H = i Zmw?Xx? ). 2.46
; <2m + e ) (2.46)

Ponovno koristeéi algebarsku metodu, uz p;, = P /Vmhw i ¢ = X/mw /h, potrebno je

zapisati operatore ljestvi za viSe dimenzija:

1
a; = —= (qi +1ps) , 2.47
ﬁ(q i) (2.47)
1
At A
a, = ——=\q; —1p;) . 2.48
; \/i(q i) (2.48)

Analogno jednodimenzionalnom sluc¢aju (2.18), hamiltonijan viSedimenzionalnog sustava,

zapisan preko operatora ljestvi, je:

N

. 1

H=hw) (aiaj + 5) : (2.49)
=1

Energijske razine ovog sustava su:

N
E:hw|:(n1+.+nN)+§:|, nl:O,l,Q,, (2.50)
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gdje je n; kvantni broj energijskih razina u dimenziji 7. Za razliku od jednodimenzionalnog
sustava, koji je diskretan 1 nedegeneriran, kod viSedimenzionalnog sustava dolazi do pojave

degeneracije [12]:
(n+1)(n+2)

= . 2.51
g 5 (2.51)
Za opceniti broj dimenzija N i za stanje n, razina degeneracije je samo problem kombinacije s
ponavljanjem [13]:
N+n-1 (N+n—1)!
= = 2.52
g ( n ) n!(N —1)! (252)

Gdje jen = va n;. Energijski razine i pripadne degeneracije stanja prikazane su na slici 4.

n=2, g=6

n=1, g=3

n=0, g=1

Slika 4: Prikaz degeneracije u ovisnosti o energiji za prva 3 stanja trodimenzionalnog sustava. Broj g
odgovara razini degeneracije, an = ny + ng + ns.

2.5 Racun smetnje za degenerirana stanja

U ovom poglavlju kratko je opisana metoda racuna smetnja (perturbacija) kako bi se kasnije u
radu mogao shvatiti utjecaj perturbacija na degeneraciju sustava. Perturbacijska metoda se moZze
koristiti kada je ukupni hamiltonijan H jako sli¢an osnovnom neperturbiranom hamiltonijanu
H,. Ideja je da se dobiju aproksimativna rjeSenja perturbiranog sustava koristeci egzaktna

rjeSenja osnovnog sustava [14]. Tada se ukupni hamiltonijan H moze pisati kao:
H=H,+ H,. (2.53)
Perturbacija mora biti mala u usporedbi s Hy, odnosno:

H,=)\H', \<1 (2.54)
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Dakle, potrebno je rijesiti sljedeéi problem svojstvenih vrijednosti [2]:

(Ho + H,) [tn) = En [t0n) - (2.55)

Ako postoji f razliCitih svojstvenih valnih funkcija |¢,_) koje odgovaraju istoj svojstvenoj

energiji Eflo), kaZe se da je ta energija f puta degenerirana, te vrijedi:
Hylén,) = B [én,), a=1,2,..., . (2.56)

Svojstveno stanje |1,,) moZe se zapisati kao linearna kombinacija stanja | ¢y, ):
f
[n) =D e [6n.) (257)

a=1

Bududi da su stanja | ¢, ) ortonormirana s obzirom na «, a stanja v,, su normalizirana, moZe se

odrediti da za koeficijente a,, vrijedi:

f
D o’ =1. (2.58)
a=1
UvrStavanjem (2.56) 1 (2.57) u (2.55), dobije se:

> ED 100) + By 160.)] @0 = Ba Y aalén.). (2.59)

«

MnoZenjem obje strane s (¢, | dobije se:

Z |:E1(7,0)50¢:ﬁ + <¢n5 ’ﬁp’¢na>:| Qo = En Z aa(sa,ﬁ- (260)
Uz flpﬁa = (¢n, |ﬁ[p|¢na> iEY = E,— E?, prethodni izraz se moZe napisati na sljedeéi nacin:
S (Hy = EVd0s) au =0, B=1,2,...f. 2.61)

a=1

Ovo je sustav f homogenih linearnih jednadZbi iz kojih se mogu odrediti koeficijenti a,.
Koeficijenti postoje samo kada je determinanta \flpﬂa — Efll)da,ﬁ\ = 0. Ovo je jednadzba
stupnja f s nepoznanicama F,. RjeSenja ove jednadZzbe FE,_  su korekcije prvog reda
svojstvenih vrijednosti hamiltonijana H. S obzirom na to da su te vrijednosti u opéem slucaju
medusobno razli¢ite, poCetno degenerirano stanje £, se razdvoji na f nedegeneriranih razina:

Boo=E9+ED =12 . f (2.62)

o’

10
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To u osnovi znaci da perturbacija u vecini slucajeva uklanja degeneraciju, ovo e biti prouceno

u poglavlju 5.1, koriStenjem difuzijskog algoritma.

2.6 Vezani kvantni harmonijski oscilatori

Slika 5: Problem dva vezana harmonijska oscilatora. Konstante vezanja sa zidom su ky i ko, a konstanta
vezanja dvaju oscilatora je k.

Na slici 5 prikazan je sustav dva vezana klasicna harmonijska oscilatora. Potencijalna
energija ovog sustava moZe se zapisati kao:

V= (klﬂﬁ + kgﬂf% + H(Il — I2>2) . (263)

1
2
Ovdje je z1 pomak prve mase iz ravnoteznog poloZaja i x5 pomak druge mase iz ravnoteZnog
polozaja. Ovaj potencijal moZe se protumaciti kao zbroj vanjskih potencijala koji djeluju na
Cestice s konstantom £ i potencijala koji nastaje zbog interakcija Cestice te djeluje s konstantom
k. Pretpostavlja se da obje Cestice imaju istu vlastitu frekvenciju w. Radi jednostavnosti raCuna,
konstanta potencijala & moZe se izraziti kao k = mw?, a « je konstanta vezanja. To znaci da je
ukupni hamiltonijan ovog sustava jednak:
pi 5

1
H= (Tm + 2p_w2l2) + 5 (st + maw®sl + w0y — 22)°) (2.64)

Analogno tome, hamiltonijan za sustav dva kvantna vezana harmonijska oscilatora ima oblik:

. 2 R\ 1
i (21’_”; . 2%22) b2 (5 ma® 4 (i — 82)7). (2.65)

Analitic¢ki, ovaj problem se moze rijeSiti preko sustava centra mase, i relativnog gibanja [2].
Potrebno je uvesti operatore koji ¢e opisivati gibanje sustava centra mase:

A . R N miZy + Mol
P=p+py, X=-——1_22 (2.66)
mi1 + Mo

11
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te operatore koji opisuju relativno gibanje:

map1 — M1P2

D= , T =121 — 29 (2.67)
mi + mo
Operatori p; 1 Z; se zatim izraze preko operatora P, pi X, #, te uvrste u izraz (2.65):
A 1 mq -~ N 2 1 mo ~ N 2

A= (2P +p) +5— (52P-5) 2.68
o\ TP) T \art TP (2.08)

1 \2 1 N2 1
+ g (%x n X) + 5w’ (—%x n X) + ki (2.69)

gdje je M = my 4+ ms. Sada se hamiltonijan (2.65) moZe zapisati kao suma hamiltonijana

centra mase sustava Hcy, 1 hamiltonijana relativnog gibanja H;:

X 1 .. 1 X
Hey = —P? + —Mw?X? 2.70
CM oM + 9 w ) ( )
A 1 1
Hey = —p° + - Q%% (2.71)
20 2
gdje je 4 = mymy/(m; + my) reducirana masa, a Q* = w? + k/u frekvencija vezanja.

Vrijednost energije se moZe direktno procitati iz ova dva hamiltonijana, te iznosi:

1 1
E,in, = hw <n1 + 5) + RS2 (ng + 5) ) (2.72)
Pretpostavlja se da su konstante vezanja sa zidom iste za obje Cestice k; = ko = k, odnosno,
obje Cestice osjecaju isti vanjski potencijal. Za slucaj koji ¢e biti prou¢en numericki u ovom
radu, odabire se da su obje Cestice iste mase m; = my = m = 1, te h = 1. Zbog toga,
reducirana masa postaje samo . = 1/2, a frekvencija vezanja ¢) moze se zapisati na sljedeci
nacin:

Q=+ 2n. (2.73)

Nadalje, ako se promatra samo osnovno stanje sustava, odnosno n; = ny = 0, izraz (2.72) se
pojednostavljuje na:

Eqy = % (\/E +VEF 2;<> . (2.74)

Ovisnost energije osnovnog stanja Fj, o parametrima vezanja k i « dana izrazom (2.74)
prikazana je na slici 6. Metoda kojom Ce se numericki rjeSavati ovaj problem modifikacija je
difuzijskog algoritma opisanog u [4]. Izvorni algoritam se Koristi za pronalaZenje rjeSenja
Schrédingerove jednadzbe za sustav u 3 dimenzije i bilo koji vanjski potencijal. Modifikacija
napravljena u ovom radu uklanja treCu dimenziju, te se problem 2 vezana harmonijska
oscilatora svede na problem harmonijskog oscilatora u 2 dimenzije sa neizotropnim

potencijalom, kako ¢e biti pokazano u poglavlju (4.2).

12
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Eoo(k, K)
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25

20
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Slika 6: Ovisnost energije osnovnog stanja Eog o parametrima vezanja k i k.
3 Difuzijski algoritam

Difuzijska metoda [8] naziv je za algoritam koji rjeSava problem svojstvenih vrijednosti kao Sto

je vremenski neovisna Schrodingerova jednadzba:

Hy; = B, 3.1)
gdje je H hamiltonov operator sustava oblika
H=T+V() = —h—mw + V(7). (3.2)
Svojstvene vrijednosti ¢ine skup energija { £; } sa pridruZenim svojstvenim stanjima {¢; }. Ova

metoda se temelji na ideji da svojstvena stanja od H &ine potpunu bazu, te da se bilo koje

proizvoljno stanje ¢ moZe zapisati kao linearna kombinacija svojstvenih stanja od A na nacin:

6= ety (3.3)

13
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Koeficijenti c¢; imaju oblik [15]:

Cj:/df¢¢j, j=0,1,2,..., (3.4)

te opisuju preklapanje stanja ¢ sa svojstvenim funkcijama ;. Odabirom evolucijskog
operatora:

T =M >0, (3.5)
gdje je e = 1it, mogu se "filtrirati" stanja niZe energije. To se postiZe tako da se operator
uzastopno primjenjuje na neko proizvoljno stanje ¢, te se novo stanje normalizira. Nakon jedne

iteracije se dobije:

To=Y ;T =Y cie” Py (3.6)
J J

Uzastopnim primjenjivanjem, komponente ¢ eksponencijalno nestaju kako € i E; rastu, te

ostaje samo osnovno stanje pocetnog hamiltonijana. Operator .7 ima istu formu kao operator

vremenske evolucije kvantnog sustava e~H  osim §to je dodana imaginarna jedinica, zbog

Cega se € naziva korakom u imaginarnom vremenu. Ova metoda je poznata kao Wick rotacija u

vremenu [15]. Difuzijski algoritam se provodi u 4 glavna koraka:

1. Generacija skupa probnih valnih funkcija {1/1;?, g=1,... ,n},
2. Primjenjivanje operatora (3.5) na probne valne funkcije: gzﬁ?“ = TY*,
3. Ortogonalizacija stanja (bf“,

4. Ponavljanje koraka 2 i 3 sve dok svojstvena stanja ne konvergiraju, a £ oznacava broj

iteracije.

Iznimno je vaZno da generirani skup probnih valnih funkcija ima preklapanje, odnosno da stanja
nisu ortogonalna na svojstvena stanja hamiltonijana. To se najlakSe postigne ako se odabere da
pocetna stanja imaju nasumicne vrijednosti. Na slici 7 prikazana je jedna od pocetnih valnih

funkcija generirana algoritmom.

Kako bi se dobila rjesenja za viSa pobudena stanja hamiltonijana, potrebno je odabrati skup
proizvoljnih, linearno nezavisnih pocetnih stanja, na svako od njih uzastopno primjenjivati
operator .7 te nakon toga ortonormalizirati stanja. N pocetnih stanja stoga vodi k N najnizih
svojstvenih stanja energije hamiltonijana. Brzina konvergencije svakog stanja ovisi o energiji,
osnovno stanje konvergira prvo, a tek onda stanja viSe energije. To znaci da je korisno ukljuciti
viSe pocetnih stanja nego Sto se konacnih energija razmatra - iako je duljina trajanja algoritma
povecana s brojem stanja, viSa stanja od onih koja se Zele promatrati ne moraju konvergirati,
Sto ukupno smanjuje broj iteracija potrebnih za izraCunati Zeljena stanja. Na primjer, ako se
razmatra /V najniZih energija sustava, povoljno je imati N + M pocetnih stanja, ¢injenica da M

stanja ne moraju konvergirati konacno ubrzavaju algoritam [8].

14
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Pocetna valna funkcija

1.0 4

0.8 1

0.6 1

w(x)

0.4 4

0.2 4

0.0 A

-100 -75 =50 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Slika 7: Prikaz jedne od mogucih pocetnih nasumicnih valnih funkcija. Zbog preglednosti prikazana je
samo jedna dimenzija.

3.1 Ortonormalizacija skupa stanja

Ortonormalizacija skupa stanja moZe se provesti standardnim Gram-Schmidt procesom [8],
ali je numericki povoljnije koristiti algoritam podprostorne ortonormalizacije (eng. subspace
ortonormalization algorithm). U Gram-Schmidt metodi, jedno stanje se izabere kao pocetak
iterativne ortonormalizacijske sheme, dok se u podprostornoj ortonormalizaciji svako stanje

tretira na jednak nacin.

Ortonormalizacija se provodi sljede¢im algoritmom:

1. Racunanje matrice preklapanja

Mij = (0 T ()T (e)vy) = (67 e5™) (3.7)
2. Pronalazenje svojstvenih vrijednosti m,, 1 svojstvenih vektora c; rjeSavanjem problema

Z el =mycl”. (3.8)

svojstvenih vrijednosti:

3. Linearne kombinacije

|¢;€+1 Z ! () ‘¢k+1 (3.9)

¢ine ortonormirani set linearnih kombinacija propagiranih valnih funkcija, Sto se moze

potvrditi izravnim ratunom skalarnog produkta (¢} *!|¢%*).
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U radu [16] pokazano je da svojstvene vrijednosti 7 ; konvergiraju prema:

J

mgk) = exp (—QGE(-k)(€>> — m; = exp (—2eEj(e)), (3.10)

gdje su £(€) energije normalizacije.

Za sustave s jako velikim brojem stanja, ukupne vrijednosti energije £, postaju iznimno
velike, zbog Cega vrijednosti m,, teZe u nula, te se preciznost smanjuje. Takoder, ako se sustav
propagira sa prevelikim vremenskim korakom, viSe stanja mogu jako brzo do¢i blizu osnovnog
stanja, te na taj nacin postati linearno zavisna, zbog cega se ne smije koristiti prevelik vremenski
korak. Ovo ponaSanje ¢e biti prouc¢eno na primjeru trodimenzionalnih kvantnih harmonijskih

oscilatora.

3.2 Faktorizacije

Operator evolucije dan izrazom (3.5) se za opCeniti hamiltonijan H = T + V moZe izralunati
samo priblizno. Trotter-Suzuki ekspanzija omogucava faktorizaciju operatora evolucije na

sljedeci nacin [5]:

e—eH _ e—e(T-‘rV) (311)
~ e—aisAe—biEB o e—aleAe—mee—cosﬁ
% e—bleBe—aleA o e—bieBe—aieA7

gdje su A=T,B=V,iliA=V,B="T, aa,b,c koeficijenti odabrani za Zeljeni red
faktorizacije. Najjednostavnija ovakva aproksimacija jest Stormer/Verlet faktorizacija drugog
reda [3]:

Th(e) = e 2V e Te 2V = F(e) + O(e%), (3.12)
gdje je T operator kineticke energije T = —%V{ a V je operator potencijalne energije. U
difuzijskom algoritmu se operator potencijalne energije V uvodi izravno, mnoZenjem stanja na
koje djeluje s ezVe, Operator kineticke energije se mora prvo prebaciti u bazu valnih vektora,

koriStenjem Fourierove transformacije [17]:

e—iTtwOj) _ e—iTt/ (27_‘,)3/2¢(E)€i 7 (3.13)

te se zatim primijeniti na stanje koje djeluje [8]. KoriStenjem faktorizacije, egzaktni
hamiltonijan H zamijenjeni se pribliznim H’, uz .7’ = e~“’, te su svojstvena stanja dobivena
ovom metodom zapravo svojstvena stanja od H’. S tocnijom aproksimacijom evolucijskog
operatora .7, svojstvena stanja hamiltonijana H postaju sli¢nija egzaktnom hamiltonijanu H.

Greska u racunu najvise ovisi o vremenskom koraku € = id¢t. Za mali vremenski korak dobiva
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se mala greSka, ali je potreban velik broj iteracija algoritma za konvergenciju. S druge strane,
za velik vremenski korak, algoritam relativno brzo konvergira, ali greSka je veca. Iz ovoga je
trivijalno zakljuciti da je za precizne rezultate potrebno koristiti malen vremenski korak i
dozvoliti dovoljno velik broj iteracija da bi algoritam konvergirao. Unato¢ tome, preciznost i
brzina algoritma mogu se poboljSati koriStenjem faktorizacija viSeg reda i poveCavanjem

vremenskog koraka [16]. Za evolucijski operator oblika:

M
T =] e e, (3.14)

i=1

ne postoji faktorizacija veca od drugog reda koja ima sve pozitivne koeficijente {a;, b;}. Kada
svi koeficijenti u izrazu ne bi bili pozitivni, algoritam bi odgovarao nefizikalnoj difuziji unazad
u vremenu. U radu [16] je pokazano da se mogu dobiti faktorizacije viSeg reda sa pozitivnim

koeficijentima, ako se uvede popravak na potencijal oblika:
. 22
V7,71 = (197 a.15

U tom slucaju, faktorizacija evolucijskog operatora Cetvrtog reda ima sljedeci oblik:

1

Ti(e) =e 5V e 2T e 3V 2T e 5V = T (e) + O(€), (3.16)

gdje je V jednak:

h2e?
48m

V(R =V(FE+ =)V, [T, V](F) = V(7) + IVV (7). (3.17)

Kako bi se mogla implementirati faktorizacija viSeg reda potrebno je dekomponirati evolucijski

operator (3.14) na sumu produkata:
T (€) = Z Ck H ekl g=buicV (3.18)
k i

U radu [18] je pokazano da potencije operatora evolucije reda .Z3(€) mogu tvoriti bazu za

ekspanzije na viSe produkata. Takva ekspanzija ima oblik:

B €
Tnle) = YT () + O, (3.19)
k=1
gdje su koeficijenti ¢, jednaki:
2n
/{72
J=1(#k)

17
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Iz ovog izraza i iz (3.19) mogu se odrediti ekspanzije viSeg reda za operator evolucije:

1 4 /€
Tile) = =350 + 372 (5). (3.21)
L g 16 ) Bl e
Tile) = 7l — 5% (2>+40‘72 (3) (3.22)
__1 16 go (€ 729 fyey 1024 o, e
Al = =352 + 5% (2) 2802 <3) + 315 72 (4)' (3-23)

S obzirom na to da svako primjenjivanje .Z»(¢) operatora zahtijeva jednu potpunu brzu
Fourierovu transformaciju (FFT), ekspanzije viSeg reda zahtijevaju n(n + 1)/2 potpunih FFT.

Radi jednostavnosti i brzine izvrSavanja, algoritam se implementira tako da se ulazne valne
funkcije postave na kubnu reSetku u formu trodimenzionalnih nizova kompleksnih brojeva.
Ishodiste resetke je u centru: x; € [—L;, L;|, x; € {x,y, 2}, a broj toaka koji definira pojedinu

valnu funkciju se moZe kontrolirati velicinom reSetke.
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4 Analiza kvantnih harmonijskih oscilatora difuzijskim

algoritmom

4.1 Trodimenzionalni kvantni harmonijski oscilator

Prvi problem na kojem se testira algoritam je pronalazenje osnovnog stanja 3D harmonijskog
oscilatora, za kojeg je hamiltonijan (3.2) dan kao:
2 h? o 1 2022 | A2 |, 22
H=——V "4+ -mw(z°+ 9~ + 2°). “4.1)
2m 2
KoriStenjem izraza (2.50), uz odabir N = 3 za tri dimenzije, te n; = 0, + = 0, 1, 2 za osnovno
stanje moZe se dobiti energija osnovnog stanja trodimenzionalnog harmonijskog oscilatora.

Zbog lakse implementacije algoritma, uzima se da je Aw = 1, Sto znaci da je energija jednaka:
3
E=g5 =15 (4.2)

Algoritam se testira za razne veliCine reSetke, vremenske korake, te razne faktorizacije opisane
u poglavlju 3.2, a dobiveni rezultati konvergencije algoritma su prikazani na slikama 8 i 9.
Na slici 8a) prikazani su rezultati za reSetku veliCine 163, tri razlic¢ita vremenska koraka, te
faktorizaciju .7;. Usporedbom analiticki dobivene energije (4.2) te dobivenih rezultata kona¢ne
energije osnovnog stanja primjecuje se da je greska dosta velika. Razlog tome je §to za ovako
malu reSetku preklapanje pocetnih valnih funkcija nije osigurano. Zbog toga se povecavanjem
reSetke na 323 dobiju puno bolji rezultati, kako je prikazano na slici 8). Osim boljih rezultata,
moZe se primijetiti da je potrebno 10 puta viSe vremena da se algoritam izvrSi. lako su ovo
dobri rezultati s obzirom na tako malo vrijeme provedbe, daljnjim povelavanjem reSetke se
moZe dobiti jo§ vecéa preciznost, kako je vidljivo na slici 8¢). Tek na ovoj razini preciznosti se
moze prokomentirati utjecaj vremenskog koraka na algoritam. Najbolji rezultati su dobiveni za
korak dt = 0.1. Kako je spomenuto u poglavlju 3.1, koriStenjem velikog vremenskog koraka
dt = 1, neka od stanja brzo postaju linearno nezavisna, te bez obzira na broj iteracija, rezultat
nece konvergirati bliZe analitickoj energiji. U drugu ruku, rezultat za dt = 0.01 hoce eventualno
konvergirati, ali je potreban puno veci broj iteracija. S obzirom na dovoljno dobre rezultate za
reSetku 323, razmatra se kako se mijenja rezultat za koriStenje faktorizacije 7. Na slici 9 a)
prikazani su rezultati za reSetku veli¢ine 323 te faktorizaciju .75. MoZe se primijetiti da za malen
vremenski korak d¢ = 0.01 algoritam ponovno nije uspio konvergirati k analitickoj energiji 1.5.
Na slici 9 b) ponovljeni su isti uvjeti, ali se algoritam odvija preko 1000 iteracija, te se moze
vidjeti da unato¢ tome $to je rezultat za dt = 0.01 bliZe konvergenciji, jo§ uvijek ne daje dobre

rezultate kao veci korak dt = 0.1.
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a) Energija osnovnog stanja
60 - —— dt=1.0, E=1.06943, T=0.00142
dt = 0.1, E=1.06146, T=0.00141
—— dt =0.01, E=1.19847, T=0.00144
201 --- E(analiticka) = 1.5
40 A
w 30 4
20
10
0 -
0 20 40 60 80 100
korak
b) Energija osnovnog stanja
—— dt =1.0, E=1.50878, T=0.01190
60 dt = 0.1, E=1.49942, T=0.01193
—— dt =0.01, E=1.54866, T=0.01192
50 4 === E(analiticka) = 1.5
40 -
w 30 .
20 A
10
0 1 I_—-_----I--------I- T T T
0 20 40 60 80 100
korak
C) Energija osnovnog stanja
70 A
—— dt = 1.0, E=1.50935, T=0.15289
60 - dt = 0.1, E=1.50000, T=0.15063
—— dt=0.01, E=1.55212, T=0.15061
50 —-- E(analiticka) = 1.5
40 -
* 30
20
10
0 1 T T T T T T
0 20 40 60 80 100
korak

Slika 8: Energija osnovnog stanja za trodimenzionalni kvantni harmonijski oscilator za tri razlicita
vremenska koraka dt. Na x-osi prikazan je broj iteracija, a na y-osi ukupna energija. Za sve slucajeve je
koristena 7 faktorizacija. T predstavija vrijeme potrebno da se algoritam provede. Na legendi su dane
konacne energije osnovnog stanja kojima rezultati konvergiraju. Rezultati a) za velicinu resetke 163, b)
za velicinu resetke 323 te c) za veli¢inu resetke 643
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a) Energija osnovnog stanja
50 1 —— dt = 1.0, E=1.50000, T=0.02553
dt = 0.1, E=1.50165, T=0.02507
40 —— dt = 0.01, E=4.23959, T=0.02518
—-- E(analiticka) = 1.5
30 1
w
20 A
10 A
0 L T T T T T T
0 20 40 60 80 100
korak
b) Energija osnovnog stanja
50 1 —— dt = 1.0, E=1.50000, T=0.24026
dt = 0.1, E=1.50000, T=0.24091
—— dt = 0.01, E=1.50199, T=0.23949
401 --- E(analiticka) = 1.5
30 A
w
20 1
10 A
(AN
0 L T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

korak

Slika 9: Energija osnovnog stanja za tri razli¢ita vremenska koraka dt. Na x-osi je prikazan broj
iteracija, a na y-osi ukupna energija. Za sve slucajeve je koristena g faktorizacija. Veli¢ina reSetke je
323. Na legendi su dane konacne energije osnovnog stanja kojima rezultati konvergiraju. Slucaj pod a)
algoritam se odvija preko 100 iteracija. Slucaj pod b) algoritam se odvija preko 1000 iteracija.

21



Domagoj Volarevi¢: Analiza vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora difuzijskim algoritmom

Sada se mogu promotriti rezultati za pobudena stanja. Kako bi se analiticki dobile energije
pobudenih stanja, potrebno je ponovno koristiti izraz (2.50) te odabrati Zeljeni n koji odgovara
promatranom pobudenom stanju. Za dobiti pridruZene degeneracije, koristi se izraz (2.52) uz
odabir dimenzije N = 3, te Zeljenog pobudenog stanja. Na slici 4 je takoder prikazan broj
degeneriranih stanja za odredeni n. U tablici 1 prikazana je usporedba analiticke energije i
numerickih energija dobivenih razli¢itim faktorizacijama evolucijskog operatora .7 za osnovno
i pobudena energijska stanja s pridruzenim degeneracijama. Kako je prethodno objaSnjeno, za
mali vremenski korak dt faktorizacija drugog reda .7 daje precizne rezultate, ali je potrebno
dugo vrijeme da algoritam konvergira, te greSka raste za viSa energijska stanja. U drugu ruku,
za faktorizacije viSeg reda, koriStenje premalog vremenskog koraka rezultira ve¢im greSkama,
odnosno, potrebno je puno dulje vrijeme i broj iteracija da bi algoritam konvergirao. Te greske
mogu se popraviti koriStenjem veceg vremenskog koraka, Sto istovremeno smanjuje vrijeme

izvrSavanja algoritam.

Radi evaluacije algoritma, na slici 10 prikazane su kona¢ne valne funkcije duz z-osi za prve
dvije razine energije, koje se svode na valne funkcije za jednodimenzionalni slucaj, Ciji su

rezultati dobiveni analiticki, prikazan na slici 3.

S obzirom na razinu preciznosti te vrijeme potrebno da algoritam konvergira, te teorijske

podloge opisane u 3.2, u svim daljnjim simulacijama koristi se reSetka veli¢ine 32° sa

faktorizacijom 75, vremenskim korakom dt = 0.1, te se algoritam provodi preko 1000
iteracija.
le—17 Konvergirana stanja
1.5
Wol(x)
1.0 A p1(x)
0.5 -
R 00 =" — "\
>
-0.5 -
_10_
_15_

-100 -7.5 -5.0 =25 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
X

Slika 10: Prikaz konvergiranih valnih funkcija za prva dva stanja duZ x-osi dobivenih provedbom
algoritma. Funkcija nije glatka jer se ne koristi dovoljan broj tocaka koji bi uspjesno nacrtao glatku
krivulju, razlog tome je Cinjenica da za izracunati vrijednosti energije velik broj tocaka nije potreban.
Jako dobro slaganje s rezultatima iz literature prikazanim na slici 3
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(nl Mo n3) E ' Enum (Enum - Eanal) X 10_8
T e T M T T T4 T
(0,0,0) 1,5 || 1,50000000 | 1,50000000 | 1,50001836 0 0 1836
(0,0,1) 2,5 || 2,50000000 | 2,50000009 | 2,50007177 0 9 7177
(0,1,0) 2,5 || 2,50000000 | 2,50000018 | 2,50025010 0 18 2501
(1,0,0) 2,5 || 2,50000000 | 2,50000027 | 2,50053906 0 27 53906
(0,0,2) 3,5 || 3,49999995 | 3,50000328 | 3,50089816 -5 328 89816
(0,2,0) 3,5 || 3,49999995 | 3,50000366 | 3,50162880 -5 366 162880
(2,0,0) 3,9 || 3,49999995 | 3,50000420 | 3,50244298 -5 420 244298
(0,1,1) 3,5 || 3,49999997 | 3,50000589 | 3,50662307 -3 589 662307
(1,1,0) 3,5 || 3,49999999 | 3,50008108 | 3,51507779 -1 8108 1507779
(1,0,1) 3,5 || 3,50000000 | 3,50023975 | 3,56146849 0 23975 6146849

T 3m 36s 4m 29s 5m 39s dt =0.01 | 2 = 1000
T M T T T4 T
(0,0,0) 1,5 || 1,50000117 | 1,50000014 | 1,50000001 117 14 1
(0,0,1) 2,5 || 2,50000195 | 2,50000017 | 2,50000002 195 17 2
(0,1,0) 2,5 || 2,50000195 | 2,50000017 | 2,50000002 195 17 2
(1,0,0) 2,5 || 2,50000195 | 2,50000017 | 2,50000002 195 17 2
(0,0,2) 3,5 || 3,50000267 | 3,50000011 | 3,49999995 267 11 -5
(0,2,0) 3,5 || 3,50000267 | 3,50000012 | 3,49999998 267 12 -2
(2,0,0) 3,9 || 3,50000267 | 3,50000013 | 3,49999998 267 13 —2
(0,1,1) 3,5 || 3,50000271 | 3,50000013 | 3,50000000 271 13 0
(1,1,0) 3,5 || 3,50000273 | 3,50000013 | 3,50000000 273 13 0
(1,0,1) 3,5 || 3,50002730 | 3,50000014 | 3,50000002 2730 14 2

T 1m 23s 2m 9s 2m 32s dt =0.1 | 2+ =1000

Tablica 1: Usporedba analiticki dobivene energije te numericki dobivene energije za faktorizacije F, I
te T5. U gornjem dijelu koristen je vremenski korak dt = 0.01, a u donjem dt = 0.1. Za sve rezultate
koristen je isti broj iteracija i = 1000. Ukupno vrijeme izvrSavanja algoritma je prikazano s T.
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4.2 Problem dva vezana kvantna harmonijska oscilatora

Potencijalna energija sustava dva vezana kvantna harmonijska oscilatora, prikazanog na slici 3,

dana izrazom (2.63), moZe se supstitucijom z; = Z, To = ¢ svesti na:

V=2 (kid? + kof® + k(3 — 9)?) (4.3)

N| —

Sto problem pretvara u dvodimenzionalni harmonijski oscilator u tom potencijalu.

Sada se odabire da su Cestice jednake mase, odnosno m; = my = 1, te da je konstanta
vezanja svake od Cestica sa "zidom" jednaka; k; = ko = k. Hamiltonijan (2.64), uz h = 1 se

zatim moZe zapisati kao:

- (‘9—2 " 8—2) (k@R ) + R - 9)°) (4.4)
2\ 0x?  Oy? 2
Ovo se implementira u algoritam tako da se ukloni jedna dimenzija, §to znaci da su ulazne
valne funkcije dvodimenzionalni nizovi na kvadratnoj reSetki x; € [—L;, L;], x; € {x,y}. U
radu [19] je opisan drugaciji pristup rjeSavanja ovog problema, te ¢e se s rezultatima tog rada i
analitickim raCunom napravljenim u poglavlju 2.6 usporediti rezultati dobiveni difuzijskim
algoritmom. MoZe se uociti da hamiltonijan dan izrazom (4.4) uz £k = 0 predstavlja
hamiltonijan jednostavnog dvodimenzionalnog kvantnog harmonijskog oscilatora. Energija
osnovnog stanja dvodimenzionalnog kvantnog harmonijskog oscilatora moze se dobiti
koriStenjem analitickog izraza (2.50), uz odabir N = 2 za dvije dimenzije, te n, = 0 za

osnovno stanje. Energija osnovnog stanja je onda jednaka:

E = ;hw 4.5)

Konacno, gornjim biranjem koji daje iw = 1, dobije se da je energija osnovnog stanja £/ =
1. Ovo vrijedi kada je vezanje ugaseno, odnosno x = 0 u izrazu (4.4). Energije za razne
ovisnosti o parametru vezanja x mogu se analiticki dobiti iz izraza (2.74). Zbog toga su energije
osnovnog stanja dva vezana kvantna harmonijska oscilatora izraCunate u ovisnosti 0 parametru
vezanja  difuzijskim algoritmom danim u Dodatku A, u rasponu x € [0,1], s ukupno 20
koraka. KoriStena je veli¢ina reSetke 322. Rezultati dobiveni numericki potpuno se podudaraju
s analiti¢kim rezultatima (2.74), dok se rezultati predstavljeni u [19], dobiveni raCunom smetnje,
razlikuju magnitudom od 1073. U tablici 2 prikazano je potpuno slaganje rezultata dobivenih
difuzijskim algoritmom i rezultata dobivenih koriStenjem izraza (2.74) za vanjski potencijal
k =11k €0,20]. Naslici 11 graficki je prikazano potpuno slaganje numerickih i analitickih

rezultata za isti slucaj.
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20k | Enum Eanal Elit
0 1 1 1

1 1,024 1,024

2 1,048 1,048 1,047
3 1,070 1,070

4 1,092 1,092 1,091
5 1,112 1,112

6 1,132 1,132

7 1,152 1,152

8 1,171 1,171

9 1,189 1,189

10 1,207 1,207

11 1,225 1,225

12 1,242 1,242

13 1,258 1,258

14 1,275 1,275

15 1,291 1,291

16 1,306 1,306

17 1,322 1,322

18 1,337 1,337

19 1,351 1,351

20 1,366 1,366 1,364

Tablica 2: Rezultati dobiveni za energiju dvodimenzionalnog harmonijskog oscilatora (4.4) u ovisnosti
o parametru vezanja k. Konstanta vanjskog potencijala je k = 1. S lijeve strane prikazane su izracunate
vrijednosti, u sredini vrijednosti dobivene analitickim izrazom (2.74), a s desne strane rezultati dobiveni

ul19].

Razlika analitickog i numerickog rezultata

1.35 -

1.30 -

1.25 -

1.20 -

1.15

1.10 -

1.05 -

1.00 -

® Analiticka
Numericka

0.6 0.8 1.0
K

Slika 11: Usporedba rezultata dobivenih numerickom metodom i rezultata dobivenih koristenjem izraza
(2.74), prikazanih u tablici 2, za vanjski potencijal k = 1, te konstantnu vezanja k. € [0, 1].
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IzraCun je zatim ponovljen za razne vrijednosti k i x i veli¢ine reSetke 322 i 642 kao $to je
prikazano na slici 12. Kao primjer prikazane su ovisnosti energije dvodimenzionalnog kvantnog
harmonijskog oscilatora o k za sluajeve k = 1 na slici 12a) i & = 50 na slici 12b) i veli¢inu
reSetke 322, te k = 50 za veli¢inu reSetke 642 na slici 12¢). Pri veli¢ini reSetke 322 za razliku od
slu¢aja malog k prikazanog na slici 12a) kod kojeg se uocava slaganje analiti¢kih i numerickih
rezultata, promatranjem rezultata za vece vrijednosti parametra k prikazanog na slici 12b)
primjecuje se odstupanje. Numericki racun za £ = 50 daje niZe vrijednosti energije od analiticki
dobivenih vrijednosti energije. Ovo odstupanje moZe se ispraviti povecavanjem velicine reSetke
s vrijednosti 322 na 642 kako je prikazano na slici 12¢). Nadalje, na slici 13 prikazana je razlika
analiti¢ki i numericki dobivene energije u ovisnosti o parametru k za £ = 01 £ = 10 u slucaju
veli¢ine resetke 322 (slika 13a)) i u slucaju veli¢ine reSetke 642 (slika 13b)). Za veliCine resetke
322 vidljiva je znaCajna razliku u energiji za velike vrijednosti k. Konacno, za sve vrijednosti &

i veli¢inu resetke 642 odstupanja su minimalna te osciliraju unutar malih raspona.
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a) 322

E(k) za k=1
® Analititka o e
3.5 Numericka (]
o
o
3.0 1 ° (o]
o
o
2.5+ 0’
w o
o
2.0 1 o
°
°
1.5
o
1.0 ©
0.0 2.5 5.0 75 10.0 125 150 17.5 20.0
K
b) 32°
E(k) za k=50
8.5
® Analititka e
N icka o
umeric °
8.0 ®
o ®
o ®
°
°
o ®
7.5 1 [
o ®
w
o ®
7.0 4
6.5
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
K
2
C) 64 E(k) za k=50
841 @ Analititka °
Numericka ° @
8.2 1
®
8.0 - o
®
®
w 7.8 1 ®
®
®
7.6 1 ®
®
®
7.4 4 ®
®
®
724 ©
0.0 2.5 5.0 75 10.0 125 150 17.5 20.0

K

Slika 12: Usporedba rezultata dobivenih numerickom metodom i rezultata dobivenih koristenjem izraza
(2.74) za energiju dva vezana kvantna harmonijska oscilatora u ovisnosti o k. a) za vanjski potencijal
k = 1, b) za vanjski potencijal k = 50. U oba slucaja koristena resetka veli¢ine 32°. c) Rezultati za
vanjski potencijal k = 50 i reSetku veli¢ine 642.

27



Domagoj Volarevi¢: Analiza vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora difuzijskim algoritmom

a) Razlika analitickog (2.47) i numeric¢kog rezultata
® k=0 ***
*
1501 * k=10 o
1.25 4
£ 1.00 -
c
W
|
7 0.75 A
5
w
0.50 4
0.25 A
0.00 A
0 10 20 30 40 50 60
k

b) Razlika analitickog (2.47) i numeric¢kog rezultata

® =0 *
0.0006 1 « k=10 *
*@ * * )
0.0004 A [ ) (] o @ * *
w* * @ *x * * * * & @ * [
€ 0.0002q o * ° e @O * O
L'F [ X J G O O ik * ® O o & [ 4
Té 0.0000- ® @&~ »® (] ([} *00 O (] (]
w * *® > @
—0.0002 A @ * * @ (] ° ke [ ]
[ * * * *® [
—0.0004 4 *00 O & *k @ o *
* * [
(I) lb 2IO 3IO 4|0 5IO 610
k

Slika 13: Razlika u energiji dva vezana kvantna harmonijska oscilatora dobivena usporedbom
analitickog racuna danog izrazom (2.74) i numerickog racuna u ovisnosti o parametru vanjskog
potencijala k za dvije vrijednosti parametra vezanja k. a) za veli¢inu reSetke 322, b) za velicinu resetke
642.
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KoriStenjem racuna smetnje moguce je pronaci oblik funkcije koji opisuje ponasanje energije
ovisno o malom parametru x, $to ¢e omoguciti odredivanje aproksimativnog izraza koriStenjem
metode najmanjih kvadrata. Prvo je potrebno raspisati Schréodingerovu jednadzbu za sustav dva
vezana kvanta harmonijska oscilatora [19]:

L2000 g gy + Lla — )0 = Bo(a,y) (4.6)
21 022  Oy? 2 e '
Valna funkcija ¢(z, y) u prvoj aproksimaciji moze se napisati kao produkt dvije valne funkcije

osnovnog stanja nevezanog kvantnog harmonijskog oscilatora:

Wz, ) = o(x)e(y). (4.7)

Slucaj kada se vezanje u sustavu moze tretirati kao smetnja odgovara vrijednostima x < k, te
vrijedi:
E ~2E, + E', 4.8)

gdje je Ej energija osnovnog stanja nevezanog oscilatora, jednaka £y = % zak=1m =1,

w = 1, a E* energija perturbacije oblika:

E' = / ) (x, y)%n(as —y)*dady. (4.9)

Daljnjim raspisivanjem dolazi se do oblika:

1
E' = 2/@2(x)§fm:2dx, (4.10)
te do kona¢nog rjeSenja za energiju perturbacije:
K
E'=_—. 4.11
o (4.11)

UvrStavanjem ovog rezultata u izraz (4.8) i koriStenjem analitiCkog rezultata za energiju

osnovnog stanja kvantnog harmonijskog oscilatora Fy = %, dobije se:

K
E=1+— 4.12
+2]C (4.12)

Odnosno, za vrijednosti Kk < k energija raste linearno s konstantnom vezanja £ o . Sli¢an

rezultat se dobije kada se izraz (2.74) razvije u red:

EO(]:g(l—l—\/l—l—%). (4.13)
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Izraz /1 + Zf se za k < k moze razviti u red na sljede¢i nacin:

2k 2k 4KZ
Jie a2 4.14
T Y Ty e (4.14)

Ako se zanemare viSe potencije, izraz za energiju kona¢no poprima oblik:

K
B~ Vk+——, k<k (4.15)

2Vk
Sto znadi da se za rezultate iz algoritma za k < k moZe traZiti ovisnost u obliku £/ = a + bk,
gdje su a i b neke konstante. Za drugi slucaj, kada je £ < k, ponovo je moguce razviti izraz

(2.74) u red:
1 k
Eq = 3 <x/E+ V25 o+ 1) . (4.16)

Sada se dio 4/ % + 1 moZe razviti u red na isti nacin, $to dovodi do ukupnog izraza za energiju:

VE V2 [k

Eooz—+£ — +3 ) VK, k<. 4.17)
2 2 \ 2k

To znaci da se za podrucje k < k moze traziti ovisnost u obliku £ = a + bx°, gdje sua, bic

konstante koje je potrebno odrediti.

Odredivanje ovih konstanti se postize koriStenjem metode najmanjih kvadrata. Za podrucje
k < k se koristi linearna metoda najmanjih kvadrata, koja omogucuje pronalazak nepoznatog
parametra a za numericki dobivene vrijednosti energije £ u ovisnosti o s na sljede¢i nacin
[20]:

Elr) —
o 2L Zba R (4.18)
N
gdje je N broj podataka, a b parametar koji se dobije iz izraza:
NY'|E(k) -k —>_ F
y_ NYIE®) K-S Em Y r @i

N Y (%) — (X )

Ovaj postupak potrebno je ponoviti za svaku vrijednost &, a rezultati su dani u tablici 3 i na
slici 14 za razlicite vrijednosti k. Na slici 14 prikazani su rezultati linearne metode najmanjih
kvadrata za prve 4 vrijednosti parametra k. Primjecuje se odstupanje za slucaj kada je k = 0,
ali to je bilo i ocekivano s obzirom na to da je u tom slucaju x > k. Za ostale vrijednosti k

iz tablice 3 1 sa slike 14 vidi se jako dobro poklapanje, te je takoder potvrdeno koeficijentom
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korelacije R? koji se ra¢una na sljede¢i nacin [21]:

(Sl - B(w)] ~ N - B(w))

= (Y k2 — N7?) (2 E2(k) — NE(r) ) '

(4.20)

Za sve izraCunate vrijednosti k, koeficijenti a i b, njihove standardne devijacije o, 1 o, te
koeficijenti korelacije 12? dani su u tablici 3. Standardna devijacija za parametar b se ratuna

na sljedeci nacin:

1 [ E*(k) — E(k) )
%=\ ¥ < = = - 0%, (4.21)
a standardna devijacija za parametar a:
00 = opV K2 — R2, (4.22)

Malene vrijednosti standardne devijacije impliciraju da se koeficijenti kojima je odreden oblik
funkcije jako dobro slazu s numericki dobivenim podacima. S druge strane, velike vrijednosti

koeficijenti korelacije R? impliciraju jako dobro slaganje numeri¢ki dobivenih podataka i

pretpostavljenog oblika funkcije.

k a Oq b o R?

0| 0.17 0.02 0.59 0.03 |0.9643
1] 1.017 0.003 | 0.361 0.006 | 0.9973
21 1.422 0.001 | 0.291 0.003 | 0.9989
3| 1.737 0.001 | 0.251 0.002 |0.9993
412.0037 0.0008 | 0.224 0.001 | 0.9996
512.2389 0.0006 | 0.204 0.001 |0.9997
6 | 2.4519 0.0005 | 0.1890 0.0009 | 0.9997
7 12.6475 0.0003 | 0.1771 0.0006 | 0.9998
8 12.8299 0.0004 | 0.1664 0.0007 | 0.9998
9 | 3.0012 0.0002 | 0.1582 0.0004 | 0.9999

Tablica 3: Vrijednosti parametara a i b te njihove standardne devijacije o, i oy, te koeficijent korelacije
R? u ovisnosti o parametru k za slucaj k < k.
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E(k)
2.00 7 ® k=0, numericki
1.75 A k=0,R%2=0.9643,
’ a=0.1749, b=0.5935
1.50 - ® k=1, numericki
k=1,R?=0.9974,
1.25 A a=1.0177, b=0.3617
® k=2, numericki
w 1.00 A

k=2,R2=0.9989,
a=1.4229, b=0.2915

0.75
.-e:%i... k = 3, numeri¢ki
0.50 1 e o k =3,R?=0.9994,
.oe® a=1.7373, b=0.2515
0.25 A . — E(k) =a+ bk
0.00{ ®
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 14: Vrijednosti energije u ovisnosti o k dobivene numericki i oblik funkcije odreden linearnom
metodom najmanjih kvadrata. U legendi su prikazane vrijednosti parametara a i b za odredene
vrijednosti parametra k, oblik funkcije je E(k) = a + bk.

Za podrudje kada je k < k, oblik funkcije je E(k) = a + bk®, $to znali da je potrebno
koristiti nelinearnu metodu najmanjih kvadrata [22]. U ovoj metodi, za skup podataka ( E;, k;),

i = 1,...,N, i pretpostavljeni oblik funkcije f(x,[), gdje f ovisi o m parametara § =
(B1, Pa, - -+, Bm), gdje je m < N, potrebno je prona¢i minimum sume kvadrata:
N
S=>[E— f(ri. B, (4.23)
i=1

Minimum se dobije iz m jednadZzbi:
—2 [E; — f(ki, E,— f(ki,8)] =0, j=1,....,m. (4.24)
5 > B 10 8 5 57 (B S )] =0,

S obzirom na to da su derivacije funkcije varijabli 1 parametara, generalno ne mora postojati
rjeSenje, zbog Cega postoje razliciti nacini aproksimacije. Jedan od njih, koji se koristi u ovom
radu je Levenberg—Marquardt algoritam koji je ve¢ ugraden u modul "optimize" paketa
"SciPy"[23]. Levenberg—Marquardt algoritam se sluZi iterativnom procedurom, gdje se u
prvom koraku koristi pretpostavljena vrijednost parametara koji se trebaju pronaci [24].
Koristenjem "curve_fit" funkcije odmah se dobije matrica kovarijance, tako da je za dobiti

standardne devijacije parametara dovoljno uzeti korijene elemenata na dijagonali [25].

U tablici 4 i naslici 15 prikazani su rezultati nelinearne metode najmanjih kvadrata za razlicite
4 vrijednosti parametra k. Graficki se vidi iznimno dobro poklapanje dobivenih rezultata i
pretpostavljenog oblika funkcije, §to je ponovno potvrdeno vrijednosti 22. U tablici 4 prikazane

su vrijednosti svih izraCunanih parametara a, b i ¢, njihove standardne devijacije o,, 0 1 0. te
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koeficijent korelacije R?.

k a Oq b o c O, R?
0 | 0.0008 0.0006 | 0.7120 0.0005 | 0.4983 0.0002 1
0.5 0.67 0.01 0.50 0.01 | 0.578 0.006 | 0.9964
1 0.96 0.01 0.44 0.01 | 0.607 0.008 | 0.9937
1.5 1.18 0.01 0.40 0.01 | 0.628 0.009 |0.9915
2 1.37 0.01 0.37 0.01 0.64 0.01 | 0.9895
2.5 | 1.54 0.01 0.35 0.01 0.65 0.01 | 0.9877
3 1.69 0.01 0.33 0.01 0.67 0.01 |0.9861
3.5 1.83 0.01 0.31 0.01 0.68 0.01 |0.9847
4 1.96 0.01 0.29 0.01 0.69 0.01 |0.9833

Tablica 4: Vrijednosti parametara a, b i c te njihove standardne devijacije o, oy i 0, te koeficijent
korelacije R? u ovisnosti o parametru k za slucaj k < k.

E(k)
4.0 A
® k = 0, numericki
3.5 A k =0, RZ =1.0000,
a=0.00085, b=0.71202, c=0.49831
3.0 ® k=1, numericki
- k =1, R? = 0.9964,
. a=0.67973, b=0.50797, c=0.57850
2.0 ® k=2, numericki
'“ k =2, R? = 0.9937,
1.5 - a=0.96653, b=0.44679, c=0.60743
. k = 3, numericki
1.0 1 o E(Kk) =a+ b k =3, R? = 0.9915,
[ a=1.18860, b=0.40612, c=0.62832
0.5 A
0.01 ©

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0
K

Slika 15: Vrijednosti energije u ovisnosti o k dobivene numericki i oblik funkcije odreden nelinearnom
metodom najmanjih kvadrata. U legendi su prikazane vrijednosti parametara a, b i ¢ za odredene
vrijednosti parametra k, oblik funkcije je E (k) = a + bk".

KoriStenjem difuzijskog algoritma za rjeSavanje Schrodingerove jednadZzbe dva vezana
harmonijska oscilatora jo§ jednom se pokazala njegova djelotvornost. Potpuno se proucila
njegova efikasnost usporedbom dobivenih rezultata s ponaSanjem analitiCkog izraza za
energiju osnovnog stanja dvaju vezanih harmonijskih oscilatora (2.74), te izraza dobivenog
racunom smetnje (4.12) koji vrijedi samo u podrucju x < k. Detaljno se istraZilo ponaSanje
rezultata dobivenih algoritmom u dva reZima k < ki xk > k i pokazalo kako je u skladu s
analitickim rezultatima. Naravno, algoritam se moze koristiti i za raCunanje pobudenih stanja,
ali u tom slucaju analiza postaje iznimno komplicirana zbog dvije dodatne varijable, n; i ns, 0
kojima ovisi energija sustava. Iz tog razloga, u iduem poglavlju ¢e biti samo ukratko

obradena pobudena stanja dobivena numerickom metodom.
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S Rasprava

U ovom poglavlju ¢e se razmotriti dodatne mogucnosti algoritma, kao $to je racun pobudenih
energijskih razina vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora, te mogu¢nost dodavanja viSe od
2 vezana oscilatora. Osim toga, pokazat ¢e se 1 potpuno te parcijalno nestajanje degeneracije,

ovisno o pocetnom problemu.

5.1 Pobudena stanja dva vezana kvantna harmonijska oscilatora

Sada se mogu promotriti energije pobudenih stanja sustava vezanih kvantnih harmonijskih
oscilatora s hamiltonijanom (4.4). Za slucaj kada je vezanje ugaseno, koriStenjem izraza (2.50)
za energiju, te (2.52) za pridruzene degeneracije, analiticki se dobiju vrijednosti prvih 10
energijskih stanja sustava dvaju nevezanih kvantnih harmonijskih oscilatora, koji odgovara

kvantnom harmonijskom oscilatoru u dvije dimenzije:

Ey 1|1n,=0, n,=0

E 2 n,=1, ny,=

FEs 2| n, =0, ny

Es 3|ny,=2, ny=0

Ey= 3|n, , My = 5.1)
E5 3| ng , My =

Es= 4|n,=3, ny,=0

Er= 4|\n, =2, n,=

Eg= 4|n,=1, n,=2

FEg= 4|n,=0, n,=3

gdje su n, i n, kvantni brojeve energijskih razina u dvije dimenzije. U tablici 5 prikazani
su rezultati dobiveni algoritmom za razli¢ite vrijednosti x i za £ = 1 u hamiltonijanu (4.4).
Vidljivo je da je za vrijednosti x # 0 degeneracija sustava potpuno uklonjena, kako je opisano
u poglavlju 2.5. Uklanjanje degeneracije za prvih 5 energija prikazano je graficki na slici
16. Primjetno je povelanje energije ovih energijskih stanja s porastom x. Isto tako dolazi

do mijeSanja energijskih nivo za pobudena stanja.
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P |l B || B | B || Bs | By | B || Bs | Er | Bs | By

0 1 2 2 3 3 3 4 4 4 4

0,1 1,048 || 2,048 | 2,143 || 3,048 | 3,143 | 3,239 || 4,048 | 4,143 | 4,239 | 4,334
0,2 1,092 || 2,092 | 2,275 || 3,092 | 3,275 | 3,458 || 4,092 | 4,275 | 4,458 | 4,641
0,3 1,132 || 2,132 | 2,397 || 3,132 | 3,397 | 3,662 || 4,132 | 4,397 | 4,662 | 4,927
0,4 1,171 || 2,171 | 2,512 || 3,171 | 3,512 | 3,854 || 4,171 | 4,512 | 4,854 | 5,192
0,5 1,207 || 2,207 | 2,621 || 3,207 | 3,621 | 4,036 || 4,207 | 4,321 | 5,036 | 5,207
0,6 1,242 || 2,242 | 2,725 || 3,242 | 3,725 | 4,208 || 4,242 | 4,725 | 5,208 | 5,242
0,7 1,275 || 2,275 | 2,824 || 3,275 | 3,824 | 4,275 || 4,373 | 4,824 | 5,275 | 5,373
0,8 1,306 || 2,306 | 2,919 || 3,306 | 3,919 | 4,306 || 4,531 | 4,919 | 5,306 | 5,531
0,9 1,337 || 2,337 | 3,01 || 3,337 | 4,01 | 4,337 || 4,683 | 5,01 | 5,336 | 5,683
1 1,366 || 2,366 | 3,098 || 3,366 | 4,098 | 4,366 || 4.83 | 5,098 | 5,366 | 5,83

Tablica 5: Prvih 10 energijskih stanja vezanog harmonijskog oscilatora (4.4) u ovisnosti o parametru
vezanja k. Konstanta vezanja koja odgovara vanjskom potencijalu jednaka je k = 1 za sva stanja.

L

P2

[

=)

0 01 02 03 04 05

Pobudena stanja 2 vezana oscilatora

WED mEl mE2

K

0,6

0,7 0,3 0,9 1

E3 mE4 mES

Slika 16: Vrijednosti energije u ovisnosti o konstanti vezanja r za prvih 5 pobudenih stanja 2 vezana

kvantna harmonijska oscilatora (4.4).
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5.2 ViSe vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora

Koristeci istu ideju modifikacije algoritma 3D nevezanih kvantnih oscilatora za dobiti algoritam
2 vezana kvantna harmonijska oscilatora, moguce je napraviti modifikaciju algoritma 2 vezana
harmonijska oscilatora na viSe vezanih harmonijskih oscilatora. Prvo se promatra slucaj za
3 vezana harmonijska oscilatora jednakih masa i frekvencija, od kojih svi osjecaju isti vanjski
potencijal V(z;) = ska?, i = 1,2, 3. Ovaj model moZe se zamisliti kao naizmjeni¢no povezane
dvije vrste Cestica, jedne koje su "teze" i odgovaraju potencijalu s konstantom £, te "lakse" koje
se vezu konstantom x, kako je opisano u radu [26]. Na taj nacin bi svaka od laksih Cestica
osjecala isti vanjski potencijal zbog tezih Cestica, a same lakse Cestice bi se medusobno povezale
Sto bi rezultiralo modelu koji je prikazan na slici 17. Ukupna potencijalna energija tog sustava

je:

—_

1
Vzik(mf—l—x%—l—:cg)—i—i

Uz promjenu koordinata 1 = x, x5 = y, 13 = 2:

(/4;1(951 — 9)? + Kg(z9 — 3:3)2) . (5.2)

V= k(@ + ) b (o= )+ maly — 7). (5.3)

Usporedbom sa izrazom (4.3), moguce je zakljuciti da e za N harmonijskih oscilatora, odnosno

N dimenzija, potencijal poprimiti oblik:

Odnosno, ukupni hamiltonijan ovog kvantnog sustava e biti:

N
—Z +Zka: +Zm T — i)’ | - (5.5)
=1

Problem kod ovog pristupa je da svaki dodatni harmonijski oscilator zahtjeva novu modifikaciju

?

1(IZ — ZL’Z‘_H)Q. (54)

l\DlP—‘
l\DI»—t

=1

algoritma. Nije moguce napraviti generalizaciju u kodu koja ¢e dozvoliti izracun za proizvoljni

broj dimenzija N, odnosno proizvoljni broj kvantnih oscilatora.

36



Domagoj Volarevi¢: Analiza vezanih kvantnih harmonijskih oscilatora difuzijskim algoritmom

VAL UAAAAI
my m, my
V(x,) V(x,) V(x)

Slika 17: Problem tri vezana harmonijska oscilatora. Svaka od Cestica osjeca vanjski potencijal s kojim
Je povezana konstanta vezanja k, a konstante vezanja izmedu oscilatora su k1 i Ko.

U tablici 6 prikazani su rezultati energije simulacije za prva 4 stanja tri vezana kvantna
harmonijska oscilatora. U slucaju kada je k1 = ko = 0 dobije se isti rezultat kao za analiticki
izraCunat 3D nevezani harmonijski oscilator dan izrazom (2.50) koji pokazuje degeneraciju.
Kada je jedna od konstanti vezanja, u sluaju na slici k1, jednaka nuli, degeneracija nije
potpuno uklonjena. U nevezanom slucaju, prvo pobudeno stanje trostruko je degenerirano,
ukljucivanje jednog od vezanja uklanja samo jednu od degeneracija, te stanje postaje samo
dvostruko degenerirano. Naravno, ukljuc¢ivanjem i druge konstante vezanja potpuno se uklanja
degeneracija. Na slikama 18 i 19 graficki je prikazana vrijednost energije, kako bi se

uklanjanje degeneracije bolje uocilo.

K1 | Ko | E0(0,0,0) | Ei(1,0,00 FE»(0,1,0) FE5(0,0,1)
0 0 1,5 2,5 2,5 2,5
0 1 1,866 2,866 2,866 3,598
0 2 2,118 3,118 3,118 4,118
0 3 2,323 3,323 3,323 4,323
0 4 2,5 3,5 3,5 4,5
1 0 1,866 2,866 2,866 3,598
1 1 2,207 3,207 3,621 4,207
1 2 2,45 3,207 3,621 4,207
1 3 2,65 3,65 4,184 4,649
1 4 2,823 3,823 4,371 4,823

Tablica 6: Vrijednosti prva 4 stanja energije za 3 vezana kvantna harmonijska oscilatora u ovisnosti o
parametrima k1 i k. U zagradama pokraj energije oznacene su kombinacije (ng, ny,n.).
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Energijska stanja za k1=0
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Slika 18: Graficki prikaz ovisnosti energijskih stanja 3 vezana kvantna harmonijska oscilatora o
parametru ko za slucajeve kada je k1 = 0.

Energijska stanja za k1=1

W ED
w3
mEL
mE2
I E3
0
0 1 2 3 4
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=

Slika 19: Graficki prikaz energijskih stanja 3 vezana kvantna harmonijska oscilatora o parametru ko za
slucajeve kada je k1 = 1.

Koristedi istu ideju kao za 3 vezana oscilatora, odnosno za N kako je opisano u radu [26],
algoritam se modificira za 4 vezana kvantna harmonijska oscilatora, prikazana na slici 20.

Koriste¢i izraz (5.5) moZe se napisati hamiltonijan sustava:

4 3

4
.1 0?
H=2 -3 5+ ka? + > wilw: — wi0)?| .

2 — 81‘12 + p kjwz + e K1($z mz—l—l) (5 6)

1=

U algoritam je potrebno uvesti 4. dimenziju, $to znaci da ulazne valne funkcije sada postaju
Cetverodimenzionalni nizovi na 4D reSetki x; € [—L;, L;],i = 1,2, 3, 4. S obzirom na velik broj
racuna koji se provodi s dodavanjem jedne dimenzije, proracuni su napravljeni samo za osnovna
stanja. Koristenjem faktorizacije .7, uz veli¢inu reSetke 324, vremenski korak dt = 0.1 i broj
iteracija ¢ = 1000, prosjecno vrijeme potrebno za izraCunati jedno energijsko stanje bilo je 20

minuta.
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U tablici 7 prikazani su rezultati za osnovna stanja energije u ovisnosti o vrijednostima
parametara ~;,¢ = 1,2,3. Stanje u kojemu nijedno od vezanja nije ukljueno, odgovara
analitickoj vrijednosti £ = 2. Osim osnovnog stanja bojom su prikazana stanja koja odgovaraju
istim kombinacijama k;, te bi ta stanja trebala imati istu energiju, Sto potvrduju kombinacije
{0,0,1}, {0,1,1}i {0, 1,2}, s energijama Ey = 2.366, Ey = 2,707 1 Ey = 2.95.

PN AN AN
my m, m, m,
A A AT A
k k k
Vix) Vix,) Vi) V(x.)

Slika 20: Problem cetiri vezana harmonijska oscilatora. Svaka od Cestica osjeca vanjski potencijal s
konstantom vezanja k, a konstante vezanja izmedu oscilatora su k1, Ko i K3.

K1 | Ko | K3 || Eq
0 0 0

0 0 1

0 0 2

0 1 0

0 1 1

0 1 2

1 0 0

1 0 1

1 0 2

1 1 0

1 1 1 3,046
1 1 2 3,289

| T = 2h 23min

Tablica 7: Rezultati energije osnovnog stanja za 4 vezana kvantna harmonijska oscilatora u ovisnosti
0 parametrima vezanja ki, ks i k3. Bojama su prikazane vrijednosti koje odgovaraju istoj kombinaciji
parametara ki. Na dnu je prikazano ukupno vrijeme izvrSavanja algoritma za izracun prikazanih 12
vrijednosti energije.
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6 Zakljucak

Harmonijski oscilatori su jako vaZni sustavi koji se Cesto javljaju u svim granama fizike. U
klasi¢noj mehanici neki od tih sustava su masa na opruzi, njihalo te razni akusti¢ni sustavi.
Vaznost harmonijskog oscilatora izlazi iz Cinjenice da je masa na koju djeluju sile koje Cine
stabilnu ravnotezu, malim pomakom iz ravnoteZe podvrgnuta vibracijama, odnosno
harmonijskim oscilacijama.  Cesto se pojavljuju u prirodi i osnova su rada mnogih
elektronic¢kih i mehanickih uredaja. Kvantni analog ovog sustava opisuje svojstvo skoro svih
prirodnih potencijala, postojanje malih oscilacija u minimumu. RjeSavanjem Schrddingerove
jednadzbe kvantnog harmonijskog oscilatora koristeéi algebarsku metodu, koja se svodi na
koriStenje operatora ljestvi, dobiva se iznimno dobar fizikalni opis sustava. Postoji minimalna
energija koja nije jednaka nuli, te su energijska stanja diskretna, sustav moZe imati samo
odredene razine energije. lako se Schrodingerova jednadZzba jednostavnog kvantnog
harmonijskog oscilatora moZe rijeSiti analiticki, za dodane perturbacije, odnosno odredene
promjene u potencijalnu, potrebno je koristiti perturbacijski racun ili numericke metode.
Difuzijska metoda, takoder poznata kao propagacija u imaginarnom vremenu, jedan je od
naCina za rijeSiti problem svojstvenih vrijednosti, kao $to je Schrodingerova jednadzba za
harmonijski oscilator. Metoda se temelji na pretpostavci da se bilo koje proizvoljno stanje
sustava moze zapisati kao linearna kombinacija svojstvenih stanja hamiltonijana sustava.
Nakon toga sustav se propagira u imaginarnom vremenu koriste¢i operator evolucije, te se u
svakom koraku vrSi ortonormalizacija stanja. Ortonormalizacija se provodi algoritmom
podprostorne ortonormalizacije (eng. subspace ortonormalization algorithm), a operator
evolucije moguce je dekomponirati Trotter-Suzuki ekspanzijom, koja efektivno razdvaja racun
na potencijalnu i kineticku energiju. Potencijalna energija se direktno racuna, a kineticku je

potrebno prvo prebaciti u bazu valnih vektora koriStenjem Fourierove transformacije.

Algoritam se testirao na sustavu trodimenzionalnog kvantnog harmonijskog oscilatora,
kojeg je moguce lako analiticki rijeSiti, kako bi se ustanovila preciznost numeri¢kog racuna, te
najbolji poetni uvjeti za daljnje koriStenje algoritma. Nakon toga se difuzijskim algoritmom
rjeSavao sustav dva vezana kvantna harmonijska oscilatora, na nacin da se uz zamjenu
koordinata sustav transformirao u nevezani kvantni harmonijski oscilator u dvije dimenzije i
izotropnom potencijalu. Kako bi se u potpunosti ispitalo ponasanje rezultata za energije preko
analitickih izraza (2.74), te izraza dobivenih raCunom smetnje (4.12), numericki dobiveni
podaci su se analizirali koriStenjem metode najmanjih kvadrata. Algoritam se pokazao
iznimno precizan i vremenski u€inkovit za sve ispitane slucajeve. Nadalje, izraCunana su i
pobudena energijska stanja dva vezana kvantna harmonijska oscilatora, Sto je pokazalo da
dolazi do uklanjanja degeneracije koja bi bila prisutna u nevezanom slucaju, kako je i
predvideno teorijom racuna smetnje. Osim dva vezana kvantna harmonijska oscilatora,
provedeni su izrauni za osnovno 1 pobudena energijska stanja za tri vezana kvantna oscilatora,

te za osnovno stanje Cetiri vezana kvantna oscilatora. Objasnjen je i nacin na koji bi se mogle
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izraCunati energije proizvoljnog broja vezanih kvantnih oscilatora, ali nije moguce
implementirati generalni algoritam koji bi direktno racunao takve sustave, za svaku promjenu

broja oscilatora je potrebno modificirati algoritam, odnosno dodati novu dimenziju.

Prakti¢na primjena ove metode se pronalazi u ¢injenici da se energija moZe izraCunati za bilo
koji potencijal i za bilo koji broj pobudenih stanja, ¢ak i za slucajeve koji nisu analiti¢ki rjeSivi.
Velika prednost difuzijskog algoritma nad drugim metodama lezi u tome da nije racunalno
zahtjevan, te da do rezultata dolazi u jako kratkom vremenu. Za izracun prvih 10 pobudenih
energijskih stanja trodimenzionalnog kvantnog harmonijskog oscilatora s greskom od 6-10~7%

bilo je potrebno samo 2 minute i 32 sekunde.
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A Kod za izracun energije osnovnog stanja dvaju vezanih

kvantnih harmonijskih oscilatora

import numpy as np

import timeit

#pocetni uvjeti, energije

#vanjski potencijal, moze imati bilo kakav oblik
def external_potential (k1, k2, k3, x, vy):
return (k1 (x**2)/2 + k2% (y**2)/2 + k3% ((x-y)**x2)/2)

#pocetna nasumicna valna funkcija
def init_psi(x_in, y_in):

return np.random.uniform (0, 1, np.shape(x_in)) + 0.7

fprebacuje valnu funkciju u prostor valnih vektora, numericki
— integrira i vraca u prostor polozaja
def laplacian (psi):
psi_k = np.fft.fftn(psi)
lap = np.fft.ifftn(psi_k *» sumk2)

return lap

fkinetic_energy () 1 pot_energy() daju vrijednost kineticke i

— potencijalne energije valne funkcije koja im se posalie

def kinetic_energy (psi) :
1 = laplacian(psi) * np.conj(psi)
e_kin = (np.sum(l) = d3r).real / 2

return e_kin

def pot_energy (psi):
den_t = np.absolute(psi) **2
pot_en=d3rxnp.sum(pot_extxden_t)

return pot_en
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def T2_operator (psi, faktor):
kinprop = np.exp(-dt/faktor * sumk2/2)
psi_t = np.exp(-0.5 * pot_ext =* dt/faktor) =* psi
psi_k = np.fft.fftn(psi_t)
psi_t = np.fft.ifftn(kinprop * psi_k)
psi_t = np.exp(-0.5 x pot_ext x dt/faktor) * psi_t

return psi_t

#operatori za faktorizaciju 4-tog i 6-tog reda, odabir
— faktorizacije u funkciji "propagate"
def T4_dupli(psi):
return -1/3 x T2_operator(psi,l) + 4/3 x T2_operator (psi
— ,2)

def To6_dupli (psi):
return 1/24 * T2_operator(psi,l) - 16/15 x T2_operator (
— psi,2) + 81/40 * T2_operator (psi, 3)

#skalarni produkt dvi valne funkcije
def overlap(psi_1l, psi_2):

return d3r x np.sum(np.conj(psi_1) * psi_2 )

def create_matrix(psi_all):
size = len(psi_all)
matrix = np.ones( (size, size), dtype=np.complexl28 )
for 1 in range(size):
for j in range(size):
matrix[i, j] = overlap(psi_all[i], psi_all[3j])

return matrix
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#u komentarima funkcije "propagate" ostavljene razne
— faktorizacije kako bi se brzo mogle iskoristiti po

— potrebi

def propagate (psis):
psis_out = np.copy(psis)
for i, psi in enumerate (psis):
#psis_out [i]=T2_operator (psi)
#psis_out[1]=T4_dupli (psi)
psis_out[1]=T6_dupli (psi)

return psis_out

def ortho (psis):
m=create_matrix (psis)
eigen_vals, eigen_vecs = np.linalg.eig(m)
psi_all_new = np.copy (psis)
n_size=len(psis)
for j in range(n_size):
tmp = 0
for i in range(n_size):

tmp += eigen_vecs[i][J] » psi_alll[i]

psi_all_new[j] = tmp/ np.sgrt(eigen_vals[]j])
for i in range(n_size):

den_t = np.absolute(psi_all_new[i]) *x%*2

normtemp = np.sum(den_t) * d3r

psi_all_new[i] *= np.sqgrt(l. / normtemp)

return psi_all_new

#velicina resetke, duljina trajanja algoritma

fproizvodnja mreze oko ishodista

#velicina mreze: arr”N, N=2 u ovom slucaju
arr = 32

#broj tocaka za svaku od valnih funkcija
btock = 20

nxyz = np.array([arr, arr])

L = np.array([btock, btock])
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LHalf =L / 2

X = np.linspace(-LHalf[0], LHalf[0], nxyz[0], endpoint=False)
y = np.linspace(-LHalf[1l], LHalf[l], nxyz[l], endpoint=False)
dx = L / nxyz

d3r = np.prod (dx)

X, y = np.meshgrid(x, y, indexing='ij’)

#potrebni za izracun u bazi valnih vektora

kx = np.fft.fftfreqg(nxyz[0], dx[0] / ( 2 » np.pi))
ky = np.fft.fftfreq(nxyz[1], dx[1] / ( 2 * np.pi))
kx, ky = np.meshgrid(ky, ky, indexing=’'1i7j’")

sumk2 = kx**2 + ky*=*2

#dovoljno za konvergenciju

dt=0.1
n_iter=1000

#za trajanje racuna:

start_time = timeit.default_timer ()

#broj stanja, za pobudjena potrebno k>1

n_states =1

#k1l_preciznost i k3_preciznost - s ovim se dijele k i K, time

— se moze gusce pretrazivati neki interval

kl_preciznost=1

k3_preciznost=1

#raspon za k i kK

klrange = 60

k3range = 10
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#u xdata 1 ydata arr su pohranjene sve vrijednosti, poredane po

— velicini

xdata=np.zeros ((klrange, k3range))

ydata=np.zeros ((klrange, k3range))

fpetlja po svim vrijednostima k, i unutar nje po svim
— vrijednostima K, u ovom dijelu se valne funkcije

— propagiraju i1 ortonormaliziraiju

for kl_counter in range (klrange):
k1l=kl_counter/kl_preciznost
k2=k1
for k3_counter in range (k3range) :
k3=k3_counter/k3_preciznost
xdata [kl _counter, k3 _counter]=k3
pot_ext = external_potential (kl, k2, k3, x, V)
psi_all = []
for i in range(n_states):
psi_all.append(init_psi(x,vy))
pot_ear=[]
kin_ear=1[]
for epoch in range(n_iter):
psi_all = propagate(psi_all)
psi_all = ortho(psi_all)

#racun energije, ep odgovara potencijalnoj dok ek
— odgovara kinetickoj, u ovom primjeru nisu
— koristene u ispisu, ali ostavljene su ako je
— potrebno pronaci odvojeno

#e_uk 1 e_uk_round odgovaraju ukupnoj energiji i

— zaokruzenim vrijednostima

ep_round np.zeros (n_states)

ek_round np.zeros (n_states)

e_uk=np.zeros (n_states)
e_uk_round=np.zeros (n_states)

for i in range(n_states):
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pot_ear.append(pot_energy (psi_all[i]))

ep_round[i] = round(pot_ear[il], 2)

kin_ear.append(kinetic_energy(psi_all[i]))

ek_round[i] = round(kin_ear[i], 2)
e_uk[i] = pot_ear[il+kin_ear[i]
e_uk_round[i]= round(e_uk[i], 3)

#sortiranje ukupne energije po velicini

indx_sorted = np.argsort (e_uk_r)

e_uk_roundsort = e_uk_r[indx_sorted]
ydata[kl_counter, k3_counter]=e_uk_roundsort [0]
print ("k = ", k1, "\t kappa =", k3, "\t E = ",

— e_uk_roundsort)

elapsed = timeit.default_timer () - start_time

print ("Time = ", elapsed/60)
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