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Uvod

Sluc¢ajni tockovni uzorci ili matematicki, tockovni procesi, imaju temeljnu
ulogu u stohastickoj geometriji i nastaju kao rezultat raznih istrazivanja u
prirodi i tehnologiji. Pomoc¢u tockovnih uzoraka mogucée je opisati i objas-
niti razne pojave, kao Sto su lokacije stabala u Sumi, vremena dolazaka ku-
paca na blagajnu, vremena dogadaja kao Sto su potresi ili poplave u ne-
kom odredenom razdoblju. Zanimanje za metode analize takvih podataka
se poveCava na mnogim poljima znanosti, a posebno u podrucju ekologije,
epidemiologije, astronomije i slicno. Motivacija za analizu tockovnih procesa
cesto se moze pronaci u ispitivanju medusobne ovisnosti tocaka.

Postoje razlicite matematicke interpretacije tockovnih procesa, pa ih se
tako, primjerice, moze promatrati kao slucajnu brojeé¢u mjeru ili slucajan
skup. Cilj ovog rada je definirati tockovne procese i na primjerima pokazati
njihovu primjenu.

Rad se sastoji od 3 poglavlja. U prvom poglavlju se definiraju i objasnjavaju
osnovni pojmovi iz podruc¢ja vjerojatnosti, statistike, mjere i integrala koji
su potrebni za razumijevanje ostatka rada.

U drugom poglavlju matematicki se definiraju tockovni proces i pomocu
primjera se objasnjava njegova uloga u metodama za analizu podataka. Na-
dalje, definira se i karakterizira distribucija tockovnog procesa pomoc¢u konacno-

dimenzionalnih distribucija, vjerojatnosti praznine i funkcionala kapaciteta.



UVOD iv

Takoder, navode se dva osnovna primjera tockovnih procesa - binomni i Po-
issonov tockovni proces te njihovi graficki prikazi pomocu programskog jezika
R.

U tre¢em poglavlju objasnjavaju se najvaznije karakteristike tockovnih
procesa. Definira se intenzitet ili prvi moment tockovnog procesa, mjera
drugog momenta, te gustoca drugog momenta. Takoder, koriste¢i prethodne
pojmove izvest ¢e se definicije funkcije korelacije koja je analogna korelaciji
slucajnih varijabli. Za stacionaran tockovni proces definirat ¢e se K-funkcija
i njezina transformacija u L-funkciju. Nadalje, objasnit ¢e se procjena K-
funkcije i jedna od metoda za rjeSavanje problema s rubom pri procjeni te ¢e
se ilustrirati primjena na 2 razli¢ita skupa podataka. Na kraju rada slijedi

objasnjenje L-testa, koji se koristi za testiranje Poissonove hipoteze.
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Poglavlje 1
Teorijska pozadina

U ovom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove iz vjerojatnosti, statistike,

mjere i integrala koji su nam potrebni za razumijevanje ostatka rada.

Sa {2 oznac¢imo proizvoljan neprazan skup koji reprezentira skup svih

ishoda slucajnog pokusa i kojeg zovemo prostor elementarnih dogadaja.

Definicija 1.1 Familija F podskupova od Q (F C P(Q)) jest o-algebra

skupova ako je:

(F1) b e F
(F2) Ae F= A°e F
(FB) AiE.F,?JENiUZIAiEf

Neka je F o-algebra na skupu ). Tada uredeni par (€2, F) nazivamo izmje-
rivim prostorom. Svaki element od F se zove izmjeriv skup.

Na R ( R?) éemo najéesée promatrati najmanju o-algebru (s obzirom na
inkluziju) koja sadrzi sve otvorene skupove, u oznaci B(R) (B(R?)), te je
nazivamo o-algebra Borelovih skupova na R(R?), a njene elemente Borelovi

skupovi.



Poglavlje 1. Teorijska pozadina

Neka su (9, F) i (€', F') izmjerivi prostori i f: Q — Q. Kazemo da je f
izmjeriva funkcija ako je f~'(F) C F, tj. {f1(F);F € F} C F.

Definicija 1.2 Neka je F o—algebra na Q2. Mjera na F je svako preslika-

vanje ji: F — R sa svojstvima
(1) w(A) > 0,¥A € F

(2) 1(0) =0

(3) o—aditivnost
H( U Ai) = Z 1(Ai),
i=1 i=1

gdje su A; € F disjunktni skupouvi.

Kazemo da je p(A) mjera skupa A, a (£, F, u) prostor mjere. Mjera p je

konaé¢na ako vrijedi u(€2) < oc.

Definicija 1.3 Za mjeru p na izmjerivom prostoru (R, B(R?)) kazemo da
je:

e regularna iznutra ako za svaki otvoren skup U wvrijedi da je p(U) =

sup{u(K) : Kje kompaktan i K C U}.

e regularna izvana ako za svaki Borelov skup B vrijedi da je p(B) =

inf{u(U) : Uje otvoren i B C U}.

e lokalno konaéna ako svaka tocka x € R? ima okolinu U takvu da je

u(U) < .

e Radonova ako je regularna iznutra, reqularna izvana i lokalno konacna.
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Definicija 1.4 Neka je (2, F, p) prostor mjere. Kazemo da je E € F atom
mgere p ako je p(E) > 0 i ako za svaki B € F, B C E takav da je p(B) <
w(E) vrijedi da je p(B) = 0. Za mjeru p koja nema atoma kaZemo da je

difuzna.

Definicija 1.5 Neka je F o—algebra definirana na skupu ). Funkciju p: F —

[0, 00] definiranu s

(A) n, ako je A C Q konacan skup s n elemenata
M =
00, ako je A C Q beskonacan skup

nazivamo broje¢com mgerom ili diskretnom mgjerom.

Funkciju 6, : F — [0, oo] definiranu sa

1, akojex € A,
5,(A) = 1o

0, inace,

nazivamo Diracovom mjerom koncentriranom u tocki z.

Intervale oblika (a,b), [a,b), (a,b], [a,b], gdje su a,b € R,a < b zovemo
l—intervali. Skup oblika I; x ... X I; zovemo d-interval na R? gdje su
Ii,...,1I; 1-intervali.

Jedna od najvaznijih primjera mjere je Lebesgueova mjera vy na (R?, B(R?))

koja se moze karakterizirati kao

Ud<Q) = (bl —al) L (bd—ad)

ako je Q = [a1,b1] X ... X [ag,b4]. Tada slijedi da se vrijednosti vy mjera
geometrijskih objekata kao kugala, cilindara i slicno podudaraju sa volume-
nom u elementarnoj geometriji. Zaista, u sluc¢aju kada je d = 3, Lebesgueova
mjera vz je jednaka volumenu V. U slucaju kada je B ogranic¢eni Borelov

skup v4(B) < 0.
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Propozicija 1.6 Lebesgqueova mjera vq jedina je mjera na (R, B(R?)) koja

svakom d—intervalu pridruZuje njegov volumen.

Lebesgueova mjera je invarijantna obzirom na izometriju, dakle vrijedi da
je vg(mA) = v4(A), za svaku izometriju m i Borelov skup A. Svaka Rado-
nova mjera p na (R% B(R?)) koja je invarijantna obzirom na izometriju je

konstantni visekratnik Lebesgueove mjere
W= C Vg, za c > 0. (1.1)

Neka je (Q, F) izmjeriv prostor i F' C Q. Za funkciju f: F — R kazemo
da je F-izmjeriva ako je f~*(B) € F za svaki skup B € B(RY).

Stepenasta funkcija na skupu A je svaka funkcija f: A — [—00, +0]
koja prima samo kona¢no mnogo razlicitih vrijednosti. Konac¢nu i izmjerivu

stepenastu funkciju zovemo jednostavna funkcija.

Definicija 1.7 Neka je (Q, F, ) prostor mjere.

(1) Neka je f: Q — [0,00) jednostavna nenegativna funkcija s prikazom
f=>0" a1y, gdje suAy, ..., A, € F disjunktni skupovi i oy, ..., oy

nenegationi realni brojevi. Broj

[ tin = Z ()

se zove integral funkcije [ obzirom na mjeru p. Za funkcyju f

kazemo da je integrabilna ako je [ fdu < cc.
(2) Neka je f: Q — [0, 00] nenegativna F-izmjeriva funkcija. Broj
/fdu = sup {/gdu . g je jednostavna nenegativna izmgjeriva, g < f}

se zove integral funkcije f obzirom na mjeru p.
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(3) Neka je f: Q — [—o0,+00| F-izmjeriva funkcija, pri cemu je f* :=
max(f,0}, /= :=max{—f,0} i f = f* — f~. Broj

[ tdn= [ £rau- [ au

zovemo integral funkcije f obzirom na mjeru . Neka je E € § izmjeriv
skup. Ako je definiran integral [ 1gfdu, onda broj fE fdp = [ flgdu

zovemo integral funkcije f na skupu E obzirom na mjeru p.

Svaka omedena i po dijelovima monotona funkcija na [a, b je integrabilna
u smislu Riemanna, tj. R-integrabilna. Prema Riemannovom teoremu je
R-integrabilna i svaka neprekidna funkcija f : [a,b] — R, a njezin integral se

racuna po Newton-Leibnizovoj formuli

/ f(x)dz = F(b) — F(a),

gdje je F: [a,b] — R bilo koja primitivna funkcija funkcije f, tj. Va € [a, b]
vrijedi F'(z) = f(2).

Teorem 1.8 Neka je f: [a,b] — R omedena funkcija

a) Funkcija [ je R-integrabilna onda i samo onda ako je neprekidna skoro

svuda na [a,b].

b) Ako je funkcija f R-integrabilna, onda je integrabilna i u smislu Lebe-

squea 1 pri tome se Lebesgueov integral podudara s Riemannovim inte-

/W)] fdvg = /abf(ﬂf)dﬂf

Definicija 1.9 Neka je (Q, F) izmjerivi prostor. Funkciju P: F — R na-

gralom, t3. vrijeds

zivamo funkcigjom wvjerojatnosti na F , odnosno na €2, ako je P mjera i

P(Q) = 1.
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Uredena trojka (€2, F, P) se zove vjerojatnosni prostor. Elemente c—algebre

F nazivamo dogadajima, a broj P(A) vjerojatnost dogadaja A.

Definicija 1.10 Neka je (0, F, P) vjerojatnosni prostor. Svaku funkciju
X:Q =R, za koju vriedi {X € B} ={w € Q: X(w) € B} € F,VB € B(R)

nazivamo sluéagjnom varijablom.

Relacijom
Px (B) :P(Xfl(B)) =P{weQ:X(w)eB})=P(X eB),

za svaki B € B(R), definirana je funkcija Py : B(R) — [0, 1] i lako se provjeri

da je Px vjerojatnost na R.

Definicija 1.11 Neka je (X2, F, P) vjerojatnosni prostor i X slucajna vari-
jabla na Q. Vjerojatnost Px : B(R) — [0, 1] zadanu gornjom relacijom nazi-
vamo vjerojatnosnom mjerom induciranom s X ili zakonom razdi-
obe od X, a vjerojatnosni prostor (R, B(R), Px) nazivamo vjerojatnosnim

prostorom induciranim s X.

Slucajne varijable kod kojih postoji diskretan skup A takav da je P(X €
A) = 1 nazivamo diskretnim slu¢ajnim varijablama.
Spomenimo dva primjera diskretnih slucajnih varijabli koje ¢emo spomi-

njati u ovo radu:

1. Kazemo da je X binomna slucajna varijabla s parametrima n € N

ipe(0,1) ako vrijedi
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2. Kazemo da je X Poissonova slu¢ajna varijabla s parametrom A > 0

ako vrijedi
k

A
P(X =k)= e_’\y, k€ N.

Definicija 1.12 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i X sluéajna vari-
jabla na 2. Matematicko ocekivanjge slucajne varigable X, ili krace
ocekivange od X, postoji ako je konacan integral [|X|dP, te ga u tom

sluc¢aju definiramo kao broj
EX = / XdP.

Definicija 1.13 Varijanca slucajne varijable X koju oznacavamo s VarX

ili 0% (ako postoji) je jednaka
VarX = E[(X — EX)?].

Pozitivan drugi korijen iz varijance zovemo standardna devijacija slucajne

varijable X i oznacujemo sa oy.

Definicija 1.14 Neka su X 1Y slucajne varijable na istom vjerojatnosnom

prostoru (Q, F, P). Kazemo da su X 1Y nezavisne ako vrijedi
P(X € B),Y € By) = P(X € B))P(Y € By),
za svaki By, By € B(R).

Definicija 1.15 Neka su X ¢ Y slucajne varijable na istom vjerojatnosnom

prostoru (Q, F, P). Kovarijanca slucajnih varijabli X 1Y je
Cou(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)] = E[XY] — E[X]E[Y].

Ako su X 1Y nezavisne slucagne varijable onda je Cov(X,Y) = 0.
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Definicija 1.16 Neka su X @Y slucajne varijable na istom vjerojatnosnom
prostoru (2, F, P) , Cov(X,Y) kovarijanca slucajnih varijabli X 1Y, a ox
i oy njihove standardne devijacije. Koeficijent korelacije slucajnih vari-

jabli X 1Y je

Definicija 1.17 Neka je (2, F, P) proizvoljni vjerojatnosni prostor i A € F
takav da je P(A) > 0. Definirajmo funkciju Py: F — [0, 1] na sljedeéi nacin:

P(ANB)

B .
P(A) cF

Pa(B) = P(BJA) =

Funkciju Py zovemo uvjetna vjerojatnost uz wvjet A, a broj P(B|A)

vjerojatnost od B uz uvjet A.

Definicija 1.18 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor, X slucajna vari-
jabla na Qi A € F, takav da je P(A) > 0. Uvjetno (matematicko)
ocekivange slucajne varijable X uz dano A je definirano u slucaju da je

integral [ |X|dPa konacan i tom slucaju jednako je broju

E[X|A] = /XdPA.
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Tockovni procesi

2.1 Motivacijski primjer

Kao motivacijski primjer imamo tockovni uzorak koji predstavlja lokacije
stabala na jednom odredenom dijelu konkretne Sume.

Promatrat ¢emo uzorak od 270 stabala na podrucju od 75 x 75 metara u
Kaluzhskie Zaseki sumi u Rusiji (lijeva strana Slike . Postoje mnogi uz-
roci koji utjecu na raspored stabala u Sumi, kao primjer mozemo uzeti borbu
stabala za nutrijente ili prostor, sto moze dovesti do toga da velika stabla
nisu blizu jedna drugima, a manja stabla popunjavaju praznine medu njima.
Takoder, sadnice imaju tendenciju rasta u blizini starijih stabala, sto moze
rezultirati ve¢oj gustoci oko tih stabala. Mozemo uzeti u obzir i ¢injenicu
o varijaciji plodnosti tla, jer je vjerojatnije da ¢e stablo uspjeti u podrucju
visoke plodnosti.

Na desnoj strani Slike mozemo vidjeti primjer uzorka sa dodatnim infor-

macija o svakom stablu (tocki), Sto nazivamo oznac¢enim tockovnim uzorkom.

Nakupine manjih stabala u prazninama izmedu veéih su ocigledne. Kako bi
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ik o A
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Slika 2.1: Stabla u Kaluzhskie Zaseki $sumi u centralnoj Rusiji(Smirnova,
1994; Grabarnik i Chiu, 2002). Lijeva slika: lokacije 270 stabala. Desna

slika: graficki prikaz u kojem je svako stablo locirano u centru kruga ¢iji je

polumjer 0.103 puta veéi od promjera stabla. Slika preuzeta iz knjige [4].

se taj efekt vidio jasnije, na Slici ¢e biti odvojeni graficki prikaz veéih i

manjih stabala.

&+
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Slika 2.2: Lijeva slika: Stabla sa promjerom manjim od 15 cm. Desna slika:

Stabla sa promjerom veéim od 25 cm.Slika preuzeta iz knjige [4].

Podaci kao na Slici i Slici mogu biti matematicki opisani kao

konaé¢na cjelobrojna mjera
!
> ki,
i=1

gdje je I € Ny, z; su razlicite tocke iz R?, a svaka tezina k; je strogo pozitivan

cijeli broj, kratnost od x;.

10
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Primjer 2.1 Koristan model za promatranje vremena u kojem se neki dogadayj
pojavio je tockovni proces u jednoj dimenziji(vrijeme). Kao primjer mozZemo
uzeti slucagna vremena kada su primljent pozivi sluzbi za korisnike. Kao
Sto mozZemo wvidjeti na lijevoj strani Slike svaki poziv predstavlja jednu
tocku.

Ako u promatranje ukljucimo i lokacije korisnika koji su zvali korisnicku
sluzbu tokom nekog odredenog dana, tada cemo dobiti tockovni uzorak u dvije
dimenzije kao Sto je prikazano na desnoj strani Slike [2.3. Imamo slucajan

broj takvih tocaka, cije lokacije su takoder slucajne.

>

.
. ®
. § e
L ]
L L L L]
(a) tockovni proces u (b) tockovni proces u 2
vremenu dimenzije

Slika 2.3: Slike preuzete iz [1]

2.2 Definicija

Neka je 2 familija svih nizova ¢ tocaka iz R? koji zadovoljavaju sljedece

uvjete:

- niz ¢ je lokalno konacan, tj. svaki omedeni podskup od R? mora

sadrzavati samo konacan broj tocaka od ¢,
- niz je jednostavan, tj. x; # x; ako je i # j.

11
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Na 91 definirajmo o—algebra N kao najmanju o—algebru na O takvu da
su sva preslikavanja ¢ : B — ¢(B), B € B(R?) izmjeriva, gdje ¢(B) oznacava
broj tocaka u skupu B.

Definicija 2.2 Tockovni proces ¢ je izmjerivo preslikavange iz vjerojat-

nosnog prostora (Q, F, P) u (9, N).

U sljedeéem primjeru ¢emo pokusati oslikati pojam tockovnog procesa putem

slucajne varijable koja opisuje ishod bacanja kockice.

Primjer 2.3 Slucajna varijabla poprima vrijednosti od 1 do 6, gdje je vjero-
jatnost za svaku od 6 mogucénosti %. Sada pretpostavimo da smo konstruirali
kockicu sa beskonacno mnogo strana, sa dvodimenzionalnim tockovnim uzor-
kom na svakoj strani. Svaki put kad je kockica bacena, generiran je tockovni
uzorak. Kockica predstavlja tockovni proces ®, a tockovni uzorak ¢ = ®(w)
je dodijeljen svakoj tocki w. Pretpostavimo da netko promatra neovisno po-
navljanje bacanja kockice. Ta osoba vidi razlicite uzorke tocaka i mijenjanje
vrijednosti broja tocaka u nekom podskupu B ravnine. Drugim rijecima,
svako bacanje kockice proizvodi razlicitu realizaciju slucajne varijable ’broj

tocaka u B,

Tockovni proces ili slu¢ajni tockovni uzorak ® se moze promatrati kao slucajni
niz (stroze slucéajni skup) ® = {x, 2, ...} ili kao sluéajna broje¢a mjera; za
svaki Borelov skup B simbol ®(B) oznacava sluc¢ajan broj tocaka tockovnog
procesa ® koji leze u skupu B. Kao slucajan skup ® moze biti u presjeku
sa nekim drugim skupom, a presjek nekog Borelovog skupa B i tockovnog
procesa @ je slucajan skup tocaka od ® koje takoder pripadaju skupu B.
Buducdi da se slucajni tockovni uzorci smatraju lokalno kona¢nim, tada ¢e ®
uvijek biti zatvoren skup, a BN ® ¢ée uvijek biti konacan, kad god je skup B

ogranicen.

12
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S obzirom na ove dvije interpretacije imamo sljedeci zapis:

red: tocka x pripada slu¢ajnom nizu @ ,
n(P) : broj tocaka procesa @,
®(B) =n: skup B sadrzi n tocaka od P,

gdje je ®(B) nenegativna cjelobrojna diskretna slu¢ajna varijabla koja pres-
tavlja broj tocaka tockovnog procesa ® koje leze u skupu B.
Broj tocaka niza ¢ koji leze u skupu B mozemo zapisati kao
p(B) = 1p(x),
TEP

gdje je 1p karakteristicna funkcija skupa B za koju vrijedi

1, akoje xe€B

1p(z) = :
0, akoje =z ¢ B

Stoga, ocekivanu vrijednost broja tocaka tockovnog procesa ® koje leze u

skupu B mozemo zapisati kao
E(®(B)) =E ( > 13(33))
zed

Definicija 2.4 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i ® : Q — N tockovni
proces. Distribucija tockovnog procesa ¢ je vjerojatnosna mjera Py na

izmjerivom prostoru (M, N') za koju vrijeds
Py(Y)=P(PeY)=PweQ:dw)eY)
za svaki Y € N.

Dogadaj {® € Y} nam cesto oznacava da tockovni proces ® ima neko svoj-
stvo (npr. mnema tocaka u nekom skupu B € B(R?)), te u tom slucaju

P(® € Y) predstavlja vjerojatnost da ¢ ima to svojstvo.

13
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2.3 Karakterizacija distribucije tockovnog pro-
cesa

Definicija 2.5 Konac¢no dimenzionalne distribucije tockovnog procesa

su vjerojatnosti oblika
P(®(B1) =ny,...,2(By) = ny),
gdje su By, ..., By omedeni Borelovi skupovi i ny,...,ny € Ng, k € N.

Dakle, ovaj pojam nam opisuje vjerojatnost da tockovni proces ® ima n;

tocaka u skupu By, ..., ng tocaka u skupu By.

Teorem 2.6 Distribucija tockovnog procesa ® je jednoznacno odredena konacno

dimenzionalnim distribucijama.

Iz teorema slijedi da ako dva tockovna procesa imaju iste konacno dimenzi-
onalne distribucije, tada imaju istu distribuciju.
Za jednostavne tockovne procese definirat ¢emo dva pojma koja odreduju

distribuciju tockovnog procesa.

Definicija 2.7 Vjerojatnost praznine vg tockovnog procesa ® nam oznacava

vjerojatnost da proces nema tocaka u danom Borelovom skupu B

vg = P(®(B)=0)
= P(®NnB=10)
Ako dva jednostavna tockovna procesa ®; i 5 imaju iste vjerojatnosti praz-

nine za svaki omedeni Borelov skup, tada im se distribucije podudaraju, sto

je posljedica sljedeceg teorema.
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Teorem 2.8 Distribucija jednostavnog tockovnog procesa je jednoznacno odredena

vjerojatnoscu praznine.

Definicija 2.9 Funkcional kapaciteta jednostavnog tockovnog procesa ®

je preslikavanje Ty : B(R?) — R definirano sa
Ts(B) = P(®(B) > 0) =1 — v, B € B(RY).

Funkcional kapaciteta jednostavnog tockovnog procesa takoder odreduje nje-

govu distribuciju.

Definicija 2.10 Tockovni proces ® ili njegovu distribuciju Py cemo nazvati

stacionarnom ako je invarijantan obzirom na translaciju.

Definicija nam kaze, tockovni procesi ® = {x,} 1 ¢, = {x, + z} imaju istu

distribuciju za svaki € R%. Dakle, vrijedi da je
P@eY)=P(®,€Y) (2.1)
Ekvivalalentno, Pe(Y) = Ps(Yz), gdje je Yo = {pz : @ € Y}

Propozicija 2.11 Jednostavni tockovni proces ® je stacionaran ako © samo

ako je funkcional kapaciteta To(B) invarijantan obzirom na translaciju, tj.
Ts(B) =Ty(B+v), VB e B(RY), Vv e R

Sliéno, tockovni proces @ je izotropan ako je invarijantan obzirom na
rotaciju. Tockovni procesi ® i 7® imaju jednaku distribuciju za svaku rotaciju

r, dakle Pp(Y) = Pp(rY), za svakiri Y, gdjejerY = {rp:p € Y}.
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2.4 Binomni tockovni proces

Elementarni primjer tockovnog procesa je onaj koji sadrzi samo jednu tocku.
Sluc¢ajna tocka x uniformno distribuirana u kompaktnom skupu W C R? je

slucajna tocka za koju vrijedi

Ud<A)
Ud<W>

Plx e A) =

za svaki Borelov skup A sadrzan u W, gdje je vg Lebesgueova mjera.

Mnogi problemi u geometrijskoj vjerojatnosti nastaju iz proucavanja uni-
formno rasporedenih slucajnih tocaka i odredivanja omjera volumena kada je
skup A definiran nekom geometrijskom konstrukcijom. Napredak moderne
stohasticke geometrije u odredenoj se mjeri moze sazeti kao sustavna zamjena
uniformno distribuiranih slucajnih tocaka opéenitijim uzorcima slucajnih tocaka.
Uniformno distribuirana slucajna tocka prili¢no je trivijalan sluc¢ajni uzorak,

a primjer opcenitijeg uzorka sluc¢ajnih tocaka je proces formiran od n neza-
visnih tocaka x1, ..., z, uniformno rasporedenih u istom kompaktnom skupu

W. Tada vrijedi

’Ud(Al) L Ud<An)
’Ud(W)n ’

P(xy € Ay,...,x, € Ay) = P(xy € Ay)-..-P(x, € A,) =

gdjesu Ay, ..., A, Borelovi podskupovi od W. Ekvivalentno, tocke z1, ..., z,
formiraju binomni tockovni proces u W ako je slucajni vektor (xy,...,x,)
uniformno distribuiran u W<. Slu¢ajni uzorak koji formiraju te tocke oznac¢avamo
sa P.

U slucajevima kad raspored tocaka nije vazan, ® se moze smatrati slucajnim
skupom, te i kao takav ima vaznu ulogu u stohastickoj geometriji. Takoder
se ® moze promatrati kao slucajna broje¢a mjera. za Borelov skup A neka

je ®(A) broj tocaka od ® koje pripadaju A. Tada vrijedi
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(I)(Al U Ag) = CI)(Al) -+ (I)(A2)7

gdje su A; i A, disjunktni podskupovi od W. S obzirom da vrijedi o-

aditivnost slijedi da je ® slucajna brojec¢a mjera.

0O

Slika 2.4: Dvije realizacije binomnog tockovnog procesa s 20 tocaka

Binomni tockovni proces ® je dobio ime po svojim distribucijskim svoj-
stvima. Na Slici mozemo vidjeti 2 razlic¢ita prikaza binomnog tockovnog
procesa koji ima 20 tocaka. Ako je A Borelov podskup od W tada ®(A)

ima binomnu distribuciju sa parametrima n = ®(W) i p = p(A) =

vrijedi:
P(®(A)=k) = (k>pk(1—p)"_k, k=0,1,...,n.

Bududi da je matematicko ocekivanje binomne slucajne varijable s parame-
trima n i p jednako m - p, oc¢ekivani broj tocaka po jedinici volumena ili

intezitet binomnog tockovnog procesa dan je sa

17
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za svaki Borelov skup A C W. Brojevi tocaka u razli¢itim podskupovima od
W nisu neovisni ¢ak i ako su podskupovi disjunktni, jer ocito iz ®(A) = m
slijedi da je ®(WN\A) =n —m.

Distribuciju tockovnog procesa ® mozemo karakterizirati pomoc¢u konaéno-

dimenzionalnih distribucija
P(®(Ay) =nq,...,P(A) = ng), kE=1,2,...,

gdje su Ay,..., Ay Borelovi skupovi i ng, ..., n; su nenegativni cijeli brojevi
koji zadovoljavaju svojstvo ni + ...+ ng < n.

Teorem kaze da je distribucija jednostavnog tockovnog procesa odredena
vjerojatnoséu praznine vg = P(®(B) = 0), gdje je B Borelov podskup od
wW.

Vjerojatnost praznine za binomni tockovni proces je dana sa

(val) = va(B))"

v = P(2(B) = 0) =

(2.2)

Ako su Ay, ..., A, disjunktni Borelovi skupovi za koje vrijedi A;U...UA, =

W'ing + ...+ n; =n tada su kona¢no-dimenzionalne vjerojatnosti dane sa

n! ?}d(Al)nl ot ?}d(Ak)nk
nyl - ng! va(W)n ’

P(®(A) =nq,...,0(Ay) =ny) =

Korolar 2.12 Jednostavni tockovni proces je binomni ako i samo ako je

njegov funkcional kapaciteta

To(B)=1- <1 - M)”

Ud(W)

za svaki Borelov skup B C R,
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2.5 Poissonov tockovni proces

2.5.1 Homogeni Poissonov tockovni proces

Jedno od prvih koristenja tockovnih procesa je bilo kada se zeljela izracunati
vjerojatnost da neka zvijezda bude u odredenoj okolini druge zvijezde. Pret-
postavka je bila da su zvijezde nasumicno rasporedene, a takve pojave kod
kojih nema interakcije medu sluc¢ajnim tockama opisujemo pomocu Poisso-
novih tockovnih procesa, koji predstavljaju osnovni model. Ime su dobili po
Poissonovoj razdiobi koja je potrebna kako bi se opisala razdioba slucajno

razbacanih tocaka.

Definicija 2.13 Homogeni Poissonov tockovni proces ¢ se karakte-

rizira pomocu dva fundamentalna svojstva:

(1) slucajan broj tocaka od ® u ogranicenom Borelovom skupu B ima Po-
issonovu distribuciju s parametrom Avg(B), za neku konstantu \. Vri-

jedi

gdje je
= Avg(B).

(2) za medusobno disjunktne skupove By, ..., By € B(R?) slucajne varijable
®(By),...,P(Bx) su nezavisne.

Napomena 2.14 Tockovne procese sa svojstvom (2) iz definicije nazi-

vamo potpuno slucajnim tockovnim procesima.

Broj A iz svojstva (1) je karakteristicni parametar homogenog Poissonovog

tockovnog procesa, kojeg nazivamo intenzitet homogenog Poissonovog pro-
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cesa, te za koji vrijedi
Mvg(B) = E(®(B)) za svaki omedeni Borelov skup B.

Slijede neka osnovna svojstva Poissonovog tockovnog procesa ®:

(a) Kona¢no dimnezionalne distribucije
Ako su By,..., By medusobno disjunktni Borelovi skupovi, tada su
®(By),. .., P(Br) medusobno nezavisne slucajne varijable sa srednjim
vrijednostima Avg(B1), ..., Avg(Bx).

Prema tome vrijedi:

P(®(By) = ni,...,0(By) = nyg) =

_ AT (ua(B)™ - (aB)™ sk s
ni!-.ooony!

(b) Vjerojatnost praznine

U slucaju kada je ® homogeni Poissonov tockovni proces, vjerojatnost
praznine je oblika

vy = e vilB)

(c) Stacionarnost i izotropija
Tockovni proces definiran na nacin iz definicije [2.13| ima svojstvo staci-
onarnosti i izotropije, dakle svojstva iz definicije i karakteristicni A\ su
invarijantni obzirom na translaciju i rotaciju.
Neka je A nesingularno linearno preslikavanje iz R¢ u R, Ako je ®
homogeni Poissonov tockovni proces sa intenzitetom A, tada je takoder
i AD = {Ax : x € &} homogeni Poissonov proces, a njegov intenzitet

je Aldet(A™1)].

Korolar 2.15 Jednostavni tockovni proces je Poissonov proces s intenzite-

tom A ako i samo ako je njegov funkcional kapaciteta
Tp(B) =1 — e B,

20



Poglavlje 2. Tockovni procesi

za svaki Borelov skup B C R,

Sljedece svojstvo nam daje nacin na koji mozemo simulirati Poissonov tockovni
proces. Prvo generiramo slucajnu varijablu M iz Poissonove distribucije sa
oc¢ekivanjem Avg(W), a nakon toga sa M = m generiramo m nezavisnih
uniformno distribuiranih sluc¢ajnih tocaka iz W. Na taj nacin dodemo do

generiranja realizacije Poissonovog tockovnog procesa u W.

Lema 2.16 Neka je ® Poissonov tockovni proces u R? sa intenzitetom \ > 0,
a W C R? takav da je 0 < vg(W) < oo. Ako je ®(W) = n, uvjetna
distribucija ®(B) za B C W je binomna:

Pla(5) = How) =) = ()t -,

gdje je
_ va(B)
Ud(W) )

Nadalje, uvjetne distribucije od ®(By),...,®(Bx) za By,. .., By su jed-

nake kao i kod binomnog procesa. Drugim rijeCima, ako postoji n tocaka
u Poissonovom procesu, tada je tih n tocaka uvjetno nezavisno i uniformno
distribuirano.

Pomoc¢u vjerojatnosti praznine mozemo pokazati da ovo svojstvo vrijedi.
Neka je B Borelov podskup od W, tada je vjerojatnost praznine uvjetnog

homogenog Poissonovog procesa dana sa

P(®(B) =0|o(W) =n) =

Slijedi da se formula za vjerojatnost praznine uvjetnog homogenog Poisso-

novog procesa poklapa sa formulom (2.2)) za vjerojatnost praznine binomnog
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tockovnog procesa.

2.5.2 Nehomogeni Poissonov tockovni proces

Mjera intenziteta kod homogenog Poissonovog tockovnog procesa je propor-
cionalna Lebesgueovoj mjeri vy, tj. @ = Avy.

Prosjecan broj tocaka po jedinici povrSine ne varira u odnosu na prostor.
Medutim, u mnogim primjenama uvjet nedostatka prostorne varijacije nije
ispunjen. To mozemo vidjeti na primjeru lokacija stabala u nekoj Sumi. Pro-
matramo Sumu koja se nalazi na podrucju ¢ija se nadmorska visina povec¢ava
ili tlo postaje suse u nekom dijelu. Tada se prosjecni broj stabala po jedinici
povrsine moze smanjiti.

Tada ima smisla promatrati model s funkcijom intenziteta A(x). Odgova-

raju¢a mjera intenziteta je dana sa

Neka je A difuzna (bez atoma) Radonova mjera na R¢, koja nam sluzi za

konstrukciju opéenitog Poissonovog tockovnog procesa P.

Definicija 2.17 Poissonov tockovni proces na skupu W s mjerom A je

proces sa sljedecim svojstvima:

(i) broj tocaka u ograni¢enom Borelovom skupu B ima Poissonovu distri-

buciju sa parametrom A(B)

A(B)"
P(®(B)=n)= ( |> e MB), n=0,1,2,...
n!
(ii) za medusobno disjunktne skupove By, ..., By € B(R?) slucajne varijable

O(By),...,P(Bg) su nezavisne.
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Iz svojstva (i) je jasno da takav tockovni proces nije stacionaran. Bez pret-
postavke da je A difuzna, proces bi mogao imati visestruke tocke. Mjeru A
nazivamo mjerom intenziteta tockovnog procesa koja odgovara veé¢ definira-

noj mjeri kod homogenog Poissonovog tockovnog procesa.

2.6 Simulacije tockovnih procesa u program-
skom jeziku R

Binomni tockovni proces

Binomni toc¢kovni proces ima fiksan broj tocaka n, medusobno nezavisnih i
uniformno distribuiranih u istom kompaktnog skupu W'.

Kako bi simulirali binomni tockovni proces u programskom jeziku R, po-
trebno je instalirati paket 'spatstat’. Pomoc¢u funkcije 'runifpoint’ generiramo
slucajne realizacije binomnog procesa. U ovom primjeru, generirat ¢emo 6

simulacija s 10 tocaka unutar jedini¢nog kvadrata.
install.packages(“spatstat")
library(spatstat)

plot(runifpoint (10,square(l),nsim=a))

b = B R R W S )

Dakle, na Slici mozemo vidjeti razli¢ite prikaze binomnog tockovnog

procesa sa istim brojem tocaka.

Homogeni Poissonov tockovni proces

Tockovni proces za koji kazemo da je 'potpuno slucajan’ je ilustriran u Slici

Svaki kvadrat je jedna realizacija homogenog Poissonovog procesa. Pro-
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Simulation 1 Simulation 2 Simulation 3
o o
o & o
=]
o P P = ®
o o
H o
o
=} Do o o L o o
o o
Simulation 4 Simulation 5 Simulation 6
g 5 o
o o . ] & a o
o
o = 2 5
a o o
=] o 2
o
o o
"] = o

Slika 2.6: Graficki prikazi Poissonovog procesa sa intenzitetom 50.

ces karakteriziraju svojstva homogenosti i nezavisnosti. Za razliku od binom-
nog procesa ilustriranog na[2.5] koji ima fiksan broj tocaka, potpuno slucajni
proces na ima slucajan broj tocaka.

Do dvije razlicite simulacije uz intenzitet 50 na slici dosli smo uz pomo¢

naredbe
plot(rpoispp(50,nsim=2))

Mozemo primjetiti da tocke nisu uniformno rasporedene, tj. imamo kombi-

nacije praznina i nakupina tocaka, jer su tocke medusobno nezavisne.
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Nehomogeni Poissonov tockovni proces

Nehomogeni Poissonov proces se moze simulirati pomoc¢u naredbe 'rpoispp’.
Intenzitet moze biti konstantan, funkcija koja daje vrijednosti intenziteta u

koordinatama x i y ili slika koja sadrzi vrijednosti intenziteta.

[
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o oo ° 0 o = H o
s oo e o o
o & .o
o
a0 ° o o
[s] @
o [a] o o]
o 0 L0 ©.g
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o o
o @ o [ o
o
o 2 o o e o
o % °
2 o
o @ o
o
2 [e] fat

Slika 2.7: Graficki prikazi nehomogenog Poissonovog procesa.

Na lijevoj strani Slike[2.7]imamo prikaz nehomogenog Poissonovog tockovnog
procesa kojemu je funkcija intenziteta jednaka A\(z,y) = 100* (22 +y). Desna
strana Slike nam prikazuje tockovni proces kojemu je funkcija intenziteta
Az, y) = 100 x €737 a maksimalni intenzitet je 50.

Do grafickih prikaza sa Slike smo dosli pomocu sljedec¢eg koda u pro-

gramskom jeziku R.

inPp<-rpoispp(function(x,y){100*(x"2+y)})

plot (inPp)

inPp<-rpoispp(function(x,y){100*exp(-3+*x)},50)

plot (inPp)
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Karakteristike tockovnih

procesa

3.1 Intenzitet

Definicija 3.1 Neka je ® tockovni proces na W C R%. Mjera intenziteta
tockovnog procesa ® je preslikavanje A : B(R?) — [0, +o00] definirano na
sljedeci nacin:

MB) = E@(B)) = [ o(B)P(dy)
za svaki Borelov skup B.
Slijedi da je A(B) oc¢ekivani broj tocaka od ® u skupu B.

Ako je tockovni proces stacionaran, tada se mjera intenziteta pojednos-

tavljuje, dakle mora biti invarijantna obzirom na translaciju
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za neku nenegativnu konstantu A, koju nazivamo intenzitetom tockovnog
procesa ®. Ako skup B ima volumen 1, tada se A\ moze interpretirati kao
prosjecan broj tocaka od ® po jedinici volumena ili gusto¢a tocaka, te pret-

postavljamo da je 0 < A < oo.

Definicija 3.2 Neka je ® tockovni proces sa pripadnom mgjerom intenziteta

A. Ako postoji funkcija A: R? — [0. 4+ oo] koja zadovoljava

tada je nazivamo funkcijom intenziteta tockovnog procesa P.

Jasno je da je A(x) proporcionalno lokalnoj gustoci tocaka oko lokacije .
Intuitivno, ocekivani broj tocaka unutar male okoline volumena dx tocke x
dan je sa A(z)dz.

Veliki broj izracuna se moze pojednostaviti koriste¢i Campbellov teorem.

Teorem 3.3 (Campbellova formula) Za svaku nenegativnu izmgjerivu funk-

ciju f(x) vrijedi

B(Yj@) = [ X s@Plds) -

T / 7®f(x)so(dx)P(dsO)= [ f@ae). @

U stacionarnom slucaju A integral iz postaje

E() fx) = /\/f(x)dx. (3.2)

zed

Slicno, kada tockovni proces ima funkciju intenziteta tada se (3.1) moze

zapisati kao

B(Y @) = [ fa\@d. 33)

zed
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Primjer 3.4 Pretpostavimo da ® ima fiksan, konacan broj slu¢ajnih tocaka
iz R, & = {X1,...,X,}. Neka X; ima marginalnu funkciju gustoée vjero-
jatnosti f;(u),u € RY. Tada ® ima funkciju intenziteta A\(u) = Y | fi(u).

3.2 Mjere drugog momenta

Cesto je motivacija za analizu tockovnih uzoraka otkriti vezu izmedu tocaka,
tj. leze li tocke medusobno neovisne jedne od drugih u prostoru ili pos-
toji neka vrsta tockovne ovisnosti medu njima. Na Slici su prikazana 3
razlicita tockovna uzorka. Lijevi tockovni proces ima tendenciju odbijanja,
srednji tockovni proces je Poissonov (tocke su medusobno nezavisne) i desni

ima tendenciju grupiranja tocaka.

i_._'_"'..'. :
:..: o e ‘...h!'.‘r'ﬂ doe * Q'.
ST SN ARt el
. . L% ] " o
a o s
1y o s
o ]

a |l = * ﬁ_

O.I.l... '.b

Slika 3.1: Prikaz 3 razli¢ita tockovna procesa. Slika preuzeta iz knjige [2].

Standardni statisticki alati koje mozemo koristiti kako bi izmjerili za-
visnost izmedu broja tocaka tockovnog procesa na odredenim Borelovim
podskupovima su koeficijent korelacije i kovarijanca. Uzmimo za primjer
tockovne procese sa Slike [3.1] 1 promatrajmo dva bliska disjunktna Borelova
podskupa B; i By. Vidimo da je korelacija izmedu sluc¢ajnih varijabli koje
predstavljaju broj tocaka u skupu B; i broj tocaka u skupu B, kod prvog
procesa negativna, kod drugog procesa je jednaka nuli, a kod tre¢eg procesa

je pozitivna.

28



Poglavlje 3. Karakteristike tockovnih procesa

U statistickoj teoriji, kovarijanca je klasificirana kao mjera drugog mo-
menta. Prvi moment slucajne varijable X je njena srednja vrijednost, drugi
moment je srednja vrijednost varijable X?, a zajedno prvi i drugi momenti
slucajnih varijabli odreduju vazne karakteristike kao Sto su varijanca, stan-
dardna devijacija, kovarijanca i koeficijent korelacije. Korelacija ima svojstvo
lakoce izracuna i mocan je alat za analizu podataka. Da bismo izbjegli po-
greSan izracun korelacije vazno nam je poznavati prvi moment, kod tockovnih
procesa to zna¢i da moramo znati intenzitet. Napomenimo da je korelacija
samo indeks statisticke povezanosti, odnosno ne karakterizira tip ili uzrok
zavisnosti. Dakle, koriste¢i samo korelaciju ne mozemo razlikovati razlicite
nacine grupiranja tocaka.

Mjere drugog momenta kod tockovnih procesa intuitivno su povezane
sa prebrojavanjem parova toc¢aka. Tako je drugi moment od ®(B) jednak

oc¢ekivanom broju parova tocaka od ® koje leze u nekom skupu B.

Definicija 3.5 Neka je ® tockovni proces. Definiramo varijancu i kova-

rijancu od (B) kao
Var(®(B)) = E[®(B)?] — E[®(B)]%

Cov[®(By), ®(B,)] = E[®(B1)®(By)] — E[®(B1)|E[®(Bs)],

gdje su By, By € B(RY), a sa ®(B;)®(By) oznacavamo broj uredenih parova

(21, x2) tocaka u procesu ® takvih da je x1 € By i x9 € Bs.

Definicija 3.6 Neka je ® tockovni proces na M. Preslikavangje vy: B(RY) x
B(R4) — [0, +00] definirano sa

vy(By X By) = E[®(B)®(B,)], By, B, € B(R?)

zovemo myjera drugog momenta tockovnog procesa P.
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Ocito, mjera drugog mometa sadrzi informacije o varijanci i kovarijanci slucajne
varijable ®(B). Mjera drugog momenta tockovnog procesa ® je jednaka mjeri
intenziteta tockovnog procesa ® x ®, tj. tockovnog procesa na 91 x I koji
sadrzi uredene parove tocaka (z, z'), gdje su z, 2’ € ®. Ako primjenimo Cam-
pbellovu formulu na ® x & za izmjerivu funkciju f: 9 x 9 — R dobijemo

E[ZZf(%y)] = [ f(z,y)va(dz, dy).

€D yed NN

Neka je ® Poissonov tockovni proces sa intenzitetom \ > 0. Tada slijedi da

je mjera drugog momenta jednaka
Ua(By X By) = Nva(B1)va(Bs) + Avg(Bi N Bs).

Mjera drugog momenta v, se sastoji od dvije komponente. Konstanta
A% mnozi prvi dio koji nam oznacava umnozak ocekivanog broja tocaka u
skupovima Bj i By, a drugi dio je oc¢ekivani broj tocaka u presjeku ta dva
skupa. Tada na dijagonali imamo parove (z,x) identi¢nih tocaka.

Mjeru drugog momenta mozemo zapisati kao
vy(de, dy) = N2dxdy + \o(x — y)dz,

gdje je & delta funkcija. Tada vrijedi vo = M\vy @ vg + Mdiaglvg, gdje je
diag(z,z) = z. Izbacivanjem elemenata na dijagonali dobijemo jednostavniji

oblik mjere drugog momenta.

Definicija 3.7 Neka je ® tockovni proces na ‘M. Preslikavangje vy : B(R%) x
B(R?) — [0, +00] definirano sa

v (B1 x By) = E[®(By)®(Bs)] — E[®(By N By)]

zovemo faktorijelna mjera drugog momenta tockovnog procesa .
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To je mjera intenziteta tockovnog procesa ® x @, tj. svih uredenih parova

razlicitih tocaka(® x ® bez elemenata na dijagonali).

Faktorijela mjera drugog momenta zadovoljava formulu

B X swn]= [ famatdsd)

zed yed,y#x
gdje je f: M x N — R izmjeriva funkcija.
Primjer 3.8 Neka je & homogeni Poissonov tockouni proces sa intenzitetom

A > 0. Tada je faktorijelna mjera drugog momenta jednaka
Vg = Aug @ vy

Definicija 3.9 Funkcija go: 2t x M — [0, 4+00| je gustoéa drugog mo-

menta tockovnog procesa ® ako vrijedi

02 (C) = /C oo, y)dady

za svaki kompaktni skup C C R% x RY.
Dakle, go(x,y) nam daje vjerojatnost da ¢e postojati tocke od ® u dvije

lokacije = i y:

P(®(dz) > 0,P(dy) > 0) ~ go(x, y)dxdy.

Primjer 3.10 Gustoca drugog momenta homogenog Poissonovog tockovnog

procesa je go(x,y) = A%, gdje je A > 0 intenzitet.
Gustoca drugog momenta binomnog tockovnog procesa san tocaka u skupu

W je

nn-l) ko je x,y € W

ga(x,y) = ,
0, mace
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Definicija 3.11 Neka je ® tockovni proces na N s funkcijom intenziteta
Az) i gustocom drugog momenta go(x,y). Definiramo funkciju korelacije

tockovnog procesa sa

pa(z,y) =
Funkcija korelacije je nenegativna, dakle uvijek zadovoljava ps(z,y) > 0.

Primjer 3.12 Neka je ® homogeni Poissonov tockovni proces sa intenzite-

tom A\, tada vrijedi:
)‘("E) = )‘7 92 = )‘27 pz(fb,y) =1
Neka je ® binomni tockovni proces sa n tocaka u skupu W, tada je
1
=1—-—.
P2 (.CE, y) n

Primjer 3.13 Nekaje ® = {X1,..., X} tockovni proces sa fiksnim, konacnim
brojem slucajnih tocaka iz R Neka je f;(u),u € R? marginalna funkcija
gustoée od X;, a fij(u,v),u,v € R? zdruZena funkcija gustoée od (X;, X;).
Tada je gustoca drugog momenta tockovnog procesa ® dana sa
92(x7 y) = Z fij(xv y)7
i#]

a funkcija korelacije je

Zz’;&j fij(z,y)
(i) (5, £5w)

p2($’y> =

3.3 K-funkcija

U ovom poglavlju ¢éemo morati pretpostaviti da je tockovni proces ® staci-

onaran, tj. distribucija tockovnog procesa ® je jednaka distribuciji procesa
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® + v za bilo koji vektor v € R?. Uoéimo da za stacionarne tockovne proces
® vrijedi
E[®(B; +v)®(By +v)] = E[®(B;)®(Bsy)]

za svaki v € R? i By, By € B(RY).

Reéi ¢emo da je tocka y r-susjed tocke x ako vrijedi 0 < ||y — z|| < 7.
K-funkciju tockovnog procesa ® ¢emo definirati kao omjer ocekivanog broja
r—susjeda tocke procesa ® i intenziteta .

Formalnije, za svaku prostornu lokaciju v definiramo

n(®)
t(u,r, ®) = Z 1{0 < ||u — ]| < r} (3.4)
j=1
broj tocaka u tockovnom procesu ® koje su udaljene za r od lokacije u, ali

nisu na lokaciji u.

Definicija 3.14 Neka je ® stacionaran tockovni proces sa intenzitetom X,

tada za bilo kojir >0 s
1
K(r) = XE[t(u,r, D)|u € P (3.5)
definiramo K-funkciju tockovnog procesa ®.

Primjetimo da posto je tockovni proces stacionaran, ova definicija nam
ne ovisi o odabranoj lokaciji u.

Vidimo da je
1 : : .
K(r) = XE[bl"OJ r-susjeda od u|postoji tocka na lokaciji u procesa 9|

za r > 01 bilo koju lokaciju u. Pa kod racunanja K-funkcije tockovnog
procesa, pretpostavimo da postoji slucajna tocka procesa ® na lokaciji u i

izracunamo ocekivani broj tocaka procesa ® udaljenih za r.
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Teorem 3.15 Neka je ® stacionaran tockovni proces na R? sa intenzitetom
A. Tada postoji mjera K na R takva da vrijedi
EY" Y fy)] :)\//f(x,x—l—u)lC(du)dx
zed yed,y#x
1 koju nazivamo reducirana mjera drugog momenta tockovnog pro-

cesa .

K-funkciju mozemo definirati i pomoc¢u reducirane mjere drugog momenta

KC na sljedeé¢i nacin:
K(r) = —K(B(u,r)), r>0.

Dakle, AK (r) je ocekivani broj tocaka y takvi da vrijedi 0 < ||y — z|| < r za

danu tocku x nekog procesa.

O
@ / N
{ |
| o |
* '\ » * /
b
N i
[ ]

Slika 3.2: Koncept K-funkcije. Slika preuzeta iz [1]

Na Slici mozemo vidjeti da je broj tocaka koje su udaljene za r od

promatrane tocke jednak 2.

Primjer 3.16 Posto su kod homogenog Poissonovog tockovnog procesa tocke
medusobno nezavisne, postojanje slucajne tocke na lokaciji u nema utjecaja

na postojanje tocaka na drugim lokacijama pa vrijedi
Elt(u,r, ®)|u € ] = E[t(u,r, D).
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Dakle, t(u,r, ®) nam oznacava broj toéaka procesa ® koje leze u kugli B(u, )
radijusa r sa centrom u lokaciji w. Ocekivani broj takvih tocaka je A X
|B(u,r)| = Arr?. Nakon §to tu vrijednost podijelimo s intenzitetom X, do-
bivamo da za K-funkciju homogenog Poissonovog tockovnog procesa za dvije
dimenzije vrijedi

Kpis(r) = e,

Opcenito, iz Slivnyak-Mecke teorema kojeg moZete procitati u [3] vrijedi
MK (1) = Elt(u,r, ®)] = Avg(B(u,r)) = Abgr?,
gdje je by volumen jedinicne kugle u RY.

Jedna verzija K-funkcije je K (1) — Kppis(r) = K(r) —7r?, koja nam moze
biti korisna u klasifikaciji tockovnog procesa jer je funkcija jednaka nuli ako
je tockovni proces potpuno slucajan.

Transformaciju K-funkcije koja se najcesée koristi nazivamo L-funkcija

i za tockovne procese na R? vrijedi

L-funkcija transformira teorijsku Poissonovu K-funkciju K, = 7r% u ravnu

liniju Lyeis(r) = r.

Op¢éenito, L-funkcija tockovnog procesa na R? je dana sa

K-funkcija se rijetko koristi u praksi i modelima vizualizacije. Zbog jed-
nostavnijeg grafickog prikaza i boljih svojstava u statistickom kontekstu vise

se koristi L-funkcija.
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Procjena K-funckije

Neka je d;; = ||z; —x;|| udaljenost izmedu dvije razlicite tocke z; 1 ;. Kao $to
smo prethodno definirali u (3.4), izraz t(u, r, ®) nam oznacava broj r-susjeda
lokacije u, tj. broj tocaka udaljenih za r od lokacije u tockovnog procesa P.

Alternativni izraz za K-funkciju, koji ne ukljucuje uvjetno ocekivanje je

dan sa

E[erémB t(xv T, (I))]
AE[n(® N B)]

gdje je ® stacionaran tockovni proces, a B omedeni skup za koji vrijedi

K(r)= , (3.6)

|B| > 0. Prema tome, AK(r) je o¢ekivani broj parova tocaka koji su udaljeni
za r, takvi da prva tocka lezi u skupu B, podijeljeno sa oc¢ekivanim brojem
tocaka koje leze u skupu B. Direktan nacin procjene K-funkcije je sugeriran
izrazom . S obzirom na dani tockovni uzorak ®, jednostavno zamijenimo
brojnik i nazivnik sa procjenama

~ > wieans @i T, @)
K(r) = An(® N B)

(3.7)

Brojnik nam oznacava ukupan broj r-susjeda svih slucajnih tocaka koje
leze u skupu B, a u nazivniku imamo umnozak ukupnog broja tocaka procesa
koji leze u skupu B i procjene intenziteta A = n(® N B)/|B).

Slika nam prikazuje primjenu procjene K-funkcije u praksi. U homo-
genom polju cvjetova postavljen je crni kvadrat za uzorkovanje. Postavljamo
neki znak (krizi¢) u blizini jednog od cvjetova i opisemo krug sa sredistem
u kriziéu nekog odredenog polumjera, npr. 1 metar. Tada mozemo prebro-
jati cvjetove koji se nalaze unutar isprekidanog kruga, bez obzira lezali oni
unutar kvadrata za uzorkovanje ili ne. U slucaju primjera sa lijeve strane
Slike [3.3] imamo 14 takvih cvjetova. Dakle, prebrojali smo broj r-susjeda
t(z;,r, ®) jednog cvijeta x; za udaljenost r = 1 metar. Ponavljajuéi pos-

tupak za sve cvjetove unutar kvadrata dobit ¢emo broj susjeda t(z;,r, P)
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2L ',.. . ': I- -. .-'E:
. ¢ L]
L. L v
S P %

(a) Prebrojavanje tocaka (b) Prebrojavanje
unutar kruga radijusa r, tocaka koje leze unutar
bez obzira na podrucje kruga i unutar podrucja
proucavanja W proucavanja W

Slika 3.3: Problem s rubom pri procjeni K-funkcije. Slike preuzete iz [2]

za cvjetove x;, ..., x,, gdje je n broj cvjetova unutar podrucja proucavanja.
Prosjecan broj susjeda je t = M Podijelimo li sa procjenjenim in-
tenzitetom A = n/|B|, gdje je B podruéje proucavanja, dobit ¢éemo procjenu
K-funkcije K(r).

Situacija opisana Slikom je neuobicajena, jer smo mogli vidjeti iz-
van podrué¢ja proucavanja (kvadrata). Ali u vedini istrazivanja nemamo te
informacije, znamo samo za tocke koje leze unutar podrucja proucavanja,
kao na desnoj strani Slike 3.3l Ako promatramo samo tocke unutar prozora
W = B, tada procjena K-funkcije iz nije valjana. Ovakav sluc¢aj nazi-
vamo problem s rubom (engl. edge effect problem), tj. broj tocaka unutar
kruga radijusa r nije poznat ako krug prelazi granice prozora W.

Metoda granice (engl. border method) je jedna od jednostavnijih stra-

tegija pri rjeSavanju ovog problema. Pri procjeni K-funkcije za odredenu

udaljenost r, uzimamo u obzir samo slucajeve krugova radijusa r koji leze u
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potpunosti unutar podrucja proucavanja, tako da ne moze doc¢i do problema
s rubom. Tu metodu nam opisuje Slika

U jednazbi sumiramo samo one tocke z; za koje kugla B(z;,r) lezi
unutar prozora W. Za takve tocke vrijedi t(x;,r,® N W) = t(x;,r, @), dakle
broj r-susjeda je poznat.

Neka nam d(u, OW) oznacava najmanju udaljenost od lokacije u do gra-
nice prozora OW. Mi uzimamo u obzir samo tocke x; za koje vrijedi d(z;, OW') >

r. Dalje, definiramo skup
We, ={ue W :du,0W) >r}

koji sadrzi sve tocke unutar W koje su od ruba udaljene barem za r.

Slika 3.4: Metoda granice. Skup We, je osjencan. Slika preuzeta iz [2]

Stoga, K-funkciju procjenjujemo na sljede¢i nacin

Ripalr) = S (000 S M2 il ®) g
An(®NWe,) AD i H{b >}

n(®NW)
Wi

gdje je b; = d(z;, OW) udaljenost tocke z; od granice podrucja, a A =
je procjena intenziteta.
Postoje i druge metode rjesavanja za problem s rubom koje mozete naci

u sedmom poglavlju knjige [2].
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3.3.1 Primjeri u programskom jeziku R

U sljede¢im primjerima ¢emo graficki prikazati i usporediti procjenu K-funkcije
na dva razli¢ita skupa podataka koja se nalaze unutar ve¢ koristenog paketa
‘spatstat’.

Koristimo skupove podataka

‘cells’ - obuhvaca 42 centra bioloskih stanica promatranih pod optickim
mikroskopom.

‘gordon’- obuhvaca lokacije ljudi koji sjede u parku Gordon u Londonu u
15:00h.

Pomoéu koda

library(spatstat)
plot(cells)
K1 <- Kest(cells,correction = "border")

plot (K1)

plot(gordon)
K2<-Kest (gordon,correction = "border")

plot (K2)

procjenjujemo K-funkciju i usporedujemo je sa teorijskom vrijednosti K-
funkcije dvodimenzionalnog Poissonovog procesa za koji vrijedi K (r) = 7r?.
Kao sto mozemo primjetiti na Slici [3.5a] tockovni uzorak kojeg pred-
stavljaju lokacije bioloskih stanica je pravilan. U tom slucaju je vrijednost
procjenjene K-funkcije uglavnom manja od K4, dok je u slucaju sa Slike
gdje tocke imaju tendenciju nagomilavanja vrijednost K,,s manja od

procjenjene K-funkcije za taj skup podataka.
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3.4 Primjene kod testiranja Poissonove hipo-

teze

Postoji velik broj testova koji mogu potvrditi hipotezu da je dani uzorak

tocaka Poissonov.

U statistickoj literaturi ova hipoteza je poznata pod

imenom Poisssonova hipoteza ili hipoteza o potpunoj prostornoj sluc¢ajnosti

(engl. complete spatial randomness) u kojoj se pretpostavlja da tocke prate
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homogeni Poissonov proces na podrucju koje promatramo, tj. da je gustoca
tocaka konstantna (homogena) na cijelom podrucju i da je broj toc¢aka na
disjunktnim djelovima podrucja nezavisan. Odabir odgovarajuceg testa za
testiranje Poissonove hippoteze ovisi o samim podacima koji su nam na ras-
polaganju, te o ogranicenjima nametnutim metodama mjerenja.

U ovom radu objasniti ¢emo L-test.

L-test

Uzimamo u obzir vrijednost K-funkcije za odabrani » > 0 promatranog
tockovnog procesa, tj. oc¢ekivani broj tocaka unutar sfere promjera r sa cen-
trom u slucajno odabranoj tocki tog tockovnog procesa. Sjetimo se da za

Poissonov proces vrijedi
K(r) = bgr, r>0.

Ako procjena K-funkcije za promatrani tockovni uzorak znatno odstupa od
ove forme, tada se dovodi u pitanje Poissonova hipoteza.

U praksi se cesce koristi L—funkcija, gdje je

koja u slucaju homogenog Poissonovog procesa poprima jednostavnu linearnu
formu

L(r)=rm r > 0.

Za dani tockovni uzorak promatramo vrijednost

7= max |L(r)—r|,

rg"‘maz
gdje je

Pr)y={ Ké”.
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U slucaju da je 7 dovoljno velik, tada se Poissonova hipoteza ne moze prihva-
titi naspram alternativne hipoteze koja glasi ” proces nije homogeni Poisso-
nov tockovni proces”. Kriti¢na vrijednost prema Ripleyu za razinu znacajnosti
a =0.05 je
1.45\/a

T0.05 = 7
gdje je a podrucje i n broj promatranih tocaka, tj. odbacijemo Poissonovu
hipotezu u slucaju da je vrijednost od 7 veca ili jednaka 7y 05. Mnogi sta-
tisticari smatraju da se 7y 05 moze koristiti i u slucajevima drugih procjeni-
telja K —funkcije.
U slucaju da nam Ripleyova aproksimacija nije prikladna, za odluku o pri-
hvac¢anju Poissonove hipoteze mozemo koristiti Monte Carlo [[| metodu. U
tom slucaju, prvo biramo odgovarajucu vrijednost r,,.., npr. polovina du-
ljine dijagonale pravokutnog podrucja. Zatim za odabrani dovoljno veliki
k € N simuliramo k nezavisnih binomnih procesa sa n tocaka. Za svaki si-
mulirani proces se procjenjuje L- funkcija, a vrijednost 7; je odredena svaki
put sa

7 = max |Li(r) —r|, i=1,2,..., k.

r<Trmazx
Vrijednosti 7; i 7.y, za empirijske podatke se sortiraju uzlazno. Ako je T,
prevelik (odnosno nalazi se medu najveéim vrijednostima u nizu), tada ne

mozemo prihvatiti Poissonovu hipotezu.

Primjer 3.17 Pretpostavimo da je binomni proces simuliran k = 999 puta.
Niz

T1, T2, - - T999, Temp SOTHITamoO uzlazno. Ako je vrijednost Te.,, velika, tj. ako

'Monte Carlo metode su podskup rac¢unalnih algoritama koji koriste postupak ponav-
ljanja slucajnog uzorkovanja kako bi dosli do numerickih procjena nepoznatih parametara.

[5]
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pripada medu 50 najvecih vrijednosti, tada Poissonovu hipotezu ne prihvacamo

na razini znacajnostt o = 0.95.

Devijacije empirijskih i teorijskih vrijednosti mogu biti istrazene uglavnom
pomocu simulacija. Takoder je moguée promatrati varijacije realnih karak-
teristika ne uzimajuéi u obzir teorijske vrijednosti. To moze biti L(r) za
posebno vaznu udaljenost r. Imamo empirijsku vrijednost L(r) i 999 vri-
jednosti dobivenih simulacijom. Ako f/(r) pripada medu 25 najmanjih ili
najveéih L(r) vrijednosti, tada se hipoteza ne prihvaca.

U primjenama, izbor r,,,, je od velike vaznosti. Za uzorak od n tocaka
promatranih u jedini¢nom kvadratu, Ripley(1979) je predlozio da 7,4, bude

2, a Diggld(2003) da ne bi trebao biti veci od 0.25.

ZPeter Diggle, (24.02.1950, Lancashire, England) je britanski statisticar.
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Zakljucak

Cilj ovog diplomskog rada je upoznavanje s tockovnim procesima i njihovim
primjenama. Na pocetku je opisan jedan od primjera primjene tockovnih
procesa kao tockovni uzorak lokacija stabala u Sumi. Nakon osnovnih de-
finicija tockovnog procesa kao sluc¢ajnog skupa ili slucajne brojeée mjere,
te njegove distribucije i karakterizacije dolazi se do dva najvaznija primjera
tockovnog procesa, a to su binomni i Poissonov tockovni proces. Takoder se
prikazuju i opisuju simulacije tih tockovnih procesa s razli¢itim parametrima.
Najvaznije karakteristike su intenzitet tockovnog procesa, funkcija korelacije
i K-funkcija. Navode se vrijednosti tih karakteristika za slu¢aj binomnog i
Poissonovog tockovnog procesa. Nadalje, objasnjava se pomocu konkretnog
primjera koncept K-funkcije i problem s rubom pri procjeni K-funkcije, te
metoda granice, jedna od najvaznijih metoda pri rjesavanju problema s ru-
bom. U programskom jeziku R graficki su prikazana dva primjera procjene
K-funkcije na konkretnom skupu podataka, iz kojeg je zakljuceno da je vri-
jednost teorijske K-funkcije dvodimenzionalnog Poissonovog procesa manja
od procjene K-funkcije u skupu podataka u kojemu tocke imaju tendenciju
nagomilavanja. U zadnjem poglavlju je opisana primjena kod testiranja Po-
issonove hipoteze, tj. problem odluke je li neki tockovni proces Poissonov ili
ne. U ovom radu je opisan L-test, dakle pri testiranju se koristi L-funkcija

koja je jedna od transformacija K-funkcije.
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