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Uvod

Geometrija je grana matematike koja je bila predmet proucavanja mnogih
matematicara jos iz antickog doba. U pocetku su matematicari istrazivali
tvrdnje metodom pokusSaja i pogresaka, a Cesto su se koristili intuicijom, te
pukim pogadanjem. Unato¢ tome Sto rezultati nisu bili u potpunosti tocni,
dobivene aproksimacije su im bile sasvim dovoljne za praktiénu primjenu.
Kasnije se javila zZelja za razvojem logickog zakljucivanja koje je trebalo po-
boljsati dotadasnji na¢in nalazenja i istrazivanja Cinjenica.

Medu najranijim, najpoznatijim i najutjecajnijim radovima u geometriji
su zasigurno Flementi grckog matematicara Fuklida. Tema koja je najvise
zaokupila paznju citatelja je definitivno Peti postulat koji nije bio intuitivan
pa je doslo do pitanja je li on postulat ili se ipak moze dokazati. Poznati
su brojni pokusaji njegovog dokazivanja, ali se na kraju ispostavilo da su svi
oni bili neuspjesni. Medutim, ti neuspjeli dokazi su doveli do novih vaznih
spoznaja, a jedno je otkri¢e neeuklidske geometrije.

Cilj ovog rada je opisati vaznost Petog postulata, te njegove posljedice i
vezane rezultate u euklidskoj, hiperbolickoj i eliptickoj geometriji. U prvom
poglavlju spomenut je povijesni pregled razvoja i aksiomatizacije geometrije
s naglaskom na FEuklidove Elemente. U drugom poglavlju navedeni su aksi-
omi apsolutne i euklidske geometrije uz primjer modela euklidske geometrije.

Trece poglavlje govori o osnovnim svojstvima hiperbolicke geometrije, a na
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kraju poglavlja je ta geometrija objasnjena kroz Poincareov model. Za kraj
su u ¢etvrtom poglavlju opisane temeljne karakteristike elipticke geometrije,

kao i jedan model te geometrije.
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Poglavlje 1
Povijesni pregled

U ovom poglavlju opisat ¢emo razvoj geometrije kroz povijest. Koristena

literatura u ovom poglavlju je [1I, [2], [5], [6] i [8].

1.1 Euklidovi Elementi

Euklid je oko 300. g. pr. Kr. sistematizirao i aksiomatizirao svo tadasnje
znanje grcke geometrije i teorije brojeva u jednu knjigu - Flementi. Element:
su bili toliko uspjesni u izlaganju elementarne geometrije na aksiomatskoj
osnovi da su stolje¢ima bili nenadmasan uzor stroge dedukcije. Sve do 18.
stoljeca, a dijelom i u 19. stolje¢u su bili osnovni udzbenik geometrije. Iz-
vorni tekst nije ostao sacuvan, kao ni tekstovi iz Euklidovih vremena koji
bi ukazivali na njih. Jedino sa¢uvano su prijepisi iz kasnijih stolje¢a koji su
sadrzavali poboljsanja i primjedbe na Euklidove tvrdnje. Elementi se sastoje
od 13 knjiga. Knjige 1 - 6 bave se planimetrijom, aritmetika i teorija brojeva
u geometrijskoj formi su obradene u knjigama 7 - 10, dok je stereometrija

predmet istrazivanja knjiga 11 - 13.
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1.2 Prva knjiga Elemenata

Kada je u pitanju aksiomatsko zasnivanje geometrije, najvaznija je prva
knjiga buduéi su u njoj sadrzani svi aksiomi na kojima se zasnivaju Elementi.
U svakoj od 13 knjiga Euklid najprije navodi definicije onih pojmova koje
koristi u toj knjizi. Tako ukupno u svim knjigama ima 118 definicija, dok ih
samo u prvoj ima 23. Poslije definicija Euklid u prvoj knjizi navodi postulate
(5) i aksiome (5), a onda se iz njih dokazuju propozicije (48). Tesko je vidjeti
razliku izmedu pojmova aksiom i postulat. Mozemo reé¢i da je aksiom po-
lazna tvrdnja koja se smatra istinitom i koja se ne dokazuje, dok je postulat
polazna tvrdnja koja se takoder uzima bez dokaza, a najcesce izrazava uvjet
koji mora zadovoljavati neki pojam ili izrazava neki odnos medu pojmovima.
Navedimo neke definicije iz hrvatskog prijevoda Elemenata (Euklid: Elementi
[-VI / Hudoletnjak Grgi¢, Maja (ur.) Zagreb: KruZak, 1999 navedeno u [1],
2014):

D-1) Tocka je ono sto nema dijelova
Crta je duljina bez Sirine
Krajevi crte su tocke

)
)
)
) Duzina je ona crta koja jednako lezi prema tockama na njoj
) Ploha je ono sto ima samo duljinu i Sirinu

)

(
(D-
(D-
(D-
(D-
(D-6) Krajevi plohe su crte

(D-7) Ravnina je ploha koja jednako lezi prema duZinama na njoj

Zbog dvosmislenosti i nejasnosti Euklidovih definicija ne mozemo precizno
odrediti sto bi ovi pojmovi, davno definirani, predstavljali danas. Na primjer,
definicije (D-4) i (D-7) su nejasne. Takoder bi crtu iz definicije (D-2) mogli
shvatiti kao pravac, ali isto tako i duzinu iz definicije (D-4).

Svi pojmovi neke aksiomatske teorije moraju se strogo podijeliti na osnovne

pojmove, koji se ne definiraju, a ¢ija su svojstva implicitno dana aksiomima,
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i na izvedene pojmove koji se definiraju na temelju osnovnih pojmova.
Medutim, to nije slucaj kod Euklida. Naime, on je Zelio definirati sve geome-
trijske pojmove, pa nema istaknutih osnovnih pojmova. Nadalje, u definici-
jama (D-1), (D-2) i (D-5) pojmovi tocka, crta i ploha definirani su pomocu
pojmova dio, duljina, Sirina za ¢iju bi definiciju bili potrebni novi pojmovi,
sto je logicki nedopustivo. Takoder, u definicijama (D-1) i (D-3) pojam tocke
se definira na dva razlic¢ita nacina bez navodenja dokaza o ekvivalentnosti tih
definicija.
Dakle, Euklidove definicije tocke, pravca i ravnine ne omogucavaju logicko
izvodenje svih svojstava tih pojmova. Medutim, oc¢ito je i sam Euklid bio
svjestan logicke manjkavosti svojih definicija pa ih ni sam nije koristio. Prema
tome, logicki nedostatak Euklidove aksiomatike lako je uklonjiv - te definicije
treba ispustiti, a za osnovne pojmove uzeti sljedece:

- tocka

- pravac

- ravnina
Nakon definicija, Euklid navodi postulate i aksiome. Iako nema jasne raz-
like izmedu postulata i aksioma, mozemo zakljuciti da su postulati geome-
trijske tvrdnje, a aksiomi opc¢e tvrdnje. Istaknimo postulate koji su navedeni
u ve¢ spomenutom hrvatskom prijevodu FElemenata, te pogledajmo o ¢emu
govore:
(P-1) Neka se postulira da se od svake tocke do svake tocke povlaci duZina
(P-2) I da se ogranicena duzina neprekinuto produzuje u duzini
(P-3) I da se sa svakim sredistem i udaljenoséu opisuje krug
(P-4) I da su svi pravi kutovi jednaki
(P-5) I da ako duzina koja sijece dvije duZine éini unutarnje kutove s iste

strane manjima od dva prava kuta, dvije duzine, meograniceno produZene,
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sastaju se s one strane na kojoj su kutovi mangi od dva prava kuta

Nadalje, pogledajmo aksiome koji se spominju u prijevodu Elemenata. Oni
navode sljedece:

(A-1) Stvari koje su jednake istoj stvari i medusobno su jednake

(A-2) Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake
(A-3) Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, i ostaci su jednaki
(A-4) Stvari koje se jedna s drugom poklapaju medusobno su jednake
(A-5) Cjelina je veéa od dijela

Pojmovi aksiom i postulat danas se smatraju sinonimima.

U navedenim postulatima i aksiomima Euklid navodi pojmove duzina i ograni¢ena
duzina. Duzina o kojoj je pricao danas predstavlja pravac, dok bi ograni¢ena
duzina bila duzina kakvom je danas smatramo.

Originalnu verziju Petog postulata predstavlja tvrdnja (P-5), a danas je on
poznat i kao Aksiom o paralelama o kojem ¢emo nesto vise reéi u odjeljku
Tijekom povijesti je iskazano joS mnogo njemu ekvivalentnih tvrdnji
koje su takoder spomenute na kraju odjeljka |2.6,

Nakon definicija, postulata i aksioma Euklid navodi propozicije koje izlaze
redom po logickoj zavisnosti kako bi se svaka tvrdnja mogla dokazati na

osnovu prethodnih tvrdnji, postulata i aksioma.

1.3 Peti Euklidov postulat

Aksiomi i postulati su tvrdnje koje se prihvacaju kao istinite, a ne mogu
se dokazati iako su cesto naizgled ocite. Takva su Euklidova prva cetiri

postulata. Kroz povijest je (P-5), tj. Peti postulat zadavao probleme mate-
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maticarima koji su pokusavali dokazati da je zavisan o drugim aksiomima i
postulatima. Privukao je najvise paznje zbog toga $to u stvarnom svijetu ne
mozemo tocno odrediti tocku presjeka dvaju pravaca. Naime, pravci u mate-
matici su objekti koji sezu do beskonac¢nosti, a u stvarnosti ih predocavamo
linijom koja je kona¢ni segment. Produljivanjem duzine opet dobivamo vecu,
ali i dalje konacnu duzinu pa ponavljanjem ovog postupka od konac¢ne duzine
nikad ne¢emo dobiti pravac.

Pitanje je mozemo li indirektno utvrditi da se pravci sijeku?

Prije nego navedemo objasnjenje, objasnimo neke oznake koje ¢emo pritom
koristiti. Naime, R je oznaka za pravi kut, dok su A, B,C' i D krajnje tocke
duzina navedenih u Petom postulatu koje se potom neograni¢eno produzuju.
Ideja koju je Euklid imao kako bi to pokazao je sljedeca: treba povuéi tran-
sverzaluﬂ - pravac EF'F' i ako je suma kutova « i § manja od 2R, tada ¢e se

produzene duzine s iste strane transverzale gdje leze kutovi av i 8 sjedi.

Slika 1.1: Peti postulat

Primijetimo sljedece: kad bismo znali da se pravci sijeku, moglo bi se doka-

!Transverzala je pravac koji sijece dva ili vise pravaca
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zati da se sijeku s one strane gdje je zbroj promatranih kutova s iste strane
manji od 2R. Sada ¢emo dokazati tu tvrdnju.

Pretpostavimo da se pravci sijeku. Trebamo pokazati da se sijeku s one strane
gdje je zbroj promatranih kutova s iste strane manji od 2R. Pretpostavimo
suprotno, tj. da se sijeku s druge strane. Tada bismo mogli promatrati

suplementarne kutove o’ i g’. Kako je

a+a =2R,

B+ =2R,
imamo

a+d + 8+ 5 =4R.

Po pretpostavci je

a+ B < 2R,
pa mora biti

o + 3 > 2R,

slijedi u nastavku. Dakle, dobili smo kontradikciju pa zakljuc¢ujemo da je
nasa pretpostavka da se pravci sijeku s druge strane neto¢na, odnosno za-
kljucujemo da se oni sijeku s one strane gdje je zbroj promatranih kutova s

iste strane manji od 2R i time je tvrdnja dokazana.

U prethodnom dokazu smo koristili sljede¢u propoziciju koja govori o sumi

bilo koja dva kuta u trokutu.

Propozicija 1.1 U svakom trokutu je zbroj bilo koja dva kuta mangi od dva

prava kuta.
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Euklid je vjerojatno pokusavao dokazati Peti postulat te je ocito da je pokusao
odgoditi njegovu primjenu dokle god je to bilo moguée, pa ga nije koristio u
prvih 28 propozicija. Tvrdnja koja se danas ¢eS¢e spominje od Petog postu-
lata, a njemu je ekvivalentna, poznata je pod nazivom Playfairov postulatﬂi

glasi ovako:

Postulat 1.2 (PP) Neka je a proizvoljni pravac, A tocka van njega. Tada
u ravnini odredenoj njima, kroz tocku A mozZemo povuci najvise jedan pravac

kojgi ne sijece dani pravac.

A

&

Slika 1.2: Playfairov postulat

Dakle, prema Playfairovom postulatu postoji maksimalno jedan pravac koji
prolazi tockom van danog pravca i s njime je paralelan. U poglavlju
¢emo navesti tvrdnju koja potvrduje egzistenciju takvog pravca, tj. govori
da svakom tockom van danog pravca prolazi barem jedan njemu paralelan
pravac. Radise o Korolaru[2.34] a iz njega i Postulata[I.2]slijedi jedinstvenost
takvog pravca.

Sada ¢emo pokazati da su (P-5) i (PP) uistinu ekvivalentne tvrdnje. Prvo
treba navesti Sto znaci kada kazemo da su tvrdnje ekvivalentne. Neka su
M i N dvije tvrdnje u teoriji koja je odredena aksiomima {A;, As, ..., A, }.

Kazemo da su tvrdnje M i N ekvivalentne tvrdnje s obzirom na navedeni

2John Playfair (1748. - 1819.), skotski matematicar
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sustav ako i samo ako vrijedi
{Al,AQ, ...,An, M} = Ni {Al,AQ, ...,An,N} = M.

Pritom je = oznaka za logicku implikaciju, tj. gornje izraze citamo: N logicki
slijedi iz Ay, As,..., A,, M i M logicki slijedi iz Ay, Ag,..., A,, N.

Teoriju dobivenu iz svih Euklidovih postulata osim Petog Euklidovog postu-
lata (P-5) nazvat ¢emo apsolutnom geometrijom. Kako se postulat (P-5)
ne primjenjuje u prvih 28 propozicija iz Prve knjige FElemenata, to znaci da
u apsolutnoj geometriji smijemo koristiti tih prvih 28 propozicija i sve pos-
tulate osim postulata (P-5).

Iskazimo najprije propozicije iz Euklidovih Elemenata koje ¢emo koristiti pri-
likom dokazivanja ekvivalencije tvrdnji (P-5) i (PP), kao i pojmove koji se u

njima koriste.

Definicija 1.3 Za pravce kaZemo da su paralelni ako se podudaraju ili su

disjunktni.

Definicija 1.4 Neka su dana dva razlicita paralelna pravea p i q. Svaki
pravac t koji sijece pravee p i q nazivamo transverzalom ili presjeénicom

pravaca p 1 q.

v\ 0
B\ @
Y1 \ 01

o Kutove a i oy, B i By, 7 17 te d 1y nazivamo protukutima
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o Kutove v i aq te d i B nazivamo unutarngim izmgjeniénim kuto-
vima
o Kutove o 1y, te B i 01 nazivamo vanjgskim izmjeniénim kutovima
o Kutove o i 0y te B iy nazivamo vangskim prikutima

o Kutove v i By te d i oy nazivamo unutarnjgim prikutima
Napomena 1.5 Definicija[l.4] vrijedi za euklidsku i hiperbolicku geometriju.

Propozicija 1.6 (Poucak o transverzali) Razliciti paralelni pravci zatvaraju
sa svakom transverzalom jednake protukute, jednake izmjenicne kutove i su-
plementarne prikute. I obratno, ako dva pravca p i q presjecemo trecim prav-
cem t, te ako je a = ay, onda su pravei p 1 q paralelni. Slicno vrijedi ako je

a =71, odnosno ako je a+ 0y ispruieni kut, tj. ako su « i d; suplementarni.

Propozicija 1.7 Ako pravac sijece druga dva pravca i tvori s njima jednake

unutarngje izmjenicne kutove onda su ta dva pravca paralelna.

Propozicija 1.8 Ako pravac koji sijece dva pravca tvori s njima s iste svoje
strane vangski kut jednak unutarnjem kutu ili dva unutarnja kuta jednaka

dvama pravim kutovima onda su ti pravci paralelns.

Napomena 1.9 MoZe se vidjeti veza izmedu Propozicije 1 Propozicije
sa Propozicijom [1.6. Naime, Propozicija i Propozicija govore o

uvjetima za paralelnost pravaca o kojima govori Propozicija[1.0.

Propozicija 1.10 Neka je dan pravac, © neka je dana tocka na tom pravcu.

Kroz tu tocku mozZemo povuci pravac pod pravim kutom prema danom pravcu.
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Kako bi se dokazalo da su (P-5) i (PP) ekvivalentne tvrdnje s obzirom na

apsolutnu geometriju treba dokazati sljedece:
(a) {apsolutna geometrija} A (PP) = (P-5) i
(b) {apsolutna geometrija} A (P-5) = (PP)
Dokaz. (a) Neka su dani pravac a i tocka M van njega. Neka pravac b

prolazi tockom M ineka je a+ 3 < 2R. Konstruirajmo pravac d koji prolazi

tockom M tako da s pravcem c zatvara kut 5 = 2R — a.

Po Propoziciji [1.7]1 Propoziciji [I.8 pravci a i d se ne sijeku. Pokazimo da su

\ﬂ\-{ d

Slika 1.3: Dokaz (a)

b i d razli¢iti pravci. Zaista, jer je f < 2R — a i / = 2R — « imamo da je
B < B, pasu zaista b i d razliciti pravci. Buduéi d ne sijece a, a po postulatu
(PP) on je i jedini takav pravac, slijedi da pravac b mora sjeéi pravac a, dakle
vrijedi postulat (P-5).

(b) Neka je P tocka na pravcu a, M tocka van pravca a i neka je MP
okomicalﬂ iz M na a. U tocki M dignimo okomicu b na M P (Propozicija
1.10). Pravci a i b se ne sijeku. Naime, ukoliko bi se sjekli, recimo u tocki

@, dobili bi trokut AMPQ u kojemu bi zbroj dvaju kutova bio 2R. To je

3Pogledati Definiciju W
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1.3. Peti Euklidov postulat

M b
3

C

P a

Slika 1.4: Dokaz (b)

u kontradikciji s Propozicijom Jos treba dokazati da je b jedini takav
pravac. Pretpostavimo suprotno, neka postoji jos jedan pravac ¢ koji prolazi
tockom M i ne sijece pravac a. Sada je 5 < R i po postulatu (P-5) pravci a
i ¢ se sijeku, Sto je u kontradikciji s nasSom pretpostavkom. Dakle, b je jedini
pravac koji prolazi tockom M van pravca a i ne sijece pravac a, tj. dokazali
smo da vrijedi postulat (PP) m
Legendrd je bio jedan od matematicara koji je pokusao dokazati zavisnost
Petog postulata. Napisao je knjigu ”"Osnove geometrije” koja je objavljena
1794. godine. Taj udzbenik je s vremenom zamijenio Euklidove Elemente, a
glavna tema je Peti postulat. Ovo su tvrdnje koje je uspio dokazati:

- ako je suma kutova u trokutu a+ 5 +v = 2R, tada vrijedi Peti postulat

- suma kutova u trokutu je a + 8+ v < 2R

- ako je suma kutova u jednom trokutu o + 5+ v < 2R, tada je suma

kutova u svakom trokutu o + g+ v < 2R

Sljedeca izdanja udzbenika su imala nekorektne dokaze, ali to je barem po-

taknulo druge matematicare na razmisljanje o problemu Petog postulata.

4Adrien-Marie Legendre (1752. - 1833.), francuski matematicar
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1.3. Peti Euklidov postulat

Pocetkom 19. stoljeca se pocelo gledati na njega iz druge perspektive, a to
je mogucnost da je ipak nezavisan od ostalih aksioma. Jedan od prvih i naj-
znacajnih matematicara koji je krenuo u tom smjeru je svakako bio Gausﬂ
On je razmisljao o geometriji u kojoj tockom van danog pravca prolaze barem
dva pravca koji dani pravac ne sijeku - time je dosao do otkri¢a hiperbolicke
geometrije, a da toga ni sam nije bio svjestan. Tako je 1816. godine dosao
do zakljucka da je neeuklidska geometrijaﬂ neprotuslovnaﬂ, ali to nije objavio
buduéi da nije htio proturjeciti dotadasnjim rezultatima. Gauss je defini-
rao paralelne pravce na sljede¢i nacin: KazZemo da je pravac AM paralelan s
pravcem BN ako oba pravca leZe u istoj ravnini i ne sijeku se ali svaki pravac

povucen tockom A izmed‘tﬁ pravaca AM i AB sijece pravac BN.

e

Slika 1.5: Gaussova definicija paralelnih pravaca

Neki od rezultata koje je dokazao, a opisuju karakteristike neeuklidske ge-

®Johann Carl Friedrich Gauss (1777. - 1855.), njemacki matematicar
6Geometrija koja za aksiom o paralelama ne uzima Peti Euklidov postulat (P-5). Pri-

mjeri takve geometrije su hiperbolicka i elipticka geometrija.
"Za sistem aksioma {A4;,...,A,} teorije A kazemo da je neprotuslovan ako se iz tih

aksioma ne mogu dokazati medusobno suprotne tvrdnje T i —7T'.
8U dijelu ravnine omedenom pravcima AM i AB, tako da se ne podudara ni s jednim

od ta dva pravca.
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1.3. Peti Euklidov postulat

ometrije su sljededi:
e Definicija paralelnih pravaca ne ovisi o izboru tocaka A i B
e Relacija "biti paralelan” je simetri¢na i tranzitivna

e Svakom tockom izvan danog pravca prolaze dvije paraleleﬂ s tim prav-

cem, jedna prema jednom kraju, a druga prema drugom kraju (Slika

19)

Slika 1.6: Paralele b i ¢ kroz tocku A s pravcem a

Problem paralela je konacno rijeSen pocetkom 19. stolje¢a. Naime, dvojica
matematicara su u gotovo isto vrijeme izgradili novu geometriju, a radi se o
hiperbolickoj geometriji - rijec je o J. Bolyaijumi N.I. Lobaéevskomum
Za razliku od drugih matematicara u to vrijeme, oni su se usudili krenuti s
razvojem teorije u kojoj je glavna pretpostavka negacija Petog postulata te

su tako dosli do mnogih rezultata i vaznih novih pojmova, a neki od njih su:
e Definicija paralelnosti i kuta paralelnostﬂ m(x)

e Konstrukcija kuta paralelnosti

9Pod paralelama podrazumijevamo dva pravca koja su medusobno paralelna.
10J4nos Bolyai (1802. - 1860.), madarski matematicar

U Nikolaj Ivanovi¢ Lobaéevski (1792. - 1856.), ruski matematicar

12Vige detalja o kutu paralelnosti se nalazi u
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1.3. Peti Euklidov postulat

e Granic¢na kruznica i grani¢na sfera

Pridruzeni trokuti

Neeuklidska trigonometrija

Izracunavanje funkcije kuta paralelnosti 7 (z)

Uvodenje hiperbolnih funkcija

Opseg kruga

Izgradnjom geometrije Lobacevskog i Bolyaija utvrdena je nezavisnost Petog
postulata od drugih postulata i aksioma, ¢ime je potvrdeno da je taj pos-
tulat zaista pravi aksiom u Euklidovom sistemu. Izbor osnovnih pojmova
za euklidsku geometriju nije jednak kod svih matematicara te o njemu ovisi
kompleksnost same aksiomatike. Najpopularniji odabir osnovnih pojmova je
zasigurno onaj D. Hilberta¥] jer se takvim pristupom gradi geometrija na
nacin slican Fuklidovom. Hilbert se tijekom Zivota bavio teorijom invarijant-
nosti, te je proucavao medusobni odnos teorije brojeva i algebre, a potom
mu je predmet interesa postala aksiomatizacija geometrije. Izdao je knjigu
Grundlagen der Geometrie gdje je geometriji dao formalni karakter kakav
se dotad mogao nac¢i u drugim podru¢jima poput algebre i analize. Naime,
Euklidovi Elementi sadrzavali su puno pretpostavki, nepotrebnih definicija i
logickih manjkavosti. Hilbert je shva¢ao da se ne mogu svi pojmovi u mate-

matici definirati pa je krenuo sa tri objekta koje nije definirao:
e tocka

e pravac

13David Hilbert (1862. - 1943.), njemacki matematicar
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1.4. Nacela aksiomatike

e ravnina
Uz to je naveo i tri relacije, takoder bez definicije:
e relacija incidencije
e relacija poretka
e relacija kongruencije

Nadalje, formulirao je 21 pretpostavku koje su poznate kao Hilbertovi aksi-
omi, a oni su poboljsana verzija Euklidovih aksioma i pet postulata. Vise o

njima navedeno je u 2l poglavlju.

1.4 Nacela aksiomatike

Najveci izazov prilikom aksiomatizacije geometrije je uklanjanje zornosti,
odnosno izostanak vizualnog opazanja. Naime, Cesta je pojava da vizualni
prizori navode na krive zakljucke. Zor je u veéini slucajeva prilicno koristan
element, posebno kod uocavanja tvrdnji koje treba dokazati, ali problem
nastaje kod samog dokazivanja gdje ju je potrebno eliminirati. Hilbertov
pristup je potpuno apstraktan - slike nisu potrebne u njegovoj aksiomatici.
Za aksiomatsko zasnivanje matematicke teorije je nuzno odrediti osnovne
pojmove i osnovne tvrdnje - aksiome. Preko osnovnih pojmova definiraju
se izvedeni pojmovi, dok se tvrdnje izvode iz aksioma. Sistem aksioma mora
zadovoljavati tri nacela: nacelo neprotuslovnosti, nacelo potpunosti i

nacelo nezavisnosti.
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Poglavlje 2

Apsolutna i euklidska

geometrija

Hilbertova aksiomatika, koju ¢emo uvesti na pocetku ovog poglavlja, koristi
se kao osnova za izgradnju geometrija koje ¢emo opisati u nastavku. Apso-
lutna geometrija je u potpunosti utemeljena na takvoj aksiomatici i ona ¢ini
temelj ostalih geometrija poput euklidske, hiperbolicke i elipticke (doduse
nije u potpunosti temelj elipticke geometrije buduéi se radi zamjene Aksi-
oma o paralelama moraju raditi i neke izmjene u prethodnim aksiomima).
Nakon sto se upoznamo s njenim osnovnim svojstvima, vidjet ¢emo kako se
dodavanjem aksioma o paralelama gradi euklidska geometrija i opisati njene
glavne karakteristike i rezultate. Na kraju poglavlja ¢emo se upoznati s
jednim modelom euklidske geometrije. Sadrzaj koji je koristen u ovom po-
glavlju je preuzet iz [1, [2], [3], [5], [7], [8] i [12], osim ukoliko nije drugacije

naglaseno.



2.1. Uvod

2.1 Uvod

Za konstrukciju apsolutne (pa poslije i euklidske geometrije) ¢emo koristiti

ve¢ spomenutu Hilbertovu aksiomatiku. Kao osnovne objekte uzimamo:

- tocka

- pravac

- ravnina
Tocke oznacavamo velikim tiskanim slovima A, B, C, ..., a skup svih tocaka
sa T. Pravci se oznacavaju malim tiskanim slovima a,b,c, ..., a skup svih

pravaca sa P. Na kraju, ravnine oznacavamo grékim slovima «, 3,7, ..., dok
je oznaka za skup svih ravnina R.
Nadalje, koristit ¢emo i osnovne relacije:
- relacija incidencije
- relacija poretka
- relacija kongruencije
Ovih 6 osnovnih pojmova nije definirano, ali su opisani aksiomima. Ukupan

broj aksioma je 21, a razvrstani su u 5 grupa:
e (I) - aksiomi incidencije
e (II) - aksiomi poretka
e (III) - aksiomi kongruencije
e (IV) - aksiomi neprekidnosti

Ove cetiri grupe aksioma ¢ine apsolutnu geometriju. Ukoliko aksiomima

apsolutne geometrije pridruzimo posljednju grupu:

e (V) - aksiom o paralelama
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2.2. Aksiomi incidencije

dobit ¢emo euklidsku geometriju.

Vidjet ¢emo da u apsolutnoj geometriji tockom van danog pravca prolazi ba-
rem jedan pravac koji ne sijece dani pravac. Dodatkom aksioma paralelnosti
osigurano je da postoji totno jedan takav pravac, Sto je ujedno i tvrdnja
Petog postulata. Na taj nacin ¢e iz apsolutne geometrije biti izgradena euk-
lidska geometrija.

Sada ¢emo navesti aksiome iz spomenutih grupa i neke definicije i tvrdnje
koje se vezu na njih, ali prije toga treba objasniti nove oznake koje se u njima
javljaju.

Naime, slucaj kada tocka B lezi izmedu tocaka A i C' oznacavat ¢emo sa
(A-B-C). Nadalje, oznaka A € a znaci da tocka A lezi na pravcu a, tj. da
pravac a prolazi tockom A, oznaka A € « se koristi kada zelimo prikazati da

”—9

tocka A lezi u ravnini «, dok je oznaka za kongruenciju.

2.2 Aksiomi incidencije

Aksiomi incidencije govore o relaciji incidencije /. Relacija incidencije [ je
binarna relacija I C (T x P)U (T x R). Zapis (A,a) € I ¢itamo tocka A je
incidentna pravcu « (ili tocka A lezi na pravcu g, ili pravac a prolazi
tockom A i uz to jos koristimo oznaku A € a). Nadalje, oznaka (A, «) € I
znaci da je tocka A incidentna s ravninom « (ili tocka A lezi u ravnini
«, ili ravnina « sadrzi tocku A i uz to jos koristimo oznaku A € «).

Napomenimo jos da kada kazemo ”dvije tocke”, "tri tocke”, tada podrazu-
mijevamo da se radi o razli¢itim tockama, ukoliko drugacije ne naglasimo.
Za tri tocke koje su incidentne s istim pravcem kazemo da su kolinearne,

a ako nisu kazemo da su nekolinearne. Slicno, ako ¢etiri tocke leze u istoj
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2.2. Aksiomi incidencije

ravnini, onda kazemo da su one komplanarne, a ako ne leze u istoj ravnini
da su nekomplanarne. Sada navedimo aksiome incidencije iz Hilbertove
aksiomatike:

- Aksiom (I1) Za svake dvije tocke postoji pravac koji prolazi njima.

Slika 2.1: Aksiom (1;)

- Aksiom (I3) Za svake dvije tocke postoji najvise jedan pravac koji prolazi
njma.

Sljede¢a napomena navodi direktnu posljedicu aksioma (/;) i (/). Naime,
aksiom ([;) osigurava egzistenciju barem jednog pravca kroz bilo koje dvije
tocke, dok aksiom (I3) daje gornju granicu za broj pravaca koji prolaze

dvjema tockama.

Napomena 2.1 [z aksioma (1) i (Iy) proizlazi tvrdnja da je pravac u pot-
punosti odreden svojim dvjema tockama. Jedinstveni pravac koji odreduju

razlicite tocke A i B oznacavamo sa p(A,B) ili AB.

- Aksiom (I3) Na svakom pravcu leze bar dvije tocke; postoje bar tri nekoli-
nearne tocke.

- Aksiom (1) Za svake tri nekolinearne tocke postoji ravnina u kojoj leze te
tocke. U svakoj ravnini lezi bar jedna tocka.

- Aksiom (I5) Za svake tri nekolinearne tocke postoji najvise jedna ravnina
u kojoj leZe te tocke.

Sljede¢a napomena govori o direktnoj posljedici aksioma (1) i (I5). Naime,

aksiom (1) osigurava egzistenciju barem jedne ravnine kroz bilo koje tri ne-
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2.2. Aksiomi incidencije

kolinearne tocke, dok aksiom (I5) govori o maksimalnom broju ravnina koje

prolaze kroz tri nekolinearne tocke.

Napomena 2.2 [z aksioma (1) i (I5) slijedi ¢injenica da je ravnina u pot-
punosti odredena sa tri nekolinearne tocke. Ravninu odredenu tockama A,B

i C oznacavamo sa o(A,B,C).

- Aksiom (Ig) Ako dvije tocke pravca leze u ravnini onda sve tocke tog pravca
leze u toj ravnini.

Kada je rije¢ o relaciji incidencije, upoznali smo se sa znacenjem izraza tocka
je incidentna praveu i tocka je incidentna ravnini, a sada ¢emo jos vidjeti

sto podrazumijevamo pod incidencijom pravca i ravnine.

Definicija 2.3 KazZemo da je pravac a incidentan s ravninom « (ili da
pravac a leZi u ravnini «), i pisati a € «, ako je svaka tocka tog pravca

mcidentna s ravninom .

- Aksiom (I7) Ako dvije ravnine imaju jednu zajednicku tocku onda one
imagu jos bar jednu zajednicku tocku razlicitu od prve.

- Aksiom (Ig) Postoje bar cetiri nekomplanarne tocke.

Aksiome (I;) - (I3) zovemo ravninskim aksiomima incidencije, dok su
aksiomi (/) - (I3) znani kao prostorni aksiomi incidencije.

Geometrija koja je zasnovana na aksiomima (I;), (I2) i (I3) zove se geome-

trija incidencije. Pogledajmo kako glasi definicija takve geometrije.

Definicija 2.4 Incidencijska geometrija je uredena trojka S = (P, L, T)

pri cemu je:
1. P # 0 skup tocaka,

2. L je skup pravaca,
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2.2. Aksiomi incidencije

3. T CPxL je funkcija ili relacija incidencije koja svakom praveu L € L

pridruzuje barem dvije tocke x € P, te vrijedi (v, L) € T.

Ukoliko incidencijska geometrija ima konacno mnogo tocaka, odnosno ako je
skup P konacan, onda je zovemo konaénom geometrijom.

Navedimo jedan primjer konacne incidencijske geometrije, a radi se o euk-
lidskoj geometriji incidencije €etiriju tocaka. U takvoj geometriji je
P ={A,B,C, D}, dok skup £ predstavljaju svi dvoclani podskupovi skupa
P. Pritom je incidencija interpretirana inkluzijom. Lako se provjeri da su u
ovom modelu ravninski aksiomi incidencije ispunjeni. Ovaj model jest euklid-
ska geometrija, jer se jednostavno pokaze da vrijedi Peti postulat, tj. aksiom
(Vi) kojeg ¢emo kasnije spomenuti. Na primjer, tocka C' je van pravca { A, B}
(primijetimo da je ovdje pravac {A, B} dvoclani skup koji sadrzi samo tocke
A i B, odnosno pravac u ovoj geometriji nije duzina AB) i njom prolazi

najvise jedna paralela, to je pravac {C, D}.

C

A

Slika 2.2: Euklidska geometrija incidencije ¢etiriju tocaka
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2.3. Aksiomi poretka

2.3 Aksiomi poretka

Aksiomi poretka nam govore o relaciji ”biti izmedu”. To je troslozna relacija
na skupu tocaka 7, tj. podskup od 73 izaizraz "toéka B je izmedu to¢aka
A i C7 koristit ¢emo oznaku (A-B-C).

- Aksiom (I1;) Ako tocka B lezi izmedu tocaka A i C, tada su A,B i C

razlicite tocke jednog pravca i tocka B lezi izmedu tocaka C i A.

Slika 2.3: Aksiom (I1;)

- Aksiom (/1) Ako su A i B dvije razlicite tocke, onda postoji tocka C
takva da je (A-B-C).
- Aksiom (I13) Od tri razlicite tocke jednog pravca najvise jedna je izmedu

preostalth dviju.

Napomena 2.5 Promotrimo Sliku[2.5 i uzmimo tri tocke A, B i C. Tocka
A ocito nije izmedu tocaka B i C. Zato je u aksiomu (II3) navedeno da
wzmedu tri tocke jednog pravca moZe biti najvise jedna, a me tocno jedna

tocka.

Definicija 2.6 Neka su A i B dvije razlicite tocke. Skup svih tocaka pravca
AB koje leze izmedu tocaka A i B, ukljucujuci i tocke A ¢ B nazivamo
duZinom i oznacavamo sa AB (ili BA). Tocke A i B nazivamo krajevima
duzine, tocke koje leZe izmedu A i B unutarnjgim toc¢kama, a sve ostale
tocke pravca AB vanjskim tocékama duZine AB. KaZemo da pravac p

sijeée duzinu AB, ako postoji tocka C pravca p takva da je (A-C-B).
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2.3. Aksiomi poretka

Slika 2.4: Definicija

Napomena 2.7 Moze se primijetiti da pravac AB sijece duZinu AB. Na-
ime, ako za tocku C uzmemo bilo koju tocku praveca AB koja lezi izmedu

tocaka A i B, imat éemo (A-C-B).

Udaljenostﬂ tocaka A 1 B oznacavamo sa d(A, B) i taj broj nazivamo dulji-
nom duzine AB.

Aksiomi (I1), (I1) i (113) nazivaju se linearnim aksiomima poretka.
Moze se primijetiti da aksiomi (11;), (I13) i (I13) ne osiguravaju egzistenciju
triju tocaka jednog pravca, kao ni postojanje unutarnje tocke duzine AB.
Aksiom (I15) govori o egzistenciji vanjske tocke duzine AB te je ocito da niti
jedna konacna geometrija ne moze biti model geometrije u kojoj vrijede i
aksiomi poretka. Naime, u takvim geometrijama su pravci dvoclani skupovi
- ¢ine ih dvije tocke, pa na njima ne mozemo uopce promatrati tri razlicite
tocke.

Neka su sada A, B i C tri razli¢ite nekolinearne tocke. Njima je jednoznacno
odreden trokut AABC. Kako bismo mogli definirati trokut, najprije se

moramo upoznati s pojmovima konveksnosti i konveksne ljuske.

1Udaljenost tocaka je definirana na strani 40| (formula {j
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2.3. Aksiomi poretka

Definicija 2.8 Za skup K C «, gdje je a ravnina, kaZemo da je konveksan

ako za svake njegove dvije tocke A, B € K wrijedi da je AB C a.

konveksan skup nije konveksan skup

Slika 2.5: Definicija

Definicija 2.9 Neka je S proizvoljan podskup ravnine o. Konveksna ljuska

od S, u oznaci conv S, je presjek svih konveksnih skupova i1z o koji sadrzZe S.

Definicija 2.10 Neka su A, B,C tri razlicite nekolinearne tocke i AN\ =

{A, B,C}. Konveksnu ljusku od /\ nazivamo trokutom i oznacavamo conv/\ =

NABC. Kazemo da su tocke A, B i C vrhowi tog trokuta, a duzine AB, BC

i AC' njegove stramice.

- Aksiom (11;) (Paschov aksiom) Ako pravac sijece jednu stranicu tro-
kuta © ne prolazi niti jednim vrhom na toj stranici, onda on sijece barem jos
jednu stranicu toga trokuta.

Aksiom (11,) naziva se ravninskim aksiomom poretka.

Definicija 2.11 Neka je p pravac i O tocka na praveu p. Za svake dvije
tocke A, B pravca p za koje je (A-O-B) kazZemo da leZe na pravcu p s
razli¢itth strana od O. Ako O ne lezi izmedu A © B tada kaZemo da A i

B leze na pravcu p s iste strane od O.
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2.3. Aksiomi poretka

p
Slika 2.6: Paschov aksiom

LeZati na pravcu p s iste strane od tocke O je relacija ekvivalencijeﬂ na
skupu tocaka pravca p i u sljede¢em teoremu mislimo na nju kada govorimo

o klasama ekvivalencije.

Teorem 2.12 Svaka tocka O pravca p dijeli skup svih tocaka pravca p razlic¢itih
od O u dvije klase tako da svake dvije tocke iz iste klase leZe s iste strane

tocke O, a svake dvije tocke iz razlicitih klasa leZe s razlicitih strana tocke O.

Definicija 2.13 Duije klase iz Teorema[2.19 nazivaju se polupravci pravca
p s poc¢etkom u tocki O. Takve polupravce koji leZe na istom pravcu i imaju
1sti pocetak, a ne podudaraju se, nazivamo komplementarnim poluprav-

cima.
Napomena 2.14 MoZze se primijetiti da tocka O ne pripada polupravcima.

Polupravac s poc¢etnom tockom A koji prolazi tockom B oznacavamo sa zﬁ .

Definicija 2.15 Neka tocke A, B i pravac p leZe u ravnini o te neka A i B

ne leze na p. KaZemo da su A i B s iste strane pravca p ako je ili A =

2Relacija koja ima svojstva refleksivnosti, simetri¢nosti i tranzitivnosti
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2.3. Aksiomi poretka

B ili p ne sijece AB. KaZemo da su A i B s razlié¢itih strana pravca p

ako p sijece AB.

A T A

Slika 2.7: Definicija [2.15

Teorem 2.16 Svaki pravac p ravnine « dijeli sve tocke te ravnine koje ne
leze na pravcu p u dvije klase tako da su svake dvije tocke iz iste klase s iste
strane pravca p, a svake dvije tocke iz razlicitih klasa su s razlic¢itih strana

pravea p.

Definicija 2.17 Duvije klase iz Teorema nazivaju se poluravninama

ravnine o s rubom p.

Definicija poluravnine na ovaj na¢in ima smisla budu¢i da klase iz Teorema
2.16] ne ovise o izboru reprezentanta klase - tocke A. Time je pokazana
dobro poznata ¢injenica da svaki pravac p ravnine « dijeli tu ravninu na dvije
poluravnine. Takoder, mozemo primijetiti da tocke pravca p ne pripadaju
niti jednoj od tih dviju poluravnina.

U nastavku ¢emo uvesti novi pojam koji je vazan u geometriji, a radi se o
kutu. Kako bi mogli definirati kut, trebaju nam dva polupravca s pocetkom
u istoj tocki koja ne leze na istom pravcu. Kasnije ¢emo joS vidjeti Sto

podrazumijevamo pod izrazima unutarnje i vanjsko podrucje kuta.
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Definicija 2.18 Kut je par polupravaca {h,k} s istim pocetkom O i koji ne
leze na istom pravcu. Taj kut oznacavamo s ZhOk ili ZkOh. Polupravci h,

k nazivaju se krakovima kuta, a tocka O vrhom kuta.

Ako se na kraku h nalazi tocka A, a B je tocka na kraku k, onda kut
oznacavamo sa ZAOB odnosno ZBOA.

Definicija 2.19 Neka je dan ZhOk. Dopunimo polupravce h i k do pravaca
polupravcima h i k. Te pravee oznacavamo sa hOh i kOk. Sve tocke ravnine
koja prolazi tim pravcima, razlicite od vrha kuta O 1 koje ne leZe na polu-
pravcima h i k podigeljene su kutom ZhOk na dva podrucja:

(1) sve tocke koje leze s iste strane pravca hOh kao i k, a ujedno leze s iste
strane pravca kOk kao i h nazivaju se unutarnjim podruéjem ili nutri-
nom kuta ZhOk;

(2) sve ostale tocke ravnine nazivamo vangskim podruéjem kuta ZhOk.

Slika 2.8: Definicija [2.19

Neka su dani polupravci h i k s istim pocetkom u tocki O. Polupravce h i k
dopunimo do pravaca polupravcima h i k kao u prethodnoj definiciji. Sada

mozemo uvesti novu definiciju.
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Definicija 2.20 Kutovi ZhOk i ZhOk nazivaju se vréni kutovi, a kutovi
ZhOk i ZhOk nazivaju se sukuti.

Slika 2.9: Definicija [2.20

Definicija 2.21 Neka su h, k, | tri polupravca s istim pocetkom O. Ako [
lezi u unutarnjem podrucju kuta ZhOk, onda kaZemo da polupravac | leZi

izmedu polupravaca h i k i pisSemo (h-I-k) ili (k-I-h).

2.4 Aksiomi kongruencije

Py —

Ovi aksiomi ti¢u se binarne relacije ” = ” na skupu svih duzina D i na skupu
svih kutova IC. Dva objekta su kongruentna kada se pomicanjem, preslika-
vanjem ili rotiranjem jednog od njih postigne njihovo podudaranje.

- Aksiom (I11}) (Aksiom o prenogenju duzina) Neka je dana duZina AB
i neka je A’ pocetak polupravca h'. Tada postoji tocka B' € h' tako da je
AB = A'B'. Uvijek je AB = BA.

- Aksiom (II1,) Iz AB = A'B' i AB = A"B" slijedi A'B' = A"B".

- Aksiom ([I13) Ako je (A-B-C) i (A-B-C’) te AB=A'B’' i BC = B'(",
onda je AC = A'C".

- Aksiom (/71) (Aksiom o prenosenju kutova) Neka je dan kut ZhOk u
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A’ B’ h'
Slika 2.10: Aksiom (I11;)

ravnini « te neka je dana ravnina o, pravac a' u ravnini o/ i tocka O' na
praveu ', jedan od polupravaca h' pravea a' s pocetkom u O te jedna od
poluravnina B’ ravnine o s rubom a'. Tada postoji jedinstveni polupravac b’
s pocetkom u O" u poluravnini 5 takav da je ZhOk = LW O'K'. Uvijek je
ZhOk = ZhOk i ZhOk = ZkOh.

Slika 2.11: Aksiom (111y)

- Aksiom (I115) Ako je AB=A'B',AC = A'C" i ZCAB = LC"A'B’, onda
je /ZCBA=/ZC'"B'A’.

Aksiome (I11), (I115) i (I113) nazivamo linearnim aksiomima kongru-
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encije.
Aksiome (I114) i (I1I5) zovemo ravninskim aksiomima kongruencije.
Prije sljedece definicije uvest ¢emo jednu novu oznaku. Naime, unutarnji kut

trokuta pri vrhu A oznac¢avamo sa ZA.

Definicija 2.22 Za dva trokuta NABC i AA'B'C" kazemo da su kongru-
entni i pisemo NABC = NA'B'C’, ako vrijedi AB = A'B', AC = A'C", BC' =
B'C /A=/A,/B=/B,/C=/C"

Definicija 2.23 Za kut kongruentan svom sukutu kaZemo da je pravi kut.

Pravci na kojima leZe krakovi pravog kuta nazivaju se okomitim pravcima.

Sljedeca propozicija govori o tome koliko pravaca okomitih na dani pravac p

prolazi tockom A van danog pravca p.

Propozicija 2.24 Kroz svaku tocku A € M ravnine M prolazi toéno jedan

pravac okomit na dani pravac p C M.

Jedinstveni pravac iz prethodne propozicije zovemo okomica.

Bududi da su sljedece tvrdnje dio apsolutne geometrije, one vrijede u euk-
lidskoj i hiperbolickoj geometriji. Kako su u eliptickoj geometriji aksiomi
kongruencije jednaki kao u apsolutnoj, s ponekom modificiranom definicijom
zbog same vrste geometrije, to ove tvrdnje vrijede i u toj geometriji. Iznimka
je Teorem [2.30] $to je posebno naglaseno. Teorem govori o postojanju
pravog kuta, a njegova egzistencija je bitna u geometriji jer se koristi kao

osnova za mnoge druge konstrukcije i dokaze.

Teorem 2.25 Postoji pravi kut.

Teorem 2.26 Svaka dva prava kuta su kongruentna.
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Teorem tvrdi da su svi pravi kutovi kongruentni. Sljedeéi teorem govori
o tome da se svaka duzina moze podijeliti na dva jednaka dijela i to na
jedinstveni nac¢in. Naime, za svaku duzinu postoji to¢no jedna tocka koja ju
dijeli na dvije kongruentne duzine. Sljedeca Cetiri rezultata vrijede u svim
geometrijama koje spominjemo u ovom radu, osim ukoliko nije drugacije

naglaseno.
Teorem 2.27 Svaka duzZina se moZe raspoloviti 1 to na jedinstveni nacin.

Direktna posljedica Teorema jest iduc¢i korolar. Naime, ako smo neku
duzinu podijelili na dva jednaka dijela, onda svaki od ta dva dijela gledamo
kao zasebnu duzinu pa mozemo ponovno iskoristiti Teorem [2.27| 1 ponoviti

taj postupak koliko god puta trebamo.

Korolar 2.28 Svaka duZina moze se razdijeliti na 2™ (m € N) kongruentnih

duzina.

Sljedeci teorem govori kako svaki kut mozemo podijeliti na dva jednaka dijela
i to na jedinstven nacin. Ovaj rezultat ima cestu primjenu u geometrijskim

konstrukcijama i dokazima.

Teorem 2.29 Svaki se kut moZe raspoloviti na jedinstveni nacin.

Teorem 2.30 Svakom tockom ravnine prolazi jedinstvena okomica na dani

pravac te ravnine.

Napomena 2.31 Treba naglasiti da Teorem ukoliko je tocka T wvan
pravea p, nije istinita u eliptickoj geometriji, o kojoj ¢emo nesto vise saznati

w4 poglaviju.
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2.5 Aksiomi neprekidnosti

U ovom odjeljku i dalje navodimo aksiome iz Hilbertove aksiomatike. Do
sada smo se upoznali s prve tri grupe aksioma te nam preostaje prouciti
posljednje dvije grupe. Kako bi u potpunosti opisali apsolutnu geometriju,
potrebni su nam jos aksiomi neprekidnosti. Dodatkom pete grupe aksioma,
aksioma paralelnosti, do¢i ¢emo do pojma euklidske geometrije. Navodimo
najprije aksiome neprekidnosti:

- Aksiom (IV;) (Arhimedov aksiom) Neka su AB i CD proizvoline duZine i
neka su na polupravcu @ s pocetkom u tocki A, odabrane tocke Ay, As, As, ...
tako da vrijedi (A-Ay-As), (A1-Az-As),... 1 sve duZine AAy, A1Ay, AsAs, ...
su kongruentne duzini CD. Tada postoji n € N takav da je (A-B-A,).

*r—
C D
A Ay Ay Az Ay B As

Slika 2.12: Arhimedov aksiom

Arhimedov aksiom tvrdi da postoji n € N takav da je n- CD > AB. Bez
smanjenja opéenitosti moze se staviti n - CD > AB. Poanta ovog aksioma
je da bilo koju duzinu mozemo ograniciti, tj. ”preskociti” pomocu pocetne,
proizvoljne duzine C'D, neovisno o tome koliko je C'D proizvoljno "mala”, a

AB proizvoljno "velika” .

- Aksiom (IV3) (Cantorov aksiom) Neka je dan niz duzina Ay By, AyBa, ..., A, B,,...
od kojih je svaka osim prve sadrZana u prethodnoj i neka ne postoji duzina
koja bt bila sadrzana u svakoj duzini iz niza. Tada postoji jedna i samo jedna

tocka koja je sadrzana u svakoj duzini.
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Cantorov aksiom tvrdi da postoji jedna jedina tocka C' (koju nazivamo Can-
torova tocka) takva da je (A,-C-B,), za svaki n € N. Dedekindov aksiom,
kojeg navodimo u nastavku, objedinjuje prethodna dva aksioma - Arhime-
dov i Cantorov. Moze se pokazati da su ta dva aksioma zajedno ekvivalentna
Dedekindovom aksiomu.

- Aksiom (IV) (Dedekindov aksiom ) Ako sve tocke duzine AB ukljucujuci
1 krajeve podijelimo u dvije klase tako da vrijedi:

(a) Svaka tocka je u jednoj i samo jednoj klasi, tocka A je u prvoj, a B u
drugoj klast,

(b) Svaka tocka prve klase, razlicita od A, lezi izmedu A i bilo koje tocke
druge klase;

onda postoji jedna i samo jedna tocka C duzine AB takva da svaka tocka koja
se nalazi izmedu C' 1 B pripada u drugoj klasi. Tocka C' pripada ili prvoj ili
drugoj klasi. Tocku C' nazivamo graniénom tockom tih klasa, tockom
prereza ili Dedekindovom tockom.

Ako pravac prolazi dijelom ravnine unutar neke kruznice, onda sigurno pos-
toje dvije tocke te kruznice koje leze na tom pravcu. Rezultat koji to osigu-

rava je sljede¢i teorem:

Teorem 2.32 Pravac koji lezi u istoj ravnini sa kruZnicom i prolazi unutar-

njom tockom te kruznice sijece tu kruznicu u dviema tockama.

2.6 Aksiom o paralelama

Prve cetiri grupe aksioma ¢ine geometriju koju nazivamo apsolutna ge-
ometrija. U takvoj geometriji tockom van danog pravca prolazi bar jedan

pravac koji ga ne sijece. To je posljedica Korolara koji slijedi u nastavku.
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Slika 2.13: Teorem [2.32

Medutim, postoji geometrija u kojoj tockom van danog pravca ne prolazi niti
jedan paralelan pravac, a to je elipticka geometrija o kojoj ¢emo nesto vise
saznati u [l poglavlju. U takvoj geometriji se prethodno navedeni aksiomi
moraju modificirati, inac¢e bi u suprotnom ona bila protuslovna.

Prije nego §to iskazemo i dokazemo Korolar navest ¢emo jedan teorem

koji se koristi pri njegovom dokazivanju:

Teorem 2.33 Ako su dva razlicita pravea okomita na treci pravac, onda se

ta dva pravca ne sijeku.

|| c
-

b
a

Slika 2.14: Teorem [2.33

Dokaz. Neka su b i ¢ razlic¢iti pravci koji su okomiti na pravac a. Pretpos-

tavimo da se b i ¢ sijeku i neka je njihovo sjeciste tocka T. Tada bi se iz
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tocke T mogle povuéi dvije razlicite okomice na a, Sto je u kontradikciji s

Propozicijom ]

Korolar 2.34 Ako je p pravac i P tocka koja ne pripada pravcu p, postoji

barem jedan pravac q kroz P koji je paralelan s p.

Dokaz. Postoji pravac t kroz tocku P koji je okomit na pravac [, a takoder
postoji jedinstveni pravac m kroz tocku P koji je okomit na t. Kako su [ i

m oboje okomiti na pravac ¢, prema Teoremu m slijedi [||m. m

Napomena 2.35 Treba napomenuti da Propozicija|2.24), Teorem|2.55 1 Ko-

rolar|2.34 ne vrigede u eliptickoj geometrigi.

Sada kada zbog Teorema znamo da postoji barem jedan pravac koji
prolazi tockom van danog pravca i ne sijece ga, zelimo izgraditi geometriju
u kojoj bi on bio jedinstven. To ¢emo posti¢i aksiomatizacijom euklidske

geometrije za Sto je potreban aksiom o paralelnosti:

Aksiom 2.36 (Vi) Tockom van pravca prolazi najvise jedan pravac koji ga

ne siyjece.

Dakle, Euklid je cijelo vrijeme imao dobar osjecaj u vezi toga je li Peti pos-
tulat pravi aksiom ili nije. Iz Teorema i Aksioma (Vg) proizlazi sljedeca

interpretacija aksioma o paralelama:
Tockom van pravca prolazi toéno jedan pravac koji ga ne sijece.
Iz propozicije koju ¢emo navesti u nastavku slijedi da se pravci koji

nisu paralelni sijeku u jednoj tocki. Naime, kad bi presjek dvaju pravaca

[y NIy sadrzavao dvije tocke, imali bismo dva pravca [y i [ kroz te dvije
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tocke, $to je u suprotnosti sa Aksiomom (/). U euklidskoj geometriji jedins-
tveni pravac a koji prolazi tockom van danog pravca b i ne sijece ga zovemo
paralela, a slucaj kada su pravci a i b paralelni oznacava se sa al|b.

Kroz povijest su mnogi matematicari pokusavali dokazati Peti postulat pret-
postavljajuéi da se on moze dokazati pomocu aksioma apsolutne geometrije i
tvrdnji koje vrijede u njoj. Prije ve¢ spomenutih matematicara iz (1} poglav-
lja, i anticki matematicari su predlagali nove definicije paralelnih pravaca u
nadi da ¢e uspjeti dokazati Peti postulat. Tako u Proklovimrf] komentarima
vidimo da je Posidon[] predlagao da se paralelni pravci definiraju kao oni
koji imaju konstantan razmak. Tada bi trebalo dokazati da je skup svih
tocaka s iste strane i jednako udaljenih od danog pravca takoder pravac -
no to je tvrdnja koja je ekvivalentna Petom postulatu. Proklo je ¢ak ”do-
kazao” Peti postulat, ali se ispostavilo da dokaz nije logicki ispravan zbog
krivih pretpostavki. Nadalje, Nasir al-Din ’I‘usiE] pokusao je dokazati Peti
postulat na nacin da je pretpostavio egzistenciju pravokutnika, dok je John
Wallis® koristio aksiom

" Postoje slicni trokuti”

za koji se ispostavilo da je takoder ekvivalentan Petom postulatu. Na kraju
¢emo jos spomenuti neke tvrdnje koje su ekvivalentne Petom euklidovom

postulatu, odnosno Aksiomu (Vg):

e Pravac koji sijece jedan od dva pravca u istoj ravnini koji se ne sijeku,

sijece i drugi od ta dva pravca

3Proklo (410.- 485.), jedan od posljednjih ucitelja u atenskoj gkoli
‘Posidon iz Rhodosa (135. pr. Kr. - 51. pr. Kr.), gréki filozof, astronom i

matematicar koji je osnovao skolu u Rhodosu.
’Pravim imenom Aub-Jafar Muhamed ben Hasan at-Thusi (1201. - 1274.), perzij-

ski erudit, bavio se geometrijom, astronomijom, geografijom i filozofijom. Dao je tumacenje

prvih 12 knjiga Euklidovih Elemenata.
6John Wallis (1616. - 1703.), engleski matematicar
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e Udaljenost izmedu dva pravca koji leze u istoj ravnini a ne sijeku se je

konac¢na

e Geometrijsko mjesto tocaka koje leze s istih strana danog pravca i imaju

istu udaljenost od njega je opet pravac
e Suma kutova trokuta jednaka je 2R

e Za svaku tocku unutar zadanog kuta moze se pronaci pravac koji sijece

oba kraka

e Dva pravca od kojih je jedan okomit a drugi kos prema tre¢em pravcu

se sijeku

e Kroz tri nekolinearne tocke moze se uvijek povuci kruznica

2.7 Model euklidske geometrije

U nekom sustavu aksioma nedefiniranim pojmovima mozemo dati odredeno
znacenje. To se zove interpretacija sustava aksioma. Potom se provjerava
jesu li aksiomi uz takvu interpretaciju tocne izjave. Ukoliko jesu, takvu
interpretaciju zovemo model. Jedan sustav aksioma moze se interpretirati
na vise nacina, odnosno moze imati vise modela. Dva modela mogu biti
jednaka, odnosno izomorfna. To znaci da postoji 1-1 korespodencija izmedu
tocaka modela P <+ P’ te takoder 1-1 korespodencija izmedu pravaca modela
[ < I’ takvih da P lezi na [ ako i samo ako P’ lezi na ['.

Postoji vise modela euklidske geometrije, a neki od njih su vektorski prostori
R? i R3 te euklidska ravnina E? i euklidski prostor E3. R? i E? su modeli
euklidske geometrije u ravnini, dok su R? i E® modeli euklidske geometrije u

prostoru. Euklidska geometrija u prostoru je prosirenje euklidske geometrije
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u ravnini kod kojeg promatramo jos jednu dimenziju, dok se sva teorija,
definicije, teoremi i ostalo iz ravninske geometrije analogno koriste u skladu
s time. Ovdje éemo se poblize upoznati s modelom euklidske ravnine E?
buduéi da smo do sada u ovom radu uglavnom spominjali aksiome, pojmove
i definicije u ravnini. Euklidska ravnina E? predstavlja skup R? (realne tocke
u ravnini) u kojem imamo definiranu funkciju metrike d, o ¢emu ¢emo vise
saznati uskoro. Sve napisano u ovom odlomku je preuzeto iz [2], [3, str. 1 -
2], [8], [9] 1 [IT].

Prvo objasnimo pojmove koje ¢emo ovdje koristiti.

Definicija 2.37 Vektorski ili linearni prostor nad poljem F' je uredena

trojka (V, +, h) gdje je (V, +) Abelova grupa, F polje, te h : I x V — V|
ha,a) =: aa

funkcija takva da za sve a,b € V i o, 5 € F vrijedi:

a(Ba) = (aB)a,

la = a,

(a+ B)a = aa + Ba,

ala+0b) = aa + ab.
Funkciju h nazivamo vangskim ili hibridnim mnoZenjem. Ako je F =R
onda vektorski prostor nazivamo realnim vektorskim prostorom. FEle-

mente vektorskog prostora nazivamo vektors.

Definicija 2.38 Neka je X realni vektorski prostor. Svaku funkciju
(): XxX =R, (|)zy) = (x|y), koja zadovoljava uvjete:
(U1) (w,z) > 0,

(U2) (z,2) =0 < z =0,
(U3) (x,y) = (y, ),
(U4) (x +y,2) = (z,2) + (y,2),
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(U5) (\z,y) = Mz, y),

za sve x, y, 2 € X 1 A € R, nazivamo skalarnim mnoZenjem na X.

Primjer 2.39 Na realnom vektorskom prostoru R™ funkcija
(]):R*"xR" — R koja svakom uredenom paru (P,Q) € R* x R", P =
(1, ey Zn), @ = (Y1, .-, Yn) € R™ pridruzuje realni broj

(P|Q) = Zw (2.1)

je skalarno mnoZenje.

Definicija 2.40 Neka je X realni vektorski prostor. Svaku funkciju
|l : X — R za koju vrijedi:

(N1) |[z[| = 0,

(N2) ||z|| =0« = =0,

(N3) |Az]] = [A] - lz]l, A eR,

(N4) Nz +yll < ll=ll + [lyll,

za sve x,y € X © A € R, nazivamo normom na X.

Definicija 2.41 Metrika ili udaljenost na skupu X je svaka funkcija
d: X x X — R za koju vrigedi:

(M1) d(z,y) >

(M2) d(xz,y) =0< x =y,
(M3) d(z,y) = d(y, z),

(M4) d(x,y) + d(y, z) = d(x, 2).

Sada mozemo re¢i nesto o jednom modelu euklidske geometrije - euklidskoj
ravnini £2.

Toéke euklidske ravnine E? su elementi vektorskog prostora R?. Pravci su
jednodimenzionalne linearne mnogostrukosti, tj. translati jednodimenzional-

nih potprostora od R2. To su skupovi oblika [ =T + [v] za T,v € R v # 0.
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2.7. Model euklidske geometrije

Pritom je [v] = {aw | @ € R} potprostor razapet s v kojeg nazivamo smjer

pravca [.

Slika 2.15: Pravac [ =T + [v]

Navedimo neke tvrdnje koje vrijede u ovom modelu.

Propozicija 2.42 Kroz svake dvije tocke P,Q € E? prolazi jedinstveni pra-

vac.
Lema 2.43 Pravci su paralelni ako © samo ako imaju isti smyjer.

Propozicija 2.44 Za svaki pravacl i tocku T u E? postoji jedinstveni pravac

kroz T koji je paralelan s .

Slika 2.16: Propozicija [2.44]

U ovom modelu mozemo definirati funkciju udaljenosti tocaka iz E? koja

je definirana formulom

d(P,Q) = [|Q - P. (2.2)
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2.7. Model euklidske geometrije

Pritom funkciju

I R* = R, 2] = /{z,2)

nazivamo norma 2.2
Ta norma je inducirana iz standardnog skalarnog mnozenja
(z,y) = 2191 + 292

Funkcija d zadovoljava aksiome metrike, ||.|| aksiome norme, a (.,.) aksiome
skalarnog produkta. Nejednakost trokuta proizlazi iz nejednakosti Schwarz-

Cauchy-Bunjakovskog.

Teorem 2.45 (Nejednakost S-C-B). Za svaka dva vektora x,y vrijedi |(x,y)]

IN

llz|| - [|y||. Jednakost se dostize ako i samo ako su x iy proporcionalni.

Za vektore x i y kazemo da su okomiti ili ortogonalni i piSemo z | y ako
vrijedi |(z,y)| = 0.

Propozicija 2.46 Ako su praveil im u E* okomiti, onda se sijeku, tj. nisu

paralelna.

Propozicija 2.47 Za svaki pravacl i tocku T u E? postoji jedinstveni pravac

kroz T koji je okomit na .

Navest ¢emo jos nekoliko rezultata koji vrijede u svim modelima euklidske
geometrije, pa onda i u ovome. Za pocetak ¢emo objasniti Sto podrazumije-

vamo kada kazemo da su neke tocke jednako udaljene.

Definicija 2.48 Neka sul il' pravci, A, B,C, ... tocke na pravcul i AA', BB',

CC’, ... okomice iz tih tocaka na pravacl’. Kazemo da su tocke A, B, C, ... jed-

nako udaljene od pravca l' ako su sve odgovarajuée duzine AA’, BB',CC’, ...

na tim okomicama izmedu dvaju pravaca kongruentne.
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2.7. Model euklidske geometrije

Slika 2.17: Propozicija [2.47

A B [
< * >
yi |l | | y ]
\ Ar‘ Bn’ (Tf {

Slika 2.18: Definicija [2.48

Napomena 2.49 Kako bi prethodna definicija tmala smisla, na pravcu [
treba uzeti barem dvije tocke (a moZemo i vise) iz kojih se promatraju okomice

na pravac .

Pogledajmo kako definiramo udaljenost dvaju pravaca.

Definicija 2.50 Neka su dani pravei l i l'. Udaljenost pravaca l 11" defini-

rana je na sljedeci nacin:

d(l,I"y =inf{ d(P,Q) |P€l, Qel}.

Ocito je najmanja moguca udaljenost pravaca jednaka 0, a to se postize u
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2.7. Model euklidske geometrije

slucaju kad se pravci sijeku. Sljedeci rezultat govori da je skup tocaka pravca

[ koje su jednako udaljene od njemu paralelnog pravca [’ beskonacan.
Teorem 2.51 Bilo koja dva paralelna pravea | i l' su jednako udaljena.

Sada ¢emo se upoznati s pojmom cetverokuta i vidjeti sto vrijedi za zbroj
njegovih kutova. Definicija je opcéenita, tj. vrijedi u euklidskoj geometriji, a

ne posebno u ovom modelu.

Definicija 2.52 Neka su dane cetiri tocke A, B, C i D takve da nijedne tri

nisu kolinearne 1 takve da bilo koji par duzina AB, BC,CD i DA ili nema
zajednickih tocaka ili ima samo jednu zajednicku krajnju tocku. Cetverokut
ABCD se sastoji od spomenute cetiri duzine koje zovemo strane cetverokuta

i od cetiri tocke koje se zovu vrhovi cetverokuta.

Slika 2.19: Definicija [2.52

Teorem 2.53 Suma kutova u svakom cetverokutu je 2m.

Iduc¢i teorem govori o tome kolika je suma unutarnjih kutova trokuta u euk-
lidskoj geometriji. Kasnije ¢emo vidjeti da to ne vrijedi u hiperbolickoj i

eliptickoj geometriji.

Teorem 2.54 Suma kutova trokuta 1znosi m.
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2.7. Model euklidske geometrije

Sada ¢emo navesti Talesov pouc¢ak prema kojem je obodni kut nad promjerom

kruznice pravi.

Korolar 2.55 (Talesov poucak o kutu nad promjerom) Ako je AB promjer
kruznice, a C bilo koja tocka kruznice razlicita od A i B, onda je NACB

pravokutan trokut s pravim kutom kod tocke C'.

Slika 2.20: Korolar [2.55
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Poglavlje 3
Hiperbolicka geometrija

U ovom poglavlju ¢emo opisati geometriju koju dobivamo ako zamijenimo
Aksiom o paralelama sa jednim novim aksiomom - Aksiomom [3.1] Pogledat
¢emo kako to utjece na neke vazne rezultate koji govore o svojstvima paralela
i trokuta, te medusobnom odnosu dvaju pravaca u ravnini. Na kraju ¢emo
opisati jedan model hiperbolicke geometrije. Sve §to ¢emo ovdje spomenuti

preuzeto je iz ([1], str. 73-119), [2], [§] i [10].

3.1 Uvod

U 2l poglavlju smo spomenuli ¢etiri grupe aksioma koje tvore apsolutnu
geometriju. Dodavanjem Petog postulata aksiomima apsolutne geometrije
dobili smo euklidsku geometriju. Pogledajmo $to ako bi umjesto Petog pos-
tulata aksiomima koji ¢ine apsolutnu geometriju dodali aksiom o paralelama

koji glasi ovako:

Aksiom 3.1 (Viy) Tockom van pravca prolaze bar dva pravea koji ne sijeku

taj pravac.

U tom slucaju dobivamo hiperbolicku geometriju. Sam aksiom o paralelama



3.2. Suma kutova trokuta

navodi da postoje barem dva pravca, ali iz toga slijedi da tockom van danog
pravca prolazi beskonacno mnogo njemu paralelnih pravaca, tj. pravaca koji
ne sijeku dani pravac. Dakle, promjenom aksioma paralelnosti hiperbolicka
geometrija se bitno razlikuje od euklidske u kojoj postoji totno jedan takav
pravac. Ocito je da su sve tvrdnje koje vrijede u apsolutnoj geometriji istinite
i u hiperbolickoj geometriji. Medutim, svi rezultati kod kojih se prilikom
dokazivanja koristi aksiom (V) ne moraju biti istiniti u euklidskoj geometriji.

Pokazimo neke vaznije rezultate koji to potvrduju.

3.2 Suma kutova trokuta

Sve euklidske definicije geometrijskih likova ostaju iste i u hiperbolickoj ge-
ometriji, pa tako i definicija trokuta. Medutim, zbog same prirode hiper-
bolicke geometrije neka svojstva su razlic¢ita u toj geometriji, a upoznat ¢emo
ih u nastavku.

U apsolutnoj geometriji za sumu a+ 3+~ kutova u trokutu vrijedi da je ona
manja ili jednaka 2R, Sto je istinito i u euklidskoj i u hiperbolickoj geometriji.
U euklidskoj geometriji ta nejednakost prelazi u jednakost ao + 5 + v = 2R.
Sljedeéi teorem navodi kako je u hiperbolickoj geometriji zbroj kutova tro-

kuta strogo manji od 2R.
Teorem 3.2 Suma s = o+ [ + v kutova trokuta manja je od 2R.

Dokaz. Pretpostavimo da je s = 2R.

Promotrimo sada pravac p i tocku 7' izvan njega. Spustimo jedinstvenu oko-
micu iz 7' na pravac p i nozisSte oznac¢imo sa N. Zatim u tocki 7" dignimo
okomicu na pravac T'N. Oznacimo tu okomicu sa q. Pravci p i ¢ se ne sijeku.
To smo dokazali u apsolutnoj geometriji.

Neka je sad r proizvoljni pravac kroz T' koji je razli¢it od ¢q. Tvrdimo da on
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3.2. Suma kutova trokuta

mora sjeéi pravac p. Oznac¢imo sa € = Z(q,r). Neka je A tocka na pravcu p

tako da vrijedi ZTAN < e ([1], str.70, Zadatak 35).

T
L] € q
r
,_
N A p

Slika 3.1: Teorem

Trokut ANT A je pravokutan pa je zbog nase pretpostavke ZNTA+/NAT =
R. Kako je ZTAN < € onda je ZNTA > R—e¢. Nadalje, Z(T—N>,7") = R—c¢,
dakle r je unutar kuta ZNT A pa pravac r sijece NA, a onda i p. Vidimo da
je q jedini pravac kroz T koji ne sijece p, sto je u kontradikciji s Aksiomom
(Vi)

Dakle, mora biti s < 2R bududi je ve¢ receno da za sumu kutova trokuta
vrijedi s < 2R, a upravo smo pokazali s # 2R. =

Prije nego nastavimo s navodenjem teorema i propozicija koje vrijede u hi-
perbolickoj geometriji, upoznajmo se s jos jednim pojmom koji vrijedi u

apsolutnoj geometriji, pa tako i u hiperbolickoj.

Definicija 3.3 Vangski kut trokuta AABC pri vrhu A je kut izmedu polu-

pravca AC' i polupravea koji je komplementaran polupravcu AB.

Napomena 3.4 Ukoliko promatramo vanjski kut trokuta pri vrhu A, njemu

nesusjedni unutarngi kutovi su oni pri vrhovima B 1 C.
U hiperbolickoj geometriji vrijedi sljedeci rezultat. Mozemo naslutiti da on
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3.2. Suma kutova trokuta

ne vazi u euklidskoj geometriji, a to ¢emo potvrditi nakon Sto u nastavku

navedemo Propoziciju [3.6|

Teorem 3.5 Vangski kut trokuta veci je od sume dvaju nesusjednih unutar-

ngih kutova.

Dokaz. Neka je (' vanjski kut trokuta AABC.

Slika 3.2: Teorem

Tada je § + B = 2R. Prema Teoremu (3.2 je a + 8 + v < 2R pa je

a+B8+y<pf+p,t]. F>a+y. =
Teorem opisuje odnos izmedu mjereﬂ vanjskog kuta trokuta i njemu ne-
susjednih unutarnjih kutova. Analogan rezultat ovom teoremu u euklidskoj

geometriji je sljede¢a propozicija:

Propozicija 3.6 Svaki vangski kut trokuta jednak je zbroju onih unutarnjih

kutova trokuta koji s njime nisu susjedni.

!Neka je K skup svih neorijentiranih kutova. Mjera neorijentiranih kutova je svaka
strogo rastuéa funkcija ¢: K — R takva da je p(a + ) = () + ¢(8), kad god je suma
o + (B definirana. Za svaki realni broj s > 0 postoji jedinstvena mjera neorijentiranih
kutova p: K — RJ za koju je p(w) = s i ¢: K — [0,s] je bijekcija. Posebno, ako je
s = 180, onda je broj ¢(a) mjera kuta a u stupnjevima, dok se za s = m dobiva mjera u

radijanima.
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Dokaz Propozicije [3.6| je analogan dokazu Teorema a razlika medu njima
je sto se umjesto Teorema koristi njemu analogan rezultat u euklidskoj
geometriji - Teorem Iskazimo jos jednu vaznu tvrdnju koja se odnosi
na trokute u hiperbolickoj geometriji i usporedimo je s analognom tvrdnjom

u euklidskoj geometriji. Kasnije ¢emo rec¢i nesto vise o trokutima u odjeljku

3.4l
Teorem 3.7 Suma kutova trokuta nije ista za sve trokute.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da svi trokuti imaju istu sumu kutova.
Promotrimo AABC' i odaberimo bilo koju unutrasnju tocku D na stranici
BC. Prema pretpostavci vrijedi (o + ag) + 8+ v = oy + 3 + ;. Slijedi
as +7 =0, = 2R — 6y i dalje ay + v+ 62 = 2R, no to je u kontradikciji s
Teoremom (primijenjenom na trokut AADC). m

Slika 3.3: Teorem

Teorem tvrdi da zbroj kutova trokuta nije konstantan za sve trokute

u hiperbolickoj geometriji, za razliku od euklidske geometrije gdje vrijedi

sljededi teorem:

Propozicija 3.8 Zbroj unutarnjih kutova u trokutu jednak je ispruzenom

kutu, tj. iznosi ™ radiyjana.
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Sljededi teorem navodimo bez dokaza, a govori o kongruenciji trokuta u hiper-
bolickoj geometriji. Primijetimo da se pojam kongruencije pojavljuje prije
uvodenja Petog postulata, pa njena definicija ostaje ista u svim geometri-
jama uz drugacije interpretacije. Moguce je da uz postojec¢e karakteristike
zbog same strukture pojedine geometrije u njoj vrijede i dodatna svojstva.
Na primjer, u euklidskoj su geometriji dva trokuta slicna ako se podudaraju
u odgovaraju¢im kutevima, a kongruentna ako se podudaraju u svim strani-
cama i odgovarajuc¢im kutovima. Pogledajmo sljedeci rezultat koji vrijedi u

hiperbolickoj geometriji:

Teorem 3.9 Dwa su trokuta kongruentna ako su im odgovarajuci kutovi jed-

naki.

Iz ovoga slijedi da u hiperbolickoj geometriji ne postoji pojam sli¢nih trokuta
jer Teorem u euklidskoj geometriji zapravo predstavlja uvjet za slicne

trokute.

3.3 Paralele i razilazni pravci

Definicija paralela u hiperbolickoj geometriji razlikuje se od onog u euklidskoj
geometriji. Razlog tomu je to sto po Aksiomu (V) tockom van danog pravca
prolaze barem dva pravca koja ne sijeku zadani pravac. U nastavku slijede
cetiri teorema koji ¢e nam pribliziti ovu tematiku.

Sljede¢a dva teorema vrijede i u euklidskoj geometriji jer se pri njihovom

dokazivanju ne koristi Aksiom (V).

Teorem 3.10 Neka je dana tocka T van pravca p i neka je TN okomica
iz tocke T na pravac p. Ako pravci a i b koji prolaze tockom T zatvaraju
kongruentne kutove s okomicom TN, tada pravci a @ b istovremeno oba ili

sijeku ili ne sijeku pravac p.
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T
b
a
u N
A N B, P

Slika 3.4: Teorem (3.10

Dokaz. Neka je dan pravac p, tocka T van njega i oznac¢imo sa N noziste
okomice iz T na p. Neka su a i b pravci koji prolaze tockom T i neka vrijedi
/(a,TN) = Z(b,TN).

Neka pravac a sijece p u tocki A. Uocimo duzinu AN. Odredimo tocku B tako
da vrijedi (A-N-B) i AN = NB. Trokuti AANT i ATN B su kongruentni
pa je ZATN = /BTN, tj. Z(a,TN) = /BTN i Z(a,TN) = Z/(b,TN) i
zbog jedinstvenosti mora biti b = T'B, tj. pravac b sijece p.

Pretpostavimo sada da pravac a ne sijece p. Tvrdimo da pravac b ne sijece
p. Naime, kad bi pravac b sjekao p onda bi, prema prethodnom, i pravac a
sjekao p sto je u kontradikciji s naSom pretpostavkom. m

Prethodni teorem vrijedi u euklidskoj, ali takoder i u eliptickoj geometriji.
Medutim, u eliptickoj geometriji se ne moze dogoditi slucaj da pravci a i b
iz Teorema (3.10| ne sijeku pravac p. Naime, kasnije ¢emo pokazati da se u
toj geometriji svaka dva pravca sijeku, pa je jedino moguce da oba pravca

istovremeno sijeku p.

Teorem 3.11 Ako je TN okomica iz tocke T na pravac p i A varijabilna

toékﬂ jednog polupravca od p s pocetkom u N, onda kut ZNTA monotono

2Nije fiksno odredena to¢ka pravca, veé je mozemo pomicati duz njega pa kut ZNTA
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raste ostajuci uvijek Siljasti ukoliko duljina duzine N A monotono raste.

Dokaz. Neka je NA; < NA,y. Tvrdimo da je ZNTA; < ZNTA,.

N AN AN D

Slika 3.5: Teorem [3.11

S —
Kako je NA; < N A vrijedi (N-A;-As) pa je T'A; unutarnji polupravac kuta
/NTA,, tj. ZNTA, < ZNTA,. Nadalje, kako je suma kutova u trokutu
manja od 2R 1 ZN = R, zaklju¢ujemo da je ZNT A, siljasti kut. =

Teorem 3.12 Ako udaljenost nozista N okomice TN iz T na pravac p od
sjecista A pravca p s varijabilnim pravcem a kroz T neograniceno raste, tada
kut Z(_T—]_>V, a) konvergira odredenom kutu w koji je mangi od R. Svaki pravac
a koji prolazi kroz T v s polupravcem ﬁ tvort kut ¢ < w siyjece p, a svaki

—
pravac b kroz T koji s polupravcem T'N tvori kut o > w, p < R ne sijece p.

Dokaz. Promotrimo polupravce s pocetkom u tocki T' koji sijeku pravac
p. Neka su to polupravci ay, ..., @y, ..., sjecista tih polupravaca s pravcem p
ozna¢imo sa Aj, A, ..., A,, ..., 1 neka udaljenosti od A; do N neograni¢eno
rastu. Oznacimo sa ¢, = ZNTA,,n € N. Prema Teoremu [3.11] kutovi ¢,
monotono rastu, tj. ¢, < @, 1 vrijedi ¢, < R za svaki n € N. Dakle,

(¢n) je monotono rastudi i odozgo omedeni niz pa postoji lim, . @, = w i

ovisi o polozaju tocke A.
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w<R.
Neka je g pravac za koji je Z(T'N,q) = w. Neka je a pravac kroz T sa svoj-

—
stvom da je Z(T'N,a) = ¢ < w.

N Ay Ay Az A A, P

Slika 3.6: Teorem [3.12

(1) Pravac a sijece p.

Kako je w = lim,, . ¢y, postoji ng € N takav da je ¢ < ¢, < w, ¢im
je n > ng. Dakle, za gotovo sve n € N je Z(]T)V,a) =@ < o, tj. aje
unutarnja zraka kuta ¢,,n > ng. Kako je ¢, = ZNTA,, tj. a je unutarnji
polupravac kuta ZNT A,,, mora a sje¢i N A,,, dakle postoji tocka A na pravcu
ai (N-A-A,) ([, str. 45, Teorem 2.2.17).

(2) Pravac ¢ ne sijece p.

Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji zajednicka tocka () pravaca p i q.
Kako duzina NA,,,n € N, stalno raste, mora postojati n € N tako da vrijedi
NQ < NA,. No, to bi povlacilo da je ZNTQ < /NTA,, tj. w < ¢, - §to je
u kontradikciji s ¢injenicom da je ¢, < w, za svaki n € N.

(3) Proizvoljni pravac b koji prolazi tockom T' i za koji vrijedi A(T—>, b) =¢
1w < ¢ < R ne sijece p.

Kada bi pravac b sjekao p onda bi pogotovo pravac ¢ morao sjeci p, Sto je u

kontradikciji s prethodno dokazanom tvrdnjom.

(4) Preostaje dokazati da je w < R.
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3.3. Paralele i razilazni pravci

Pretpostavimo suprotno, tj. w = R. Tada bi svaki pravac a sa svojstvom
z(ﬁv, a) < w sjekao pravac p pa bi ¢ bio jedini pravac koji ne sijece p §to
je u kontradikciji a Aksiomom (V) koji kaze da postoje barem dva razli¢ita
takva pravca. m

Teorem [3.11]i Teorem [3.12] vrijede i u euklidskoj geometriji. Posljedica pret-

hodna dva teorema je da vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 3.13 Neka je T bilo koja tocka koja nije na pravcu p. Tada postoje
toéno dva pravca g1 © g tockom T, simetriéncﬂ obzirom na okomicu iz'T' na
p, koji ne sijeku pravac p i imaju svojstvo da svaki pravac koji prolazi tockom
T unutar onog kuta Z(q1,q2) u kojem je okomica iz T na p, sijece pravac p,

a svi ostali pravei tockom T ne sijeku pravac p.

Slika 3.7: Teorem (3.13

Definicija 3.14 Neka je p bilo koji pravac i T bilo koja tocka izvan njega
te P i A bilo koje tocke pravca p. Tada cemo pravac q koji prolazi tockom

T zvati paralelom s pravcem p kroz tocku T u smjeru od P prema
T

A, i pisati q||p, ako pravac q ne sijece p i ako svaki polupravac unutar kuta
PA

A(JTF%, q) u kojem lezi tocka A sijece pravac p.

3Za informacije o osnoj simetriji s obzirom na pravac pogledati Aksiom W
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T

A
~

/P A S p

Slika 3.8: Definicija |3.14

U euklidskoj geometriji se za paralelne pravce kaze da oni imaju beskonacno
daleku zajednicku tocku. Analogno tome, u hiperbolickoj geometriji postoje
dvije zajednicke tocke u beskonacnosti, dva kraja, pa je smisleno pisati qﬁp,
Sto je oznaka za paralelu ¢ sa p kroz T' prema kraju K. "

Pogledajmo o cemu govori sljedeci teorem.

T
Teorem 3.15 Ako je ql|p i T" # T proizvoljna toc¢ka pravcea q razlicita od T,
K

Tl
onda je i ql|p.
K

Slika 3.9: Teorem [3.15

95



3.3. Paralele i razilazni pravci

Iz prethodnog teorema slijedi da se uloga tocke T" moze zanemariti pa se zbog
toga moze koristiti nova oznaka: ¢||p.

Prethodni, kao i sljede¢a tri teorefna navodimo bez dokaza, a pokazuju da
je relacija ”biti paralelan” simetri¢na i tranzitivna. Zainteresirani ih mogu

pronadi u ([1], str. 80-85).

Sad slijede dva teorema, za simetri¢nost i tranzitivnost.

Teorem 3.16 Ako je q||p, onda je i pl|q.
K K

Teorem 3.17 Ako je allc i b||c onda je i al|b.
K K K

Napomena 3.18 Buduci se refleksivnost podrazumijeva, iz prethodnih te-
orema slijedi da je “biti paralelan” relacija ekvivalencije i u hiperbolickoj

geometriji (kao i u euklidskoj) medu pravcima.

Teorem 3.19 Ako je allb te pravci a i b leZe sa suprotnih strana pravea c,
K
onda je c||a i c||b.
K K

Slika 3.10: Teorem [3.19

Definicija 3.20 Za dva pravca u istoj ravnini koji se ne sijeku i nisu para-

lelni kaZemo da su razilazns.
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3.3. Paralele i razilazni pravci

b

a

Slika 3.11: Definicija|3.20|- Pravac a je paralelan s pravcima c i d, a razilazan

s pravcem b

Za razilazne pravce a i b koristi se oznaka a)(b.

Napomena 3.21 U hiperbolickoj geometriji postoji pravac koji sijece dvije

paralele, ali trecu paralelu ne sijece.

w\
>

Slika 3.12: Napomena [3.21

Razmotrimo malo takvu konstrukciju. Neka je a||b i bljc. Odaberimo pro-
K K

izvoljne tocke A € a i C' € ¢. Bududci su A i C sa suprotnih strana pravca

b to postoji tocka B € b u kojoj b sijece AC. Tockom B povucimo paralelu

b'||c. Paralela ' sijece pravce b i a, a ne sijece pravac c.
K/
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3.3. Paralele i razilazni pravci

Teorem 3.22 Neka su a,b ic pravci. Ako su a i b okomiti na pravac ¢ onda

su oni razilazni.

Dokaz. Povucimo tockom B paralelu ¢ s pravcem a, ¢|la. Neka je w =

K
/ABK.
B4 b
[ q K
| ] N
A a K

Slika 3.13: Teorem [3.22

Vrijedi w < R, jer po Teoremu [3.11fimamo da se pravci a i b ne sijeku. Osim
toga, b nije paralelan sa a. Dakle, a i b su razilazni pravci. m
Prethodni teorem vrijedi u hiperbolickoj geometriji. Njegov analogon u euk-

lidskoj geometriji je sljedeci rezultat.

Teorem 3.23 Ako su dva pravca okomita na treéi pravac, onda se ta dva

pravea ne sijeku.

Dakle, Teorem |3.23| nam govori o tome kada mozemo zakljuciti da su dva

pravca u euklidskoj geometriji paralelna.

Teorem 3.24 Ako pravac c sijece pravce a i b i tvori s njima kongruentne

izmjenicne kutove, onda su pravci a i b razilazni.

Prethodni rezultat, Teorem vrijedi u hiperbolickoj geometriji, a njemu

analogna tvrdnja u euklidskoj geometriji je sljedeca propozicija.
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3.3. Paralele i razilazni pravci

A’

Slika 3.14: Teorem [3.24

Propozicija 3.25 Ako pravac ¢ sijece druga dva pravca a i b i tvori s njima

jednake unutarnge izmjenicne kutove onda su pravci a i b paralelns.

Neka su sada a i b pravci sa svojstvom da ih pravac ¢ sijece u tockama
A i B i tvori jednake izmjenicne kutove. Povucimo tockom A paralelu
a’ s b prema kraju K. Po pretpostavci je ZABK = ZBAL'. Kako je
LBAL + ZBAL = 2R, vrijedi ZABK + ZBAL = 2R. Nadalje, iz a)(b
imamo da je /BAL > /BAK. Dakle, vrijedi /BAK + ZABK < 2R. Do-
bili smo: ako je a'[|b, onda vrijedi ZBAK + ZABK < 2R. Time je dokazana
tvrdnja koja je né{gacija Petog Euklidovog postulata.

Pogledajmo kako glasi negacija originalne izreke Petog postulata (P-5):
Neka duzina koja sijece duvije duzine ¢ini unutarnje kutove s iste strane ma-
ngima od dva prava kuta. Tada se dvije duZine, neograniceno produZene, ne
sastaju s one strane na kojoj su kutovi manji od dva prava kuta.

Dakle, u gornjem primjeru imamo pravac ¢ koji sije¢e paralelne pravce a’' i b
i ¢ini unutarnje kutove s iste strane manjima od 2R. Takoder znamo da se

pravci @' i b ne sastaju s te strane, jer su oni paralelni.

Teorem 3.26 Pravac ¢ koji sijece dva paralelna pravca a i b u tockama A 1

B tvort sa njima unutrasnje kutove ciji je zbroj manji od 2R.
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3.4. Asimptotski trokuti

Slika 3.15: Teorem [3.26

3.4 Asimptotski trokuti

Definicija 3.27 Figuru koju ¢ine dvije tocke P i Q, njihova spojnica PQ
1 polupravc FI—)( 7 67[_)( paralelnt prema kraju K zovemo jednokrajnikom.
Figuru koju cine tocke P, dva kraja K i L, pravac KL i polupravci ﬁ(
7 Pj paralelni s pravecem KL prema njihovim krajevima K @ L, nazivamo
dvokrajnikom. Figuru koju cine tri kraja K, L i+ M te tri pravca KL,
KM i LM paralelna v parovima prema krajevima K, L © M, ali ne sva tri

paralelna prema istom kraju, nazivamo trokrajnikom.

Jednokrajniku PQK tocke P i () su kona¢ni vrhovi, K kraj ili beskonaé¢ni
vrh, PQ konaéna stranica, a ZKPQ i ZKQP kutovi jednokrajnika. Dvo-
krajniku PK L tocka P je kona¢ni vrh, K i L su beskonaé¢ni vrhovi, a ZK PL
kut dvokrajnika. Trokrajnik K LM nema kutova, ima tri beskona¢na vrha
i tri beskonacne stranice. Jednokrajnici, dvokrajnici i trokrajnici se krace
nazivaju asimptotskim trokutima.

Teorem koji slijedi u nastavku je analogan sljede¢oj propoziciji koja

vrijedi u euklidskoj geometriji:

Propozicija 3.28 Ako pravac sijece jednu stranicu trokuta i ne prolazi niti

jednim vrhom tog trokuta, onda on sijece tocno jos jednu stranicu toga tro-
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3.4. Asimptotski trokuti

r
K
3

Q Jednokrajnik K
r
S
L K
$ > L ¢ > M
Dvokrajnik Trokrajnik

Slika 3.16: Definicija [3.27

kuta.

Propozicija[3.28|slijedi iz prvih dviju grupa aksioma, tj. iz Paschovog aksioma

iz Cega je jasno da se za nju ne koristi Peti postulat.

Teorem 3.29 Ako pravac a ne prolazi niti jednim vrhom asimptotskog tro-
kuta, a sijece jednu njegovu stranicu, onda a sijece jos toéno jednu stranicu

tog trokuta.

Dokaz. Dajemo dokaz samo za jednokrajnik. Neka su dani jednokrajnik
PQK i pravac a. Razlikujemo dva slucaja:
(A) Pravac a sije¢e konacnu stranicu, tj. neka a sijec¢e stranicu PQ u tocki
A, tj. neka vrijedi (P-A-Q).
(1) Povucimo tockom A paralelu ¢ sa pravecem QK prema kraju K.
Tada pravac a prolazi nutrinom kuta ZQAK ili pak nutrinom kuta ZPAK .
Primijetimo da je a # ¢, jer bi u tom slu¢aju a prolazio vrhom K.

(2) Ako pravac a prolazi nutrinom kuta ZPAK, onda zbog ¢||PK on
K

—
sije¢e polupravac PK.
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3.4. Asimptotski trokuti

Slika 3.17: Teorem [3.29|- (A)

(3) Ako pravac a prolazi nutrinom kuta ZQAK, onda zbog ¢||QK on
K

—
sije¢e polupravac QK.

—
(B) Pravac a sijece beskonacnu stranicu PR u tocki A.

Slika 3.18: Teorem |3.29|- (B)

(1) Spojimo A sa Q). Tada pravac a ili prolazi nutrinom kuta ZPAQ ili
nutrinom kuta ZQAK. Ne moze biti na spojnici AQ, jer bi u tom slu¢aju
pravac a prolazio vrhom Q.

(2) Ako pravac a prolazi nutrinom kuta ZPAQ, onda on sijece PQ (Po
Teoremu 2.2.17, [1]).

(3) Ako pravac a prolazi nutrinom kuta ZQAK, onda zbog PK}”(QK

—
sijee QK. m

62



3.4. Asimptotski trokuti

Prema Paschovom aksiomu, ako pravac sijece jednu stranicu trokuta i ne
prolazi niti jednim vrhom na toj stranici, onda taj pravac sijece barem joS
jednu stranicu tog trokuta. Teorem je 7jaca” tvrdnja u odnosu na njega
i govori o toénom broju stranica asimptotskog trokuta koje pravac sijece
ukoliko ne prolazi niti jednim vrhom tog trokuta.

Teorem [3.29 mozemo shvatiti kao poopéenje Propozicije[3.28 zbog toga sto su
asimptotski trokuti u hiperbolickoj geometriji poopc¢enje trokuta iz euklidske
geometrije.

Sljede¢i teorem govori o odnosu vanjskog i nesusjednog unutrasnjeg kuta

jednokrajnika u hiperbolickoj geometriji.

Teorem 3.30 Vangski kut jednokrajnika veci je od nesusjednog unutrasnjeg

kuta.

Dokaz. Prema Teoremu [3.26) je o + 5 < 2R.

Slika 3.19: Teorem [3.30

No, s druge strane je a + o’ = 2R, tj. a + 8 < o+ /. Slijedi 5 < o/, §to je
i trebalo dokazati. m
Za razliku od prethodnog rezultata, u euklidskoj geometriji imamo tvrdnju

koja opisuje odnos vanjskog kuta trokuta i nesusjednih unutrasnjih kutova.
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3.5. Funkcija Lobacevskog

Propozicija 3.31 Svaki vangjski kut trokuta jednak je zbroju onih unutarngjih

kutova trokuta koji s njime nisu susjedni.

Definicija 3.32 Za dva jednokrajnika kaZemo da su kongruentni ako su im

kongruentne konacne stranice te ako su im odgovarajuci kutovi kongruentna.

U sljede¢em teoremu ¢emo vidjeti kada su trokuti u euklidskoj geometriji

kongruentni, odnosno sukladni.

Teorem 3.33 (Poucak K-S-K) Dva su trokuta kongruentna ako i samo ako

se podudaraju u jednoj stranici © dva kuta uz tu stranicu.

U nastavku ¢emo navesti iskaz teorema koji govori o tome kad su dva jed-
nokrajnika kongruentna. Dokaz tog teorema moze se pronaci u [[1], str.88,

Teorem 3.3.5]

Teorem 3.34 Vrijedi:
(a) Dva su jednokrajnika kongruentna ako su im kongruentne konacne stra-
nice 1 jedan kut.

(b) Dva su jednokragnika kongruentna ako su im kongruentni kutov.

Analogon Teoremu m (b) u euklidskoj geometriji bio bi rezultat kojeg smo

ve¢ naveli u odjeljku 3.3 a rije¢ je o Teoremu [3.9|

3.5 Funkcija Lobacevskog

Sada ¢emo se upoznati s novim pojmom, a radi se o funkciji Lobacevskog.
O njoj ¢emo raspravljati samo u ovom poglavlju jer ona nije definirana u
ostalim geometrijama.

Neka je dan pravac p i tocka T van njega. Bududci da kroz tocku T prolazi
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3.5. Funkcija Lobacevskog

beskonacno mnogo paralela s p prema kraju K, u nastavku ¢emo podra-
zumijevati da promatramo onu paralelu ¢ za koji je pripadni kut ZNTK
najmanji. Oznac¢imo sa N noziste jedinstvene okomice iz tocke T na p.

.T.

T

d

Slika 3.20: Definicija [3.35

Definicija 3.35 Kut ZNTK naziva se kutom paralelnosti duzine TN,

a duzina TN distancom paralelnosti kuta /NTK.

Teorem 3.36 Neka je dan pravac p, tocka T van njega @ pravac q paralelan
s p koji prolazi tockom T prema kraju K. Neka je N nozZiste okomice iz
tocke T na pravac p. Takoder, neka su dani pravac p', tocka T' van njega
i pravac ¢ paralelan s p' koji prolazi tockom T’ prema kraju K'. Neka je
N’ noziste okomice iz tocke T' na pravac p'. Ako je TN = T'N’, onda je
/NTK = ZN'T'K’, tj. kongruentnim duZinama odgovaraju kongruentni

kutovi paralelnosti.

Dokaz. Neka su TNK i T"N'K' jednokrajnici kojima je ZN = ZN' = R i
TN=T'N'.

Po Teoremu [3.34] (a) jednokrajnici TNK i T"N'K’ su kongruentni $to znadi
da je ZNTK = ZN'"T"K’, tj. i kutovi paralelnosti su kongruentni. m
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3.5. Funkcija Lobacevskog

K K’

-
-

N ' N

Slika 3.21: Teorem [3.36

Iz prethodnog teorema, zakljuéujemo kako je za danu duzinu TN jednoznaéno
odreden pripadni kut paralelnosti kojeg ¢éemo oznagiti sa w = 7(TN).

Funkciju 7: RT — (0, R) nazivamo funkcijom Lobacevskog. Sljedeéa
cetiri teorema navodimo bez dokaza, a pomoci ¢e nam da bolje upoznamo

svojstva funkcije Lobacevskog.

Teorem 3.37 Funkcija Lobacevskog je bijekcija.

Teorem 3.38 Funkcija Lobacevskog m : RT — (0, R) je monotono padajuca,

neprekidna funkcija za koju vrijedi lim 7(TN) =0 i lim n(TN) = R.
TN—00 TN—0

Teorem 3.39 Za svaki kut o < 2R postoji jednoznacno odreden pravac koji
je paralelan s krakovima tog kuta prema njihovim krajevima, tj. postoji dvo-

krajnik.

Slika 3.22: Teorem [3.39

Neposredna posljedica prethodnog teorema je sljedeéi rezultat:
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3.6. Medusobni odnosi dvaju pravaca u ravnini

Teorem 3.40 Postoji trokrajnik.

Slika 3.23: Teorem [3.40

Sada mozemo uociti zasto u drugim geometrijama koje ovdje spominjemo
nema funkcije koja bi bila analogna funkciji Lobacevskog. Naime, u eliptickoj
geometriji paralelni pravci ne postoje pa se takva funkcija ne bi niti mogla
definirati. S druge strane, u euklidskoj geometriji je kut paralelnosti jednak
R neovisno o duljini okomice TN, pa bi takva funkcija bila konstanta, tj.

vrijedilo bi 7(TN) = R, bez obzira na udaljenost tocaka T'i N.

3.6 Medusobni odnosi dvaju pravaca u rav-
nini

Ul i[2 poglavlju smo pomoéu navedenih rezultata mogli nauciti nesto o
medusobnom odnosu dvaju pravaca u apsolutnoj, pa tako i u euklidskoj
geometriji. U ovom odlomku ¢emo navesti nekoliko tvrdnji koje opisuju
medusoban odnos dvaju pravaca u ravnini u hiperbolickoj geometriji. Navo-

dimo ih bez dokaza, a zainteresirani ih mogu pronadi u [I], str. 104-109], [2],
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3.6. Medusobni odnosi dvaju pravaca u ravnini

[3]. Prvo ¢emo navesti teorem koji govori o broju parova tocaka takvih da

tocke iz jednog para leze na dva razlicita pravca i jednako su udaljene.

Teorem 3.41 Ako sul il' dva razlicita paralelna pravca u hiperbolickoj ge-
ometriji, onda bilo koji skup tocaka na pravcu | koje su jednako udaljene od

pravea I sadrzi najvise dvije tocke.

Teorem tvrdi da su najvise dvije tocke na pravcu [ jednako udaljene od
pravca [I’. Slika prikazuje slucaj kada postoje dvije takve tocke, dok je

Slika 3.24: Dva para tocaka koje su jednako udaljene

na Slici prikazana situacija kada ne postoji niti jedan takav par tocaka.
Teorem je analogan Teoremu [2.51] iz euklidske geometrije kojeg smo

. —

A

ul S
A’ B’ "

Slika 3.25: Ne postoji niti jedan par tocaka koje su jednako udaljene

naveli u2l poglavlju.

68



3.6. Medusobni odnosi dvaju pravaca u ravnini

Teorem 3.42 Udaljenost tocaka jedne od dviju paralela monotono opada u

smjeru zajednickog kraja.

Teorem 3.43 Ako je pllg i | > 0 dana duZina, tada na pravcu q postoji
K

jedinstvena tocka T koja je od pravca p udaljena za .

T
\
K
<+ >
p

Slika 3.26: Teorem |3.43

Teorem 3.44 Ako su A, B i C tri tocke jednog pravca, a P tocka van tog

pravca, tada polovista duzina PA, PB i PC nisu kolinearne tocke.

U hiperbolickoj geometriji razlikujemo tri vrste tocaka. Tocke koje su sjecista
pravaca zovu se "konacne tocke” i oznacujemo ih sa T'. Krajevi paralelnih
pravaca su " beskonacne tocke” i njihova oznaka je K. Posljednje su ”idealne
tocke” ciji je predstavnik zajednicka okomica dvaju razilaznih pravaca, a

takve tocke oznacavamo sa I.

Kao $to smo veé¢ spomenuli u odlomku [3.4] postoje tri ”poopéenja” trokuta:

e jednokrajnik (TTK)
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3.6. Medusobni odnosi dvaju pravaca u ravnini

konaéna bheskonac¢na

T tocka / K fotka

O

idealna tocka
zajednicka okomica

—

T

Slika 3.27: "Tocke” u hiperbolickoj geometriji

e dvokrajnik (TKK)
e trokrajnik (K KK)

i prema tome mozemo imati sljede¢a "poopéenja” pravokutnika (Slika [3.28)):
e T'T'I - dvopravokutnik

e T'II - cetveropravokutnik

111 - sesteropravokutnik
e KKI - dvostruko asimptotski dvopravokutnik

e KII - asimptotski ¢etveropravokutnik

TKTI - jednostruko asimptotski dvopravokutnik
Za sumu kutova c¢etverokuta ovdje vrijedi sljedeci teorem.
Teorem 3.45 Suma kutova cetverokuta manja je od cetiri prava kuta.

Dakle, promatrajuéi Teorem [3.45]i Teorem[2.53] vidimo da rezultat koji vrijedi
u hiperbolickoj geometriji ne vrijedi u euklidskoj, Sto je posljedica promjene

Petog postulata.

70



3.6. Medusobni odnosi dvaju pravaca u ravnini

1°1'l - dvopravokutnik TI - Eetveropravokutnik

KKl - dvostruko

asimptotski
Host t*mprrnnkm nik dvopravokutnik
K1l ahunpmhkl THI - jednostrinko
cotveropravokutnik asimptotski dvopravokutnik

Slika 3.28: "Poopéenja” u hiperbolickoj geometriji

U hiperbolickoj geometriji nemamo definiciju kvadrata, ali postoji pseudok-
vadrat. Taj pojam predstavlja cetverokut kojem su stranice kongruentne,
a svi kutovi su mu $iljasti. Nadalje, u hiperbolickoj geometriji ne vrijedi ni
Poucak o obodnom i sredisnjem kutu iz euklidske geometrije. To implicira da
ne vrijedi ni Talesov poucak, odnosno Korolar prema kojem je obodni
kut nad promjerom kruznice pravi. Umjesto njega, u hiperbolickoj geometriji

vrijedi njegov analogon:

Teorem 3.46 Obodni kut nad promjerom kruznice je Siljasti.
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3.7. Poincareov model hiperbolicke geometrije

Slika 3.29: Pseudokvadrat

3.7 Poincareov model hiperbolicke geometrije

Sada ¢emo reé¢i nesto o Poincareovom modelu hiperbolicke geometrije -
geometrije ravnine, jednom od najvaznijih poznatih modela. U njemu za

osnovne objekte - tocke i pravce uzimamo sljedece:

Slika 3.30: Tocke i pravci

e tocke su sve tocke jedne euklidske poluravnine, ne ukljucujuéi rub.

Rub je grani¢ni pravac, oznacavat ¢emo ga sa x
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3.7. Poincareov model hiperbolicke geometrije

e sve polukruznice u toj poluravnini okomitﬂ na grani¢ni pravac sma-
tramo pravcima, kao i sve polupravce te poluravnine koji su okomiti
na njezin granicni pravac. Polukruznice i polupravce ¢emo krace nazi-

vati h-pravci

Incidencija se interpretira kao i u euklidskoj geometriji: A € p ako tocka
A lezi na polukruznici (polupravcu) p. Pritom su svi planimetrijski aksiomi

incidencije ispunjeni.

Slika 3.31: Relacija poretka

Takoder je i druga grupa aksioma, aksiomi poretka, ispunjena ako poredak
definiramo na nacin: na h-pravcu p vrijedi poredak (A-B-C) ako vrijedi
(A-B’-C"), gdje su A', B’ i C" ortogonalne projekcije tocaka A, B i C' na
grani¢ni pravac x. Ukoliko se tocke A, B i C' nalaze na h-pravcu p onda je
(A-B-C') poredak u euklidskom smislu. Na Slici je prikazana interpreta-
cija Paschovog aksioma u ovom modelu hiperbolicke geometrije. Tu imamo
trokut odreden vrhovima A, B i C, dok je polukruznica p pravac koji sijece
stranicu BC, ne prolazi niti jednim vrhom na toj stranici (B ili C) i sijece

jo§ stranicu AC'.

4Polukruznica je okomita na graniéni pravac  ako njeno srediste lezi na z
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3.7. Poincareov model hiperbolicke geometrije

c

Slika 3.32: Paschov aksiom

Dedekindov aksiom ocito vrijedi za h-duzinm{’] iz razloga $to h-duzine
imaju svojstva neprekidnosti analogna onima u euklidskoj geometriji.
Kako bi interpretirali aksiome kongruencije, trebamo uvesti novo preslikava-

nje - inverziju u odnosu na kruznicu. Duljinu duzine AB oznacavat ¢emo sa

AB.

Definicija 3.47 Neka je o euklidska ravnina i k(O,r) C « kruZnica. Pres-
likavange f koje svakoj tocki M ravnine, razlicitoj od O, pridruzuje tocku
f(M) = M’ te ravnine tako da vrijedi:

(a) tocke O, M i M’ su kolinearne,

(b) tocke M i M' su s iste strane od O i

(c) |OM][ - |OM'| = r?,

nazivamo inverzijom (simetrijom) u odnosu na kruzZnicu k.

Tocku O zovemo pol inverzije, oznaka za kruznicu k(O,r) je k i zovemo
je kruznica inverzije, dok polumjer r zovemo radijus inverzije. Ukoliko
jos skupu toc¢aka dodamo ”beskonacno daleku tocku” oo (kojom prolaze svi
euklidski pravci), tada smatramo da se pol O preslikava u tocku oo.

Inverzija preslikava tocke ravnine tako da one ostaju s iste strane od O i

5Kao §to je u euklidskoj geometriji duzina skup svih toc¢aka pravca AB koje leze izmedu
A i B, tako je u hiperbolickoj geometriji h-duzina skup svih tocaka h-pravca AB koje leze
izmedu Ai B
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Slika 3.33: Konstrukcija pridruzene tocke

pritom ¢e onu tocku A koja se priblizava tocki O preslikati u tocku A’ koja
se priblizava tocki co. Takoder, unutrasnjost kruznice preslikava izvan nje i
obratno, dok tocke sa kruznice preslikava u njih same.

Pogledajmo na primjeru kako to preslikavanje djeluje. Neka je k = k(O,r)
kruznica inverzije i M bilo koja tocka. Neka je N diraliste tangente iz tocke
M na kruznicu inverzije k, a M’ tocka presjeka okomice iz N na pravac OM i
pravca OM. Vrijedi da je tocka M’ inverzna slika tocke M. Naime, uvjeti (a)
i (b) su ispunjeni pa preostaje jos samo provjeriti uvjet (c). Kako su trokuti
AOMN i AON M’ sliéni, imamo |OM|: [INO| = |[NO|: |OM’| iz ¢ega slijedi
|OM]| - |OM'| = r2.

Inverzija je definirana i u euklidskoj geometriji, a osim nje postoje i neka
druga preslikavanja ravnine. Na primjer, u euklidskoj, ali i u hiperbolickoj
geometriji postoji preslikavanje koje se zove osna simetrija. Osna simetrija
je izometrija, tj. preslikavanje koje ¢uva udaljenost. Pogledajmo sto su

izometrije i kako je definirana osna simetrija.

Definicija 3.48 Reci ¢emo da je preslikavanje f : M — M izometrija
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ravnine M ako je
d(f(A), f(B)) =d(A,B) za sve A,Be M
Identitetal| idy, : M — M je primjer izometrije ravnine M.

Definicija 3.49 Neka je f : M — M izometrija. Recéi éemo da je tocka
T € M fiksna to¢ka izometrije f ako je f(T) =T.

Sada dolazimo do preslikavanja koje zovemo osna simetrija s obzirom na

pravac, a ono je osigurano aksiomom simetrije:

Aksiom 3.50 Za svaki pravac p C M postoji jedinstvena izometrija s, :
M — M razlicita od idy za koju je s,(T) = T, za svaki T € p. Ta se
1zometrija zove osna simetrija s obzirom ma pravac p, a pravac p se

zove 08 stmetrije.

Osna simetrija s, djeluje kao ” presavijanje ravnine po pravcu p” ili ”zrcaljenje
p
s obzirom na pravac p”. Sljedeéi teorem je vazan, a daje nam vezu izmedu

izometrija i osnih simetrija.

Teorem 3.51 (Osnovni teorem o izometrijama) Svaka izometrija f: M —
M je ili osna simetrija ili kompozicija najvise triju osnih simetrija.
U iduce dvije tvrdnje ¢emo se upoznati sa osnovnim svojstvima inverzije.

Teorem 3.52 Pravac koji prolazi polom inverzije O preslikava se na samog

sebe (bez tocke O).

Teorem 3.53 Pravac koji ne prolazi polom inverzije O preslikava se na
kruznicu koja sadrzi O (bez O). Vrijedi i obrnuto: kruznica kroz pol O (bez

O) preslikava se na pravac (koji ne sadrzi O).

6Neka je A neprazan skup. Identiteta je svako preslikavanje f : A — A za koje vrijedi

f(a) = a, za svaki a € A.
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S;J{T)

Slika 3.34: Osna simetrija s obzirom na pravac p

Prije nego sto vidimo na koji je nacin interpretirana posljednja grupa aksioma

- aksiomi kongruencije u ovom modelu, upoznajmo se s pojmom grupe.

Definicija 3.54 Neprazan skup G s binarnom operacijom - naziva se grupa
ako zadovoljava sljedeca svojstva:

(i)a-(b-c)=(a-b)-czasvea,b, ce G,

(i1) postoji element e € G, kojeg nazivamo neutralni element ili jedinica,
takav da je a-e =e-a = a za svaki a € G,

(11i) za svaki a € G postoji element b € G, kojeg nazivamo inverzni element,

takav da jea-b=">b-a=-e

Neka je sada G grupa generirana svim inverzijama u odnosu na (polu)kruznice

i (polu)pravce ortogonalne na grani¢ni pravac z u Poincareovom modelu.

Definicija 3.55 Reéi éemo da je duzina AB kongruentna duZini A'B’,

oznaka AB = A'B', ako postoji f € G tako da je f(AB) = A'B’. Analogno,
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re¢i éemo da je kut ZAOB kongruentan kutu ZA'O'B’, oznaka ZAOB =
LA'O'B', ako postoji inverzija f € G tako da je f(LAOB)=/ZA0O'B’.

Sada ¢emo za primjer interpretirati aksiom (I115), dok se ostali aksiomi kon-
gruencije interpretiraju na slican nacin.

Treba dokazati da iz A’B' = AB i A”B" = AB slijedi A’B' = A"B".

Naime, ako je /B’ = AB, onda postoji f € G tako da je f(A'B’) = AB. Da
je A7B" = AB znaéi da postoji g € G tako da je g(A"B") = AB. Sada za
kompoziciju g™t o f € G vrijedi (g7 o f)(A'B") = g~ (f(A’B’)) = g (AB) =
A"B" paje A'B' = A"B".

Dakle, za sada smo vidjeli da su u Poincareovom modelu ispunjeni svi ak-
siomi apsolutne geometrije. Preostaje jos provjeriti vrijedi li Aksiom (Vg)
ili Aksiom (V). Medutim, ocito je Aksiom (V) ispunjen u Poincareovom
modelu, jer tockom M van pravca p (p je euklidska polukruznica kojoj je
AB promjer a O srediste) prolazi beskonaéno mnogo pravaca koji ne sijeku
pravac p. Pravci a i b su paralelni s pravcem p (to su euklidske polukruznice

kojima su euklidske duzine AM i BM sekante). Na Slici je pravac c

Slika 3.35: Paralele i razilazni pravci

razilazan s pravcem p, a pravac MM’ je okomica iz M na pravac p.
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Poglavlje 4
Elipticka geometrija

U prethodnom poglavlju smo se upoznali sa svojstvima geometrije koja je
dobivena zamjenom Petog postulata novim aksiomom paralelnosti. Sada
¢emo vidjeti osnovna obiljezja geometrije koju dobijemo ukoliko umjesto Pe-
tog postulata postavimo uvjet da u njoj ne postoje paralelni pravci. Uz to ¢e
biti potrebno izmijeniti neke aksiome apsolutne geometrije kako ne bi doslo
do kontradikcije. Takva geometrija se zove elipticka geometrija i opisat ¢emo
jedan model te geometrije. Literatura koristena u ovom poglavlju je [2] str.

39, 438 - 442), [3], [, [§] i [13].

4.1 Uvod

Za sada smo se upoznali s ¢injenicom da u euklidskoj geometriji uzimamo kao
aksiom tvrdnju da tockom P van danog pravca p prolazi najvise jedan pravac
q koji ga ne sijece, dok za aksiom u hiperbolickoj geometriji uzimamo da
postoje barem dva pravca koja ga ne sijeku - posljedi¢no iz tog aksioma slijedi
da u hiperbolickoj geometriji tockom van danog pravca prolazi beskonac¢no

mnogo pravaca koji ne sijeku pocetni pravac. Prirodno se postavlja pitanje



4.2. Model sfere

geometrije u kojoj bi vrijedilo sljedece:

Aksiom 4.1 (Vgp) Tockom van pravca ne prolazi niti jedan pravac koji ga

ne sijece.

Medutim, takvu geometriju ne mozemo formirati na analogan nacin
kao i hiperbolicku geometriju gdje smo Aksiom (Vy) pridruzili aksiomima
apsolutne geometrije. Kada bi im dodali Aksiom (Vgg), bilo bi naruseno
nacelo neprotuslovnosti.

Naime, u apsolutnoj geometriji vrijedi Korolar koji govori o egzistenciji
paralelnih pravaca u apsolutnoj geometriji. Prema njemu postoji barem je-
dan pravac kroz tocku van danog pravca koji je s njime paralelan. S druge
strane, Aksiom je negacija tog korolara. Zato Aksiom ne Mmozemo
pridruziti aksiomima apsolutne geometrije, jer bi u tom sluc¢aju doslo do kon-
tradikcije. Kako bi izbjegli tu situaciju, treba promijeniti neke od postojec¢ih

aksioma.

4.2 Model sfere

Prije nego opisemo osnovne pojedinosti vezane za svojstva elipticke geome-
trije, predstavit ¢emo jedan njen model kako bismo ih kasnije mogli lakse
predoéiti kroz primjere. Radi se o modelu sfere S2.

Sfera u R3 je skup svih vektora ¢ija je norma jednaka 1, odnosno:
S? ={z e R*||z| = 1}.

Ulogu pravaca na sferi imaju velike kruznice koje su dobivene kao presjek
sfere s ravninama kroz ishodiste. Jednadzbe tih ravnina su oblika (a,z) = 0,
za a € R\ {0}.

Jednadzba velike kruznice kroz P,Q € S? je (P x Q,x) = 0, pri ¢emu se
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4.2. Model sfere

Slika 4.1: Model sfere

vektorski produkt u R? rac¢una Laplaceovim razvojem determinante po prvom

retku:
€1 €2 €3

PxQ=1p py ps|-
@1 92 G3
Pritom su e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0) i e3 = (0,0, 1) vektori kanonske baze,
dok su p; i ¢; komponente vektora P i Q).
Presjek dviju velikih kruznica koje su zadane jednadzbama (a,z) = 0 i

(b,x) = 0 je par antipodalnih tocaka sfere

aXxb
fla > BII’
iz Cega slijedi da u sfernoj geometriji nema paralelnih pravaca, jer se svaka
dva pravca sijeku u paru antipodalnih tocaka.
Udaljenost toc¢aka na sferi S? ne podudara se s udaljenosti u prostoru R3.
Ideja je da d(P, Q) bude najkraca udaljenost od tocke P do tocke @) prilikom
gibanja po sferi. Ukoliko toc¢ke nisu antipodalne, onda kroz njih prolazi toc¢no

jedna velika kruznica, a ako su one antipodalne, onda beskona¢no mnogo
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velikih kruznica prolazi njima. Dakle, kako bi izra¢unali udaljenost d(P, Q)
zapravo trebamo racunati duljinu dijela velike kruznice koja prolazi tockama
P i@, a to se podudara s mjerom kuta izmedu vektora £(P, Q). Kako je

I|IP|l = 1|1@Q|| = 1, udaljenost racunamo po sljedecoj formuli:
d(P, Q) = arccos(P, Q).

Najvec¢u mogucu udaljenost na sferi imaju antipodalne tocke, a ona je jed-

Slika 4.2: d(P,Q) =7 id(P,R)=7/2

naka d(P,—P) = arccos(—1) = 7.

Naglasimo kako je definicija okomitosti pravaca slicna kao u apsolutnoj ge-

ometriji, ali uz malu preinaku. Ako gledamo kut izmedu dviju velikih kruznica,
taj kut je jednak kutu izmedu njihovih tangenti u tocki zajednickog presjeka.

Dakle, dva pravca u eliptickoj geometriji su okomita ako su tangente na njih

u tocki njihovog presjeka okomite.

Nadalje, ako imamo pravac [, svi pravci okomiti na njega nisu medusobno

paralelni, ali imaju zajednicku tocku zvanu pol pravca [. Na primjer, pol
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ekvatora je sjeverni, odnosno juzni pol buduéi se njih dvoje poistovjecuju jer

su antipodalni. U [2poglavlju naglasili smo kako Propozicija i Teorem

Slika 4.3: Pravci okomiti na pravac [ sijeku se u polu P, odnosno ()

ne vrijede u eliptickoj geometriji. Sada kada smo se upoznali s njenim
prikazom, mozemo objasniti zasto te tvrdnje ne vrijede. Naime, pogledajmo
neku veliku kruznicu na sferi i njen pol. Svaki pravac koji prolazi kroz taj pol
je okomit na pocetnu veliku kruznicu, a ocito je da se ti pravci sijeku. Kako
bismo si to lakSe docarali, mozemo zamisliti ekvator na sferi i sjeverni pol.
Svaki meridijan je okomit na ekvator, a meridijani se sijeku u sjevernom polu.
Sferni trokut ¢ine tri nekolinearne tocke A, B, C' € S?, odnosno tocke koje
ne pripadaju istoj velikoj kruznici. Duljine stranica trokuta oznacavamo sa
a=d(B,C),b=d(A,C)ic=d(A, B). Kutovi trokuta su kutovi izmedu od-
govarajucih velikih kruznica BC, AC' i AB, odnosno kutovi izmedu tangenti
na te velike kruznice u tockama njihovih presjeka. Njihove mjere odgova-

raju mjerama kutova izmedu pripadnih ravnina u R3, tj. njihovih vektora
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Slika 4.4: Sferni trokut AABC

normale B x C; A x C'i A x B. Ra¢unaju se po formuli

(Ax B,AxC)
[Ax B - [[AxC|’

Qe = arccos

a analogno i za 31 7.

Zbroj mjera kutova sfernog trokuta veci je od w. Kao sto smo vidjeli u
Teoremu [2.54] suma kutova trokuta u euklidskoj geometriji iznosi 7, a iz
Teorema |3.2] slijedi da je suma kutova trokuta u hiperbolickoj geometriji

manja od 7.

4.3 Aksiomi elipticke geometrije

Sada ¢emo istraziti osnovne pojmove u eliptickoj geometriji kroz dani model.
Promotrimo kruznicu na sferi ¢ije je srediste jednako sredistu sfere, a radijus
joj je jednak radijusu sfere. Takvu kruznicu zovemo velika kruznica. Lako
se vidi da se velika kruznica dobije kao presjek sfere i ravnine koja prolazi
kroz njeno srediste. Svake dvije razlicite tocke sfere leze na jedinstvenoj ve-

likoj kruznici, osim u slucaju kada su te tocke antipodalne, tj. kada su tocke

84



4.3. Aksiomi elipticke geometrije
P
P

Slika 4.5: Presjek sfere i ravnine koja prolazi njenim ishodistem

krajevi promjera velike kruznice. Kroz dvije antipodalne tocke prolazi be-

skona¢no mnogo velikih kruznica. Sada mozemo promotriti sferu i zamisliti

P
A
' |
Pl’
Slika 4.6: Dvije kruznice koje prolaze antipodalnim tockama A i B
pravac kao veliku kruznicu na toj sferi. Tada zaista ne bi postojali paralelni
pravci. Medutim, to nije jedina razlika u eliptickoj geometriji. Na primjer,

ne mozemo rec¢i kada tocka B lezi izmedu tocaka A i C' na kruznici. Dakle,
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umjesto aksioma poretka treba uvesti aksiome separacije, njih ukupno se-
dam. Na Slici 4.7, tocke A i B odvajaju tocke C' i D na kruznici, jer ne

mozemo i¢i od C' do D bez prolaska preko A ili B. Zato ¢emo u tom slucaju

PF

Slika 4.7: Aksiomi separacije 1-6

koristiti relaciju " A ¢ B odvajaju C' i D” i koristiti oznaku (A, B|C, D). Sada
mozemo navesti aksiome separacije.

Aksiom separacije 1. Ako je (A, B|C, D), onda su tocke A, B,C i D ko-
linearne i razlicite.

Aksiom separacije 2. Ako je (A, B|C, D), onda je i (C, D|A, B) i (B, A|C, D).
Aksiom separacije 3. Ako je (A, B|C, D), onda ne vrijedi (A, C|B, D).
Aksiom separacije 4. Ako su tocke A, B, C i D kolinearne i razlicite, onda
je (A, B|C, D) ili (A,C|B, D) ili (A, D|B,C).

Aksiom separacije 5. Ako su tocke A, B i C kolinearne i razli¢ite, onda
postoji tocka D takva da je (A, B|C, D).

Aksiom separacije 6. Za bilo kojih pet razlicitih @ kolinearnih tocaka
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A,B,C,D i E, ako je (A, B|D, E), onda je ili (A, B|C, D) ili (A, B|C, E).
Prije nego navedemo i posljednji aksiom, prvo se upoznajmo s pojmom per-

spektivno preslikavanje.

Definicija 4.2 Neka su dani pravei | i m i O tocka koja ne pripada niti
jednom od njih. Za svaku tocku A na pravcu | pravac OA sijece pravac
m u dvjema tockama koje su antipodalne. Preslikavanje koje svakoj tocki
A pravea | pridruzi dvije antipodalne tocke pravca m zovemo perspektivno

preslikavange s | na m i centrom O.

Napomena 4.3 Kasnije cemo objasniti kako par antipodalnih tocaka mozZemo
wdentificirati kao jednu tocku, pa moZemo reci da perspektivno preslikavange
svakoj tocki A pravea | pridruzi tocéno jednu tocku A’ pravca m, gdje pod A’

zapravo podrazumijevamo dvije antipodalne tocke.

Slika 4.8: Definicija

Aksiom separacije 7. Perspektivno preslikavanje cuva separaciju, tj. ako

vrijedi (A, B|C, D), gdje tocke A,B,C i D pripadaju pravcu 1, i ako su
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A, B',C" i D' odgovarajuce tocke na pravcu m dobivene perspektivnim pres-
likavanjem s | na m, onda je (A’', B'|C", D’).

Bududi da se ne moze koristiti relacija ”biti izmedu”, treba oprezno promije-
niti sve ono u geometriji gdje se to koristi. Na primjer, kod definicije duzine
AB u euklidskoj geometriji uzima se da ona sadrzi tocke A, B i sve tocke
koje su izmedu njih na pravcu AB. Medutim, ovo nema smisla kad govo-
rimo o kruznici pa u tom sluc¢aju trebamo tri tocke. Dakle, mozemo jedino
govoriti o duzini koja je odredena trima kolinearnim tockama, a sastoji se
od tocaka A, B,C i svih tocaka koje nisu odvojene od B tockama A i C.

Sliéno, trebamo izmijeniti pojam trokuta, budué¢i mu stranice sada vise nisu

Slika 4.9: Dva razlicita trokuta s istim vrhovima

odredene trima vrhovima, kao $to se moze vidjeti na Slici £.9 Kada se ti
pojmovi prilagode, aksiomi kongruencije i neprekidnosti imaju smisla kada
se formuliraju na drugaciji nacin.

Ipak, ostaje jos jedan problem, a radi se o aksiomu incidencije (I3). Naime,
on tvrdi da dvije tocke pripadaju najvise jednom pravcu. To je neto¢no u
slucaju velikih kruznica na sferi jer antipodalne tocke leze na beskonacno

mnogo pravaca. RjeSenje tog problema skriva se u ¢injenici da mozemo iden-
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tificirati antipodalne tocke, odnosno isto kao sto velike kruznice gledamo kao
pravce, tako i par antipodalnih tocaka mozemo shvatiti kao jednu tocku.
Zmaci, trebamo zamisliti kako smo zalijepili dvije antipodalne tocke u jednu,

imajuc¢i na umu da se to zapravo ne moze napraviti. Posljedica toga je novo

P

Slika 4.10: Antipodalne tocke A i B

svojstvo - pravac vise ne dijeli sferu na dva dijela jer mozemo ”preskociti”
veliku kruznicu prelaskom s trenutne tocke na njen antipodalni par koji se
nalazi s druge strane pravca. Takvo svojstvo ”jednostranosti” se zove neo-
rijentabilnost.

Dakle, ravninski aksiomi elipticke geometrije obuhvacaju one iste aksiome
incidencije, kongruencije i neprekidnosti koji ¢ine apsolutnu geometriju (s
novim definicijama duzine, trokuta, itd.). Nadalje, aksiomi poretka su zami-
jenjeni aksiomima separacije, dok za aksiom o paralelama uzimamo Aksiom
(VeL).

Za kraj ¢emo jos spomenuti jednu tvrdnju koja vrijedi u eliptickoj geometriji,

a govori o broju pravaca koji prolaze dvjema razlicitim tockama sfere.

Propozicija 4.4 Za svake dvije tocke P,Q € S? postoji velika kruznica koja
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ih sadrzi. Ona je jedinstvena osim ako su P i () antipodalne (Q = — P), a

u tom slucaju postoji beskonacno mnogo takvih kruznica.

Slika 4.11: Propozicija

Dokaz. Necka je O ishodiste, tj. srediste sfere S2. Ako P i Q nisu anti-
podalne, onda su tocke O, P, () nekolinearne i odreduju jedinstvenu ravninu.
Presjek te ravnine sa sferom je jedinstvena velika kruznica kroz P i ). Ako
su P i@ antipodalne, tocke O, P, () leze na pravcu. Svaka ravnina koja sadrzi
taj pravac odreduje veliku kruznicu kroz Pi (). m

Dakle, kada se radi o antipodalnim tockama u eliptickoj geometriji, postoji
beskonac¢no mnogo pravaca koje prolaze njima, za razliku od euklidske i hi-
perbolicke geometrije u kojoj prema Napomeni kroz dvije razlicite tocke
prolazi tocno jedan pravac. DodusSe, na stranici [88] je ponudeno "rjesenje” s
obzirom na ¢injenicu da se to svojstvo elipticke geometrije protivi aksiomu
incidencije (I3), ali bez obzira na to promjene Petog postulata su uzrokovale

razlike u tim geometrijama.
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