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1 Uvod

Voznja automobilom, vrtnja u lunaparku te bacanje lopte samo su neki od primjera gibanja,
odnosno promjene poloZaja tijela u odnosu na neku referentnu to¢ku u odredenom vremenu.
Postoje razne vrste gibanja od kojih neke, kao $to su jednoliko pravocrtno te jednoliko ubrzano
pravocrtno gibanje opisujemo pomocu linearnih kinematickih fizikalnih veli¢ina. Na taj bismo
nacin mogli opisati dva od tri nasa pocetna primjera gibanja, dok za vrtnju u lunaparku ipak
moramo Koristiti 1 dodatne kinemati¢ke veliCine. Naime, navedeni primjer je primjer kruznog
gibanja te ¢emo zbog toga koristiti kutne kinematicke veli¢ine. Opisujuéi kut koje tijelo
prijede vrtnjom u lunaparku, zapravo govorimo o kutnom pomaku, koji je primjer kutne
kinematicke veliCine. Uz to, kako bismo lakSe razumjeli kruzno gibanje, koliko brzo se tijelo
giba prilikom vrtnje u lunaparku opisat éemo kutnom brzinom. Iako za svaku od navedenih
kutnih kinematickih veliCina postoji vektorska relacija s linearnim kinematickim veli¢inama u

ovom radu koristit éemo pretezno kutne zbog matematicke jednostavnosti.

Takoder, uz opis gibanja tijela potrebno je objasniti i uzroke istih tih gibanja. Za kruzno
gibanje posebno je vazan moment sile koji je uzrok kutnoga ubrzanja tijela. Kroz ovaj rad ¢emo
u viSe slucaja racunati i jedno i drugo, kao i moment tromosti. Moment tromosti je fizikalna
veliCina koja opisuje tromost kojom se Cestica ili kruto tijelo koje rotira odupire promjeni
gibanja [1]. Opisujuéi dinamiku kruZznog gibanja na ovakav nacin potrebno je i iskazati Drugi

Newtonov zakon preko kutnih veliina.

Jedan od odgojno-obrazovnih ishoda je "IstraZuje fizicke pojave.", a taj se ishod u nastavi
zadovoljava kroz razna eksperimentalna istraZivanja. Pri tome ucenici istraZzuju prirodne
pojave, istrazuju pojavu izvodeci ucenicki pokus, istraZuju pojavu pomocu demonstracijskog
pokusa, istraZuju pojavu pomocu racunalne simulacije i/ili istraZuju pojavu izvodeci ucenicki
projekt [2]. Ovaj ishod je naveden u kurikulumu nastavnog predmeta Fizika. Kroz ovaj rad bit
¢e opisano eksperimentalno istraZivanje, namijenjeno izvodenju na praktikumu o utjecaju
momenta tromosti na kutno gibanje. Cilj rada je pomo¢i ucenicima u boljem razumijevanju i
stjecanju prakticnog iskustva mjerenja kutnih kinemtickih i dinamickih veli¢ina. Kroz ovu
vjezbu, ucenici €e analizirati kruZna gibanja te upoznati kutne kinematicke veli¢ine i mjeriti ih.
Samim time, povezat ¢e svoja teorijska znanja s prakticnom primjenom, a u ovom slucaju i
posebno poboljsati i svoje razumijevanje dinamike kruznog gibanja. Takoder, razvit Ce i

primjeniti njima nove eksperimentalne tehnike.

Za pocetak, u ovom radu opisana je teorijska podloga kutnih veli¢ina kao Sto su kutna
brzina, kutna akceleracija, kutna koliCina gibanja, moment sile, moment tromosti i moment
kutne koli¢ine gibanja. Uvedeni su pojmovi krutog tijela i rotacije. Izveden je i Drugi
Newtonov zakon pomocu kutnih veli¢ina. Nakon toga opisan je sam eksperiment kojem je cilj
racunajuéi moment tromosti zadanog eksperimentalog postava izmjeriti ovisnosti medu kutnim

veliCinama te pokazati da je moment tromosti relevantan za kruzno gibanje. Detaljno je opisan
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eksperimentalni uredaj, navedeni su parametri, opis izvodenja eksperimenta te metode

prikupljanja i obrade podataka. Na kraju prikazani su i rezultati eksperimenta kao 1 zakljucak.

U dodatku se nalazi i primjer praktikumske vjeZbe s nazivom "Dinamika kruZnog gibanja".
On se sastoji od teorijskog uvoda, mjernog uredaja i postupka mjerenja, zadataka i rjeSenja.

PriloZene su i slike svega navednog, kao i tablice s vrijednostima potrebnima za racun.
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2 Kruzno gibanje

2.1 Linearne kinematicke velicine

Kruzno gibanje susreCemo u praksi kod svake vrtnje tijela oko neke osi. Jos ¢esce susreemo
razna gibanja tijela po zakrivljenoj putanji gdje moZemo za neki dio putanje reci da, barem
priblizno, predstavlja luk neke zamiSljene kruznice [3]. Primjer toga su gibanja raznih vozila
u zavojima. Kinematic¢ke veli¢ine koje Koristimo za opis kruznog gibanja su vektor polozaja 7,

vektor trenutne brzine ¥ te vektor akceleracije a.

Jednostavnosti radi, srediSte koordinatnog sustava najcesce se postavlja u srediSte kruznice na
kojoj se dogada kruzno gibanje. Taj naCin osigurava da se iznos vektora 7 ne mijenja i jednak
je radijusu kruznice. Jedina komponenta koja se mijenja je njegov smjer, ali to ne utjeCe na
matematicki opis ovog gibanja. Na vektor poloZaja 7" tangencijalan je vektor trenutne brzine

tijela ¥ kao $to je prikazano na slici 1 (a) ¢iji iznos racunamo iz formule
V= —, 2.1

gdje su r radijus kruznice, a T period (vrijeme potrebno da tijelo napravi jedan puni krug).
Njegov iznos se moZe mijenjati. Ovisno u kojem smjeru je vektor promjene brzine dv'u odnosu
na vektor brzine ¢ gibanje moze biti ubrzavanje, usporavanje ili gibanje brzinom konstantnog
iznosa. Ako vektor akceleracije @ (i vektor promjene brzine dv)) imaju neiscezljivu komponentu
istog smjera i orijentacije kao i brzina v, tijelo ubrzava, a ako je komponenta akceleracije @
(ili dv)) suprotne orijentacije od brzine v, tijelo usporava. U slucaju kad vektori dv i @ nemaju
komponentu u smjeru vektora ¢ (tj. dv' i @ su okomiti su na ), iznos brzine se ne mijenja.
Dakle, vektor trenutne akceleracije @ prati vektor promjene brzine dv $to je prikazano na slici 1

(b) te se opcenito racuna kao zbroj tangencijalne i centripetalne komponente akceleracije

@ = Gy + - (2.2)

Tangencijalna komponenta akceleracije a; uzrokuje promjenu iznosa brzine, dok

centripetalna komponenta @, uzrokuje promjenu smjera te se racuna kao

oy = ——T, (2.3)

gdje je 7 jedini¢ni vektor koji ima smjer od srediSta kruZnice prema tocki u kojoj se nalazi tijelo.
Minus iz prethodne formule predstavlja suprotni smjer centripetalne akceleracije d., u odnosu

na jedini¢ni vektor 7.
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Slika 1: (a) Prikaz vektora poloZaja 7 i vektora trenutne brzine ¥, pri jednolikom gibanju, koji su
medusobno tangencijalni. (b) Prikaz vektora promjene brzine dv i vektora akceleracije a.

2.2 Kutne kinematicke veli¢ine

Uz linearne kinematiCke veli¢ine opisane u poglavlju 2.1, za opisivanje kruznog gibanja
koristimo i kutne kinematicke veli¢ine kao Sto su kut zakreta oko odabranog smjera ¢, kutna

brzina & te kutna akceleracija a.

Kut zakreta oko odabranog smjera o nam govori o pomaku koje tijelo napravi po kruznici po
kojoj se giba pri ¢emu radijus vektor opise kut ¢. Jedini¢ni vektor k odreden je pravilom desne

ruke te je prikazan na slici 2.

Analogno, kao i vektor brzine ¢/, definira se i vektor kutne brzine &

w = — 2.4
lt? ( )

gdje je dyg vektor infinitezimalne rotacije koji ima smjer jedinicnog vektora k kao $to je

d
ol

prikazano na slici 2, a iznos mu je dy. Mjerna jedinica kutne brzine je radijan u sekundi |
(a) g (b)

—
iy

Slika 2: (a) Prikaz vektora kutne brzine & pri kruznom gibanju tijela. (b) Prikaz vektora kutne brzine &
pri kruznom gibanju u suprotnom smjeru.

Kutna akceleracija @ definira se kao

a=—. (2.5)



Zana Sokié: Dinamika kruZznog gibanja

Ovisno kojeg smjera je vektor kutne akceleracije & u odnosu na vektor kutne brzine & gibanje

moZe biti ubrzano ili usporeno, tj. ako su @ i & istog smjera gibanje je ubrzano, a u suprotnom

usporeno. Vektor kutne akceleracije prikazan je na slici 3, a njegova mjerna jedinica je radijan

u sekundi na kvadrat [%].

(a) wzﬂ* Adi

S

A

Wy

Slika 3: (a) Prikaz vektora kutne akceleracije & pri kruzZnom gibanju tijela. (b) Prikaz vektora kutne
akceleracije a pri kruznom gibanju u suprotnom smjeru.

Za navedene kutne kinematiCke veliCine postoji matemati¢ka povezanost s linearnim

kinematickim veli¢inama. Za iznose tri linearna vektora vrijedi da su oni umnosci iznosa

odgovarajuéih kutnih vektora i radijusa tj.

dok za centripetalnu akceleraciju vrijedi

Odnosi izmedu tih vektora glase

2.3 Kutne dinamicke velic¢ine

Kruzno gibanje, bilo ono jednoliko ili nejednoliko, je gibanje tijela po kruZnici.

|dr] = [d] |7,
o] = <[ |71,
|| = |af |,

|G| = [0] |&] .
dr =dg x T,
V=W XT,
_‘1§:O_é»><_"7

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)
2.11)
(2.12)

(2.13)

Sila koja

osigurava da se tijelo giba po kruZnici je centripetalna sila ﬁcp usmjerena prema srediStu

kruznice. Ona mijenja svoj smjer tako da je u svakom trenutku usmjerena prema srediStu te

bez nje takvo gibanje ne bi bilo moguce. Njen uzrok moze biti razli¢it. Na primjer, kod tijela
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pricvrséenog na nit koji se vrti u krug, sila napetosti niti T djeluje kao centripetalna sila ﬁcp
koja drZi tijelo na kruZnoj putanji. Takoder, gravitacijska sila F;, sila trenja F,,, magnetska sila
F, mogu djelovati kao centripetalne sile ﬁcp. Postojanje centripetalne sile ﬁcp daje tijelu
centripetalnu akceleraciju d@.,. Kako po Drugom Newtonovom zakonu vrijedi da je
akceleracija tijela d., proporcionalna rezultantnoj sili ﬁcp koja djeluje na tijelo i obrnuto je
proporcionalna masi m toga tijela vrijedi

F,

P (2.14)
m

Aep =
UvrStavanjem (2.3) u prethodnu jednadzbu slijedi

Fip = Mgy = ———, (2.15)

tj. uz (2.11)
F,, = mw’7. (2.16)

Takoder, na tijelo u kruZznom gibanju moZe djelovati i neka tangencijalna sila F, te prema
Drugom Newtonovom zakonu ona uzrokuje tangencijalnu akceleraciju @, za koju vrijedi

i

ay 2.17)

m

koja uzrokuje postajanje i kutne akceleracije @. Vektorskim mnoZenjem jednadzbe (2.17) s 7
slijedi
1 —
'F Xd‘t:—ﬂx Ft. (218)
m

Vektorski umnozak s desne strane prethodne jednadzbe zove se moment sile 7. Dakle, vrijedi

!

(2.19)

T=rX

~+

Mjerna jedinica momenta sile je Newton metar [Nm], a hvatiSte vektora momenta sile stavlja se
u srediSte kruZnice kako bi se naglasila tocka oko koje nastaje rotacija. Daljnjim sredivanjem

lijeve strane jednadZzbe (2.18) 1 koriStenjem jednadzbe (2.13) slijedi

i=7 (2.20)

1
mr?’
gdje je

[ = mr? (2.21)
moment tromosti ili moment inercije za vrtnju tijela mase m po kruZnici radijusa r pa se

jednadzba (2.20) moZe zapisati kao

(2.22)

a=

~ 9y



Zana Sokié: Dinamika kruZznog gibanja

Momentom tromosti / opisujemo mjeru opiranja tijela rotacijskom gibanju. Mjerna jedinica
momenta tromosti je kilogram metar na kvadrat [kgm?]. JednadZba (2.22), koja je po formi
jednaka Drugom Newtonom zakonu, nam govori o uzroku nastanka kutne akceleracije @ kao
rezultat djelovanja momenta sile 7. Kutna koli¢ina gibanja ili moment koli¢ine gibanja L se

definira analogno kao prethodne kutne veliCine te vrijedi
L=7xp, (2.23)

gdje je p vektor koli¢ine gibanja. Sredivanjem prethodne jednadzbe koriStenjem

jednadzbi (2.11) 1 (2.21) moZemo pisati i

=

L=7x(mv)=7x(m(dxr))=Id. (2.24)

Mjerna jedinica kutne koli¢ine gibanja je kilogram metar na kvadrat po sekundi [@}

S

2.3.1 Drugi Newtonov zakon

S obzirom na to da smo uveli pojmove kutne koli¢ine gibanja L te momenta sile 7 mozemo i

Drugi Newtonov zakon, koji glasi

dp = Fdt, (2.25)
zapisati pomocu tih kutnih veli¢ina. Vektorskim mnoZenjem prethodne jednadzbe slijeva s 7
slijedi
7 xdp=Tx Fdt. (2.26)
Koristenjem (2.19) i (2.23) slijedi
dL
T =— 2.27
T= (2.27)

tj. Drugi Newtonov zakon izrazen pomocu kutnih veli¢ina. Oblik mu je isti kao i originalnog
Drugog Newtonovog zakona uz zamjenu sile F's momentom sile 71 koli¢ine gibanja p's kutnom
koli¢inom gibanja L. Prethodna jednadzba govori nam da promjena kutne koliCine gibanja

nastaje uslijed djelovanja momenta sile u intervalu dt, te ima isti smjer kao i moment sile [3].

2.4 Rotacija krutog tijela

Kruto tijelo je tijelo koje se sastoji od mnoStva Cestica s postojanim medusobnim
udaljenostima [3]. Naravno, realno kruto tijelo teSko moZzemo zamisliti da nije bar malo
elasticno, tj. da se ne deformira pod utjecajem sila. Dakako, te deformacije ¢emo zanemariti u
nastavku. Svako kruto tijelo moZe se rotirati oko neke zadane osi ukoliko je ona ucvrséena.

Svaka od Cestica giba se kruZzno kutnom brzinom, a os rotacije nam je srediSte kruznih putanja
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svih Cestica. Kutna koli¢ina gibanja kod sustava od mnogo Cestica moZe se racunati kao

L.=La+Lo+Ls+...=Y L (2.28)

gdje je os rotacije os z koordinatnog sustava, a ¢ je broj Cestice. UvrStavanjem jednadzbi (2.21)
i (2.24) u jednadzbu (2.28) slijedi

L, = myriw + mars®w + mars’w + . . ., (2.29)
L, = (m17“12 + maore? + mars® + .. ) w (2.30)
tj.
L,=1 w, (2.31)
gdje je
Iz = m1T12 -+ m27’22 -+ m37’32 + ... = Z miriZ (232)

moment tromosti krutog tijela oko osi z, m; je masa i-te Cestice, a r; radijus kruznice po kojoj se
i-ta Cestica giba. Moment tromosti govori o mjeri opiranja tijela rotacijskom gibanju. Prelaskom

sa sume na integral po volumenu V' krutog tijela slijedi

L= / 2dm. (2.33)
1%

Moment tromosti moZemo racunati za razna tijela. Za pocetak, izraCunat ¢emo ga za tanak
prsten. Tankim prstenom podrazumijevamo onaj prsten kome je udaljenost od ruba do osi vrtnje

puno veca od same debljine prstena. Kako vrijedi da je radijus prstena r za sve Cestice isti vrijedi

I, = / r?dm = 7"2/ dm = mr?. (2.34)
1% v

MoZemo zakljuciti da je prethodna jednadzba jednaka (2.21) kad smo govorili o kruZznom
gibanju tijela mase m po kruZnici radijusa r. Tablica 1 pokazuje momente tromosti / za neka
simetricna tijela i naznaCene osi rotacije. Opisana su razna tijela poput prstena, kugle, valjka
1 ploce. MoZemo uociti kako im je zajedncki parametar masa tijela, u ovom slucaju oznacena
kao M. Sto je ona veca, to je i moment tromosti tijela I veéi. Ne smijemo zanemariti ni poloZaj
osi rotacije jer uoCavamo da za ista tijela, a razli¢it poloZaj osi rotacije, moment tromosti / nije
jednak. Ostali parametri su oznaceni na skicama tablice 1 i takoder utjeCu na iznos momenta

tromosti /.
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Tablica 1: Na svim skicama os rotacije prikazana je crvenom linijom. Uz skicu se nalaze i momenti
tromosti za zadana tijela, gdje je M masa tijela, a ostali potrebni parametri su oznaceni na skici. (a)
prsten (b) prsten (c) ispunjena kugla (d) suplja kugla (e) ploca (f) prstenasti valjak (g) valjak (disk) (h)
valjak (disk) (i) tanki valjak (disk)
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3 Eksperiment

3.1 Eksperimentalni uredaj

Glavni dijelovi eksperimentalnog uredaja su metalna konstrukcija na kojoj se nalazi rotirajuci

disk, mala kolotura te tijelo na niti. Na slikama 4 i 5 prikazani su i oznaCeni navedeni dijelovi.

1

S

Slika 4: Skica eksperimentalnog postava: Slika 5: Fotografija eksperimentalnog postava s
metalna  konstrukcija (1), osovina (2), jednakim oznakama kao i slika 4.

rotirajuci disk (3), nit (4), kolotura (5), tijelo

(6).

Na rub stola potrebno je stabilno namjestiti metalnu konstrukciju sa slike 5. Metalna
konstrukcija sastoji se od Cetiri oslonca te dvije Sipke koje su na jednom kraju spojene dijelom
na kojem se nalazi najbitniji dio eksperimentalnog postava, rotirajuce tijelo koje se sastoji od
tri diska razli¢itih dimenzija s prazninama na njegovoj gornjoj strani kao $to je prikazano na
slici 6. Jednostavnosti radi, u ostatku rada ¢emo ga zvati disk. Disk je izraden od lagane
plastike te se moze rotirati oko osovine kojom je spojen na metalnu konstrukciju. Najsiri je s
gornje strane gdje mu je polumjer 10 cm, dok s donje strane ima dva suZenja, jedno ispod
drugog, koja su jednako visoka. Srednje suZenje ima polumjer 7 cm, a zadnje 4 cm kao Sto je

prikazano na slici 7.

Na samom disku, kao na slici 8, nalazi se osamnaest vijaka koji omogudéuju postavljanje
raznih tijela na njega. Tih osamnaest vijaka ravnomjerno je rasporedeno na disku u tri skupine
po Sest kao $to je prikazano na slici 9. Prvi vijci nalaze se na polumjeru 17,5 mm, a svaki sljedeci
je udaljen od prethodnog 15 mm. Na slici 10 nalaze se tri metalna tijela oblika valjka i jednakih
masa, koja rasporedujemo po disku. Radi potrebe eksperimenta ta tijela se mogu pomicati na
bilo koji od osamnaest vijaka. Takoder, u dijelu eksperimenta koristiti éemo i druga tijela, tj. tri

velika vijka te osamnaest odgovarajucih matica koji su takoder prikazani na slici 10.

10
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v

Slika 6: Bocni prikaz diska. Isprekidanom Slika 7: Disk s donje strane.
linijom prikazana je os rotacije.

Slika 8: Disk s gornje strane. Slika 9: Prikaz diska s gornje strane.
Prikazane su i pozicije na kojima se nalaze
vijci na koje postavljamo tijela na jednakoj
udaljenosti od osi rotacije (krug crne boje).

Slika 10: Tijela koja postavljamo na vijke na disku.

11
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Takoder, na samom disku se nalaze simetricno rasporedene praznine koje nam sluZe kako
bismo za njih zavezali nit koju omotavamo oko diska, odnosno na jednu od tri razine koje
disk ima. Nit rasteZzemo sve do male koloture koja se nalazi na rubu, u¢vrséena na metalnu
konstrukciju. Na kraju niti nalazi se tijelo mase otprilike 4 g. Kao §to imamo razna tijela za
postaviti na vijke diska, tako imamo i tri razlicita tijela za objesiti na nit. Improvizirana tijela
napravljena su od plastelina kako bi se najlakse dodala na pocetno tijelo mase 4 g, kao $to je
prikazano na slici 11. Kada namotamo nit na disk, tako da je tijelo koje se nalazi na kraju niti
otprilike na visini stola te pustimo, tijelo pada na pod zbog utjecaja sile teze. Buduci da ¢emo
u eksperimentu mjeriti kolikom akceleracijom se tijelo krece prema podu potreban nam je alat

kojim ¢emo to izmjeriti.

Slika 11: Tijela koja postavljamo na kraj niti.

3.2 Parametri

Parametri koje mjerimo u eksperimentu su prikazani u sljedecoj tablici.

Tablica 2: Parametri koje mjerimo u eksperimentu.

masa koja se nalazi na kraju niti

radijus oko kojeg je namotana nit

masa koja se nalazi na disku

S |3

radijus na kojem se nalaze mase M

Na sljedecoj slici prikazani su parametri radijus r i radijus K. Radijus 7 je udaljenost od osi
rotacije do ruba odabranog dijela diska gdje smo namotali nit. Radijus R je udaljenost od osi

rotacije do poloZaja gdje se nalazi masa M.

Slika 12: Disk s gornje strane s oznacenim parametrima r i R

12
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3.3 Opis gibanja

Sustav u pocetku miruje. Dakle, disk na kojem se nalaze tijela mase M i oko kojeg je namotana
nit na kojoj se na kraju nalazi tijelo mase m koje visi sa stola preko koloture koja se nalazi na
rubu stola kao na slici 13. Kada pustimo tijelo na niti ono ¢e padati pod utjecajem sile teze, a
samim time disk ¢e se poceti rotirati. Kako tijelo na niti pada prema podu, tako se nit odmotava
od diska. U trenutku kad tijelo na niti dotakne pod, nit je u potpunosti odmotana s diska, a disk
Ce se joS kratko vrijeme nastaviti rotirati. Nakon toga, sustav opet miruje.

S

Slika 13: Opis gibanja tijela

Kroz opis ovog gibanja te u daljnjem racunu zanemarit ¢emo utjecaj otpora zraka kao i utjecaj

sile trenja izmedu osovine 1 diska te koloture 1 niti.

Slika 14: Dijagram sila na tijelo na niti.

Na slici 14 prikazan je dijagram sila na tijelo mase m na niti. Tijelo mase m pada pod
utjecajem gravitacijske sile ﬁg koja je usmjerena prema podu. Zbog utjecaja niti na kojoj se
tijelo nalazi na njega djeluje sila napetosti niti T. Po Drugom Newtonovom zakonu vrijedi
da je rezultanta sila na neko tijelo jednaka umnosku njegove mase i akceleracije koju postize

gibanjem pa u ovom slucaju vrijedi

ma =T —mg (3.1

13



Zana Sokié: Dinamika kruZznog gibanja

iz Cega slijedi da se iznos sile napetosti 7' raCuna kao
T=ma+mg=m(a+yg). (3.2)

U prethodnim jednadZbama, kao i sljedeCim, izostavljen je vektorski zapis jer se radi o
vektorima istog smjera. Suprotni predznak predstavlja suprotnu orijentaciju. Kao §to smo
rekli, kako tijelo pada prema podu, tako se disk pocCinje rotirati zbog utjecaja momenta sile 7.
Prema jednadzbi (2.19) moment sile 7 je vektorski umnozak sile F i kraka na silu 7. Kako jeu

ovom slucaju sila napetosti 7' tangencionalna na polumjer r oko kojeg je nit namotana vrijedi
T="1Tr. (3.3)

Postojanjem momenta sile 7 zaklju¢ujemo da postoji i kutna akceleracija @ za koju prema
jednadzbi (2.12) vrijedi
a=ar. (3.4)

Kako smo prethodnim korakom presli na kutne veli¢ine, potrebno je i Drugi Newtonov zakon
napisati u tom obliku. Tada vrijedi
7= 1. (3.5)

Moment tromosti sustava jedinstvenog oblika mjerili smo na viSe nacina, kao Sto Ce biti

prikazano u poglavlju 4.

14
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3.4 Opis izvodenja eksperimenta

Cilj eksperimenta je analizirati utjecaje Cetiri razliita parametra na moment tromosti za
opisani eksperimentalni postav te odrediti moment tromosti provode¢i metodu najmanjih
kvadrata. = Dakle, pokazujemo da je moment tromosti relevantan za kruzno gibanje.
Eksperiment je podijeljen u Cetiri dijela, pri ¢emu se u svakom dijelu mijenja jedan od

parametara iz tablice 2, dok su ostali parametri konstantnog iznosa.

1. Prvi eksperiment sastoji se od diska na ¢ijoj povrSini nije postavljeno niti jedno dodatno
tijelo ve¢ samo na niti imamo tijelo konstantne mase m. Promjenjivi parametar u ovom
slucaju je radijus r. S obzirom na oblik diska imamo tri razlicite vrijednosti radijusa r €iji je

odabir prikazan na slici 15.

Slika 15: Prikaz diska u prvom dijelu eksperimenta. Odabir tri razli¢ita radijusa r prikazan je svjetlijom
kruZnicom.

Zarazliku od sljededih dijelova eksperimenta u ovom koraku potrebno je za svaku vrijednost
radijusa r napraviti po tri mjerenja kako bi se uvjerili da su rezultati dobiveni obradom na
ovaj nacin za svaki radijus r podjednaki.

2. Drugi eksperiment takoder se sastoji od diska na kojem nema niti jedno tijelo. Nit namotamo
oko proizvoljno odabranog radijusa r kao na slici 16. Promjenjivi parametar u ovom koraku
je masa m ovjeSena na nit. Na raspolaganju imamo tri tijela razli¢itih masa koje stavljamo

na kraj niti.

Slika 16: Prikaz diska u drugom dijelu eksperimenta. Za isti radijus r (prikazan svjetlijom bojom)
provodimo eksperiment za razne mase m.
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3. Treci eksperiment provodimo s istim tijelom mase m na niti. Dodajemo tri tijela jednake
mase M na disk. Promjenjivi parametar u ovom koraku je radijus R na kojem se nalaze
tijela mase M. Za proizvoljno odabrani radijus r izvodimo eksperiment pomicudi tijelo

mase M na svaki od Sest radijusa R kao Sto je prikazano na slici 17. Isto ponavljamo i za
preostala dva radijusa r.

Slika 17: Prikaz diska u trecem dijelu eksperimenta. Svjetlijom bojom prikazan je odabrani radijus

r, a oznakom "x" poloZaj tijela mase M na odgovarajucim radijusima. Analogno slijedi i za preostale
radijuse r.

4. Cetvrti eksperiment provodimo s istim tijelom mase m na niti. Promjenjivi parametar u
ovom koraku je masa tijela na disku M. Na raspolaganju imamo vijak 1 osamnaest matica
od kojih izradujemo Cetiri tijela razli¢itih masa M. Za proizvoljno odabrani radijus R na
kojem se tijelo nalazi, provodimo eksperiment za svaki od radijusa r kao Sto je odabrano na
slici 18.

Slika 18: Prikaz diska u Cetvrtom dijelu eksperimenta. Za isti radijus r (prikazan svjetlijom bojom)
provodimo eksperiment za razne mase M postavijene na istom radijusu R oznacenom oznakom "x".

16
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Nakon §to smo sve namjestili, pustamo tijelo mase m da pada prema podu te njegovo gibanje
snimamo kamerom. Dobiveni video zapis sredujemo i ucitavamo u program Tracker iz kojeg
dobivamo podatke o akceleraciji u svakom trenutku. Posljednje, iz svih podataka iz Trackera

dobivamo iznos srednje akceleracije.

Napomena:
Prilikom postavljanja niti na svaku od razina potrebno je pripaziti da je nit tangencionalna u

odnosu na radijus u tocci gdje ju povla¢imo prema koloturi, kao i to da je kolotura na istoj

visini kao 1 disk.

3.5 Tracker alat za video analizu i modeliranje u fizici

Kako bi analizirali gibanje u eksperimentu, koristimo program Tracker. Tracker je besplatni alat
za analizu i1 obradu video zapisa koji se Cesto koristi u nastavi fizike. SluZi za lakSe pracenje i
analizu kretanja. Omoguce nam pratiti gibanje kroz razne graficke i tabli¢ne prikaze mjerenjem

polozaja, brzine i1 akceleracije tijela koje se giba na video zapisu.

Prije snimanja gibanja tijela mase m potrebno je na rub stola gdje se nalazi eksperimentalni
postav postaviti bijelu podlogu kako bismo imali Cistu pozadinu za snimanje. Ispred nje, na
odgovaraju¢em mjestu postavlja se stalak za snimanje i kameru ili mobitel. Takoder na tijelo
na niti smo zalijepili traku u Zuto zelenoj boji kako bi algoritam programa Tracker Sto lakse i
preciznije pratio tijelo u padu.

Nakon §to se snimi video zapis, on se ucita u Tracker i obraduje na sljedec¢i nacin:

1. Za pocetak, potrebno je kalibrirati dimenzije na video zapisu. Kako bi to napravili, prije
snimanja na nozi stola oznacena je duZina od 10 cm. Koriteci alat ,,Calibration stick*
oznaCavamo tu duZinu kako bi Tracker precizno mjerio udaljenosti na video zapisu. Na
slici 19 ,,Calibration stick* je oznacen na nozi stola.

2. Sljedece je dodavanje koordinatnog sustava Cije se ishodiSte moze postaviti u pocetnu tocku
gibanja tijela na niti kao Sto je prikazano na slici 19.

3. Radi jednostavnosti te lakSe i brZe obrade video zapis je potrebno izrezati kako bi se uklonio
dio u kojem nema gibanja te pratilo samo gibanje tijela na niti.

4. Sada, alatom ,,Track* oznacavamo tijelo na niti, a odabirom alata ,,Autotracker* pratimo
gibanje oznacenog tijela. Dio putanje tijela na slici 19 prikazan je brojkama pri dnu video
zapisa.

5. Program Tracker nudi brojne grafove i tablice koji nastaju iz podatka zabiljeZenih pracenjem
oznacenog tijela. Za daljnju analizu potrebne su informacije o akceleraciji kojom se giba

tijelo pa smo te grafove i tablice odabrali pratiti kao $to je prikazano na desnoj strani slike 19

17
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@ Tracker - -
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Slika 19: Prikaz sucelja programa Tracker nakon Sto je napravio analizu gibanja tijela te grafovi
ovisnosti poloZaja, brzine i akceleracije u vremenu. Prikazani su odabrani koordinatni sustav,
kalibracijski Stapic¢ na nozi stola te dio putanje tijela na niti.

Nakon $to smo uspjesno dobili podatke o akceleraciji u svakom trenutku u programu Tracker
racunamo njihovu srednju vrijednost te time dolazimo do vrijednosti akceleracije za cijelo
gibanje. Na isti nacin, obradeni su svi video zapisi u ovom radu. S obzirom na koji smo nacin
postavili koordinatni sustav, oCitane vrijednosti akceleracije su negativne, ali ¢emo baratati s
njihovim apsolutnim vrijednostima.
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4 Rezultati i obrada podataka

Nakon $to uz pomo¢ programa Tracker izratunamo srednju akceleraciju a, cilj je izraCunati
kutne kinematicke veliCine kako bismo odredili moment tromosti sustava /. Za pocetak

racunamo kutnu akceleraciju a pomocu jednadzbe

a=2 (4.1)
Nadalje, kako bismo izracunali napetost niti 7" koristimo jednadzbu
T=m(a+yg), 4.2)
gdje za akceleraciju slobodnog pada g koristimo iznos
g=9,81=. 4.3)
S
Moment sile 7 racunamo pomocu jednadzbe
T="1Tr. (4.4)

Posljednje, moment tromosti odredit éemo iz ovisnosti momenta sile 7 i kutne akceleracije «

7= Ia. (4.5)
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4.1 Odredivanje momenta tromosti diska I

U prvom eksperimentu parametri masa m, masa M te radijus R su konstanti dok je parametar
radijus r varijabilan. Njegove vrijednosti prikazane su u tablici 3. S obzirom da ovom
eksperimentu na disk ne postavljamo tijela mase M, moment tromosti / koji racunamo jednak

je momentu tromosti samog diska /4 tj.
I = Ligk. (4.6)
U tablici 4 prikazani su rezultati prvog eksperimenta.

Tablica 3: Vrijednosti promjenjivog parametara radijusa r koje smo izmjerili prije eksperimenta i
konstantna vrijednost mase m. Mjerenje je ponovijeno nekoliko puta, a rezultati su bili jednaki.

T m
[cm] | [g]

4

7 3.887

10

Tablica 4: Vrijednosti akceleracije a dobivene iz programa Tracker te njihova srednja vrijednost a.

T a a

[m] | [2] E)
0.0601

0.04 | 0.0614 | 0.0605 £ 0.0004
0.0601
0.1907

0.07 | 0.2012 | 0.1952 £ 0.0031
0.1937
0.3764

0.10 | 0.3776 | 0.3754 £ 0.0017
0.3721

S obzirom na minimalnu razliku izmedu vrijednosti akceleracije za svaki od radijusa r kao
Sto je vidljivo u tablici 4 u sljede¢im eksperimentima mjerenje se ponavlja samo jednom za
svaki radijus r. Zbog izvedenih viSe mjerenja u ovom eksperimentu, za vrijednost akceleracije

koristi se srednja vrijednost tih mjerenja.

U tablici 5 prikazana je obrada podataka. Vrijednosti kutne akceleracije o, napetosti niti 7' te

momenta sile 7 dobivene su pomocu jednadzbi (4.1), (4.2)1 (4.4).
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Tablica 5: Obrada izmjerenih podataka.

r a Q T T

[m] (2] (o] [N] [Nm]

0.04 | 0.0606 & 0.0004 | 1.515 £ 0.010 | 0.0382 &£ 0.000002 | 0.00153 4= 0.00000008
0.07 | 0.1952 + 0.0031 | 2.789 4 0.044 | 0.0387 £ 0.000012 | 0.00271 4 0.00000100
0.10 | 0.3754 £ 0.0017 | 3.754 £ 0.017 | 0.0395 &£ 0.000007 | 0.00395 % 0.00000070

Iz podataka tablice 5 koristeci metodu najmanjih kvadrata za jednadzbu (4.5) koja je oblika

y = az 4.7)
gdje su

Yy=r, 4.8)

=« 4.9)
i

a=1 (4.10)

racunamo vrijednost momenta tromosti [ tj. parametra a. Vrijednost parametra a raunamo iz
jednadzbe

o= (4.11)

1 02
0y = —(L—&) (4.12)
n ;[2

a pripadnu gresku

gdje je n broj mjerenja.

T=0,001c

T [Nm]

1,4 18 2,2 2,6

a [rad/s?]

Slika 20: Graf ovisnosti kutne akceleracije o. i momenta sile T iz kojega odredujemo vrijednost momenta
tromosti I za prvi eksperiment.
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Na slici 20 prikazan je graf ovisnosti kutne akceleracije @ i momenta sile 7. Koristeéi

prethodnu navedenu metodu mozemo zakljuciti da je moment tromosti ovakvog sustava jednak
I=(1,03+0,02) * 1072 kgm®. (4.13)
A kako je moment tromosti ovakvog sustava / jednak momentu tromosti samog diska /s

vrijedi
Tiisi = 0,001 kgm?. 4.14)
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4.2 Odredivanje momenta tromosti diska II

U drugom eksperimentu parametri masa M, radijus 7 te radijus R su konstanti dok je parametar
masa m varijabilan. Njegove vrijednosti prikazane su u tablici 6. Kao i u prvom eksperimentu
ni ovom eksperimentu na disk ne postavljamo tijela mase M, stoga je moment tromosti / opet
jednak momentu tromosti samog diska 1. tj.

I = L. (4.15)

U tablici 7 prikazani su rezultati drugog eksperimenta. Takoder, uz njih je prikazana i obrada
podataka. IzraCunate su vrijednosti kutne akceleracije «, napetosti niti 7' te momenta sile 7 uz
koristenje jednadzbi (4.1), (4.2)1 (4.4).

Tablica 6: Vrijednosti promjenjivog parametara masa m koje smo izvagali prije eksperimenta i
konstantna vrijednost radijusa r.

m r
[g] | [cm]
3,887
5831 | 10
7,773

Tablica 7: Vrijednosti akceleracije a dobivene iz programa Tracker za svaku masu m, kao i vrijednosti
kutne akceleracije o, napetosti niti 'T' te momenta sile T.

m a « T T
kel | (21 | (=1 | NI | [Nm]
0,003887 | 0,3776 | 3,7762 | 0,0395 | 0,0039
0,005831 | 0,6784 | 6,7841 | 0,0611 | 0,0061
0,007773 | 0,8989 | 8,9897 | 0,0832 | 0,0083

Analogno kao u prvom dijelu eksperimenta, iz podataka tablice 7 koriste¢i metodu najmanjih
kvadrata za jednadzbu (4.5) koja je oblika

y=ax (4.16)
gdje su

y=r, (4.17)

T =« (4.18)
i

a=1 (4.19)
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racunamo vrijednost momenta tromosti [ tj. parametra a. Vrijednost parametra a raunamo iz
jednadzbe

(4.20)
O, = 1 (y:2 — CLQ), 4.21)
n 1’2

T=0,0009a .

a pripadnu gresku

gdje je n broj mjerenja.

0,008
0,007

0,006 *

T[Nm]

0,005

0,004 .

0,003

3,5 4,5 5,5 6,5 7,5 8,5 9,5

a [rad/s?]

Slika 21: Graf ovisnosti kutne akceleracije o i momenta sile T iz kojega odredujemo vrijednost momenta
tromosti I za drugi eksperimenta.

Na slici 21 prikazan je graf ovisnosti kutne akceleracije @ i momenta sile 7. Koristeci

prethodnu navedenu metodu mozemo zakljuciti da je moment tromosti ovog sustava jednak
I=1(9,340,2) x10~* kgm®. (4.22)
A kako je moment tromosti ovog sustava / jednak momentu tromosti samog diska /4; vrijedi
Liisi = 0,001 kgm?, (4.23)

Sto se slaze s rezultatom prvog eksperimenta.
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4.3 Ovisnost momenta tromosti o polumjeru rotacije

U treCem eksperimentu parametri masa m, masa M te radijus r su konstanti dok je parametar
radijus R varijabilan. Radijus R je udaljenost od osi rotacije do polozaja gdje se nalazi masa
M, a njegove vrijednosti prikazane su u tablici 8. Zbog utjecaja tijela mase M koja se nalaze

na radijusu R, moment tromosti / vise nije jednak samo momentu tromosti samog diska /.

Tablica 8: Vrijednosti promjenjivog parametara radijusa R koje smo izmjerili prije eksperimenta i
konstantne vrijednosti mase M, radijusa r i mase m.

R M r m
[cm] | [g] |[cm]| [g]
1.75 4
3.25
475 108.8 7 3.887
6.25
7.75 10
9.25

Tablica 9: Vrijednosti akceleracije a dobivene iz programa Tracker za sve kombinacije radijusa r i R,
kao i vrijednosti kutne akceleracije o, napetosti niti T' te momenta sile T.

R r a Q T T

[m] | [m] | [3] [Z] [N] [Nm]
0,04 | 0,0439 | 1,0996 | 0,0383 | 0,0015
0,0175 1 0,07 | 0,1595 | 2,2793 | 0,0387 | 0,0027
0,10 | 0,3537 | 3,5373 | 0,0395 | 0,0039
0,04 | 0,0329 | 0,8242 | 0,0382 | 0,0015
0,0325 | 0,07 | 0,1315 | 1,8796 | 0,0386 | 0,0027
0,10 | 0,2698 | 2,6985 | 0,0391 | 0,0039
0,04 | 0,0258 | 0,6463 | 0,0382 | 0,0015
0,0475 | 0,07 | 0,0959 | 1,3708 | 0,0385 | 0,0026
0,10 | 0,2021 | 2,0219 | 0,0389 | 0,0038
0,04 | 0,0201 | 0,5013 | 0,0382 | 0,0015
0,0625 | 0,07 | 0,0676 | 0,9667 | 0,0383 | 0,0026
0,10 | 0,1474 | 1,4740 | 0,0387 | 0,0038
0,04 | 0,0157 | 0,3948 | 0,0381 | 0,0015
0,0775 | 0,07 | 0,0473 | 0,6771 | 0,0383 | 0,0026
0,10 | 0,1037 | 1,0371 | 0,0385 | 0,0038
0,04 |1 0,0119 | 0,2993 | 0,0381 | 0,0015
0,0925 | 0,07 | 0,0368 | 0,5261 | 0,0382 | 0,0026
0,10 | 0,0835 | 0,8356 | 0,0384 | 0,0038
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U tablici 9 prikazani su rezultati treCeg eksperimenta. Takoder, uz njih je prikazana i obrada
podataka. IzraCunate su vrijednosti kutne akceleracije o, napetosti niti 7' te momenta sile 7 uz
koristenje jednadzbi (4.1), (4.2) 1 (4.4). Moment tromosti / racunamo na isti nacin kao i u
prvom i drugom eksperimentu koriste¢i metodu najmanjih kvadrata za jednadzbu (4.5) koja je
oblika

Yy = ax (4.24)
gdje su

y=r, (4.25)

T = (4.26)
i

a=1. (4.27)

: (4.28)

a pripadnu gresku

1 2
o, = —(L—&) (4.29)
n 1’2

S obzirom na varijabilnost parametra /2, raCunamo moment tromosti / za Sest slu¢ajeva. Na

gdje je n broj mjerenja.

sljedecoj slici prikazani su grafovi iz kojih smo ih odredili, a nakon toga i tablica s njihovim

vrijednostima.

26



Zana Sokié: Dinamika kruZznog gibanja

R=1,75 cm R=3,25cm
T=0,0012a- ©=0,00150
o .
.
13 18 23 2,8 33 38 0,7 1,1 15 19 23 2,7 31
a [rad/s?] a [rad/s?]
R=4,75 cm R =6,25 cm
T=0,0020 /s T=0,0027a %
E
= . .
~ 0
. .
5 8 1,1 14 17 2 23 04 06 038 1 12 14 16
a [rad/s?] a [rad/s?]
R=7,75 cm R =9,25 cm
45 0,00
T=0,0038a o T=0,0048a
o o
. .
0,47 0,59 0,71 0,83 0,95 1,07 0,38 0,48 0,58 0,68 0,78 0,38
a [rad/s?] a [rad/s?]

Slika 22: Grafovi ovisnosti kutne akceleracije o i momenta sile T iz kojega odredujemo vrijednosti
momenta tromosti I za treci eksperiment.

U prvom i drugom eksperimentu posebno smo racunali moment tromosti sustava [ koji je u
tim slu¢ajima bio jednak momentu tromosti diska /,;5;. Na temelju rezultata koje smo dobili i

koji se podudaraju, moZemo zakljuciti da moment tromosti diska iznosi
Liisi = 0,001 kgm?. (4.30)

Uz moment tromosti samog diska /4, imamo u ovom slucaju i dodatni moment tromosti

Liodatno- Dakle, prema jednadzbi (2.32) za moment tromosti / koji raCunamo vrijedi
I = Igisk + Laodatno- 4.31)
Tada iz jednadZbe (4.31) moment tromosti /j,44¢n, raunamo kao

[dodatno =1 [disk- (432)
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Tablica 10: Vrijednosti momenta tromosti I cijelog sustav za svaki radijus R dobivene metodom
najmanjih kvadrata za jednadzbu (4.5). Takoder, prikazani su i dodatni momenti tromosti 1;,q4tn0 k0ji
su izracunati koristeci jednadZbu (4.32)

R I Tiodatno

[m] [kgm®] [kgm®]
0,0175 | 0,00115 = 0,00004 | 0,0002 = 0,00004
0,0325 | 0,00147 + 0,00005 | 0,0005 = 0,00005
0,0475 | 0,00196 = 0,00006 | 0,0010 == 0,00006
0,0625 | 0,00270 = 0,00007 | 0,0017 == 0,00007
0,0775 | 0,00379 = 0,00006 | 0,0028 = 0,00006
0,0925 | 0,00477 + 0,00013 | 0,0038 = 0,00013

Nakon $to smo izraCunali momente tromosti sustava I, kao i dodatni moment tromosti

Ljodatno promatramo ovisi li on o varijabilnom parametru R. Na slici 23 (a) prikazan je graf

ovisnosti dodatnog momenta tromosti /j,44:0 1 radijusa R. Uocavamo kako njihova ovisnost

nije linearna. Imajuéi na umu jednadZzbu (2.32) pretpostavljamo kvadratnu ovisnost. Stoga je

na slici 23 (b) prikazana ovisnost dodatnog momenta tromosti /j,4410 1 kvadratne vrijednosti

radijusa R. UoCavamo kako je njihova ovisnost linearna te dolazimo do zakljucka kako je

dodatni moment tromosti /,44tn0 proporcionalan s R? tj.

R[m]

[dodatno ~ R*.

2

2 [m?

(4.33)

Slika 23: (a) Graf ovisnosti dodatnog momenta tromosti 1joqqtno i radijusa R. (b) Graf ovisnosti
dodatnog momenta tromosti 1j,q41n0 1 kvadratne vrijednosti radijusa R.
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4.4 Ovisnost momenta tromosti 0 masi rotiranog tijela

U cetvrtom eksperimentu parametri masa m, radijus r te radijus R su konstantni dok je
parametar masa ) varijabilan. Njegove vrijednosti prikazane su u tablici 11. Analogno tre¢em
eksperimentu, zbog utjecaja tijela mase M koja se nalaze na radijusu R, moment tromosti /

nije jednak samo momentu tromosti samog diska /4.

Tablica 11: Vrijednosti promjenjivog parametara masa M koje smo izvagali prije eksperimenta i
konstantne vrijednosti mase m, radijusa r i R.

M m r R
[g] [g] | [cm] | [cm]

35,225 4

54,796 3,887 ! 6,25
74,167 10

93,477

Tablica 12: Vrijednosti akceleracije a dobivene iz programa Tracker za sve kombinacije radijusa r i
mase M, kao i vrijednosti kutne akceleracije o, napetosti niti T' te momenta sile T.

M r a Q@ T T
[kg] [m] | [3] [Z] [N] [Nm]
0,04 | 0,0201 | 0,5021 | 0,0382 | 0,0015
0,035225 | 0,07 | 0,0940 | 1,3441 | 0,0384 | 0,0027

0,1 | 0,2307 | 2,3079 | 0,0390 | 0,0039
0,04 | 0,0163 | 0,4092 | 0,0381 | 0,0015
0,054796 | 0,07 | 0,0817 | 1,1684 | 0,0384 | 0,0026

0,1 | 0,1857 | 1,8571 | 0,0388 | 0,0038
0,04 | 0,0121 | 0,3024 | 0,0381 | 0,0015
0,074167 | 0,07 | 0,0703 | 1,0041 | 0,0384 | 0,0026

0,1 | 0,1512 | 1,5125 | 0,0387 | 0,0039
0,04 | 0,0093 | 0,2325 | 0,0381 | 0,0015
0,093477 | 0,07 | 0,0566 | 0,8088 | 0,0383 | 0,0027
0,1 | 0,1399 | 1,3998 | 0,0386 | 0,0039

U tablici 12 prikazani su rezultati Cetvrtog eksperimenta. Takoder, uz njih je prikazana i
obrada podataka. IzraCunate su vrijednosti kutne akceleracije o, napetosti niti 7' te momenta
sile 7 uz koriStenje jednadzbe (4.1), (4.2)1 (4.4).

Moment tromosti / ra¢unamo na isti nacin kao u prethodnim eksperimenta koriste¢i metodu

najmanjih kvadrata za jednadzbu (4.5) koja je oblika

y = az (4.34)
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gdje su

Vrijednost parametra a raCunamo iz jednadZbe

y=r,
=0
a=1.

a pripadnu gresku

Y

a ==,

x2

1 (y?

Oq = — —
n 2

gdje je n broj mjerenja.

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

S obzirom na varijabilnost parametra // raCunamo moment tromosti / za Cetiri slucaja. Na

sljedecoj slici prikazani su grafovi iz kojih smo ih odredili, a nakon toga i tablica s njihovim

vrijednostima.

T [Nm]

T [Nm]

M=35g¢g
T=0,0018c 4
o
075 11 145 18 215 25
a [rad/s?]
M=74g
T=0,0027a
[ ]
0,45 07 095 12 145 17
a [rad/s?]

Slika 24: Grafovi ovisnosti kutne akceleracije
momenta tromosti I za Cetvrti eksperiment.

T [Nm]

T [Nm]

0,42

M=55¢g
T+0,0022a
o
9 12 15 1,8 21
a [rad/s?]
M=93g
T=0,003e
o
0,64 0,86 1,08 13 1,52
a [rad/s?]

«a i momenta sile T iz kojega odredujemo vrijednosti
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Uz moment tromosti samog diska /4, imamo i u ovom slucaju i dodatni moment tromosti

Lgodatno- Dakle, prema jednadzbi (2.32) za moment tromosti / koji raCunamo vrijedi

I' = Liisk + Laodatno- (4.40)

Uz vrijednost momenta diska /g, koju smo izracunali u prvom i drugom eksperimentu i

jednadzbu (4.40) moment tromosti /j,44:n0 racunamo kao

Idodatno =1 Idiskz~ (441)

Tablica 13: Vrijednosti momenta tromosti I cijelog sustav za svaku masu M dobivene metodom
najmanjih kvadrata za jednadzbu (4.5). Takoder, prikazani su i dodatni momenti tromosti 1j,q4tno koji
su izracunati koristeci jednadZbu (4.41).

M I Tiodatno

[kg] [kgm®] [kgm”]
0,035225 | 0,0018 & 0,0002 | 0,0008 = 0,0002
0,054796 | 0,0022 & 0,0004 | 0,0012 & 0,0004
0,074167 | 0,0027 & 0,0002 | 0,0017 + 0,0002
0,093477 | 0,0030 & 0,0003 | 0,0020 & 0,0003

Nakon §to smo izracunali momente tromosti sustava [, kao i dodatni moment tromosti /,4atno
odredujemo postoji li ovisnost varijabilnog parametra M s njim. Na slici 25 prikazan je graf
ovisnosti dodatnog momenta tromosti /j,44tn0 1 mase M. Uocavamo kako je njihova ovisnost
linearna te dolazimo do zakljucka kako je dodatni moment tromosti /;,44tn0 proporcionalan s
masom M tj.

Laodatno ~ M. (4.42)

Slika 25: Graf ovisnosti dodatnog momenta tromosti 1j,44tn0 i mase M.
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5 Zakljucak

Na pocetku ovog rada uveli smo kutne kinematicke veli¢ine. To su fizikalne veli¢ine pomocu
kojih opisujemo kruzno gibanje tijela. To su kut zakreta oko odabranog smjera ¢, kutna brzina

« te kutna akceleracija &. Potom smo uveli i moment sile 7 i moment tromosti /.

Moment sile 7 govori o utjecaju sile na rotacijsko gibanje, a moment tromosti / o odupiranju
tijela na promjenu polozaja pri rotacijskom gibanju. Kao §to je prikazano u tablici 1, moment
tromosti / nekog tijela ovisi o njegovoj masi te poloZaju osi rotacije, ali i njegovim dimenzijama,

ovisno kakvog je oblika tijelo.

Kroz ovaj rad opisan je eksperiment u Cijem postavu imamo "nepravilno" rotacijsko tijelo.
Za pocetak smo detaljno opisali eksperimentalni uredaj i sve njegove dijelove te opisali njegovo
rotacijsko gibanje. Imenovali smo parametre, a to su:

m masa koja se nalazi na kraju niti,
r  radijus oko kojeg je namotana nit,
M masa koja se nalazi na disku,

R radijus na kojem se nalaze mase M.

Eksperiment je podijeljen u Cetiri dijela koja smo proveli i ¢ije smo rezultate dobili koristeci
program Tracker. To je alat za analizu i obradu video zapisa. Pri kasnijem racunu koristili smo

se i metodom najmanjih kvadrata te uz tabli¢ne i graficke prikaze detaljno obradili rezultate.

U prvom eksperimentu radijus r je varijabilan, a masa m konstantna. S obzirom na to da
nismo imali utjecaj parametara masa M i radijus R racunali smo moment tromosti / koji je bio

jednak momentu tromosti samog diska 1; .

U drugom eksperimentu masa m je bila varijabilna, a radijus r konstantan. Ponovo, s obzirom
na to da nismo imali utjecaj parametara masa M i radijus R raCunali smo moment tromosti /
koji je bio jednak momentu tromosti samog diska /4. Dakle, do iznosa momenta tromosti
disk 745, mogli smo doc¢i na dva razli¢ita naCina. Bez obzira na nacin, oba puta smo dobili

jednak rezultat te smo ga kasnije koristili u treem i Cetvrtom eksperimentu.

U treCem eksperimentu masa m, masa M te radijus r su konstanti dok je radijus R
varijabilan. Sada zbog utjecaja mase M 1 radijusa R, moment tromosti cijelog sustava [ je
jednak zbroju momenta tromosti samog diska /g i dodatnog momenta tromosti goqatno-
Nakon §to smo izmjerili vrijednosti dodatnog momenta tromosti /g,4q¢n0, 0dredili smo postoje
li ovisnosti izmedu parametra radijus R i1 njega. Iz dobivenih rezultata moze se uociti kako je

dodatni moment tromosti /j,44¢10 proporcionalan s kvadratnom vrijednosti radijusa R tj.

Laodatno ~ RQ' 5.1

U cCetvrtom eksperimentu masa m, radijus r te radijus R su konstanti dok je masa M
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varijabilna. Kao i u prethodnom dijelu, vrijedi da je moment tromosti cijelog sustava [ je
jednak zbroju momenta tromosti samog diska /4 1 dodatnog momenta tromosti /godatno-
Nakon $to smo izmjerili vrijednosti dodatnog momenta tromosti /go4q¢n0, 0dredili smo postoje
li ovisnosti izmedu parametra masa M i njega. 1z dobivenih rezultata moZe se uociti kako je

dodatni moment tromosti /44t proporcionalan s masom M tj.
Taodatno ~ M. (5.2)
Iz ovisnosti (5.1) 1 (5.2) moZemo zakljuciti sljedece
Liodatno ~ M R? (5.3)

tj. dodatni moment tromosti Ij,gum. je proporcionalan s M R? $to je u suglasnosti s
definicijom (2.32).

U dodatku ovog rada nalazi se praktikumska vjezba "Dinamika kruZnog gibanja" i njezina
rjeSenja. PredloZena vjeZba izvodi se na ovdje opisanom eksperimentalnom postavu i ima za cilj
istrazivanje fizikalnih veli¢ina o kojima ovisi moment tromosti te istraZivanje utjecaja momenta

tromosti na kinematic¢ke i dinamicke veli¢ine tijekom kruZnog gibanja.
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A Dodatak : Vjezba

Dinamika kruznog gibanja

Teorijski uvod 1 mjerni uredaj

Uz linearne kinematicke veliCine za opisivanje kruznog gibanja koristimo i kutne kinematicke
veli¢ine kao $to su kut zakreta oko odabranog smjera ¢, kutna brzina « te kutna akceleracija a.

Kutna brzina & definira se kao 13
%2

J = A.l
W= (A.1)
a kutna akceleracija a kao
d@
N = —. A2
a=— (A.2)
Pomocu njih mozemo zapisati i Drugi Newtonov zakon
7__’
Y= — A3
a=7 (A.3)

gdje je 7 moment sile, a I moment tromosti ili inercije. Kutna akceleracija @ je rezultat

djelovanja momenta sile 7, a moment tromosti opisuje mjeru opiranja tijela rotacijskom gibanju.

SSS S

(13

\\\\\\\\N—

S S

Slika 26: Skica eksperimentalnog uredaja koji se sastoji od metalne konstrukcije (1), osovine (2),
rotirajuceg diska (3), niti (4), koloture (5), tijela (6).
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Slika 27: Prikaz diska odozgo s oznacenim radijusima r i R.

Na slici 26 skiciran je eksperimentalni uredaj koji se koristi u ovoj vjezbi. Sastoji se od
metalne konstrukcije na kojoj se nalazi rotirajuéi disk, mala kolotura te tijelo na niti. Plavi
disk sa slike 26 izraden je od lagane plastike te se moZe rotirati oko osovine kojom je spojen
na metalnu konstrukciju. Oko diska, tj. oko njegova tri suZenja radijusa r, namotava se nit s
tijelom mase m. Na disk se mogu postaviti tijela mase M na radijuse R odredene poloZajima
vijaka koji su na njemu. Na slici 28 prikazani su svi dijelovi eksperimentalnog uredaja. PoloZaji
radijusa r 1 R prikazani su na slici 27. PuStanjem tijela mase m, ono pada pod utjecajem sile

teze te se disk rotira tako da vrijedi
ma =T —mg, (A4
gdje je T' napetost niti. Rotacija ovog sustava se moze opisati jednadzbom
T=Iq, (A.5)
gdje kutnu akceleraciju o raCcunam pomocu jednadzbe
a=—, (A.6)

a moment sile 7 pomocu
T="Tr. (A.7)

Iz jednadzbe (A.7) moZemo odrediti moment tromosti sustava /. Zbog utjecaja tijela mase M
na radijusu R, moment tromosti / je zbroj momenta tromosti samog diska [y 1 dodatnog

momenta tromosti nastalog utjecajem mase )/ na radijusu R tj.

I= [disk + [dodatno- (A8)
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Mjerni postupak

Eksperiment je podijeljen u Cetiri dijela. U svakom je jedan od parametara varijabijalan, a ostali
konstranti. Parametri koje mjerimo u eksperimentu su prikazani u sljedecoj tablici.

Tablica 14: Parametri koje mjerimo u eksperimentu.

m masa koja se nalazi na kraju niti

r | radijus oko kojeg je namotana nit

M masa koja se nalazi na disku

R | radijus na kojem se nalaze mase M

Gibanje tijela mase m snimamo kamerom, a prije pocetka snimanja gibanja potrebno je
namotati nit oko diska te odabrati tijela koja se koriste za svaki dio ove vjezbe. Potrebno je
pripaziti da prilikom postavljanja niti na svaku od razina ona tangencionalna u odnosu na radijus
u tocci gdje ju povlacimo prema koloturi, kao i to da je kolotura na istoj visini kao i disk.
Takoder potrebno je postaviti bijelu pozadinu na dio stola gdje nam tijelo mase m pada prema

podu kako bi to gibanje mogli snimiti.

Prvi eksperiment sastoji se od diska na ¢ijoj povrSini nije postavljeno niti jedno dodatno
tijelo ve¢ samo na niti imamo tijelo konstantne mase m. Promjenjivi parametar u ovom slucaju

je radijus 7.

Drugi eksperiment takoder se sastoji od diska na kojem nema niti jedno tijelo. Nit
namotamo oko proizvoljno odabranog radijusa r. Promjenjivi parametar u ovom koraku je

masa m ovjesena na nit.

Treéi eksperiment provodimo s istim tijelom mase m na niti. Dodajemo tri tijela jednake
mase M na disk. Promjenjivi parametar u ovom koraku je radijus R na kojem se nalaze tijela
mase M. Za proizvoljno odabrani radijus r izvodimo eksperiment pomicuéi tijelo mase M na

svaki od Sest radijusa R. Isto ponavljamo i za preostale radijuse 7.

Cetvrti eksperiment provodimo s istim tijelom mase m na niti. Promjenjivi parametar u
ovom koraku je masa tijela na disku M. Na raspolaganju imamo vijak i osamnaest matica od
kojih izradujemo Cetiri tijela razli¢itih masa M. Za proizvoljno odabrani radijus R na kojem se

tijelo nalazi, provodimo eksperiment za svaki od radijusa 7.

Nakon snimanja, video zapis je potrebno obraditi programom Tracker te dobiti podatke za
akceleraciju. Ostale vrijednosti racunamo pomocu prethodno navedenih jednadzbi. Pri racunu

se koriste vrijednosti dane u tablici 15.
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Zadatci

1. Odredite moment tromosti samog diska kroz dva nacina :

a) promjena parametra radijus r

b) promjena parametra masa m

1 usporedite rezultate.
2. Odredite kako utjeCe promjena radijusa £ na moment tromosti cijelog sustava.

3. Odredite kako utjeCe promjena mase M na moment tromosti cijelog sustava.

Tablica 15: Vrijednosti parametara potrebnih za racun

parametar | vrijednost
3.887 g
m 5831¢g
7773 g
108.8 g
35225 ¢
M 54.796 g
74.167 g
93.744 ¢

4 cm

r 7cm
10 cm
1.75 cm
3.25cm
4.75 cm
6.25 cm
7.75 cm
9.25 cm
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Slika 28: (a) Fotografija eksperimentalnog postava: metalna konstrukcija (1), osovina (2), rotirajuci
disk (3), nit (4), kolotura (5), tijelo (6). (b) Disk s gornje strane. (c) Disk s donje strane. (d) Tijela koja
stavljamo na kraj niti. (e) Tijela koja postavljamo na vijke na disku.
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RjesSenja

Izvjestaj o provedenoj praktikumskoj vjezbi trebao bi sadrzavati sazetak vjezbe, kratki teorijski
uvod te opis mjernog uredaja i nacina izvodenja mjerenja. Uz to, potrebno je navesti koriStene
jednadzbe kao i obradu podataka te konacni zakljucak. U ostatku ovog poglavlja naveden je

primjer obrade podataka za ovakvu vjezbu.

Nakon $to uz pomo¢ programa Tracker izmjerimo akceleraciju a, cilj je izraCunati kutne
kinematicke i dinamicke veli¢ine kako bismo odredili moment tromosti sustava /. Za pocetak

racunamo kutnu akceleraciju o pomocu jednadzbe

a=2 (A.9)
Nadalje, kako bismo izracunali napetost niti koristimo formulu
T=m(a+g), (A.10)
gdje za akceleraciju slobodnog pada g koristimo iznos
g=9,81=. (A.11)
5
Moment sile raCunamo pomocu jednadzbe
T="1Tr. (A.12)

Posljednje, moment tromosti odredit ¢emo iz ovisnosti momenta sile 7 i kutne akceleracije o

koriste¢i metodu najmanjih kvadrata za jednadzbu

T=Ix (A.13)
koja je oblika

Yy =ax (A.14)
gdje su

y=r, (A.15)

=« (A.16)
i

a=1. (A.17)

Vrijednost parametra a raCunamo iz jednadZbe

(A.18)
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a pripadnu gresku

[

—a?, (A.19)

22
gdje je n broj mjerenja.

U prvom eksperimentu dosli smo do iznosa momenta tromosti diska 7

Liisi = 0,001 kgm?. (A.20)

0,0045

0,004 T=0,001c .

0,0035
0,003

T [Nm]

0,0015 .

0,001

1,4 18 2,2 2,6 3 3,4 3,8

a [rad/s?]

Slika 29: Graf ovisnosti kutne akceleracije o i momenta sile T iz kojega odredujemo vrijednost momenta
tromosti I za prvi eksperiment.

U drugom eksperimentu, ponovno smo racunali moment tromosti diska /4 te smo dobili

jednak rezultat kao i u prvom eksperimentu.

- 1=0,00080 2
0,008

0,007

0,006

T[Nm]

0,005

0,003

35 a5 5,5 6,5 75 8,5 95

a [ra(;/sl]

Slika 30: Graf ovisnosti kutne akceleracije o i momenta sile T iz kojega odredujemo vrijednost momenta
tromosti I za drugi eksperimenta.

U tre¢em eksperimentu koristili smo rezultat prva dva eksperimenta kako bi izracunali
moment tromosti cijelog sustava /. Prvo smo izraCunali moment tromosti cijelog sustava [/

metodom najmanjih kvadrata. Uz moment tromosti samog diska /4, imamo u ovom slucaju i
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dodatni moment tromosti /o4qtno. Za moment tromosti / koji smo izracunali vrijedi

I = [disk + Idodatno- (A21)
Tada iz prethodne jednadzbe slijedi da moment tromosti /;,44:n0 raCunamo kao
]dodatno =1- ]disk- (A22)

S obzirom na varijabilnost parametra R, raCunali smo moment tromosti / za Sest sluCajeva. Na

sljedecoj slici prikazani su grafovi iz kojih smo ih odredili, a nakon toga i tablica s njihovim

vrijednostima.
R=1,75cm R=3,25cm
1=0,00120-4 T=0,0015a %
038 13 18 23 28 33 38 7 1,1 15 19 23 2,7 3,1
a [rad/s?] a [rad/s?]
R=4,75cm R=6,25cm
T=0,00200 % T=0,0027ct %
8 1,1 14 1,7 2 23 ),6 8 1 1,2 1,4 16
a [rad/s?] a [rad/s?]
R=7,75cm R=9,25cm
T=0,0038a o T=0,0048a
0,47 059 071 083 095 o7 38 0,48 058 0,68 0,78 0,88
a [rad/s?] a [rad/s?]

Slika 31: Grafovi ovisnosti kutne akceleracije o i momenta sile T iz kojega odredujemo vrijednosti

momenta tromosti I za tre¢i eksperiment.
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Tablica 16: Vrijednosti momenta tromosti I cijelog sustav za svaki radijus R dobivene metodom
najmanjih kvadrata za jednadzbu (A.13). Takoder, prikazani su i dodatni momenti tromosti 1;j,q4tn0
koji su izracunati koristeci jednadzbu (A.22)

R I Tiodatno

[m] [kgm®] [kgm®]
0,0175 | 0,00115 = 0,00004 | 0,0002 = 0,00004
0,0325 | 0,00147 + 0,00005 | 0,0005 = 0,00005
0,0475 | 0,00196 = 0,00006 | 0,0010 == 0,00006
0,0625 | 0,00270 = 0,00007 | 0,0017 == 0,00007
0,0775 | 0,00379 = 0,00006 | 0,0028 = 0,00006
0,0925 | 0,00477 + 0,00013 | 0,0038 = 0,00013

Iz dobivenih rezultata moZe se uociti kako je dodatni moment tromosti /j,4aino

proporcionalan s kvadratnom vrijednosti radijusa R tj.
[dodatno ~ RQ' (A23)

kao Sto je i prikazano na sljedecoj slici.

Slika 32: Graf ovisnosti dodatnog momenta tromosti 13,4410 i kvadratne vrijednosti radijusa R.

U Cetvrtom eksperimentu koristili smo rezultat prva dva eksperimenta kako bi izracunali
moment tromosti cijelog sustava /. Prvo smo izracunali moment tromosti cijelog sustava [
metodom najmanjih kvadrata. Uz moment tromosti samog diska /;;5; imamo u ovom slucaju i

dodatni moment tromosti /o4qtno- Za moment tromosti / koji smo izracunali vrijedi
I= Idisk + [dodatno- (A24)
Tada iz prethodne jednadZbe slijedi da moment tromosti /;,44:n0 racunamo kao

[dodatno =1 [disk- (A25)
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S obzirom na varijabilnost parametra M/ raCunamo moment tromosti / za Cetiri sluc¢aja. Na

sljedecoj slici prikazani su grafovi iz kojih smo ih odredili, a nakon toga i tablica s njihovim

vrijednostima.
M=35g M=55g
T=0,0018a T=0,00220
. 015 e
0,001
VVVVVVV 11 1,45 18 215 25 03 06 12 15 18 21
o [rad/s?] a [rad/s?]
M=74¢g M=93g
T=0,0027¢- T=0,003a
€
=
5
045 07 095 12 145 17 02 042 064 086 1,08 13 152
a [rad/s?] a [rad/s’]

Slika 33: Grafovi ovisnosti kutne akceleracije o i momenta sile T iz kojega odredujemo vrijednosti
momenta tromosti I za Cetvrti eksperiment.

Tablica 17: Vrijednosti momenta tromosti 1 cijelog sustav za svaku masu M dobivene metodom
najmanjih kvadrata za jednadzbu (A.13). Takoder, prikazani su i dodatni momenti tromosti 1;j,q4tn0
koji su izracunati koristeci jednadZbu (A.25).

M
[kg]

I
[kgm®]

I dodatno
[kgm’]

0,035225

0,0018 £ 0,0002

0,0008 + 0,0002

0,054796

0,0022 + 0,0004

0,0012 + 0,0004

0,074167

0,0027 £ 0,0002

0,0017 £ 0,0002

0,093477

0,0030 £ 0,0003

0,0020 £ 0,0003

Iz dobivenih rezultata moZe se uociti kako

proporcionalan s masom M tj.

Sto je prikazano na sljedecoj slici.

I dodatno ™ M.

je dodatni moment tromosti [j,datno

(A.26)
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0,0023

0,0021

®

0,0019
— 0,0017 .
8 0,0015
20,0013
o L ]
= 0,0011

0,0009

[
0,0007
0,0005
0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 01

M [kg]
Slika 34: Graf ovisnosti dodatnog momenta tromosti 1j,441n0 i mase M.
1z ovisnosti (A.23) i (A.26) moZemo zakljuciti sljedece

[dodatno ~ MR2 (A27)

tj. dodatni moment tromosti I,44tn0 j€ proporcionalan s M R? §to je u suglasnosti s definicijom
momenta tromosti.

45



