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Uvod

Teorija grafova je grana matematike koja se bavi, kao $to iz naziva mozemo in-
tuitivno zakljuciti, grafovima. Graf je vrsta matematickog objekta s mnogim
primjenama. NajviSe se koriste za olaksani prikaz razlic¢itih vrsta podataka.
Primjerice, zelimo li isplanirati rute raznosenja paketa, puno je jednostavnije
to prikazati graficki. Potom mozemo odrediti najbolje rute raznosenja uz
pomo¢ matematicke teorije. Za samo rjeSavanja problema moramo osmisliti
prikladan algoritam.

Sami algoritmi, metode rjesavanja problema, znaju biti jako neefikasni
ovisno o veli¢ini problema, dostupnim resursima i slicnim ¢imbenicima. Cilj
matematicara i/ili programera je taj da osmisli algoritme koji ¢e biti sto
efikasniji tj. koji imaju izvedivu primjenu u pravome svijetu. Neki algoritmi
postaju puno efikasniji primjenom matematickih znanja, a zbog prikazivosti
problema u grafickom obliku, posebnu pozornost ¢emo obratiti na znanja iz
teorije grafova. Primjena tih znanja moze znacajno olaksati/ubrzati korake
algoritma, no cak i tada neki algoritmi ostaju neprihvatljivi. Takvi algoritmi,
u nekim slucajevima, mogu postati prihvatljivi za specificne tipove grafova.

U ovome diplomskome radu ¢emo predstaviti nekoliko takvih tipova gra-
fova koji olaksavaju rad algoritama, te algoritme koji ih prepoznavaju. Osim
spomenutih algoritama, predstavit ¢emo i algoritme koji rade odredene funk-

cije na danom grafu, primjerice sortiranje.
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Poglavlje 1
Uvodni pojmovi

Prije nego Sto po¢nemo predstavljati algoritme, trebat ¢emo se upoznati
s osnovnim pojmovima teorije grafova kao sto su definicije grafa, ciklusa,
bojanja... Ovi pojmovi ¢e se koristiti kroz cijeli rad, a pojmovi specifi¢ni
odredenom poglavlju ¢e se uvesti u spomenutom poglavlju. Osim pojmova
iz teorije grafova, uvest ¢emo i definiciju algoritma i kako se grafovi mogu

spremati u racunalo.

1.1 Uvodni pojmovi iz podruc¢ja teorije gra-
fova

Uvest ¢emo temeljni pojam rada - samu definiciju grafa. U istoj definiciji

uvodimo pojmove grafa i usmjerenog grafa.

Definicija 1.1 Graf je uredena trojka G = (V, E, @), gdje je V- # () skup
cije elemente nazivamo vrhovi, E skup cije elemente nazivamo bridowt,
VNE =0, te je ¢ funkcija koja svakom bridu pridruiuje neuredeni par

vrhova. Funkcija ¢ se naziva incidencijska funkcija.



1.1. Uvodni pojmovi iz podruéja teorije grafova

Ako incidencijska funkcija ¢ pridruzuje svakom vrhu uredeni par vrhova,
tada kazZemo da je graf usmgeren. Usmjerene bridove iz ovakvog pridruzivanja

nazivamo lukovr.

Kada vrijedi ¢(e) = {u, v}, onda kazemo da su vrhovi u i v krajevi brida
e. Kazemo da su vrhovi u i v incidentni s bridom e. Krace piSemo e = uv,
te jos kazemo da su vrhovi uv i v susjedni. Kod usmjerenih grafova, kad vrijedi
o(e) = (u,v) kazemo da luk e ima pocetak u vrhu w i kraj u vrhu v.

Graf bez vrhova je takoder graf i takav graf se naziva prazan graf.

Uvedimo jos i pojam podgrafa.

Slika 1.1: Usmjereni i neusmjereni graf - slika iz skripte Teorija Grafova -

Anka Golemac

Definicija 1.2 Za graf H kaZemo da je podgraf grafa G tj. H C G, ako
Vy C Vg i Eg C Vy, gdje Vi, Eg su redom skupovi vrhova i bridova grafa

H, Vg, Eg su redom skupovi vrhova i bridova grafa G.

Ovisno o vrhovima i bridovima, postoje i grafovi koji nose posebne nazive.

Ciklus sa n vrhova je neprazni graf sa skupom vrhova V' = {vy,...,v,},
te skupom bridova F = {vjvs, U3, .. ., V10U, U,01 }. Ciklus oznacavamo sa
C,. Ciklus duljine k tj. k-ciklus, je ciklus sa k vrhova i k bridova. Brid koji
povezuje dva vrha ciklusa se naziva kabel.

Ciklus u kojem su svaka dva vrha povezana kabelom tvori potpun graf.



1.1. Uvodni pojmovi iz podruéja teorije grafova

Potpuni graf je graf kojemu su svaka dva vrha susjedna i oznacavamo

ga sa K.

Cs

Slika 1.2: Ciklus sa 5 vrhova - slika iz skripte Teorija Grafova - Anka Gole-

mac.

Definicija 1.3 Klika je podskup vrhova K grafa G takav da su svaka dva

razlicita vrha iz K susjedna w G. Broj klika grafa G oznacavamo sa w(G).

Promotrimo vezu izmedu vrhova i bridova tako da uvedemo pojam stu-
panj vrha. Za vrh v kazemo da je stupnja n ako je incidentan sa n bridova,
te pisemo deg(v) = n . Uz pojam orijentiranog grafa uvodimo i pojmove
ulaznog i izlaznog stupnja. Izlazni stupanj vrha v orijentiranog grafa je
broj lukova s pocetkom u v, a ulazni stupanj vrha v je broj lukova s kra-
jem u v. Redom ¢emo ih oznacavati sa indeg(v) i outdeg(v). Vrh ¢iji je
izlazni stupanj 0 naziva se dno.

Skup vrhova susjednih vrhu v oznacavat é¢emo sa Adj(v).

Vezu izmedu stupnjeva i bridova prikazujemo tzv. lemom o rukovanju.

Teorem 1.4 (Lema o rukovanju) U svakome grafu G = (V, E) zbroj stup-
njeva je paran. Vrijedi Y, o\, deg(v) = 2m, gdje je m broj bridova u G.

[z neusmjerenog grafa, mozemo dobiti usmjereni sto prikazujemo sljede¢om

definicijom.



1.1. Uvodni pojmovi iz podruéja teorije grafova

Definicija 1.5 Orijentacija grafa G je bilo koji usmjereni gmfa u kojem

brid {u,v} dobiva orijentaciju (u,v) ili (v, u).

Sad uvodimo pojam koji je ¢esto koristen u primjeni i, specificnije, u

algoritmima. Pojam bojanja grafa.

Definicija 1.6 Neka B = {1,...,k}. Za graf G, k-bojanje vrhova je
preslikavange f : V(G) — B. Elemente skupa B nazivamo bojama, te
kazemo da je vrh v obojen bojom b ako f(v) =b.

Bojanje grafa je pravilno ako su susjednim vrhovima pridruZene razlicite
boje. Graf je k-obojiv ako postoji pravilno bojanje njegovih vrhova.

Ako je graf k-obojiv i nije (k—1)-obojiv, onda kaZemo da je kromatski broj
X(G) grafa G jednak k.

b (1

Slika 1.3: Pravilno (lijevo) i nepravilno (desno) bojanje - slika iz skripte

Teorija Grafova - Anka Golemac.

Za graf GG, stabilan skup je skup vrhova medu kojima nikoja dva nisu su-
sjedna. Stabilnost grafa a(G) je vrijednost koja oznacava veli¢inu najveceg
stabilnog skupa u grafu. Pokrivaé¢ grafa GG je podskup njegovih vrhova tak-
vih da svaki brid grafa ima barem jedan kraj u tom podskupu. Sa k(G),

4



1.1. Uvodni pojmovi iz podruéja teorije grafova

oznacimo broj pokrivaca klike tj. najmanji broj potpunih podgrafova grafa
G potrebnih da se pokriju vrhovi iz G.
Uvedimo pojam povezanosti grafa. Prije uvodenja pojma povezanosti,

definirajmo Setnju, stazu i put.

Definicija 1.7 Setnja grafa G je konacni niz vrhova v; © bridova e; oblika
Vg, €1, V1, €2, . ..,,€, V. Staza je setnja ciji su bridovi svi medusobno razlicit.

Put je staza s medusobno razli¢itim vrhovima.
Sada mozemo uvesti pojam povezanosti grafa.

Definicija 1.8 Graf G je povezan ako su mu svaka dva vrha povezana pu-
tem, a inace je mepovezan. Povezani podgraf (koji mije pravi podgraf ni
jednog drugog povezanog podgrafa od G) naziva se komponenta poveza-

nosti od G.

o‘ ?;o

Slika 1.4: Povezani graf sa 6 vrhova.

Primjer 1.9 Promotrimo prethodni graf. 4 — 0 — 2 —4 — 5 bi bio primjer
setnje u grafu. Zbog razlicitosti bridova, ovo bi takoder bila i staza, ali zbog

ponaviljanja vrha 4, ovo nije put.



1.1. Uvodni pojmovi iz podruéja teorije grafova

Definicija 1.10 Podskup S C V je separator vrhova vrhova v i w (koji
nisu susjedni) ako uklanjanjem podskupa vrhova S, v i w se razdvajaju u
dvije odvojene komponente povezanosti. S u tom slucaju nazivamo separator
v-w. U slucaju da ne postoji pravi podskup S koji je separator v-w, onda

kazemo da je S minimalnt separator vrhova v i w .

Primjer 1.11 Promotrimo ponovno graf na Slici 1.4. Separator vrhova 4
i 3 (tj. separator 3-4), je S = {2} jer se uklanjanjem vrha 2, vrhovi 3 i 4

razdvajaju v razlicite komponente povezanosti.

Definicija 1.12 Za graf kaZemo da je planaran ili smjestiv u ravninu
ako se moZe nacrtati u ravnini bez presijecanja bridova. Podrucje ravnine

odredeno smjestenjem grafa se nazivaju strane.

Definicija 1.13 Planarno smjestenje grafa G se naziva ravninski graf.

Slika 1.5: Potpuni graf s 4 vrha je planaran. - slika iz skripte Teorija Grafova

- Anka Golemac

Definicija 1.14 Neka G graf. Za brid iz grafa G kaZemo da je most ako

njegovim uklanjanjem se povecava broj komponenti grafa.

Na grafu sa Slike 1.4 brid 23 je most.



1.2. Algoritmi i spremanje grafa u racunalo

Teorem 1.15 Za planarno smjestenje povezanog grafa G = (V, E) vrijedi

f+1V|—2=|FE|, gdje f broja strana grafa.

Sa d(f) ozna¢imo stupanj strane f grafa G tj. stupanj strane je broj bridova

u njezinom rubu, gdje se rezni bridovi broje dvostruko.

Lema 1.16 Za planarno smjestenje jednostavnog grafa G vrijeds

2m =3 d(fi).

Korolar 1.17 Za svaki povezani, planarni grafa G = (V| E), vrijedi |E| <
2V| — 4.

Trebat ¢emo jos i pojam funkcije.

Definicija 1.18 Neka su X 1 Y neprazni skupovi. Funkcija je relacija

fC X XY za koju vrijedi:
VreX)3 yeY) y= f(z).
Funkcija iz definicije je bijekcija ako vrijedi:

VyeY)3d zeX) y= f(z).

1.2 Algoritmi i spremanje grafa u racunalo

Ne postoji stroga definicija algoritma, ali uvedimo algoritam kao proces ili
niz pravila za rjesavanje problema u kona¢no mnogo koraka. U racunalu,
algoritmi su niz naredbi napisanih u redoslijedu koje racunalo razumije i
izvrsava, kako bi dobili zeljeni rezultat.

Kako bi algoritam bio ispravan, treba vrijediti sljedece:

1) Mora biti jednoznacno odreden prvi korak.



1.2. Algoritmi i spremanje grafa u racunalo

2) Svaki sljedeéi korak mora biti jednoznaéno odreden.

3) Algoritam mora sadrzavati konaéno mnogo koraka.

4) Algoritam se sastoji od kona¢no mnogo osnovnih instrukcija koje jed-
noznacno odreduju njegov zavrsetak.

5) Svaki algoritam ima kona¢no mnogo ulaznih vrijednosti i one su je-
dinstvene obzirom na problem koji trebaju rjesiti.

U racunarstvu, postoji pojam klasa kompleksnosti. Klase kompleksnosti
grupiraju probleme ovisno o vremenu i prostoru potrebnom za njihovo rjesavanje.
Za potrebe ovog diplomskog rada, predstavimo P, NP i NP-teske klase. P
klasa je klasa problema odluke (odgovor na pitanje mora biti da ili ne) koja
se moze rijesiti deterministickom strojem (za svako stanje stroja, sljedece
stanje je jedinstveno odredeno) u polinomijalnom vremenu. NP klasa je
klasa problema odluke koji se mogu rijesiti nedeterministickim strojem u po-
linomijalnome vremenu. RjeSenja NP klase je tesko nadi, ali se verifikacija
problema moze obaviti u polinomijalnome vremenu. NP-teska klasa je klasa
problema u kojoj je svaki problem barem tezak kao i najtezi problem u NP
klasi. Verfikacija ovakvih problema traje dugo. Primjer NP-teskog problema
je problem sume podskupa. Problem glasi: Za dani skup prirodnih brojeva i
zadanu vrijednost sume, postoji li podskup danog skupa ¢ija je suma jednaka
zadanoj.

Uz algoritme vezemo i pojam kompleksnosti algoritma. Kompleksnost al-
goritama nam sluzi da procijenimo moze li program uopce zavrsiti u konacnom
vremenu i s danim resursima. Postoje razlicite vrste slozenosti, ali naj-
znacajnije su vremenska i prostorna slozenost. Prostorna slozenost daje pro-
cjenu koliko ¢e memorije algoritam zauzeti - svako spremanje varijable, pri-
vremeno ili ne, oduzima memoriju. Vremenska slozenost nam govori vrijeme

potrebno za izvrsenje algoritma.



1.2. Algoritmi i spremanje grafa u racunalo

Osim prostorne i vremenski slozenosti, postoje jos tri vrste kompleksnosti:
kompleksnost najboljeg, kompleksnost najgoreg i kompleksnost prosjecnog
slucaja. Najcesce se gleda kompleksnost najgoreg slucaja, tj. maksimalan

broj koraka za izvodenje nekog algoritma A.

Definicija 1.19 Neka su f,g : N — R" funkcije. Kazemo da je g asimp-
totska gornja meda od f ako postoji M > 0 i ny € N takvi da za svaki
n € N, n > ng vrijedi f(n) < Mg(n). Oznacavamo f(n) = O(g(n)).

Oznaka O se naziva i O-notacija, te oznacava gornju granicu ili najgori
slucaj.

Rast kompleksnosti moze biti konstantan, linearan, polinomijalan, logar-
tiamski, eksponencijalan i faktorijelski. Polinomijalna kompleksnost je pri-
hvatljiva, dok je eksponencijala neprihvatljiva za velike vrijednosti jer moze
dovesti do algoritama kojima trebaju godine da se izvrse. Iako ¢e se algoritam

izvrsiti, smatra se da je toliko vremensko trajanje izvrsavnja neprihvatljivo.

Primjer 1.20 O(1) < O(logn) < O(y/n) < O(n) < O(nlogn) < O(n?) <
O(n?) < O(2™) < O(10™) < O(n!)

Kompleksnost se racuna neovisono o mogué¢nostima racunala kao sto su
brzina procesora, brzina diska, compilera...

Osvrnimo se sada algoritme primjenjive na probleme teorije grafova. Prije
dizajniranja algoritmima, moramo grafove spremiti u racunalo. Kako bi uni-
jeli graf u racunalo, trebamo unijeti sve informacije o grafu. Primarno, mis-
limo na njihove vrhove i bridove tj. vrhove i njihove susjednosti. Postoje dva

glavna na¢ina unosa susjednosti grafa u racunalo: matrica i lista susjeda.

Definicija 1.21 Neka je G = (V, E) graf san vrhova. Matrica susjedstva
grafa G je n x n matrica A = [a;;], gdje a;; broj bridova koji spajaju vrhove

v; 1 vy iz G



1.2. Algoritmi i spremanje grafa u racunalo
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Slika 1.6: Primjer matrica susjedstva.

Pohranjivanje susjeda na ovaj nac¢in je jednostavno jer ve¢ina programskih
jezika ve¢ ima ugradene matrice ili slicne strukture. Ovaj na¢in spremanja
bridova nam omogucuje brzo pronalazenje informacije o susjednosti jer je
dovoljno provjeriti je li npr. u ¢-tom stupcu i j-tom retku broj razli¢it od
0 kako bi utvrdili susjednost vrhova v; i v;. Koristeci takvo spremanje, pro-
vjeravanje susjednosti se moze provesti u konstantnom vremenu - neovisno o
koli¢ini podataka (uvijek je isti postupak trazenja). Problem se jedino moze
pojaviti kod usmjerenih grafova u kojima je poredak bitan. Tada odredimo
da npr. redci predstavljaju pocetni vrh usmjerenog ruba, a stupci krajnji.
Tako npr. u retku ¢ i stupcu j dobivamo informaciju o postojanju usmjerenog
brida od v; do v;.

Jedan od nedostataka koristenja matrice susjedstva kao sredstva pohrane
grafa je taj da u slucaju da zelimo nac¢i sve susjede od vrha v; moramo
prolaziti kroz cijeli redak/stupac kako bi vidjeli gdje je vrijednost razlicita
od 0. Ovaj postupak je slozenosti O(n), gdje je n broj vrhova. Takoder, jos
jedan problem je koli¢ina potroSene memorije. Za graf s n vrhova, moramo

rezervirati n? mjesta u memoriji. S obzirom da neki od vrhova ne moraju biti

10



1.2. Algoritmi i spremanje grafa u racunalo

susjedni, prostor se trosi nepotrebno na pohranu nula. Ovo se moze popraviti
sa listom susjeda.

Lista susjeda nije jedna lista, ve¢ lista lista - svaki vrh grafa ima svoju
listu. Na i-tom mjestu, koje reprezentira vrh v; se nalazi lista koja sadrzi
sve njegove susjede. Umjesto liste mozemo podliste susjeda spremati u dic-
tionary tip podatka Sto je efikasnije. Dictionary je tip podatka koji sprema
vrijednosti u parovima - klju¢:vrijednost. Za razliku od lista, dictionary
nema poredak elemenata. Dictionary je efikasniji od matrice jer olaksava
pronalazenje elemenata. Primjerice, za pronaci vrijednost u listi od n ele-
menata, u najgorem slucju trebalo bi O(n) jer moramo provjeravati svaki
element liste. Ovaj postupak u dictionary-u bi trajao O(1) jer bismo odmah

"skocili” na mjesto na kojem se nalazi vrijednost.

Primjer 1.22 Promotrimo graf lijevo na Slici 1.6. Spremimo li liste u listu,
uzimajuci da i-ta pozicija u listi predstavlja listu susjeda i-tog vrha, lista
susjedstva za graf je: [[3,5,6],[5,6],[1,5],[3],[1,2,3,6],[1,2,3]]. U obliku
dictionary-a, ovo bi izgledalo: {1 : [3,5,6] , 2 : [5,6] , 3 : [1,5] , 4 :[3],
5:(1,2,3,6] , 6:[1,2,3]}.

Za razliku od matrice susjedstva koja zauzima n? mjesta za memoriju,
lista susjedstva zauzima 2m mjesta, gdje je m broj bridova. Npr. ako su
vrhovi v; i v; susjedni, to znaci da se v; sadrzan na listi od v; i obrnuto, pa
se zauzima manje mjesta. Za usmjerene grafove, samo odaberemo zelimo li
da pozicija u glavnoj listi odreduje je li vrh pocetni ili krajnji u odnosu na
susjedne mu vrhove iz unutarnje liste.

Nedostatak liste je Sto moze biti sporija od matrice ovisno o problemu.
Primjerice, za ukloniti brid v;v; moramo prvo provjeriti postoji li uopce -

u najgorem slucaju moramo provjeriti sve elemente lista ako nismo sigurni
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1.2. Algoritmi i spremanje grafa u racunalo

na kojoj poziciji se nalazi, a u prosjeku (ako pretpostavimo da je po sredini
liste) traje O(m/n). Pronalazenje u matrici susjedstva traje, kao $to smo
ranije napomenuli, O(1), §to je ocito bolje. Samo brisanje iz liste traje O(1),
pa je ukupno vrijeme potrebno za uklanjanje brida iz liste susjeda O(m/n).

Uoc¢imo da je prosjec¢no vrijeme nalazenje svih susjeda od specificnog vrha
u listi susjedstva jos uvijek O(m/n) sto je brze od O(n) potrebnog u matrici
sujedstva.

Zakljucno, odabir matrice ili liste ovisi veé¢inski o tipu problema, te o

koli¢ini dostupne memorije.
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Poglavlje 2

Sortiranje

2.1 Topolosko sortiranje

U pravome svijetu, ¢esto se dogada da imamo niz nekakvih dogadaja koje
imaju razli¢ite odnose i prioritete. Kad imamo jednostavan A — B — C
odnos, trivijalno je odrediti prioritet izvodenja dogadaja. Nazalost, postoje
kompliciranije situacije gdje mozda imamo jos ovakvih nizova koji su neve-
zani ili parcijalno vezani. Primjerice, ako pisemo software i postoje ovisnosti
u izvrsavanju - neki file-ovi ne mogu raditi prije nego sto se drugi izvrse.
Topoloski sort moze odrediti odrediti optimalni redoslijed pokretanja fileova
koji su dio software-a bez da se software srusi. Jos neki primjeri su organi-
zacija rasporeda, organizacija odrade posla, optimizacija compilera ...

Svi ovi odnosi se mogu prikazati u obliku usmjerenog grafa, ali graf ne bi
smio imati usmjerenih ciklusa jer bismo onda imali loop koji se ne bi mogao
sortirat. Npr. da imamo dogadaj A koji povlaci dogadaj B, ali i B povlaci
A, to se ne bi moglo sortirati jer ne postoji jasno definiran zavrsetak. Dakle,
topolosko sortiranje se primjenjuje za pronalazenje redoslijeda izvrsavanja

radnji prikazivih pomoc¢u usmjerenog aciklickog grafa $to ¢emo prikazati u



2.1. Topolosko sortiranje
ovome poglavlju.

Definicija 2.1 Neka G = (V, E) potpuni usmjereni graf s n vrhova. Za
orijentaciju 8 kazemo da je tranzitivni turnir ako za svaku trojku vrhova

x,y,z €V, vrigedi da xy € E 1 yz € E povlaci vz € F.

Slika 2.1: Tranzitivni turnir (lijevo) i graf ¢ija orijentacija nije tranzitivni

turnir (desno).

Drugim rije¢ima, £ nema 3-ciklusa. Tranzitivni turnir je usmjereni aciklicki
graf na kojem je primjenjivo topolosko sortiranje spomenuto ranije.
Sljede¢i teorem daje algoritam u linearnom vremenu za prepoznavanje

tranzitivnih turnira.

Teorem 2.2 Neka 8 orijentacija potpunog grafa K,. Sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:

(i) a je tranzitioni turnir

(ii) a je aciklican
Stovise, postoji linearno uredenje vrhova [V1,...,0,] takvo da vrijede sljedeca
svojstva:

(iii) indeg(v;) =i — 1, Vi

() viv; € @ ako i samo ako i < J

14



2.1. Topolosko sortiranje

Dokaz. |(i) = (ii)| Iz definicije tranzitivnog turnira proizlazi ¢injenica da

nema 3-ciklusa. Pretpostavimo da graf sadrzi k-ciklus, gdje je k& najmanji
moguci. Tada postoji kabel koji povezuje 2 vrha ciklusa i tvori manji ciklus,

Sto je kontradikcija s minimalnoséu od k. Graf je aciklican.

(17) = (i1i) | Ako je a aciklican, onda on ima dno i ozna¢imo ga s v,.

Vrijedi indeg(v,) = n — 1 zbog potpunosti. Uklanjanjem v, iz grafa, do-
biva se manji aciklicki usmjereni graf. Indukcijom ponavljamo postupak i

dokazujemo da tvrdnja vrijedi.

(173) = (iv) | Indukcijom.

(iv) = () | Ocito. m

Prethodni teorem nam daje da je za odredivanje je li graf tranzitivni
turnir, dovoljno izracunati sve indeg i potvrditi da nema jednakih.

Postoji problem generalniji od problema provjere da li je orijentacija grafa
tranzitivni turnir, a to je provjera da li je graf aciklican i usmjeren (svaki
tranzitivni turnir je je ujedno i acikliéni, usmjereni graf). Algoritmi koji rade
s aciklickim, usmjerenim grafovima imaju Siru primjenu za razliku od tran-

zitivnih turnira. Jedan takav algoritam je algoritam topoloskog sortiranja.

Definicija 2.3 Linearno sortiranje [vy,...,v,| grafa G, v; € V, koje zado-
voljava svojstvo v;v; € 8 —i1<7,Vi,J

naziva se topolosko sortiranje grafa G.

1: for j < |V| to 1 step —1 do

2: Nadi dno v od preostalog grafa i oznaci ga s v;;
3: Izbrisi v i sve rubove incidentne s v iz grafa;

4: end for

Prethodni algoritam prolazi kroz sve vrhove trenutnog grafa, te pronalazi
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2.1. Topolosko sortiranje

dno koje sigurno postoji zbog usmjerene acikli¢nosti grafa. Labelira ga i uk-
lanja mu incidentne bridove, te ponavlja postupak na manjem tranzitivhom
turniru (zbog svojstva (iv) iz Teorema 2.2). Uklanjanjem i labeliranjem dna
osigurava da se npr. u slu¢aju v — v, v u finalnom topoloskom sortiranju
pojavi nakon wu.

Predstavimo jednu implementaciju prethodnog algoritma. Algoritam c¢e
primati usmjereni graf GG, te vracati poruku ako nije aciklican. Ako je, vraca
SORT tj. topoloski sortiranu listu vrhova grafa, te listu DFSNUM u koju
spremamo numeraciju vrhova.

Koristimo i pomoénu funkciju TOPSORT() koja radi na principu DFS
(Depth-First-Search). DFS je poznati nacin pretrazivanja grafa koji krece
od danog pocetnog vrha, te rekurzivno posje¢uje svaki susjedni vrh prije
povratka na prethodni. DFS algoritam prolazi sto je dublje moguce kroz
svaku granu prije nego Sto prijede na sljedecu.

TOPSORT zadani vrh z prvo oznaci da je posjeéen (DEFSNU M pridruzi
vrijednost 7). Potom prolazi kroz sve susjede od x i provjerava jesu li ve¢
posjeceni (nisu ako je DFSNUM od susjeda jednak 0). Ako nije posjecen,
rekurzivno se na susjedu poziva TOPSORT. Ako je posjeéen, provjerava se
je li sortiran (je li SORT razli¢it od 0). Ako nije, graf nije aciklican. Na
kraju, TOPSORT sortira x .

Pokazimo implementaciju topoloskog sortiranja temeljenog na prethodno

opisanome:
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2.1. Topolosko sortiranje

Algorithm 1 Topolosko sortiranje
Input: Usmjereni graf G pohranjen kao lista susjeda

Output: SORT (topopoloski sortirani vrhovi iz G). Alternativno, poruka
o acikli¢nosti grafa.

1. for each x € V do

2: DFSNUM (x) < 0;
SORT(x) < 0;

@

4: end for

5: j « |VI;

6: 7 < O;

7: for each z € V do

8: if DFSNUM (z) == 0 then

9: TOPSORT (x);
10: end if
11: end for

12: return DFSNUM, SORT;

Algoritam za TOPSORT() je sljededi:
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2.1. Topolosko sortiranje

Algorithm 2 TOPSORT
Input: Vrh z, te i, j, SORT, DFSNUM i susjedi iz originalnog algoritma.

Output: Poruka o ciklicnosti G
Li<i+1
: DFSNUM (x) < i

[\]

w

: for each y € Adj(z) do

4: if DFSNUM (y) == 0 then
5: TOPSORT(y)

6:  elseif SORT(y) == 0 then

7: return "G nije aciklican”
8: end if
9: end for

10: SORT(x) < j //smanjujemo labelu od z na manju od prethodno dodi-
jeljene

1 jj—1

Promotrimo postupak topoloskog sortiranja na primjeru.
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2.1. Topolosko sortiranje

Slika 2.2: Graf s 5 vrhova.

Provedimo algoritam na prethodnom grafu. Pretpostavimo da je susjed-
nost spremljena u listu. Sortiranje zapoc¢nimo od vrha 1.

Rekurzivni proces algoritma je vidljiv na slici ispod:

DFSNUM(1)«1

DFSNUM(2)«2 DFSNUM.(4)<3
DFSNUM.(5)« 4

TOPSORT(2) TOPSORT(4) TOPSORT(5)
SORT(5)«5

TOPSORT(l) -+ 'SORT(2)«3 SORT(3)«4

DFSNUM(3)«<5

TOPSORT(3)
SORT(3)«2

SORT(1)«1

Pocinjemo sa TOPSORT (1) , te se redom ugnjezdeno pozivaju TOPSORT(2),
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2.1. Topolosko sortiranje

TOPSORT(4)iTOPSORT(5). Nakon $to se ponovno vratimo u TOPSORT (1),
poziva se jos 1 TOPSORT(3).

Finalni rezultat sortiarnja je:

Vrh DFSNUM SORT
1 i 1
2 5 3
3 5 2
4 3 4
5 4 5
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Poglavlje 3
Savrseni grafovi

Savrseni grafovi su bitni u racunalstvu zbog svoje Siroke primjene u rjeSavanju
optimizacijskih problema, te dizajnu algoritama. Podsjetimo se oznaka uve-
denih u uvodnom poglavlju potrebnih za definiranje savrsenog grafa.

Neka je G = (V, F)) neusmjereni graf.

w(G) predstavlja veli¢cinu maksimalne klike grafa G tj. broj njezinih vr-
hova.

X(G) predstavlja kromatski broj grafa G tj. minimalan broj boja potreb-
nih za pravilno bojanje vrhova. Uoc¢imo da je skup vrhova koji su obojani
istom bojom stabilan.

a(@) predstavlja veli¢inu najveceg stabilnog skupa grafa G.

k(G) predstavlja kardinalnost najmanjeg pokrivaca grafa klikama tj. mi-

nimalan broj potpunih podgrafova A; takvih da V' = A, U... U Ayq).
Teorem 3.1 Vrijedi w(G) = a(GY) , te x(G) = k(GY), gdje G komple-
ment grafa G.

Dokaz. Znamo da vrijedi da e € E ako i samo ako e ¢ E. Neka je k € Nj,.

Ako je w(G) = k tj. k je velicina maksimalne klike, onda je k vrhova iz

klike medusobno povezano. U G, ti vrhovi neée biti povezani pa ¢e tvoriti



stabilni skup velicine k koji ¢e biti maksimalan zbog maksimalnosti klike.
Suprotni smjer je analogan, pa vrijedi w(G) = a(G°).

Neka je sad x(G) = ktj. V. = By U...UBy, gdjeje B; (i = 1,...,k)
skup vrhova obojan u boju i. Skupovi B; su stabilni. U G, vrhovi iz klase
B; ¢ée svi biti medusobno povezani, pa ¢e vrhovi u B; u G¢ tvoriti potpuni
skup tj. kliku od G. Zakljucujemo k(G¢) = k = x(G).

e
|

Primjer 3.2 Promotrimo graf G na Slici 3.2. Vrhovi grafa su oznaceni s
V ={a,b,c,d,e, f}.

X(G) =4, te je na slici prikazano jedno bojanje gdje su boje oznacene s
brojevima od 1 do 4.

a(G) =2, te je {b,e} primjer stabilnog skupa grafa.

w(G) = 4, te je maksimalna klika podgraf od G induciran s vrhovima

{a,b,¢c,d} (bridovi nacrtani ispunjenom linijom).
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k(G) =2, te se V. moze prikazati kao suma klike abed (ispunjena linija)
i klike def (iscrtkana linija).

Oznacimo sa G4 podgraf grafa G induciran skupom vrhova A C G.

Definicija 3.3 Neusmjereni graf G sa svojstvima:
S1) w(Ga) = x(Ga) ,VACV
52) a(Ga) = k(Ga) ,VACV

naziva se savrSent graf.

Iz teorema 3.1 slijedi da ako vrijedi S1) za graf G, onda vrijedi S2) za
njegov komplement G¢.

Uvedimo pojam mnoZenja vrhova. Neka je G graf sa vrhom v. Graf Gv
dobivamo dodavanjem novog vrha w koji je susjedan svim u € Adj(v). Tada

ka?emo da je Gv dobiven mnozenjem vrha v sa G.

Slika 3.1: Graf G (lijevo) i graf Ge (desno).

Pojam mnozenja grafa mozemo i prosiriti.
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Neka je G = (V, E) neusmjereni graf, te neka vy, ...,v, € V. Neka je h =
(hi,...,h,) vektor takav da h; € Ny , i =1,...,n. Za graf H = Gh dobiven
zamjenom svakog v; sa stabilnim skupom {v!, ... v/} sa h; elemenata, te za
koji vrijedi: v;’vf € Ey ako i samo ako v;v; € F, kazemo da je dobiven iz G
mnozenjem vrhova.

Moze se pokazati ekvivalencija svojstava iz definicije savrSenog grafa.

Svojstva S1) i S2) ¢e biti ekvivalentna i sa tre¢im svojstvom :
53) w(Ga)a(Ga) = |A] ,VAC V.

Uvedimo prvo dvije pomoc¢ne leme.

Lema 3.4 Neka je H = Gh graf dobiven iz G = (V,E) mnoZenjem vrhova.
Vrigede sljedece tvrdnje:

1) Za G wvrijedi svojstvo S1) = Za H wvrijedi svojstvo S1).

2) Za G vrijedi svojstvo S2) = Za H wrijedi svojstvo S2).

Dokaz. Provedimo dokaz indukcijom. Lema vrijedi za [V| =1 .

Pretpostavimo da lema vrijedi za sve grafove sa manje od |V| vrhova.
Neka H = Gh. Ako je h; = 0, za neki i, onda se H dobije iz G — v;
mnozenjem vrhova. Primijetimo da ako vrijedi S1) za G, onda vrijedi i za
G — v;. Analogno za S2). Iz pretpostavke indukcije vrijede svojstva 1) i 2).

Sada mozemo pretpostaviti da je svaki h; > 1. Posto se H moze dobiti
kao niz manjih mnozenja, dovoljno je pokazati rezultat za H = Gv . Sa w
oznac¢imo dodanu kopiju od v.

Pretpostavimo da za G vrijedi S1). Vrijedi w(Gv) = w(G) zbog
nesusjednosti od v i w. Neka je w(G) broj boja s kojima je G obojen, te
neka su v i w obojani istom bojom. Tada smo dobili bojanje od Gv sa w(Gv)

boja, pa za Gv vrijedi S1).
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Krenemo li od x(G), znamo da se v i w mogu obojati istom bojom u Gv
zbog njihove nesusjednosti, pa x(G) = x(Gv). Posto su v i w obojani istom
bojom, vrijedi w(Gv) = w(G), pa vrijedi S1) za Gv.

Pokazimo da S1) vrijedi i za sve inducirane mu podgrafe. Neka B C
V(Gv). Ako je w € B, onda je B inducirani podgraf od G, pa vrijedi S1).
Neka w ¢ B tj. neka je B = B; U{w} inducirani podgraf od Gv. w(Gp)
je ili jednak w(Gp,) (ako postoje vrhovi maksimalne klike od B; s kojima
w nije susjedan) ili jednak w(Gp,) + 1 (ako je w susjedan sa svim vrhovima
iz maksimalne klike od B; - tada tvori veéu kliku). Analogno na x(Gp). Iz
pretpostavke S1) za G vrijedi ili w(Gg) = w(B;)+1 = x(Gg) = x(Gp,) +1
ili w(Gg) = w(B1) = x(Gp) = x(Gp,)1, pa S1) vrijedi za svaki inducirani
podgraf od Gu.

Pretpostavimo da za G vrijedi S2). Tvrdimo da a(Gv) = k(Gv). Sa
N oznac¢imo pokrivaé¢ klike od G, |N| = k(G) = a(G), K, klika od N koja
sadrzi v. Tada moze vrijediti jedno od sljedecega:

2.1) v je sadrzan u stabilnom skupu S od G tj. |S| = a(G).

Tada je S U {w} stabilan skup od Gv, pa a(Gv) = a(G) + 1. Posto je
NU{{w}} pokriva¢ od Gv, vrijedi k(Gv) < k(G)+1 = o(G)+1 = a(Gv) <
k(Gv) tj. a(Gv) = k(Gv).

Pokazimo da vrijedi za svaki B C Gv. Odaberimo proizvoljni B. Ako su
v, w € B, onda vrijedi analogna logika iz prethodno provedenog dokaza 2.1),
te je S U {w} stabilan skup od G i a(Gp) = a(Gp—,) + 1. Ako w ¢ B,
onda S1) za Gu slijedi direktno iz pretpostavke. Slucaj kad w € B,v ¢ B ne
treba promatrati jer je w uveden kao kopija v, pa nema smisla gledati slucaj
kad w € B,v ¢ B.

2.2) Niti jedan maksimalni stabilni skup ne sadrzi v.

Tada a(Gv) = a(G). Svaka klika od N sijece maksimalni stabilni skup
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tocno jednom, ovo posebno vrijedi i za K,.
v nije element niti jednog maksimalnog, stabilnog skupa, pa D = K,—{v}

sijece svaki maksimalni stabilni skup od G to¢no jednom. Ovo povlaci:
CK(GV,D> = Oé(G) —1= k(GV,D) = Oé(GV,D) = Od(G) —1= OJ(GU> —1

Pokriva¢ od Gv dobivamo tako da uzmemo pokriva¢ klike od Gy _p
velicine a(Gv) — 1 sa dodanom klikom D U {w}. Tada a(Gv) = k(Gv).

Promotrimo opet podgraf od Gv induciran skupom vrhova B. Ako ni v ni
w nisu u B, vrijedi trivijalno iz pretpostavke. Ako su oba u B, onda vrijedi
ista logika opisana u 2.2) i za Gv jer w ne povecava broj najveéeg stabilnog
skupa grafa, nego samo tvori novu kliku sa D. Ako je v u B, a w nije, onda
se S2) nasljeduje iz G, jer nismo uveli novi vrh. Tada S2) vrijedi za Gv.

Lema 3.5 Neka je G neusmjereni graf ¢iji koji zadovoljava S2), te neka je
H graf dobiven iz G mnozenjem vrhova. Ako za G vrijedi S3), vrijedi i za H.

Dokaz. Neka vrijedi S3) za G. Pretpostavimo suprotno - odaberimo H
takav da se dobije mnozenjem najmanjeg moguceg broja vrhova iz G, ali
neka je H i takav da za njega ne vrijedi S3). Tada w(H)a(H) < |X|, gdje
X vrhovi od H i S3) ne vrijedi za svaki inducirani podgraf od H. Smijemo
pretpostaviti da se G mnozi barem sa 1 (iz dokaza Leme 3.4), te da se neki
vrh u mnozi sa h > 2.

Neka su U = {u!,...,u"} vrhovi od H susjedni u. Promotrimo vrh u!.
Zbog minimalnosti od H, S3) vrijedi za Hy 1. Slijedi:

(%)

()
X —1=|X —u!| < wHx_p)a(Hx_y) <w(H)a(H) < |X|-1.

26



(%) - jer Hx_,1 inducirani podgraf od H, pa primijenimo S3).
(x%) - jer smo pretpostavili w(H)a(H) < |X|.

Sada w(Hx _,)a(Hx_ 1) = w(H)a(H)
Definirajmo:

p=w(Hx_,) =w(H), jer uklanjanje u' ne mijenja velicinu maksimalne
klike,

! ne mijenja veli¢inu maksimalnog

q=a(Hx_,) = «a(H), jer uklanjanje u
stabilnog skupa,

pq = w(H)a(G) = [X]| - L.

Iz Leme 3.4 slijedi da Hy_y zadovoljava S2) (jer Hx_y dobiven iz G — u
mnozenjem vrhova). Tada se Hx_y moze pokriti sa ¢ potpunih podgrafova
od H ineka su Ki,..., K, ti podgrafovi. Smijemo pretpostaviti da su oni
medusobno disjunktni i da vrijedi |K;| > ... > |K,]|.
Vrijedi:

q

YK =X —U| =|X|-h=pg—(h—1)

=1

Zbog |K;| < p, najvise h — 1 od K; ne pridonose sumi, pa |K;| = ... =
| Kq-ni1l = p.
Neka H' podgraf od H induciran sa X’ = K; U...U K, 1 U{u'}. Tada
X' =plg—h+1)+1<pg+1=]X|
Iz minimalnosti od H slijedi da w(H")a(H') > | X|.
Iz p=w(H)>w(H),slijedi «(H") > |X'|/p > ¢—h+ 1.

Neka S’ stabilni skup od H’ veli¢ine ¢ — h + 2. u! € S’ jer bi inaée, po
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definiciji H', sadrzavao dva vrha kilke.
Sada je S = S’ U U stabilni skup od H veli¢ine ¢ + 1, $to je kontradikcija
s definicijom ¢ (jer je ¢ po definiciji maksimalna veli¢ina stabilnog skupa).

Teorem 3.6 (Teorem savrSenog grafa) Za neusmjereni graf G = (V,E),
sljedeze turdnje su ekvivalentne:

S1) w(Ga) =x(Ga) , VACV

S2) a(Ga) =k(Gy) ,YVACV

53) w(Ga)a(Ga) = |A| ,VACV

Dokaz.

S1) = S3)| Pretpostavimo da w(G,4) broj boja s kojim mozemo obo-

jati graf G4. Posto ima maksimalno a(G4) vrhova dane boje, slijedi da
W(GA)O./(GA) Z |A|
S3) = S1)| Neka G = (V, E) zadovoljava svojstvo S3). Indukcijom po

broju vrhova se moze pokazati da svaki podgraf induciran od pravog pod-
skupa vrhova u G zadovoljava S1) — S3). Za |V| = 1, S1) vrijedi trivi-
jalno. Pretpostavimo da teorem vrijedi za sve grafove sa manje vrhova od
G. Pokazimo i da w(G) = x(G).

Da je S stabilan skup od G takav da w(Gy_s) < w(G), mogli bismo S

obojati jednom bojom, a Gy_g s preostalih w(G) — 1 boja. Tada imamo
V(G) < w(@).
Pretpostavimo da x(G) < w(G). Neka Gy _g ima w(G)-kliku K (S) za svaki
stabilni S od G. Oznacimo sa S kolekciju svih stabilnih skupova od G.
Uocimo da vrijedi SN K(S) = 0. Za svaki z; € V, sa h; oznac¢imo broj klika
K(S) koje sadrze z;. Neka H = (X, F') dobiven iz G mnozenjem z; sa h;.
Po Lemi 3.5 vrijedi w(H)a(H) > |X|. Vrijedi:
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3.1. Triangulirani grafovi

(XI=) hi=) |K(S)|=w(@)S],

eV SeSs
w(H) < w(@),
a(H) =max »  h =max d|Tn K(S)\] <IS|—1
X, eT SeS

1z ovoga slijedi w(H)a(H) < w(G)(|S| — 1) < | X]| §to je kontradikcija.

S2) <= S3)|Iz prethodno dokazanog slijedi :

G zadovoljava S2) <= G¢ zadovoljava S1) <= G zadovoljava S3)

<= @ zadovoljava S3) m

3.1 Triangulirani grafovi

Jedan primjer savrsenog grafa je tzv. triangulirani graf. Triangulirani gra-
fovi imaju brojne primjene u racunarstvu, ali glavna im je uloga da se nji-
hovim koristenjem pojednostavljaju brojni algoritmi. Primjerice, tringuli-
rani grafovi se mogu koristiti u optimiziranju redoslijeda upita koji se unose
u baze podataka, u radu na Bayesovim neuronskim mrezama, modeliranju
drustvenih mreza, u biologiji za razumijevanje interakcije gena...

Jos jedan dobar primjer je pronalazenje maksimalne klike trinaguliranog
grafa. Problem pronalazenja maksimalne klike se smatra NP teskim proble-
mom. Na trianguliranim grafovima, taj problem se moze rijesiti u linearnome

vremenu.

Definicija 3.7 Za neusmjereni graf G kaZemo da je trianguliran ako svak:

ciklus duljine strogo veée od 3 sadrzi kabel.
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3.1. Triangulirani grafovi

Slika 3.2: Primjer trianguliranog (lijevo) i netrianguliranog (desno) grafa.

Za vrh v grafa G kazemo da je jednostavan ako Adj(v) inducira potpuni
podgraf od G tj. Adj(v) je klika iako ne nuzno maksimalna.
Posebno, vrh w stupnja 0 takoder smatramo jednostavnim jer je Adj(w) =

() trivijalno klika.

Aq B

C D

Slika 3.3: Graf s 4 vrha.
Primjer 3.8 U grafu 3.3, A i D su jednostavni vrhovi, a B i C nisu jer brid
{A, D} nije u grafu.

Moze se pokazati da svaki triangulirani graf ima barem dva jednostavna

vrha (dokaz kasnije u poglavlju), te su 1965. godine Fulkerson i Gross
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3.1. Triangulirani grafovi

predlozili iterativni nacin prepoznavanja triangularnih grafova temeljen na
ovome svojstvu. Ideja je ta da se ponavljano traze jednostavni vrhovi i eli-
miniraju iz grafa sve dok ili ostanemo bez vrhova - i time dokazemo da je
graf trianguliran - ili dodemo do toga da vise nemamo jednostavnih vrhova -
tada graf nije trianguliran.

Za algebarsko definiranje prethodno opisanog algoritma trebamo defini-

rati savrsenu shemu.

Definicija 3.9 Neka G = (V, E) neusmjereni graf i neka o = [vy,...,vy,]
jedan poredak njegovih vrhova. KaZemo da je 0 savrSena shema za uk-
langange vrhowva ili savrsena shema ako je svaki v; jednostavan vrh induci-

ranog podgrafa Gy, . .,

Drugim rije¢ima, svaki skup X; = {v; € Adj(v;) | j > i} je potpun.

Uoc¢imo da savrSsena shema ne mora biti jedinstvena.

Primjer 3.10 Promotrimo graf lijevo na Slici 3.2. Njegova shema nije je-

dinstvena. Primjerice, i [1,2,4,3,5] i [5,4,3,2,1] su sheme zadanog grafa.

Teorem 3.11 Neka G = (V, E) neusmjereni graf. Sljedece turdnje su ekvi-
valentne:

(i) G je trianguliran

(i1) G ima savrSenu shemu. Dodatno, svaki jednostavni vrh moze biti
pocetak savrsene sheme.

(#ii) Svaki minimalni separator vrhova inducira potpuni podgraf od G.

Dokaz. | (iii) = (i) |Neka [a, z,b, 41, . .., Yk, a], gdje k > 1, jednostavni ciklus

u . Bilo koji minimalni separator a-b mora sadrzavati vrhove z i y; , za

neki ¢ takav da xy; € E, sto ¢e predstavljati kabel ciklusa.
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3.1. Triangulirani grafovi

(1) = (¢i1) | Pretpostavimo da S minimalni separator a-b s odgovarajuéim

komponentama G 4 i G g koje sadrze vrhove a i b redom. Zbog minimalnosti
od S, svaki z iz S je susjedan nekom vrhu iz A = V(G4) i nekom vrhu iz
B = V(Gp), pa za bilo koja dva vrha z i y iz S postoje putevi zay .. .a,y
iyby...bx, gdje a; € Aib; € B, ineka su putevi odabrani tako da budu
minimalne duljine. Slijedi da je xa; ...a,yb; ... bx jednostavni ciklus duljine
barem 4 $to povlaci da mora imati kabele. Ali, posto po definiciji separatora
vrhova vrijedi a;b; ¢ E i posto po minimalnosti odabranih putova a;a; ¢ E

i b;b; ¢ E, jedini moguéi kabel je zy iz E, pa smo dosli do kontradikeije.

Kako bismo mogli nastaviti s dokazom, trebamo prvo pokazati da vrijedi

Diracova lema.

Lema 3.12 (Dirac) Svaki triangulirani graf G = (V, E) ima jednostavni

vrh. Stovise, ako G nije klika, onda ima dva nesusjedna jednostavna vrha.

Dokaz. Ako je G potpun graf, lema je trivijalna (po definiciji jednostavnog
vrha).

Pretpostavimo da G ima dva nesusjedna vrha a i b, te da lema vrijedi za
sve grafove s manje vrhova od G. Neka je S minimalni separator a-b, te
neka su G4 i G komponente povezanosti grafa Gy _g koje redom sadrze a
i b. Promotrimo komponentu A. Indukcijom, ili G4.g ima dva nesusjedna
vrha od kojih jedan mora biti u komponenti koja sadrzi a (posto S inducira
potpuni podgraf po Teoremu 3.11) ili G4 je sam potpun, te je bilo koji vrh
iz komponente koja sadrzi a jednostavan u G 4, s.

Posto Adj(A) C A+ S, onda je jednostavni vrh od G445 u A je jednostavan
u cijelom G. Analogno za B.
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3.1. Triangulirani grafovi

Diracova lema nam daje moguc¢nost odabira barem dva vrha za svaku
poziciju prilikom konstruiranja sheme. Sada mozemo odabrati neki vrh v,
kojeg ¢emo izbjegavati kako bismo ga mogli staviti na zadnje mjesto tj. n-to
mjesto. Potom biramo v,,_; koji je susjedan sa v, kojeg ¢emo sacuvati za (n-
1)-vo mjesto u shemi. Susjeda biramo kako bismo oc¢uvali definiciju savrsene
sheme. Potom biramo susjeda v,,_5 od v,_1 za (n — 2)-0 mjesto u shemi itd.

Takvim procesom se shema kreira unatrag.

Sada nastavimo s dokazom Teorema 3.11.

(1) = (ii) | Po Diracovoj lemi, iz trijangularnosti od G slijedi postojanje

jednostavnog vrha. Oznacimo taj vrh sa v; i dodamo ga na kraj nase savrsene
sheme koja je za sada prazna. Posto je Gy _, trianguliran i manji od G, onda
je i Gy_, trianguliran. Tada opet primijenimo Diracovu lemu i odabremo
jednostavni vrh w iz Gy _, i stavljamo ga iza v u shemi. Nastavljanjem

postupka dobivamo savrsenu shemu.

(17) = (i) | Neka C' jednostavni ciklus od G, te neka v vrh iz C' s najma-

njim indeksom u savrsenoj shemi. Posto |Adj(v) N C| > 2, onda nadolazeca
jednostavost od v garantira postojanje kabela u C.

Matematicari Rose, Tarjan i Leuker su predstavili algoritam, temeljen na
Diracovoj lemi, za prepoznavanje triangularnih grafova koji se moze izvesti u
linearnom vremenu. Algoritam koristi leksikografksi BF'S. BFS tj. breadth-
first search je nacin pretrage grafa takav da se prvo pretrazi odarbrani vrh,
potom se pretrazuju svi vrhovi s prve razine tj. svi vrhovi susjedni original-

nom vrhu. Nakon toga prelazimo na drugu razinu tj. vrhove koji su susjedni
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3.1. Triangulirani grafovi

s vrhovima s prve razine (koje jos nisu posjeéeni). Postupak se nastavlja
dok svi vrhovi nisu pretrazeni. Opcenito, BFS pretrazuje jednu po jednu
razinu vrhova gdje je razina r skup svih vrhova susjednih vrhovima iz razine
r — 1. Leksikografski BFS koristi leksikografski uredaj za biranje vrhova.
Primjerice, [1,2,3,4] < [1, 3, 5].

Idudi algoritam, koji koristi leksikografski BF'S, ¢e vracati poredak vrhova
P ¢iji e inverz tvoriti savrSenu eliminacijsku shemu. Naime, P(i) = v govori

da se vrh v nalazi na i-toj poziciji u savrsenoj eliminacijskoj shemi tj. inverz

P~! vraéa poziciju danog vrha u savrsenoj shemi.

Algorithm 3 Leksikografski BF'S
Input: Liste susjeda neusmjerenog grafa G

Output: Uredenje P vrhova iz G
1: Incijaliziramo vrijednosti od P na null (oznacimo svaki vrh s null)
2: Incijaliziramo vrijednosti od L na {}

3: fori<n:1do

4: Odaberimo vrh v oznacen s null ¢ija je vrijednost L leksikografski
najveca.

5: P(i) = v //Numeriranje vrha v s indeksom 14

6: for svaki nenumerirani vrh w iz Adj(v) do

7: Dodaj i u L[w] //Dodavanje i u labelu od w

8: end for

9: end for

10: Return P;

Za svaki i, ozna¢imo s L;(x) labelu od x kad je i-ti vrh numeriran. Pri-
mjerice, L,_1(x) = {n} ako i samo ako x € Adj(P(n)), gdje P numeriranje

vrhova iz algoritma. Labela od x je skup poredan leksikografki unazad. Vrh
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3.1. Triangulirani grafovi

x s leksikografski najve¢om labelom je kandidat za jednostavni vrh u trenut-
nom koraku. Vrijede sljedeca svojstva:

(L1) Li(w) < Ly(a) . j <

(L2) Lilx) < Lily) = Ly(2) < Ly(y) . j <

(L3) Ako P '(a) < P7(b) < P~*(c) i c € Adj(a) — Adj(b), onda postoji
vrh d € Adj(b) — Adj(a) takav da P~1(c) < P71(d)

Primjer 3.13 Pronadimo savrsenu eliminacijsku shemu za sljedeci graf.

1 2 3 4 5 6

vrh L P L P L P L P L P L P
1 it . {5} 7 {5} 4 {5} 4 {5} 4 {5} 4
2 I - {5} - {54} - 15,4} 3 {5.4} 3 15,4} 3
3 i R { 5 it 5 ¢ 5 {1 5 ¢ 5
4 it 2 {5} = {5} - 15,3} = {5.3} 2 15,3} 2
5 ¢ : {5} 3 {5} @ {5} 3 {5.2} @ 5,2} 1

Posto su sve vrijednosti od L prazni skupovi, biramo proizvoljno vrh 3,
stavljamo P(5) = 3 i update-amo vrijednosti skupova od L. Posto u iducem
koraku nema najvece vrijednosti L, proizvolno biramo wvrh 1. U iduéem
koraku je leksikografski najveéi L(3) = {5,4}, pa biramo vrh 3 itd. dok ne

dobijemo cigeli P.

Napomena! Poredak P se povecava Sto je vrh blize korijenu pretrazivanog

stabla.
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3.1. Triangulirani grafovi

Podsjetimo se da P~'(v) = i oznacava poziciju ¢ vrha v u eliminacijskoj

shemi.

Teorem 3.14 Neusmjereni graf G = (V, E) je trianguliran ako i samo ako

je poredak P dobiven Algoritmom 3 savrsena shema.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom. Za |V| = n = 1, dokaz trivijalan.
Pretpostavimo da teorem vrijedi za sve grafove sa manje od n vrhova, n € N|
te neka P poredak koji dobijemo kad provedemo algoritam na trianguliranom
G. Indukcijom, dovoljno je pokazati da je v = P(1) jednostavan vrh od G.

Pretpostavimo suprotno tj. da v nije jednostavan. Odaberimo vy, vy €
Adj(v) takve da vivy nije brid u G i takve da je vy najveéi moguéi obzirom
na poziciju u P. Prisjetimo se da vrijedi gornja napomena.

Promotrimo sljede¢i induktivni postupak. Pretpostavimo da za dane vr-
hove vy, ..., v, vrijedi: Vi,j > 0

(1) vv; € E ako i samo ako i < 2,

(2) v;v; € E ako i samo ako |i — j| = 2,

(3) P~ Hvy) < Pl (wy) < ... < P (vy,),

(4) v; je najvedi vrh ovisno o P za koji vrijedi v;_qv; € Eiv;_3v; ¢ E.

Oznacimo vy = v i v_; = v;. Ve¢ smo pokazali slucaj sa dva brida.

Um—2, Um—1, U zadovoljavaju hipotezu svojstva (L3) za a,b,c , pa biramo
Uma1 za najveéi vrh veéi od v, koji je susjedan vrhu v,,_1, ali nije susje-
dan v,,_5. Ako je v,y susjedan v,,_3, onda svojstvo (L3) primijenjeno na
Um—3, Um—_2, Umt1 povlaci postojanje vrha veceg od v,,1 koji je susjedan s
Um—2, ali ne i sa v,,_3. Posto znamo da v, ve¢i od v,,, dolazimo do kon-
tradikcije sa svojstvom (4). Stoga, v,,.1 nije susjedan s v,,_3. Jos iz svoj-
stava (1), (2) i ¢injenice da svaki ciklus sa 4 ili vise vrhova ima kabel, slijedi

ViUm1 € B, Vi=0,...,m—4 m.
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3.1. Triangulirani grafovi

Opisani induktivni postupak se moze provoditi beskona¢no sto je kontra-
dikcija s kona¢noséu grafa. Stoga v mora biti jednostavan.

Iz Teorema 3.11.

]

Ovime je dokazana ispravnost prethodnog algoritma. Pokazimo jo$ i
mogucu slozenost leksikografskog BFS.

U koraku 1, inicijalizacija svakog vrha traje O(n), gdje je n broj vrhova.
Koraci od 2 do 5 (for petlja) su slozenosti O(n +m), gdje je m broj bridova,
jer moramo proc¢i bar kroz svaki vrh i brid u postupku.

Promotrimo konkretnu implementaciju linija 5 i 6, te uvedimo potrebne
varijable.

Neka je @ red skupova S; = {v € V : labela(v) = [ 1 P~!(v) nije definiran}
poredanih leksikografski od najmanjeg prema najve¢em.

Svaki S; predstavimo kao duplo-vezanu listu tj. listu gdje svaki element i
njegov susjed obostrano pokazuju jedno na drugo. Originalno se u () nalazi
samo V' tj. Sy = V. Ovo znaci da svi vrhovi za skup labela imaju prazan
skup.

Uvedimo i funkciju F'LAG koju ¢emo inicijalizirati tako da svakom skupu
iz @) pridruzimo 0. FLAG se koristi kako bismo znali jesmo li u stanju update-
anja ili brisanja.

SET(w) je referentna funkcija koja pokazuje na S; u kojem je vrh w.
Prilikom stvaranja novog S;11, SET (w) ¢e prestati pokazivati S; i poceti po-
kazivati na S;y1. Lista LIST je originalno prazna i ona prati stanja skupova
vrhova kroz algoritam. P i P~! su predstavljeni nizovima.

Vrh v biramo iz zadnjeg skupa iz @) (leksikografski maksimum) i brisemo
ga iz SET (v), te kreiramo novi .S;, za svaki stari S; koji je sadrzavao nenu-

merirani vrh w € Adj(v).
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Algorithm 4 Implementacija linija 5 i 6 Algoritma 3

1: for svaku nenumerirani w € Adj(v) do

2: if FLAG(SET(w)) == 0 then

3: Kreirajmo novi skup S i ubacimo ga u ) odmah nakon SET (w);
4: FLAG(SET(w)) = 1,

5: FLAG(S) = 0;

6: (Stavljamo pokaziva¢ od SET(w) na LIST)

7: end if

8: Postavimo S odmah nakon SET(w) u @
9: Izbrisimo w iz SET (w)

10: Dodajmo w u S

11: SET(w) — S

12: end for

13: for svaki skup 7"u LIST do

14: FLAG(T) = 0;

15: if T == () then

16: Izbrisi T iz Q;
17: end if
18: end for
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Slozenost implementacije je | Adj(v)|, pa je finalna slozenost O(|Adj(v)|)+
O(n) +O0(n+m) = O(n+m).

Slika 3.4: Graf s 5 vrhova

Primjer 3.15 Prikazimo stanja od @ za vrijeme provedbe leksikografskog
BFS na grafu 3.4.

Q = [Sy] = {a,b,c,d, e} izbacimo e

Q = [{a,b,d}, {c}] (primijetimo {a,b,d} < {c}), izbacimo c

[{a, b}, {d}] izbacimo d

[{a}, {b}] izbacimo b

0

Q
Q
Q

Prikazimo i algoritam za testiranje savrsene sheme potreban kako bismo

mogli s Leksikografskim BFS prepoznavati triangulirane grafove.
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Algorithm 5 Test - savrsena shema
Input: Lista susjeda od G i poredak P od V.

Output: true ako P savrSena shema, inace false

1 A(v) =0 Vo
2: fori =1: (n-1) do
3: V= P(i);

4 X ={x € Adj(v) : PY(v) < P (z)}; //skup vrhova koji se pojav-
ljuju nakon v u P

5. Ako X == (), idi na 8]

6: u= P(minP ' (z):x € X);

7: Dodaj X-{u} u A(u);

8. if A(v) — Adj(v) # () then

9: return false
10: end if

11: return true

12: end for

Algoritam za svaki vrh provjerava tvore li preostali vrhovi kliku. U
slucaju da za neki vrh preostali podgraf ne tvori kliku, vraca se false. Po-
zivom algoritma, lista A(u) skuplja sve vrhove za koje se kasnije provjerava
jesu li susjedni s u tj. u A(u) spremamo vrhove s kojima u mora biti povezan
kako bi P bila savrsena shema. Provjera se vrsi tek kad v = P(i) kako u

P~Y(v)-toj iteraciji ne bi doslo do pretrage Adj(u).
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1 2
Jeli[2,3,4,1] savrSena
shema za uklanjanje
vrhova?
3 4
v=P(1)=2 v=P(2)=3 v=P(3)=4
X={1,3,4} X={1,4} X=0
u=P(2)=3 u=P(3)=4 Skok na korak [8].
A@3)=1{1,4} A(4)={1} A(4) - Adj(4) = {1} — false
AR2)-Adj(2)=@  AR)-Adj(3)=

Slika 3.5: Postupak algoritma za testiranje savrSene sheme. Za dani graf,

[2, 3,4, 1] nije savrSena shema.

Za P i P~! koristimo nizove, a Adj(v) i A(v) spremamo u liste. SloZenost
koraka od [4 do 7] se moze izvesti istovremeno u jednom prolasku kroz Adj(v),
a skok u koraku [5] ée se izvesti totno j — 1 puta, gdje je j broj povezanih
komponenti u G. Korak [8] koji trazi vrh u A(v) koji nije susjedan v se moze
izvesti sa slozenoséu O(|Adj(v)| + |A(v)|) ako koristimo niz T'EST duljine n

koji inicializiran nule na sljede¢i nacin:
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1: for w € Adj(v) do

2. TEST(w) = 1;

3: end for

4: for w € A(v) do

5: if TEST(w) == 0 then

6: return "nije prazno”;
7 end if
8: end for

9: for w € Adj(v) do
10: TEST(w) = 0;
11: end for

12: return "prazno”;

Ukupna slozenost algoritma za testiranje savrSene sheme je proporci-

onalna

VI+ D JAdj(0)] + Y A(u))

veV ueV

, gdje A(u) finalna vrijednost.
Posto se Adj(v) pojavljuje kao dio najvise jednog A(u), mozemo zamije-
niti zadnja dva sumanda sa O(|E|). Finalna slozenost je tada proporcionalna

VI+IE].

Teorem 3.16 Algoritam 5 korektno testira je li dan poredak vrhova P savrsena

eliminacijska shema. SloZenost algoritma je |V| + |E|.

Dokaz. Dokazimo da je algoritam korektan. Algoritam vracéa false u P~ (u)
- toj iteraciji ako i samo ako postoje vrhovi u, v i w, gdje je u definiran kao
u liniji [4] za vrijeme P~!(v) - te iteracije, te su u i w susjedi od v, ali w i w

sami nisu susjedni.
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3.2. Graf usporedivosti i TRO

Pretpostavimo da P nije savrSena shema, te da algoritam vraca true.
Neka v vrh s najve¢im P~ !(v) takvim da X = {z € Adj(v) : P7'(v) <
P~!(z)} nije potpun. Neka u definiran u liniji [6] u P~!(v)-toj iteraciji,
nakon ¢ega X — {u} u sljede¢em koraku dodajemo u A(u). Posto u P~*(v)
- toj iteraciji preskacemo korak [9], svaki z € X — {u} je susjedan u i svaki
par z,y € X — {u} je susjedan.

Cinjenica da svaki par z,y € X —{u} je susjedan, slijedi iz makismalnosti
od P7(v), pa je X potpun, $to je kontradikcija. Znaci da mora algoritam

vracati false kad nije savrSena shema. m

3.2 Graf usporedivosti i TRO

Jos jedan poznati primjer savrsenih grafova su grafovi usporedivosti, koji ¢e
biti definirani u Definiciji 3.17. Bas kao i triangulirani grafovi, primjena gra-
fova usporedivosti dopusta rjesavanje problema koji su u opéem slucaju (kad
graf nije graf usporedivosti) NP-teski, te omoguéuju optimiziranje brojnih al-
goritma. Kao i kod trinaguliranih grafova, grafovi usporedivosti primjenjivi
su u mnogim podruéjima kao Sto su stvaranje rasporeda, bojanje grafova, bi-
ologija, drustve mreze... U poglavlju ¢emo konstruirati tzv. TRO (Transitive
Orinetation) algoritam, te ¢emo uvesti matematicku pozadinu potrebnu za
definiranje tog algoritma. Predstavit ¢emo i pojam dekompozicije grafa koji
¢e nam biti potreban u ovom postupku i uvesti algoritam za samo provodenje
dekompozicije koji je jako koristan u racunalstvu, ali i sam za sebe. Pri-
mjerice, dekompozicija grafova je korisna u paralelnom programiranju gdje
razli¢ite komponente grafa mozemo rasporediti u razlicite procese kako bi se
mogli istovremeno izvrsavali.

Za usmjereni graf G s orijentiranim skupom bridova F, sa F~! ¢emo
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3.2. Graf usporedivosti i TRO

oznaciti skup orijentiranih bridova s orijentacijom suprotnom od orijentacije

bridova u F. Oznac¢imo jos sa A + B uniju disjunktnih skupova A i B.

Definicija 3.17 Neusmjereni graf G = (V,E) nazivamo grafom uspore-
divosti ako postoji orijentacija 8 = (V, F) takva da vrijede svojstva:

(S1) FNF~1 =10,

(S2) F+ F ' =FE,

(S3) F2C F,

gdje F?*={ac : ab,bc € F za neki vrh b}. F se naziva tranzitivna ori-

jentacija od G.

Primjer 3.18 Promotrimo graf s bridovim as {{a,b},{a,c}}. Promotrimo
orijentaciju bridova F = {(a,b),(a,c)}. Nema dvostrukih orijentacija, pa
vrijedi (S1), te oba brida imaju orijentaciju, pa vrijedi (S2). Uocimo da
je F? = 0 C F, pa vrijedi (S3). Postoji usmjerena orijentacija danih
bridova koja zadovoljava svojstva (S1)-(S3), pa je graf s danim bridovima
graf usporedivosti. Uoc¢imo da smo mogli odabrati i orijentaciju za koju ne bi

vrijedila tranzitivnost npr. {(b,a), (a,c)}.

Uvedimo sad jos neke pojmove koji ¢e nam biti potrebni za definirati
algoritme. Definirajmo binarnu relaciju R na bridovima neusmjerenog grafa
G = (V, E) na sljededi nacin:

abRed ako i samo ako { a=cibd¢ Filib=diac¢ E }

Kazemo da ab direktno forsira cd kada su bridovi ab i cd u relaciji R tj.
ovako definirana relacija R se naziva relacija forsiranja.

Primijetimo da je relacija R irefleksivna tj. brid ne moze forsirati samog
sebe zato §to ne vrijedi da, za neki brid zy, xy forsira yx, a xy = yx zbog

neusmjerenosti grafa.
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Slika 3.6: Forsiranje grafa obzirom na orijentaciju brida (1,2).

Refleksivno i tranzitivno zatvorenje R* od R je relacija ekvivalenije, te
razdvaja F u klase koje ¢emo nazivati implikacijskim klasama od G. Uoc¢imo,
ab i cd Ce biti u istoj implikacijskoj klasi ako i samo ako postoji niz bridova
ab = agbiRa1b1R . .. apb, = cd, 0 < k. Ovakav niz nazivamo R-lanac od ab
do cd. Tada ab forsira cd.

Uoc¢imo da vrijedi abRcd akko baRdc, te abR*cd akko baR*dc.

Primjer 3.19 Promotrimo put G = ({1,2,3,4}, {{1,2},{2,3},{3,4}}). Pos-
toji lanac 12 R 32 R 34, pa kaZemo da 12 forsira 34.

Ozna¢imo sa o(G) kolekciju implikacijskih klasa od G. Definiramo o =
{A:Aco(G)}, gdje A= AU A~ simetriéno zatvorenje od A. Clanovi od

o se nazivaju klasama boja.

Primjer 3.20 Graf na slici 3.3 ima Sest implikacijskih klasa:

Ay = {BC} , Ay = {ABaDB} , Az = {AchC}y
ATt ={CB} , A;' = {BA,BD} , Ay' = {CA,CD},
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Tada o = {;1\1, A, 1/4;} Na slici 3.7 je prikazano bojanje obzirom na o.

®
C D
Slika 3.7: Bojanje grafa obzirom na njegovu klasu boja 7.

Teorem 3.21 Neka je A implikacijska klasa neusmjerenog grafa G. Ako G
ima tranzitivnu orygentaciju F, onda je ANA = (), te vrijeds jedno od sljedeéeg:
1)FNA=A
2) FNA=A"

Dokaz. Za prije definiranu relaciju R vrijedi zyRx'y' i xy € F, onda 2’y €
F. Ponavljanjem postupka dobivamo da vrijedi FF N A = ) ili da vrijedi
ACF.Iz ACF + F~! dlijedi
FNA=0=>ACF'=2A'CF=FnA=A",
aiz FNF~ = slijedi
ACF=>A'"CF ' FNA'=0=>FNA=A n

Neka ab = apgbg Ra1b1 R . .. Rapby, = cd. Zasvakit=1,...,kvrijedi a;_1b;_1 Ra;b;_1 Ra;b;
jer zbrojeni srednji bridovi daju jedan od preostala dva. Tada vrijedi sljedeca

lema.

Lema 3.22 Ako abR*cd, onda postoji R-lanac od ab do cd oblika ab =
aoboRalboRalblRagblR. .. Rakbk = cd.
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Lanac iz prethodne leme nazivamo kanonskim R-lancem.

Lema 3.23 (Lema o trokutu) Neka su A, B i C implikacijske klase neus-
mjerenog grafa G = (V,E) takve da A # B, A # C~' sa bridovima ab € C,
ac € B i bc € A.

(1) Ako b/d € A, onda ab' € C i acd € B.

(2) Ako V' € A i a'b € C, onda d'd € B.

(8) Ni jedan brid u A nije incidentan sa vrhom a.

Dokaz. Po prethodnoj lemi postoji kanonski R-lanac bc = bycoRbicoRbici R . .. Rbycy,
= U/c’. Pokazimo prvo (1). Indukcijom po 4, vrijedi sljedece:

ac; € B, bjy1c; € A, ac; nije u relaciji R s by1¢; = abjiq € F,

biv1b; ¢ E = ab;1Rab;, ab; € C,

bip1a € C71 biyicipy € A, bipia nije u relaciji R s biy1¢i1 = acipy € E,

civ16; € E = aciy1Rac;, ac; € B.

Posebno, iz ovoga vrijedi ab’ = ab, € C, ad = acy, € B, $to dokazuje (1).

Za dokazati svojstvo (2), pretpostavimo b'c’ € A, o't € C. 1z (1) slijedi
ac € B. Promotrimo lanac ab = agbgRa,bgRa1b1R ... Ra;b; = a'b'. 1z ovog
lanaca dobivamo ac = aoc Ra,cdR... Ra;d = d/cd. Tada ad R*d'd i d'd € B
dokazuje (2).

(3) direktno slijedi iz (1). =

Teorem 3.24 Neka je A implikacijska klasa od neusmjerenog grafa G =
(V. E). Vrijedi toéno jedno od sljedeéeq:

)A=A=A"

2) ANA™Y =0, A1 A~ su tranzitivni, te su jedina tranzitivna orijentacija

od A.
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Dokaz. 1) Pretpostavimo da AN A~ £ (), te da je zy € AN A~L. Pretpos-
tavimo jo$ da vrijedi xyR*yx. Za bilo koji ab € A vrijedi abR*zy i baR*yzx.
Iz ekvivalencije relacije R* slijedi da abR*ba i ba € A $to povlaci A = A.

2) Pokazimo da vrijedi tranzitivnost. Pretpostavimo ANA™! = 0, xy,yz €
A. Pretpostavimo da zz ¢ E. Tada xyRzy, pa iz toga slijedi da zy € A.
Sada yz € A~!, sto je kontradikcija. Tada zz € E.

Pretpostavimo da je B implikacijska klasa od G koja sadrzi xz, te pret-
postavimo da je A razlicit od B. Iz A # A~'ixy € A lema o trokutu povlaéi
da xy € B sto je takoder kontradikcija. Sada je zz € A i A je tranzitivan.
Ovo povlaéi i tranzitivnost od A1,

Posto je A implikacijska klasa od 121\, iz Teorema 3.21 slijedi dasu Ai A~}
jedine tranzitivne orijentacije od A =

Definirajmo simpleks kako bi mogli uvesti pojam dekompozicije grafa.

Definicija 3.25 Neka G = (V, E) neusmjereni graf. Potpuni podgraf (V(S),S)
na r vrhova zovemo simpleksom ranga r ako je svaki brid xy iz S sadrzan

u razlicitoj klasi boja u G.

Osim simpleks, postoji jos i multipleks. Multipleks dobiven iz simpleksa
S ranga r definiramo kao neusmjereni podgraf (V (M), M), gdje M = {xy €
E : zyR*ab, za neki ab € S}. Alternativno, M je unija svih klasa boja od G
koje zadovoljavaju da u presjeku sa S nisu prazne. Za multipleks kazemo da

je maksimalan ako nije pravilno sadrzan ni u jednom veé¢em multipleks.

Primjer 3.26 Na grafu sa Slike 3.7, podgraf sastavljen od vrhova a — b —d

cint simpleks ranga 3.

Definicija 3.27 Neka G = (V, E) neusmjereni graf. Particiju skupa bridova
E = E—{—. . .+§7€ zovemo G-dekompozicijom od E ako je B; implikacijska
klasa odé\1+...+§k,Vi: 1,...,k.
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Niz bridova [x1y1, ..., zkyx] se naziva dekompozicijska shema od G
ako postoji G-dekompozicija E = é\l +...+ EC za koju vrijedi da x;y; € B;
S Vi=1,... k.

Alternativno, graf ima dekompoziciju ako se moze prikazati kao netrivi-
jalna kompozicija induciranih si podgrafova. Dekompozicijsku shemu ¢emo
nazivati jos i samo shemom.

Za danu G-dekompoziciju postoji vise odgovarajué¢ih dekompozicijskih
shema, ali obrat ne vrijedi. Za danu dekomozicijsku shemu postoji samo
jedna odgovarajuca G-dekompozicija.

Prikazimo sad algoritam koji provodi dekompoziciju danog neusmjerenog

grafa G.

Algorithm 6 Algoritam dekompozicije
Input (i preduvjeti): Neka G = (V, E) neusmjereni graf, te uzmimo i=1 i

Ele.

Result:  Dekompozicijska shemu [ziyi,..., 25y, 1 odgovarajuéa G-
dekompozicija E\l +...+ é;

1: Odaberimo proizvoljni brid e; = z;y; € E;

2: Numerirajmo implikacijske klase B; od E; koje sadrze x;y;

3: By = E; — /B\z

4: if E;1y = () then

5: k =1; //broj boja

6: STOP
7: else
8: 1+=1;

0: Povratak na korak 1.

10: end if
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Primijetimo da mozemo uzeti y;z; umjesto x;y;, ali onda u G-dekompoziciji

B; mijenjamo s Bi_l.

Slika 3.8: Primjer provedbe dekompozicijskog algoritma. Grafovi lijevo pred-

stavljaju F;, na liniji je odabrani x;y;, a desno su B;

® 5 5 ©
O 045 .

Slika 3.9: E = B, 4+ By + B, sa Slike 3.8
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Teorem 3.28 Neka A implikacijska klasa od neusmgerenog grafa G=(V,E),
te neka C implikacijska klasa od FE — A. Vrigedi jedno od sljedeceg:
(i) C je implikacijska klasa od E, te je A je implikacijska klasa od E — C.
(ii)) C = B + D, gdje su B i D implikacijske klase od E, a A+ B+D je
multipleks od E ranga 2.

Dokaz. Uklanjanje A iz E moze uzrokovati stapanje nekih implikacijskih
klasa od E, pa ozna¢imo sa C uniju k£ implikacijskih klasa od F.

Pretpostavimo k£ > 2. Tada postoji trokut na vrhovima a, b, d takav
dabdG/Al,tesuiliadEBiabEDilidaEBibaED,gdjesuB
i D razlicite implikacijske klase od E koje su sadrzane u C. Bez gubitka
opcenitosti (jer postupak analogan za C~!) pretpostavimo da ad € B i ab €
D. Pretpostavimo da B = D~'. Tada ba,ad € B, ali bc ¢ B, pa po Teoremu
3.24je B = B = B~!. Ovo povlaci B = D &to je kontradikcija, pa BND = 0
i trokut {a,b,d} je obojan u 3 boje $to znaéi da je A+ B+ D multipleks
ranga 2.

Bilo koji R-lanac u E — A koji sadrzi bridove iz BiD ne smije sadrzavati
bridove iz drugih implikacijskih klasa jer svi trokuti iz F s jednim bridom
uAi drugim u é, moraju imati treéi u D. Tsto vrijedi za sve kombinacije
pripadnosti bridova. Tada bi R-lanac bio izomorfan kao simpleks sa {a, b, d}
trokutom, pajek=2i1C =B + D.

Preostaje pokazati da je za k = 1, A implikacijska klasa od E — C. Iz
prethodno pokazanoga, ako A nije implikacijska klasa od F — 5, onda je
C+A+ /All multipleks ranga 2 u E, gdje je A; neka trec¢a implikacijska klasa
od E. Tada C ne moze sam biti implikacijska klasa od E — g, pa k # 1 §to
je kontradikcija.
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Napokon, iskazimo i dokazimo TRO teorem koji ¢e nam biti jako vazan

za konstrukciju algoritma.

Teorem 3.29 (TRO teorem) Neka G = (V,E) neusmjereni graf s G-
dekompozicijom E = E\l +...+ E’\k Sljedece turdnje su ekvivalentne:

(i) G je graf usporedivosti,

(ii) AN A™Y =0, za svaku implikacijsku klasu A od E,

(iii) BiN B ' =0,i=1,....k,

() svaki ["ciklus”] bridova vyvs, . .., v4v1 € E takvi da vy_1v1, 002, Vi—1Vi+1 ¢
E je parne duljine, i = 2,...,q — 1.

Dodatno, uz ova svojstva, By + ...+ By je tranzitivna orijentacija od F.

Dokaz. | (i) = (ii) | Iz Teorema 3.21.

(ii) = (iii) | Dokaz indukcijom. Posto je By implikacijska klasa od E,

onda vrijedi B; N B;' = 0. Za k=1, dokaz gotov. Pretpostavimo da im-
plikacija vrijedi za sve G-dekompozicije grafa duljine < k . Tada, posebno,
implikacija vrijedi i za E — B\l Neka C' implikacijska klasa od F — B\l Po
Teoremu 3.28, ili je C implikacijska klasa od E, pa vrijedi CNC~ = 0, ili je
C = B+ D, gdjesu Bi D implikacijske klase od F za koje vrijedi BND = 0.

Ovo povlaci :
CNCl'=B+D)N(B+DYHY)=(BNBH+(DND1) =0

Indukcijom dobijemo B; N B; ' = 0,Vi =2,...,k.
(iii) = (i) | Neka je F = Bi + ... + By, G-dekomporzicija od E, B; N

B;' = (). Po Teoremu 3.24, B, je tranzitivan. Za k=1, implikacija vrijedi.
Pretpostavimo da implikacija vrijedi za sve GG-dekompozicije grafa duljine <
k. Po pretpostavci, F' = By + ...+ By je tranzitivna orijentacija od E — B\l

Preostaje pokazati da By + F' tranzitivna.
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Neka xy,yz € By + F. Ako su oba vrha u B ili su oba u F, onda
po tranzitivnosti By i F, zz € B; + F. Stoga, bez gubitka opéenitosti,
pretpostavimo zy € By,yz € F, sto povlaci xyR*zy tako da zz € F.

Pokazimo da zz mora biti u B; + F'. Da nije, onda bi zz bio u By 4+ F.
Ali tada zx € Bi,xy € B; sto povlaci zy € Bj $to je kontradikcija, te
zx € Fiyz € F, pa yxr € F sto povlaci jos jednu kontradikciju. Sada zz
mora biti u By + F. Analogno zy € F,yz € By povlaci xz € By + F.
Vrijedi da je By + ...+ By tranzitivna orijentacija od F.

(iv) <= (i)| Neka vivg € AN A~ # (). Po Lemi 3.22, postoji R-lanac

oblika v1v2 R v3v2 R vsvsR ... R vgv,-1 R vgvg41 = vovs.

Posto sve prve koordinate imaju neparan indeks, ¢ je oc¢ito neparan.
Takoder, v1v9v3 ... vyv1 je ciklus, pa dobivamo kontradikciju.

Ako je E ciklus neparne duljine ¢, onda v1vy R vsvy R vsvs R ... R vgvg_q
R v,v1 R vou; predstavlja jedan R-lanac u F, §to povlaci AN A™! # 0 za
implikacijske klase koje sadrze vyvy Sto je kontradikcija.

|

Kombinacijom TRO teorema i dekompozicijskog algoritma napokon dobi-
vamo TRO algoritam koji nam sluzi za prepoznavanje grafova usporedivosti

i pridruzivanja tim grafovima tranzitivne orijentacije.
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Algorithm 7 TRO algoritam
Input: Neka zadan neusmjereni graf G = (V, E).

Output: Vraca se ili tranzitivna orijentacija F' grafa G ili poruka da uneseni

graf nije graf usporedivosti.

1: 1 =1,
2: EZ:E,
3: F:(Z);

4: Proizvoljno biramo z;y; € E;;

5: Numeriramo implikacijske klase B; od E; koje sadrze x;y;;
6: if B;N B; ' = () then

7 Dodaj B; u F.

8: else return G nije graf usporedivosti.

9: end if

10: By = By — E;

11: if F;,1 = () then

12: k =1i; return F
13: else
14: 1+=1;

15: Povratak na korak [4].

16: end if

Algoritam moze vracati razlic¢ite F ovisno o odabranoj shemi, ali moze se
pokazati da ¢e broj iteracija k uvijek biti isti bez obzira na odabranu shemu.
Ta ¢injenica slijedi direktno iz Golumbicevog teorema kojeg ¢emo dokazati

nakon idué¢eg pomoc¢nog teorema.

Teorem 3.30 Neka ley, ..., ex] dekompozicijska shema grafa G, te neka w

permutacija brojeva 1,.... k. Tada [exqy, ..., exw) takoder dekompozicijska
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shema od G.

Dokaz. Dokaz provodimo za k > 2 (jer za k=1 se nema $to dokazati).
Neka B\l + ...+ B G-dekomorzicija sheme iz iskaza teorema. Fiksirajmo
i < k. Neka F; = E + ...+ Ek, C; implikacijska klasa od F; koja sadrzi
e;—1, te C;yq implikacijska klasa od E; — @ koja sadrzi e;. Po Teoremu
3.28 ili B;11 = C;, B; = (41 ili postoji implikacijska klasa A od FE; takva
da Eiﬂ - A + @ i @-H = 24— Ez Bilo koji od ovih rezultata povlaci
§i+§i+1 = @—i—@iﬂ. Tada je §1—|—. . .—|—@—|—@-+1—|—. . .—|—§k G-dekompozicija

od E sa shemom ey, ..., €41,€;,...,€6;] W

Teorem 3.31 (Golumbic) Neka G = (V, E) neusmgjereni graf.

(i) Svaka shema od G je jednake duljine.

(i1) Svaka G-dekompozicija je jednake duljine.

(i1i) Ako su ley,...,ex] @ [f1,..., fx] sheme od G, onda za bilo koji e;
postoji f; takav da leq, ..., e;,_1, fj, €it1, . . . €x] koji je takoder dekompozicijska

shema od G.

Dokaz. Ako G ima implikacijsku klasu A za koju F = 121\, onda je bilo
koja dekompozicijska shema duljine 1 i bilo koji brid moze biti odabran
kao dekompozicijska shema. Stoga pretpostavimo da teorem vrijedi za sve
grafove koji imaju manje implikacijskih klasa od G. Neka tada [eq, ..., €]
i[f1,--y fml, k,m > 2, dekompozicijske sheme od G. Odaberimo e; takav
da nije na prvoj poziciji (Sto smijemo po proslom teoremu). Ako je E =
E\l—l—. ) .—i—é:n G-dekomporzicijska koja je pridruzena [fi, ..., fi], ondae; € B\q
zaneki . Tada [fi,..., fy—1, €1, fgt1, - - - fm] takoder dekompozicijska shema,
a po Teoremu 3.30 to je i [e1, f1, .. fou1s fot1s- - fml-

Sada su i [ea,...,€;,...ex] 1 [fi,---, fo=1, fo+1,-- - fm] dekompozicijske

sheme od F — 6, gdje je C' implikacijska klasa od E koja sadrzi e;. Posto
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E—C ima manje implikacijskih klasa nego F/, duljine k—1 i m—1 su indukci-
jom jednake i postoji f; koji mozZe zamijeniti e; u njegovoj dekompozicijskoj
shemi.

Posto sve odgovaraju¢e G-dekompozicije i dekompozicijske sheme imaju
istu duljinu, mozemo zakljuciti da sve GG-dekompozicije imaju jednaku du-
ljinu. m

Promotrimo sljedec¢u realizaciju prije spomenutog dekompozicijskog algo-
ritma.

Neka G = (V = {v1,...,v,}, F) neusmjereni graf. U algoritmu koristimo

funkciju KLASA definiranu na sljede¢i nacin:

0 s ViU §é FE
k ,  vv; zadan u By,
KLASA(i, j) = (3.1)
—k ,  vv; zadan u Bk_1
undefined , wv;v; jos uvijek nije zadan nikome

Uvedimo i varijablu FLAG koja ¢e biti 0 ako je dani graf graf usporedi-
vosti, a 1 inace. U slucaju da FFLAG = 0, onda tranzitivnu orijentaciju od

G dobivamo tako da kombiniramo sve bridove s pozitivnom vrijednoséu koje

dobivamo iz K LASA.
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3.2. Graf usporedivosti i TRO

Algorithm 8 Implementacija dekompozicijskog algoritma
Input: Neka zadan neusmjereni graf G = (V = {vy,...,v,}, E), te neka

vrijedi da j € Adj(7) ako i samo ako v;v; € E.
Output: G-dekompzicija iz K LASA i rezultat varijable FLAG.
1: k=0;
2: FLAG = 0;
3: for svaki brid v;v; € E do
4: if KLASA[i,j] = undefined then

5: k=k+1;

6: KLASA[i,j] , KLASA[j,i] = k , —k ;
7: PRETRAZIVANJE(i, j);

8: end if

9: end for

Prethodni algoritam nastavlja s radom dok svi bridovi nisu posjeceni.
U k-toj iteraciji, neposjeceni brid smjestamo u By, te anzuriramo K LASA.
Nakon smjestanja brida u By, rekurzivno se dodavaju u Bj, bridovi koji su u
relaciji R.

Varijabla F'LAG se mijenja iz 0 u 1 éim nademo By, takav da ByNB; " # 0.
Po TRO teoremu za G u tom trenu znamo da nije graf usporedivosti.

v;v; € E ako i samo ako KLASA[i, j| == k ili je nedefinirano do k-tog
koraka.

Prikazimo jos i funkciju PRETRAZIV AN JE koja se koristi u TRO al-

goritmu.
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3.2. Graf usporedivosti i TRO

Algorithm 9 PRETRAZIVANJE

Input: (7,7) - numeracije vrhova iz brida v;v;

1: for svakil € Adj(i) takve da [l ¢ Adj(j) ili |[KLASAj,1)| < k] do
2:
3:

4:

10:

11:

12

13:

14:

15:

16:

17:

18:

19:

20:

21:

22

if KLASA[i,l] == undefined then
KLASA[i,l], KLASA[l,i| =k , —k ;
PRETRAZIVANJE(i,1);
else
if KLASA[i,l]| == —k then
KLASA[i,l], FLAG =k , 1;
PRETRAZIVANJE(i,1);
end if
end if
end for
. for svaki | € Adj(j) takve da [l ¢ Adj(i) ili |KLASA[i,1]] < k] do
if KLASA[l, j| == undefined then
KLASA[l,j], KLASA[l,j] =k , —k ;
PRETRAZIVANJE(, j);
else
if KLASA[l,j] == —k then
KLASA[l,j], FLAG =k , 1;
PRETRAZIVANJE(L j);
end if
end if

. end for

Promotrimo sada kompleksnost prikazanog TRO algoritma.
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3.2. Graf usporedivosti i TRO

Uzmimo da su susjednosti grafa spremljene u vezanu listu i podaci su
poredani uzlazno.

Podatak Adj(7) reprezentira brid v;v; sa poljima koja sadrze: j, KLASA[, j],
pokaziva¢ na K LASA[j, ], te pokaziva¢ na susjeda od Adj(i). Za pohranu
je potrebno O(|V| + |E|).

Promotrimo jos i vrijeme potrebno za pristup i mijenjanje funkcije K LASA.
Za nalazenje KLASAL[]] treba O(d;) koraka, gdje d; stupanj vrha v;, kako bi
prosli cijeli Adj(i), osim ako privremeni pokaziva¢ nije u susjedstvu. Tada
referiranje na KLASA[i,l] ili KLASA]L,i] bi trebalo trajati fiksan broj ko-

raka.

1 2 - _—vSE_X

2 11 S X
. n/

3 1-2|__—*2-2‘\_—-—-—-4-2J[x
v

4 32]r)(

Slika 3.10: Primjer spremanja Adj(i) u TRO algoritmu na gore opisan naéin.

Preostaje jos analizirati funkciju PRETRAZIV AN JEJi, j]. Dva privre-

mena pokazivaca paralelno prolaze kroz Adj(i) i Adj(j) i traze vrijednosti
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3.2. Graf usporedivosti i TRO

m koje zadovoljavaju for uvjete. Zbog sortiranosti listi i susjednih poka-
zivaca, petlja se moze izvesti u O(d; + d;) koraka. Analogno je kompleksnot
od PRETRAZIVANJE(i, j) jednaka O(d; + d;).

U glavnom programu, privremeni pokaziva¢ u for petlji prolazi kroz
sve liste susjeda, sto daje slozenost od O(|E|). Algoritam jednom poziva
PRETRAZIV AN JE za svaki brid ili njegov inverz (oboje ako implikacijske
klase nisu disjunktne), pa cijela slozenost algoritma koji provjerava je li graf

graf usporedivosti i pridruzuje mu tranzitivnu orijentaciju ¢e biti:

Z (d; +dj) = Qde < 2maxdeg(G) Zdi = 2max deg(G)|E]|

ViVj cF =1 =1

tj. najvise O(maxdeg(G)|E))).
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Poglavlje 4
Permutacijski grafovi

Definicija 4.1 Permutacija skupa S ={s1,...,s,} je bijekcija f : S — S.

Broj permutacija skupa od n elemenata je n! .

Primjerice, promotrimo funkciju S : {1,2,3} — {1,2,3}, za koju vrijedi
S(1) =2, 5(2) =3, S(3) = 1. Tada kazemo da je {2, 3, 1} permutacija skupa
{1,2,3}. Laicki, permutacije sluze za prikazivanje elemenata u odredenom
redoslijedu.

Permutacije imaju brojne primjene u stvarnome svijetu. Permutacije se
cesto koriste u igrama, logici i biologiji. Mogu se koristiti i u ra¢unarstvu,
primjerice u algoritmima pretrazivanja, te kriptografiji (stvaranju lozinka).

Osim u standardnom obliku, permutacije se mogu reprezentirati uz pomocé
grafova $to moze olaksati rad s njima. Intuitivnije je uociti uzorke ako ih vi-
zualiziramo, ali i sama svojstva grafa (npr. ima li ciklus) mogu dovesti do za-
kljucaka vezanih za permutaciju. Naravno, kao i kod prethodnih algoritama,
permutacijski grafovi mogu pomoéi pri optimiziranju pojedinih postojec¢ih
algoritama i korisni su za sortiranje.

Inverzna permutacija 7! od 7 je permutacija za koju vrijedi (7~ 1(i)) =

iin N (w(i)) = .



Primjer 4.2 Inverzna permutacija od permutacije [632415]je[532461].
Inverzna permutacija nam govori na kojoj poziciji u zadanoj permutaciji se

nalazi element s trenutne pozicije.

Definicija 4.3 Neka je 1 = [ p1 ... pn | proizvoljna permutacija skupa
V={1,...,n}. Neka je G[r] = (V,E) neusmjereni graf za koji vrijedi:

zy € Es (v—y) (v (z) =7 '(y) <0.

Za graf G[r] kazemo da je permutacijsks.

Slika 4.1: Graf permutacije [6 32415 |.

Komplement permutacijskog grafa je takoder permutacijski jer vrijedi
G[nP] = G[r]¢ gdje P permutacija koju dobijemo kad ”obrnemo” redoslijed
odmtj. akomr=[pip2 ... pp J,onda 7 =[p, ... p2 p1 |

Takoder vrijedi da se permutacijski graf moze tranzitivno orijentirati -
to bismo dobili tako da po redu svaki element usmjerimo prema njegovom

sliedbeniku. Stovise, vrijedi i sljede¢i teorem.
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Teorem 4.4 Neusmjereni graf G je permutacijski ako i samo ako su G i G

grafovi usporedivosti.

Dokaz. [=Pretpostavimo da G = GJr|. Tada je G graf usporedivosti
jer G[r] ima tranzitivhu orijentaciju. G je takoder graf usporedivosti jer
G° = G[rP)].

[<=]Uzmimo da su (V, Fy) i (V, F3) tranzitivne orijentacije od G = (V, E)
i GY=(V,E°) redom. Pokazimo da je (V,F} + Fy) acikliéna orijentacija pot-
punog grafa (V,E + EC). Pretpostavimo da F; + F, ima ciklus vgvy . .. vvg
minimalne duljine [. Ako je [ veéi od 3, onda se ciklus moze skratiti uklanja-
njem vouy ili v9vg, pa dobivamo kontradikciju. Ako je [ = 3, onda bar dva
brida ciklusa se nalaze u istom F; $to povla¢i da F; nije tranzitivan. Stoga
je (V, Fy + F3) aciklican. Analogno je i (V, Fy ' + F}) aciklican.

Konstruirajmo jos i permutaciju 7 takvu da G = G[r]. Acikli¢na orijen-
tacija potpunog grafa je tranzitivna i odreduje jedinstven, linearni poredak
vrhova. Promotrimo sljedec¢i postupak:

1) Labeliramo vrhove ovisno o redoslijedu u F+ F». Primjerice, L(z) = 1,
gdje je indeg(x) =1 — 1.

2) Labeliramo vrhove ovisno o redoslijedu u Fy ' + Fy, L'(z) = i, gdje je
indeg(x) =i — 1.

(*) Primijetimo da vrijedi zy € £ <= [L(z) — L(y)][L/(z) — L'(y)] < 0,
jer su bridovi u F promijenili orijentaciju izmedu 1) i 2).

3) Definirajmo 7: Za svaki vrh x, ako L(x) =i, onda 7; ' = L'(z). Sada
po (*), 7 je trazena permutacija, a L trazeni izomorfizam.
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Slika 4.2: Odnos L, L' i 7 iz Teorema 4 - slika iz Algorithmic Graph Theory
and Perfect Graphs - Martin Charles Golumbic.

Prethodni algoritam govori da ako nademo tranizitivnu orijenatciju, onda
je graf permutacijski. Konstrukcija u dokazu nam pokazuje kako naéi odgo-

varajué¢u permutaciju. SloZenost ovog postupka je O(n?).

A B A B A > B A < B
—-— A A v A
c 5 @ D c 4 D C < D
a) b) c) d)
L(A)=indeg(A)+1=3 L'(A) =3
L(B)=4 L’'(B)=2
L(C)=2 L'(C)=4
L(D) =1 L'(D) = 1

= permutacija[1432]

Slika 4.3: a) Fy b) Fyc) Fy + Fy d) F, ' + F

Slika 4.3 prikazuje konstrukcija permutacije [ 1 4 3 2 | iz tranzitivnih
orijentacija Fi i F;
Kako bismo grafu mogli pravilno pridruziti vrijednosti permutacije mo-

ramo uvesti funkciju koja ¢e to omoguciti.
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Za neusmjereni graf G = (V, E) uvedimo bijekciju L : V' — {1,...,n}
koja oznacava vrhove. Funckija L se naziva labeliranje permutacije ako
postoji permutaciji m skupa od 1 do n takva da:

ry € E ako i samo ako [L(z) — L(y)][= ' (L(z)) — =~ (L(y))] < 0.

Permutacijski graf mora imati bar jedno labeliranje, te labeliranje ne mora
biti jedinstveno.

Promotrimo kako bismo provodili sortiranje permutacije koriste¢i redove.

Red je na¢in spremanja podataka koji radi po principu first-in-first-out
tj. FIFO. Tocnije, ono sto smo stavili prije u red mora prije i izaci.

Koristit ¢emo paralelno k£ redova na nacin da gledamo svaki element koji
zelimo sortirati i stavljamo ga u privremeni red. Na kraju elemente stavljamo
u sortirani red na nac¢in da po veli¢ini skidamo elemente s privremenih redova.

Promotrimo na primjeru.

Primjer 4.5 Neka m = [3,2,5,1,4]. Kreéemo od prvog elementa 3 i stav-
ljamo ga na prvi red Q1. Sljedeci element, 2, ne smijemo staviti u (Qy jer ne
bi vise mogli doci do njega, pa ga stavljamo u Q. 5 smijemo staviti na QQy,
ali 1 ne smijemo staviti ni v Q1, nit u Q2, pa ga stavljamo u novi Q3. 4 ne
moze u Q1, ali mozZe u Qs, pa ga stavljamo u njega i nakon toga sortiramo

elemente. U ovom slucaju su nam trebala 3 privremena reda za sortiranje.

Iz primjera mozemo uociti da sadrzaj svakog reda (); mora biti uzlazno
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sortiran kako bi imali tocan redoslijed pri rezultatu. Takoder nije bitno
hoc¢emo li prvo popuniti sve pomocéne redove prije slaganja rezultata ili ¢emo
istovremeno i namjestati finalni rezultat.

Prethodni primjer je obavljen sa tzv. kanonskom strategijom sortiranja
koja funkcionira na nacin da vrijednosti iz permutacija stavljamo na prvi red
koji je dostupan.

Promotrimo razlog stavljanja brojeva u razlicite redove u kontekstu gra-
fova. Brojevi se pojavljuju u suprotnom poretku od 7, pa ako su vrhovi v i
w susjedni u G[r], onda ¢e biti stavljeni u razli¢ite redove.

Predstavimo algoritam za bojanje permutacijskog grafa. Dokazimo prvo

da postoji veza sortiranja permutacija i bojanja grafa.

Propozicija 4.6 Neka m = [py,...,p,| permutacija prirodnih brojeva od 1
do n. Postoji jedan-na-jedan veza izmedu pravilnog k-bojanja of G[r] i us-

pjesnog sortiranja permutacije s k paralelnih redova.

Dokaz. Pretpostavimo da svaki red ); boji brojeve sa svojom bojom. Pos-
tupkom sortiranja s k redova opisanim ranije, susjedni vrhovi v i w iz G|n]
¢e biti obojani razli¢itim bojama.

Sada provedimo sljede¢i postupak nad pravilnim bojanjem permutacij-
skog grafa s k boja: ako je boju vrha x oznacimo sa b, spremimo x u ().

Pretpostavimo da ¢e ovo rezultirati neuspjesnim sortiranjem. Tada mora
postojati neki red Q). takav da su vrhovi z i y spremljeni u krivom redoslijedu.
Ali tada x i y moraju biti i u obrnutom redoslijedu i u 7. Tada su x i y susjedi
u permutacijskom grafu, ali su obojani istom bojom (jer su u istom redu),
pa je to kontradikcija. Sortiranje je uspjesno.

Stoga, postoji bijekcija izmedu pravilnog k-bojanja i uspjesnog sortiranja

permutacije s k paralelnih redova. m
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Korolar 4.7 Za permutaciju 7 sljedeci brojevi su jednaki:
(1) x(G[x])
(i) duljina najduljeg silaznog podniza od

(#i) minimalni broj redova potrebnih za sortiranje

Dokaz. | (i) <= (iii) | Direktno iz ropozicije 4.6.

(i) <= (ii) | Iz ¢injenice da najdulji podniz mozemo poistovjetiti s mak-

simalnom klikom od G[r] koja je duljine x(G[r]) zbog savrSenosti grafa. m
Iz kanonske strategije sortiranja dobivamo sljedeci algoritam za kanonsko

bojanje permutacijskog grafa - algoritam vra¢a minimalno bojanje.

Algorithm 10 Kanonsko bojanje permutacije
Input: Permutacija 7 = [py,...,pn] bojeva od 1 do n

Output: Bojanje vrhova grafa G[r] i kromatski broj grafa
1: k=0;
2: for j =1:ndo
3: 1 = prvi dopustivi red;
4: BOJA[pj| = i;
5: ZADN JI[i] = pj;
6: k = max{k,i};
7: end for

8 x = k;

Prethodni teorem radi na nacin da u j-toj iteraciji p; stavi u red @;
sa najmanjim indeksom ¢ takvim da p; vedi ili jednak zadnjem elementu iz
Q;. Ne trebamo spremati cijeli Q;, pa u niz ZADN JI[i] spremamo zadnji
element iz ();. k je brojac koji koji pamti broj iskoristenih boja tj. redova.

Sljededi teorem dokazuje to¢nost prethodnog algoritma.
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Teorem 4.8 Neka m permutacija brojeva od 1 do n. Kanonsko bojanje od

G|r| iz Algoritma 10 je minimalno.

Dokaz. Bojanje je oc¢ito pravilno, pa preostaje jos pokazati x = x(G|x]).
Dovoljno je pokazati (po proslom korolaru) da 7 ima padajuéi podniz duljine
X-

Definirajmo funkciju f na sljede¢i na¢in: Ako BOJA[p,] =i (> 2), onda
Pij) = ZADNJI[i—1] za vrijeme j-te iteracije. Tada ps;) > p; i f(j) < jjer
je ¢injenica da je py(;) u Q;—1 uzrokovala da stavimo p; u Q;. Tada p;,, ..., p;,
gdje BOJA[p; | = x, te pj,_, = sy » 1= X, x —1,...,2 je trazen silaze¢i
podniz. m

Slozenost algoritma je O(nlogn) i ne ovisi o broju bridova od G.
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Poglavlje 5
Planarni grafovi

Planarnost je jos jedno bitno svojstvo u teoriji grafova, a njihova najcesca
uloga u primjeni je pitanje postoji li moguénost organiziranja bridova bez
bespotrebnog presijecanja. Ovo je, primjerice, korisno u organizaciji pro-
meta, te u telekomunikacijama. Kako rasporediti antene koje su povezane,
bez da se signali poklapaju? Planarnost je takoder interesantna pri dizaj-
niranju igara, te u geografiji. Primjerice, u kreiranju mapa je koristan tzv.
Teorem o cetiri boje koji govori da se svaki planarni graf moze obojati u
cetiri boje.

Podsjetimo se iz Uvoda da se graf naziva planarnim ako se moze nacrtati
u ravnini bez presijecanja bridova. Takvo smjeStenje se naziva planarno ili
ravninski graf.

Zbog ovih razloga, korisno je imati algoritam koji provjerava je li dani
graf planaran o ¢emu ¢emo govoriti u ovoj sekciji. Prije algoritma, uvedimo

dva pojma koja ¢e nam biti potrebna za daljnji rad.

Definicija 5.1 Za planarni smjestaj H podgrafa H grafa G kazemo da je
G-prihvatlyiv ako postoji planarni smjestaj G takav da H C G.



Slika 5.1: a) G b) G-prihvatljiv graf ¢) nije G-prihvatljiv graf

Definicija 5.2 Blok je maksimalni povezani podgraf grafa G koji nema rez-

nih vrhova.

Sa GG ¢emo oznacavati planarno smjestenje grafa.

Graf je planaran ako i samo ako mu je svaki blok planaran.

Definicija 5.3 Neka je G = (Vi, Ey) podgraf grafa G = (V,E). Koma-
dom grafa G u odnosu na Gy nazivamo jedno od sljedeceg:

a) brid uv € E takav da uwv & Fy i u,v € V.

b) povezana komponenta od G — Gy u uniji bridovima iz E takvim da su

vrhovt iz dobivene komponente susjedni s vrhovima iz V.

Za svaki komad B, zajednicki vrhovi od B i GG; nazivaju se mjestima
kontakta od B. Ako komad ima dva ili vise mjesta kontakta, onda se naziva
mostom. Ova definicija mosta se razlikuje od definicije mosta spomenute
u uvodu, ali primijetimo da je ova definicija prosirenje definicije kabela iz

uvoda.
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2 3 4 c B
1 8 7
_— 2 3
0 9
8 7 1
0 9

Primjer 5.4 Promotrimo graf G na Slici 5.4 lijevo, te njegov podebljano
oznacen podgraf Gh = {{3,4},{4,5},{5,9},{3,9}}. Desno na slici su prika-
zana 8 komada od G u odnosu na Gy:

- brid {4,9} sa mjestima kontakta 4 19 (svojstvo a) iz definicije)

- podgraf {{5,6},{6,7},{7,8},{5,8}} sa vrhom kontakta 5 (svojstvo b) iz
definicije)

- podgraf {{1,2},{2,3},{0,2},{0,1},{0,9}} sa vrhovima kontakta 3 i 9
(svogstvo b) iz definicije

Pruvi i treci komad su mostovi jer imaju > 2 mjesta kontakta.

Primjer 5.5 Promotrimo graf na Slici 5.1 i uzmimo da je G; = 12 — 24 —
24 — 13 (ciklus) promatrani podgraf. Njegovi komadi su sljedeci:

1) 12 — 15 — 25 sa vrhovima kontakta 1 i 2

1) 14 sa vrhovima kontakta 1 i 4

1) 23 sa vrhovima kontakta 2 i 3
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5.1. Testiranje planarnosti grafa

Primijetimo da su 2) i 3) kabeli.

5.1 Testiranje planarnosti grafa

Uvedimo sad algoritam koji provjerava planarnost zadanog grafa. Neki pos-
tupci mogu olaksati algoritam. Primjerice, zasebno provodimo algoritam
na razli¢itim komponentama povezanosti, uklanjamo visestruke bridove prije
provedbe algoritma, razdvojimo graf na blokove ako je to moguce ...

Napomenimo da algoritam provjere planarnosti nije jedinstven i prikazan
algoritam je implementacija algoritma za provjeru planarnosti. Algoritam
prima graf koji je blok.

Neka je G; podgraf grafa G. Uvedimo da je F(B, C?Z) skup stranica od
G; u koje mozemo smjestiti B.

Algoritam je implementiran na sljede¢i nacin:
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5.1. Testiranje planarnosti grafa

Algorithm 11 Algoritam za provjeru planarnosti
Input: Graf G koji je blok.

Output: Poruka o planarnosti grafa G.
1: Nadi ciklus C u grafu G

2: 1 =1;
3: G =0C;
4: élzC;
5 f=2

6: SMJESTIV = true;
7. while f # |E| —n+21 SMJESTIV == true do

8: Nadi svaki most B od G u odnosu na G; i pridruzi mu F (B, G;)
9: if F(B,G;) =0, za neki B then

10: SMJESTIV = false;
11: return "G nije planaran”;
12: end if
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5.1. Testiranje planarnosti grafa

Algorithm 12 Algoritam za provjeru planarnosti (nastavak)

13: if SMJESTIV == true then

14: if |F(B,G;)| == 1, za neki B then

15: F = F(B,G,);

16: else

17: Neka B neki most i F' neka strana za koju vrijedi F' € F(B, CNT'Z)
18: end if

19: Nadi put P; C B koji povezuje dvije tocke kontakta iz B sa G;
20: Giqr = G + B

21: Nadi planarno smjestenje Gii1 od Giiq tako da nacrtamo P; u

stranici F od G;;

22: 1 +=1;

23: f+=1;

24: if f=|E|-n+ 2 then
25: return "G je planaran”;
26: end if

27: end if

28: end while

Algoritam pronalazi Gy, G, ... (G; C G11) i njihova planarna smjestenja
G1,Gy, .. ..

Algoritam provjerava planarnost tako da provjerava G-prihvatljivost sva-
kog éz Ako su svi éz G-prihvatljiv, onda ¢e graf biti planaran i G]E|_n+1 ée
biti njegovo planarno smjestenje. Ako nademo most B takav da F(B, éz) =
(), graf nije planaran.

Algoritam prvo pronalazi ciklus C' koji mora postojati jer je G blok. G,
je taj ciklus i onda ujedno i planaran. SMJESTIV je varijabla koja pamti

smjestivost grafa i zadana vrijednost joj je true. SMJESTIV prelazi u false
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5.1. Testiranje planarnosti grafa

ako nademo most B takav da F(B, é,) = (). f je varijabla koja pamti broj
strana od él

Svaka iteracija while petlje konstruira novi Giﬂ tako da iz trenutnog G;
nade skup svih mostova u odnosu na Gj, te za svaki takav most B nade njegov
skup F(B, C;”Z) Ako postoji B koji je smjesten samo u jednoj stranici F' od
éi, onda Gi—H konstruiramo tako da nacrtamo put izmedu vrhova kontakta
B u F (ako takav most ne postoji onda uzmemo put izmedu toc¢aka kontakta
bilo kojeg mosta). Put dijeli F' na dva dijela i povecava se f ( broj strana ).

Iz Teorema 1.15 znamo da planarni G ima | E| —n+ 2 strana sto je kriterij

zaustavljanja algoritma.
Teorem 5.6 Algoritam za provjeru planarnosti je ispravan.

Dokaz. Trebamo pokazati da za svaki graf iz niza Gi,..., G"E|_n+1, ako je
G planaran, onda je i G-prihvatljiv. Dokaz provodimo indukcijom.

Ako je G planaran, G4 je sigurno G-prihvatljiv. Pretpostavimo da je G;
,1<i<k<|E|—n+1, G-prihvatljiv. Pokazimo da je i Gj 1 takoder
G-prihvatljiv. Neka su B i F definirani kao i u algoritmu. Neka G planarno
smjestenje od G takvo da Gy, C G.

Ako |F(B,G})| = 1, onda po konstrukciji algoritma vrijedi Gj1 C G.

Stoga pretpostavimo |F(B, Gy)| > 1 i pretpostavimo da B nije smjesten
uFodG, nego u nekoj drugoj stranici £*. Sada je GG blok i G takav da ima
bar dva vrha kontakta, pa je smjesten samo u dvije strane. Iz ovoga slijedi
da svaki most s mjestima kontakta na granici izmedu strana F' i F* moze biti
sam u F'ili u F*. Iz ovoga slijedi da postoji jos jedno planarno smjestenje
od G u kojem ¢e B biti u F ako se nalazi u F* u G, te jeu F* akou F u G.

Gs1 dobiven iz algoritma je G-prihvatljiv jer Gry1 € G. ®
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Slika 5.2: Primjer provedbe algoritma planarnosti na grafu G sa Slike 5.1 a).

Primjer 5.7 Promotrimo primjer provedbe algoritma sa Slike 5.2. Odabe-
remo ciklus 12 — 24 — 34 — 13.
Za Gy, f =2, biramo most {2,3} u F1 = dodajemo put 2 — 3.
Za Gy, f =3, biramo most {1,4} u F2 = dodajemo put 1 — 4.
Za Gs, f =4, biramo most [{1,5},{5,2}] u F2 = dodajemo put 1 —5—2.
Za Gy, f =5, dobivamo planarni prikaz grafa sa Slike 5.1.

Algoritam se moze implementirati u polinomijalnom vremenu. while pet-

lja se izvrsava najvise |F| — n + 1 puta.
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