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Uvod

Beskonacno djeljive distribucije predstavio je talijanski matematicar de Fi-
netti 1929. godine, dok su za fundamentalne rezultate zasluzni Kolmogorov,
Levy i Hin¢in. Pocetci proucavanja njihovih svojstava bili su usko vezani
za istrazivanja slucajnih procesa sa stacionarnim nezavisnim inkrementima.
Od tada pa sve do danas u tom podrucju nalazimo vrlo znacajne i elegantne
rezultate posebice vezane za Levyjeve procese, uniformne aprokismacije, ko-
nvolucije i statisticke zakljucke. Ideja beskonacne djeljivosti je od velikog
znacaja za teoriju vjerojatnosti, posebice u proucavanju grani¢nih toerema.
Karakteristicne funkcije imaju kljucnu ulogu u centralnom grani¢nom te-
oremu, dok su beskonacno djeljive karakteristicne funkcije potrebne za njegov
op¢i oblik. Izuzetna vaznost beskonac¢no djeljivih distribucija u grani¢nim te-
oremima odrazava se u Cinjenici da se samo ove distribucije mogu pojaviti
kao granicne distribucije za zbrojeve nezavisnih sluc¢ajnih varijabli. Bududi
da proucavanje granicnih teorema prelazi okvire ovog rada, neé¢emo biti u
mogucénosti vidjeti potpunu znacajnost ove klase karakteristi¢nih funkcija,

ali njihova analiticka svojstva su i sama po sebi zanimljiva.
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Poglavlje 1

Osnovni pojmovi iz teorije

vjerojatnosti

Neka je F' ogranicena funkcija distribucije na R. U daljnjem tekstu smatrat
¢emo da su sve funkcije distribucije normirane u smislu da imaju limes 0 u

—0OQ.

Definicija 1.1 Karakteristiéna funkcija od F' jest funkcija o definirana
sa

ot)= [ e™dF(x) = [ cos(tx)dF(z)+1i [ sin(tx)dF(z),t € R
Definicija 1.2 Neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije Fy.

Karakteristicna funkcija ¢x od X je karakteristicna funkcija od Fx.

Propozicija 1.3 (Svojstva karakteristi¢nih funkcija) (i) Karakteristicna

funkcija ¢ je uniformno neprekidna na R i za sve t € R wrijedi |o(t)] <

p(0) = F(o0) i p(—t) = ¢(t)
(i1) Ako je X slucajna varijabla i a,b € R, tada vrijedi

Caxip(t) = elox(at),t € R



(111) Ako su Xy, X, ..., X, nezavisne slucajne varijable, tada vrijedi

W (t) = t),teR
og (0= Lo

Definiciga 1.4 Neka su Fy i Fy ogranicene funkcije distribucije na R takve
da je Fi(—00) = Fy(—00) = 0. Funkcija F': R — R definirana sa

F(z) = f Fi(r —y)dFy(y),r € R
zove se konvolucija od Fy i Fy i oznacuje se sa F = F| x F,.

Teorem 1.5 (Teorem neprekidnosti) Neka je (F,,n € N) niz vjerojat-

nosnih funkcija distribucije i (@n,n € N) odgovarajuéi niz karakteristicnih

funckija.

(i) Ako F, 5 F, gdje je F vjerojatnosna funckija distribucije, tada @, (t) —

©(t) za sve t € R, gdje je ¢ karakteristicna funkcija od F.

(11) Ako za svakit € R postoji p(t) = lim,, ¢, (t) i ako je funckija ¢ nprekidna

ut =0, tada je ¢ karakteristicna funkcija vjerojatnosne funckije distribucije

F i vrijedi F, 5 F

Teorem 1.6 (Centralni graniéni teorem) Neka je (X,,,n € N) niz ne-

zavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli s ocekivanjem m 4 vari-

jancom 02, 0 < 0 < oo i neka je S, = ki Xi(n € N). Tada vrijedi

=1

Sp—ES,
7—%\7(0,1) 204 n — 00.

Definicija 1.7 Neka je X slucajna varijabla sa zakonom razdiobe

P{X =k} =p;, ke N.

Funkciju g definiranu sa

o0

9(2) = Yomz*, 2 €R, |2 < 1
k=0

zovemo funkcija izvodnica od X i oznacavamo sa gx.



Poglavlje 2

Beskonacno djeljive distribucije

2.1 Definicija i primjeri

U ovom poglavlju ¢emo uvesti pojam beskonac¢no djeljivih distribucija, od-
nosno beskonac¢no djeljivih karakteristi¢nih funkcija i navesti nekoliko jednos-
tavnih primjera. Opcenito, korisnost karakteristicnih funkcija posljedica je
¢injenice da postoji 1-1 korespondencija izmedu skupa karakteristi¢nih funk-
cija i skupa funkcija distribucija. Buduéi da je izravan rad sa funkcijama
distribucije ¢esto vrlo slozen, ova ekvivalencija omogucuje nam da se pri-
likom rjesavanja takvih problema koristimo metodom, odnosno svojstvima

karakteristi¢nih funkcija.

Definicija 2.1 Karakteristicna funkcija ¢ je beskonacéno djeljiva ako za

svaki n € N postoji karakteristicna funkcija ¢, takva da je ¢ = .

Funkcija ¢, jednoznacno je odredena funkcijom ¢ na intervalu oko nule na
kojem je (t) # 0, ako zahtjevamo da je ¢, (0) fiksan pozitivan realan broj.

U tom slucaju je ¢, = ngIL.

Definicija 2.2 Funkcija distribucije F' je beskonacéno djeljiva ako je nje-



2.1. Definicija i primjeri

zina karakteristicna funkcija beskonacno djeljiva.

Govore¢i u terminima konvolucija funkcija distribucija, gornja je definicija
ekvivalentna tome da za svaki n € N postoji funkcija distribucije F,, (jed-

nozna¢no odredena sa F) takva da je F' = F,, x F,, ... * F},, n puta.

Definicija 2.3 Slucajna varijabla X je beskonaéno djeljiva ako je njezina
karakteristicna funkcija px (odnosno funkcija distribucije Fx ) beskonacno
djeljiva.

Dakle, slucajna varijabla X beskonac¢no je djeljiva ako za svaki n € N pos-
toje nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable X, X, ..., X,, takve
daje X2X, + Xo+ ...+ X,

Sada je i sam naziv beskonaé¢ne djeljivosti sugestivan, buduéi da je slu¢ajnu
varijablu X moguce "podijeliti” na "male” nezavisne komponente za svaki
n.

U ovom radu promatrat ¢emo samo beskonacno djeljive distribucije koje
su vjerojatnosne funkcije distribucije, odnosno beskonacno djeljive karakte-
risticne funkcije ¢ za koje je p(0) = 1.

Primjer 2.4 (a) Neka je X ~ P()).

Poznato je da je Poissonova distribucija dana sa P(X=k) = ’\k—’!ce_)‘ pri cemu

je k > 0. Stoga je karakteristicna funkcija Poissonove distribucije s parame-

trom A definirana sa:

_ itX1 _ itk A itk =X\ _ =\ itk
o(t) = Ele ]—Ze P(X—k)—Ze e = Ze =
k=0 k=0 k=0
A2 A3 2
-\ it 2%t 3t it |
e 1+e® - A+e 2!+6 3!+e 4!—|— =
Qe (et (i)t

67}\ . 1 + e’Lt . )\ + + + + ... — 67)\6)\6 — 6)\(6 71)

2! 3! 4!
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A

n’

Sada je karakteristicna funkcija Poissonove distribucije s parametrom

n € N dana sa

Aeft-1)

on(t) =e )

Uoc¢imo da je za svakin € N

p(t) = (en(t))",
12 cega slijedi da je Poissonova distribucija beskonacno djeljiva.
(b) Neka je X ~ N(u,c?).
Kako bi odredili karakteristicnu funkciju varijable X, prvo definirajmo karak-
teristicnu funkciju standardne normalne razdiobe, tj. kada je X ~ N(0,1).

U tom slucaju, X je neprekidna slucajna varijabla s gustocom

—

Frla) = e

Sada je
ox(t) = /emfx(x)d:r = em\/%e%ﬁdx = #/emefdx.
o o . o0
Za proizvoljne x,t € R je € = Z(Ztki,)k pa uvrstavanjem u gornji izraz
dobivamo da je =
17l (i),
px(t) :E/ 2 e dx

Kako za x,t € R vrijeds

i (itz)* e_Tzz _ s |tx|k6_§2 :e|m|__§£2

prd k! prd k! ’

_732 . . .
ltel=== je integrabilna na R, pa po teoremu o do-

a funkcija koja x +— e
minirano] konvergenciji slijedi da mozZemo zamijeniti redoslijed sumiranja 1

integriranja. Stoga je
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R N (77 L kg2
t):¢_27r/ ; o c’ dw—z k! \/g/
e ’
(it)" (k) = f ) 1 2

%(%lzkklzz o) mTe ek

1
Neka je sada X ~ N(u,0?). Tada je =Y ~ N(0,1), iz cega slijedi
da je X = oY + p. Iz svojstava karakteristicnih funkcija slijeds

, L (on)? i _(ot)?
x(t) = Yoviu(t) = ey (at) = etle™ 2 =M™ 2,

Sada je karakteristicna funkcija slucajne varijable X ~ N (& "T) dana sa

it o'2t2

Spn(t) = e n 2n

Uocimo da je za svakin € N

px(t) = (pn(t))".

Dakle, X ~ N(u,c?) je beskonacno djeljiva distribucija.
(¢) Cauchyjeva razdioba sa parametrima a > 0 i b.
Ako X ima Cauchyjevu razdiobu s parametrima a > 0 i b, onda je njezina

funkcija gustoce

a
= e R.
fx(@) T+ (@ -0
X —b
Tada je =Y jedinicna Cauchyjeva razdioba. Karakteristicna funkcija

jedinicne Cauchyjeve razdiobe Y je dana sa

QOY (t) — e_lt‘ s

pa iz X = aY + b i svojstava karakteristicnih funkcija slijedi



2.2. Osnovna svojstva beskonaéno djeljivih distribucija

ox(t) = el t ¢ R,

bt alt]

Za svakin € N je ¢, (t) = e'"»~n karakteristicna funkcija i

px(t) = (n(t))".
Dakle, Cauchyjeva razdioba sa parametrima a > 0 i b je beskonacno djeljiva.

(d) Gama razdioba s parametrima o i f3.

Neka X ima gama razdiobu s parametrima « i 5. Tada je

px(t) = (1 —upt)™
njezina karakteristicna funkcija. Za svaki n € N je @,(t) = (1 —ift)"»
ponovno karakteristicna funkcija 1
px(t) = (en(t))".
Dakle, gama razdioba s parametrima « @ 5 je beskonacno djeljiva.
Primjetimo da Cauchyjeva razdioba nema ocekivanje, a beskonac¢no je dje-

ljiiva. Dakle, distribucija moze biti beskonacno djeljiva, iako nema ocekivanje

ili varijancu.

2.2 Osnovna svojstva beskonacno djeljivih dis-
tribucija

Prvo ¢emo se upoznati sa jednostavnim, ali prilicno vaznim svojstvima be-

skonacno djeljivih karakteristicnih funkcija.

Propozicija 2.5 Beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija nigdje ne iscezava.

Dokaz. Neka je ¢ beskonacno djeljiva, tj. neka je za svaki n € N, ¢ = ¢!,

pri ¢emu je ¢, karakteristicna funkcija. Definirajmo funkciju g sa

g(t) = lim |p,(t)]> = lim |g0(t)]% Uocimo da je
n—o00 n—00



2.2. Osnovna svojstva beskonaéno djeljivih distribucija

1, p(t) #0.

Dakle, funkcija g poprima samo dvije vrijednosti, 0 ili 1. Kako je ¢ karak-
teristicna funkcija, to je ¢ neprekidna funkcija i ¢(0) = 1, pa je ¢(t) # 0
u nekoj okolini nule. Odavde slijedi da je u toj okolini nule g(t) = 1 pa je
i funkcija g neprekidna u nuli. Buduéi da je g limes niza (|p,]?) karakte-
risticnih funkcija, iz teorema o neprekidnosti zakljucujemo da je g takoder
karakteristi¢cna funkcija. No, tada je i g neprekidna svuda, pa je g(t) = 1, tj.
p(t) #O0zasvet € R. m

Sljedece propozicije govore o tome da je familija beskonacno djeljivih karak-

teristicnih funkcija zatvorena na odredene operacije.

Propozicija 2.6 (i) Produkt konacno mnogo beskonacno djeljivih karakte-
risticnih funkcija jest beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija.
(i1) Ako je ¢ beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija, tada je i |@| be-

skonacno djeljiva karakteristicna funkcija.

Dokaz. (i) Dovoljno je dokazati tvrdnju za produkt dva faktora. Neka su ¢
i 1) beskonacno djeljive karakteristicne funkcije. Tada za svaki n € N postoje
karakteristicne funkcije ¢, i 1, takve da je ¢ = ¢ i ¢ = 9. Odavde je
o) = ()™ 1 pntby, je karakteristiéna funkcija, dakle ¢t je beskonacno
djeljiva.

(ii) Iz pretpostavke slijedi da je ¢(—t) = ¢(t) beskonacno djeljiva karakte-
risticna funkcija. Prema (i) mozemo zakljuciti da je |¢|? beskonacno djeljiva,
pa je za svaki n € N funkcija

(lel)2r = |,

karakteristicna funkcija. Odavde slijedi da je || beskonacno djeljiva. =



2.2. Osnovna svojstva beskonaéno djeljivih distribucija

Propozicija 2.7 Karakteristicna funkcija koja je limes niza beskonacno dje-

ljivih karakteristicnih funkcija, takoder je beskonacno djeljiva.

Dokaz. Neka je (¢,,n € N) niz beskona¢no djeljivih karakteristiénih funk-
cija koji konvergira prema karakteristicnoj funkciji ¢. Tvrdimo da je ¢ be-
skonacno djeljiva karakteristicna funkcija. Prema prethodnoj propoziciji su
|on|? beskonacno djeljive, pa je ¢y  karakteristiéna funkcija za svakim € N.
Bududi da je |¢|m = nh_)nolo ||, iz teorema o neprekidnosti slijedi da je |¢|m
karakteristi¢na funkcija. To znaci da je |o|> beskona¢no djeljiva, pa prema
prethodnoj propoziciji ¢ nigdje ne is¢ezava. Stoga, In¢(t) postoji za svaki

t € R 1ivrijedi limln g, (t) = Inp(t). Sada iz

1
. ol . 1 1 1
lim ¢ = lim em M¢n = em 0¥ = pm
n—00 n—0o0

i teorema neprekidnosti slijedi da je 4,0% karakteristicna funkcija. Prema

tome, ¢ je beskonacno djeljiva. m

Korolar 2.8 Neka je p(t) beskonacéno djeljiva karakteristicna funkcija. Tada
je [o(t)]* takoder karakteristicna funkcija za svaki pozitivan i realan .. Obrat

je takoder istinit.

Dokaz. Ako je ¢(t) beskonacno djeljiva, onda tvrdnja korolara slijedi iz

svojstava realnih brojeva i teorema neprekidnosti, dok je obrat trivijalan. m

Propozicija 2.9 Neka suY, Xy, X5, ... nezavisne slucajne varyjable, pri cemu
je Y ~ P(A\),a (X,,n € N) su jednako distribuirane sa zajednickom karakte-
risticnom funkcijom . Tada je Z = X1 + Xo + ... + Xy beskonacno djeljiva

slucajna varijabla s karakteristicnom funkcijom eM#=1

Dokaz. Vrijedi

0z(t) = B[] = ZE[G”Z]K{Y:”} — ZE[K{an}6it(X1+X2+"'+X”)].
n=0 n=0
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Xi1+Xo+..+Xn)

Budud¢i da su Kpy_, i el nezavisne, odavde slijedi

pz(t) =Y P(Y =n)- Bl tXtdX0] = 3 "P(Y = n) - [p(t)]" =

[lustrirajmo sada primjenu ovih propozicija na primjerima.
Primjer 2.10 (a) Neka je X uniformna razdioba na [—c,c|. Tada je

sinct

t) = ——teR.
90X<) ct S

Prema propoziciyi 2.1., X nije beskonacno djeljiva jer px i$cezava za neke t.

(b) Neka je X dvostrana eksponencijalna razdioba s parametrom A > 0. Tada

je
/\2
t)= ——,teR.
ex(t) =7
wx mozemo zapisati u obliku produkta
-1 -1
it it
t)y=|1+— 1= = ,teR
px(t) + \ \

karakteristicnih funkcija od dviju gama-razdioba s parametrima o = 1,5 =

1 1
Y odnosno a = 1, = 1 Iz propozicije 2.2. sada sliyedi da je X be-

skonacno djeljiva.

Primjetimo da je u propoziciji 2.2. (ii) pretpostavka o beskonacnoj djelji-
vosti bitna, tj. ako je ¢ karakteristi¢na funkcija, |p| opéenito ne mora biti

karakteristicna funkcija.

10



2.3. Konstrukcija beskona¢no djeljivih karakteristi¢nih funkcija

2.3 Konstrukcija beskona¢no djeljivih karak-
teristicnih funkcija

U ovom ¢emo odjeljku promotriti dvije metode konstruiranja beskonacno
djeljivih karakteristicnih funkcija. Upravo ove metode su dale zanimljive
informacije o njihovoj strukturi.

Prvo dokazujemo lemu koja nam je od velikog znacaja za daljnja razma-

tranja.

Lema 2.11 Neka je g(t) proizvoljna karakteristicna funkcija i pretpostavimo
da je p pozitivan realan broj. Tada je o(t) = eP9O=1 beskonacno djeljiva

karakteristicna funkcija.

Dokaz. Neka je n € N takav da je n > p. Tada je

1 pla(t) — 17\

p
W= [1—=—+=-g()] =11
ot ) e

takoder karakteristicna funkcija. Iz teorema neprekidnosti slijedi da je

o(t) = lim @, (t) = epla®—1l

n—oo
karakteristicna funkcija. Funkcija [¢(t)]* (o > 0) zadovoljava sve uvjete leme
i takoder je karakteristi¢na funkcija pa iz korolarazakljuéujemo da je o(t)
beskonacno djeljiva. m

Ova lema ¢e nam posluziti kako bi dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 2.12 (De Finettijev teorem) Karakteristicna funkcija ¢ beskonacno

je djelyiva ako 1 samo ako je oblika

()O(t) = lim ePm [gm (£)—1] 7

m— 00

gdje su py, pozitivni realni brojevi, a ¢,,(t) karakteristicne funkcije.
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2.3. Konstrukcija beskona¢no djeljivih karakteristi¢nih funkcija

Dokaz. Dovoljnost slijedi neposredno iz prethodne leme i teorema neprekid-
nosti.

Dokazimo nuznost. Iz korolara 2.8/ i prethodne leme slijedi da je
Pult) = ealle®)*~1]
karakteristicna funkcija za svaki pozitivan i realan «. Kako je

p(t) = lim pa(t),

to se ¢(t) moze reprezentirati u gornjoj formi uzimajuéi da je p,, = m i
1

gm(t) = [p(t)] =

Sljededi teorem moze posluziti u dokazivanju da je dana karakteristi¢na funk-

cija beskonacno djeljiva.

Teorem 2.13 Svaka beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija se moze za-
pisati kao limes niza karakteristicnih funkcija koje su konacan produkt karak-

teristicnih funkcija s Poissonovom distribucijom.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢(t) beskonacéno djeljiva. Prema De Finettije-

vom teoremu mozemo je prikazati kao

() = lim ePrlon (-1 (2.1)

n—oo

gdje su g, (t) karakteristicne funkcije neke distribucije G, (x), pa je

gn(t) = /eden(x).
Sada je
A
palga(t) = 1) = Jim p [ (€~ )dG (). (22)
A

Kako bi gornji integral aproksimirali Darbouxovom sumom uvedimo sljedece

oznake
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2.3. Konstrukcija beskona¢no djeljivih karakteristi¢nih funkcija

A=<y << ..<any_1<ay=A
Cr = pn[Gn(ak) - Gn(ak—l)]'

Dakle,
A N
. / (et — 1)dG(z) = lim S ex(eiar — 1),
N—o0
_A =1
Sada imamo
A
pnfn(e“zfl)dGn(x) N '
e A = lim ek (e Mk —1)
N—oo
k=1

Gornja funkcija je limes niza funkcija koje su konacan produkt karakte-

ristiénih funkcija s Poissonovom distribucijom, pa iz (1.1) i (1.2) slijedi da i

©(t) ima to svojstvo. m
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Poglavlje 3

Alternativni pristup definiranju

beskonacne djeljivosti

Zanimljivo je promotriti i drugaciji pristup definiranju beskonaé¢ne djeljivosti.
Propozicija [2.9|je pokazala kako su Poissonove razdiobe u tijesnoj vezi s poj-
mom beskonac¢nosti, Sto ¢e u ovom poglavlju postati jos jasnije. Daljnju
analizu tog problema zapoc¢injemo promatranjem suma slu¢ajnog broja vari-
jabli.

Neka je (X, )nen niz nezavisnih sluc¢ajnih Varijabli sa zajednickom distribu-
cijom P(X), = j) = f; i funkcijom izvodnicom f(s Z fis'. Zanimaju nas

sume oblika
Sy =X1 +Xo+ -+ Xy,

gdje je N slucajna varijabla koja je nezavisna od niza (X, ),en. Neka je
P(N = n) = g, distribucija varijable N i g(s Zgns njena funkcija
izvodnica. Kako bi odredili distribuciju slucajne varijable Sy koristimo se

formulom uvjetne vjerojatnosti, tj. imamo da je

hj = P(Sy = j) = ZP P(Xi+Xo+ -+ X, = j).



Ako pretpostavimo da N moze poprimiti samo kona¢no mnogo vrijednosti,
onda je slucajna varijabla Sy definirana na prostoru od kona¢no mnogo va-
rijabli X, a u protivnom je Sy definirana na prostoru od beskonacno mnogo
varijabli X;. Nasa daljnja razmatranja u ovom poglavlju baviti ¢e se pi-
tanjem odredivanja funkcije distribucije od Sy i za naSe potrebe uzimamo
distribuciju h; kao definiciju distribucije od Sy na prostoru 0,1,2,...

Za fiksirani n € N je distribucija od X; + X5 + -+ + X,, dana kao n-ta

konvolucijska potencija od {f;} sa samom sobom pa h; mozemo zapisati kao

hj = Zgn{fj}n*
n=0

Ovu formulu mozemo pojednostavniti prelaskom na funkcije izvodnice. Funk-
cija izvodnica od {f;}"" je f"(s) pa iz gornje formule slijedi da je funkcija

izvodnica od Sy dana sa

hs) = his! = 3.1 (5)

Uoc¢imo da je desna strana red g(s) pri ¢emu je s zamijenjen sa f(s), tj.

desna strana je g(f(s)). Ovime je dokazan sljedeéi teorem.

Teorem 3.1 Funkcija izvodnica od Sy = X1+ Xo+ -+ Xn je g(f(s)), .
kompozicija funkcija g i f.

Posebno su zanimljiva dva slucaja:
(a) Ako su X; Bernoullijeve varijable takve da je P(X; = 1) = pi P(X; =
0)=qg=1—p. Onda je

iz ¢ega slijedi da je
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(b) Ako N ima Poissonovu distribuciju s parametrom ¢, onda je
g(s) = e'>7b.
Iz dosadasnjih razmatranja slijedi da je
(s) = 9(7(s)) = €0 = e=t1509,

Distribuciju koja ima upravo ovakav oblik funkcije izvodnice nazivamo slozena
Poissonova distribucija.
Dakle, ako su X; Bernoullijeve slucajne varijable i ako N ima Poissonovu

distribuciju sa parametrom ¢, onda je

h(S) — e—t+tf(s) — e—t+t(q+ps) — e—t+t(1—p)+tps — e—tp—i—tps’

tj. Sy ima Poissonovu distribuciju s parametrom tp.

Prethodni posebni slu¢aj posluzio je kao motivacija za daljnje proucavanje
suma Sy = X7 + Xy + -+ 4+ Xy, gdje N ima Poissonovu distribuciju te se
pokazalo da su upravo takve slu¢ajne sume najznacajnije.

Vratimo se sada distribuciji od Sy uz pretpostavku da N ima Poissonovu
distribuciju. Oznacimo sa At ocekivanje od N i uo¢imo da ako X; imaju

zajednicku distribuciju {f;} onda Sy ima slozenu Poissonovu distribuciju

[} = e Y
n=0 ’
Zaista,
{hi}, = Zgn{fj}n = Z oy e M fi} :efAtZT{fz‘} :
n=0 n=0 ' n=0 '

Bududi da je

AHF(5)=1) — o= M+ (5)

=
—
VA
N—
Il
K
P
~
—
V)
N—
N—
I

Y
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slijedi da Sy ima slozenu Poissonovu funkciju izvodnicu
hy(s) = e M), (3.1)
Uocimo sada da svaka slozena Poissonova funkcija izvodnica zadovoljava re-
laciju
hiik(s) = hy(s)hi(s). (3.2)

Sljede¢i nam je cilj pokazati da vrijedi i obrat, tj. da familija vjerojatnosnih
funkcija izvodnica h; koja zadovoljava gornju relaciju nuzno mora biti oblika

B-D).

Definicija 3.2 Vjerojatnosna funkcija izvodnica h se naziva beskonaéno

djeljiva ako je za svakin € N, /h ponovno vjerojatnosna funkcija izvodnica.

Ako familija vjerojatnosnih funkcija izvodnica zadovoljava realciju (3.2)), onda

je
pa je

Kako je h: vjerojatnosna funkcija izvodnica slijedi da je h; beskonacno dje-
ljiva. Obrat ovoga je sadrzan u sljede¢em teoremu koji je specijalni slucaj

opcenitijeg teorema od Levyja.

Teorem 3.3 Jedina beskonacno djeljiva vjerojatnosna funkcija izvodnica je

ona koja je oblika (3.1)), pri cemu je { f;} vjerojatnosna distribucija na 0,1,2,...

Dokaz. Neka je h(s) = thsk i pretpostavimo da je /A vjerojatnosna
k

funkcija izvodnica za svaki n > 1, tj. h je beskonac¢no djeljiva. Moramo

dokazati da je h oblika (3.1]).
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Uocimo da je hg > 0. Naime, oznacimo sa p, x koeficijent uz s* u {/h(s), tj.
o

neka je {/h(s) = an,ksk. Pretpostavimo da je hg = 0. Onda je
k=0

0=ho= (W)n = (ipn,k()k)n = Pho-

Dakle, slijedi da je p,o = 0. Tada je

Y/ h(s) = pnas+ an,ksk
k=2
pa je
h(s) = (Pn,15 + meksk) = PpaS" + ..
k=2
iz ¢ega slijedi da je
h():hl:hQ:...:hn,l:O.

Bududi da je n bio proizvoljan, mozemo zakljuciti da je hy = 0, Vk > 0 sto je
u kontradikciji s ¢injenicom da je h vjerojatnosna funkcija izvodnica. Dakle,

zaista je hy > 0.

Kako je /h neopadajuéi, mozemo zakljuéiti da je Vs € [0, 1]

Kako je h(1) = 1, uzimajuéi u gornjoj relaciji s = 1 imamo da je
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hs) | h(s)
log h(s) ~ oghs o B\ Ty

— log hy —log ho 1og h(1) —log hg -

n| h(s)

N R VAR - Ve
W 1 B

log o

Desna strana je red s pozitivnim koeficijentima pa za svaki n € N desna
strana predstavlja vjerojatnosnu funkciju izvodnicu, a lijeva strana je limes
niza vjerojatnosnih funkcija izvodnica. Sada iz teorema neprekidnosti slijedi
da je lijeva strana funkcija izvodnica nenegativnog niza {f;}. Uzimajuéi da
je s = 1 imamo ij = 1. To znadi da je h oblika uzimajuci da je
At = —loghy. m

Sljededi teorem daje karakterizaciju beskonacno djeljivih vjerojatnosnih funk-

cija izvodnica.

Teorem 3.4 Funkcija h je beskonacno djeljiva vjerojatnosna funkcija izvod-

nica ako i samo ako je h(1l) =1 i

S

og 0 Zaks

gdjejeakZOiZak:)\<oo.

Dokaz. Kako je ocito A # 0, mozemo staviti fr = % pa zatim svodimo h na
kanonski oblik (3.1)) (uz to da je ¢ = 1) i tako dobivamo funkciju izvodnicu

od slozene Poissonove distribucije. m
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Poglavlje 4

Kanonska reprezentacija
beskonacno djeljivih

karakteristi¢nih funkcija

U primjeru u svim slucajevima ¢,(t) ima isti funkcionalni oblik kao i
wx (t), samo su razli¢iti parametri. To nam sugerira, a zatim nam propozicija
to i potvrduje da je beskonac¢no djeljiva karakteristicna funkcija oblika
e?, gdje je 1 neka pogodna funkcija. U ovom éemo poglavlju u potpunosti
opisati funkciju .

Sredisnji teorem ovog poglavlja je Levy-Hinc¢inov teorem, tj. Levy-Hinc¢inova
kanonska reprezentacija beskonacno djeljivih karakteristicnih funkcija, a za

njegov dokaz potrebne su nam sljedece tri leme.

Lema 4.1 Ako je ¢ beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija i ako je za
svakin € N, ¢ = ¢, gdje je p, karakteristicna funkcija, tada je

a) limnfp, (1) — 1] = In p(?)

b) lign on(t) =1,

pri cemu je za oba limesa konvergencija uniformna na svakom ogranicenom



mtervalu.

Dokaz. a) Prema propoziciji 2.5 funkcija ¢ nigdje ne is¢ezava pa vrijedi

alt) = [p(t)]n = enne®, (4.1)

Neka je sada I proizvoljan ogranicen interval. Funkecija In ¢(t) je neprekidna
pa postoji konstanta ¢ takva da je |Inp(t)] < ¢ za neki t € I. Iz relacije
(4.1)), razvojem u red, dobivamo sljedece

k
< 1 | Ing(t) = 1 |ln(t)*
Infen(t) — 1] —Inp(t)| = nzy - < T S
k=2 k=2
k—1
C;W - = clen —1].

k=2

Time je dokazano da vrijedi a).
b) Uocimo da zbog tvrdnje a) slijedi da je
1
lim |, () — 1| = lim —|n[p, () — 1]| = 0.
n n n
Time je dokazano da vrijedi b). =

Lema 4.2 Ako je L(x,t) definirana za v € R\{0} it € R sa

. itx 1+ 2?2
Lz, t)=e™ —1— .
t2
tada za svakit € R vrijedi lirr(l) L(z,t) = —5
z—

Dokaz. Tvrdnja slijedi dvostrukom primjenom L’Hospitalova pravila. Za-

ista,
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, it 1+ 22
lim L(z,t) = lim [ e®™ — 1 — :
z—0 z—0 1 —+ IQ ZEQ

e (1+2%) — 1 — 22 — itz
= lim
z—0 14+ 22

g e (14 x?) + 20e’t — 20 — it

= lim
z—0 21:
UH (it)%e™* (1 + x?) + ditze™ + 2e"* — 2 /2
= lim _
r—0 2 5

Napomena 4.3 [z leme[{.] slijedi da, ako stavimo

(

) itx 1+ 22 ,
e —1— . x#0
1 2 2 7
Lix, ) = e (4.2)
t2
2 r=0

tada je L(z,t) neprekidna i ogranicena po x za svaki t i neprekidna po t za

svaki x.

Lema 4.4 Neka je (F,,n € N) niz ogranicenih funkcija distribucije, neka je
F ogranicena funkcija distribucije i pretpostavimo da F,(x) — F(z) za sve
x € R u kojima je F neprekidna. Ako za svaki € > 0 postoji r > 0 takav da

je Fn(o0) — Fu(r) < € za sve n, onda F, > F.

Dokaz. Neka je x € R takav da je F' neprekidna u tocki z. 1z F,,(z) < F,(00)
slijedi F(z) < li1£r_1> irolf F,(00). Pustanjem = — oo po totkama neprekidnosti
od F', dobijemo F(o0) < h}gi;}f F,(00). Ako je sada z € R takav da je F
neprekidna u tocki z i # > r, tada iz uvjeta leme slijedi F),(c0) < F,,(r)+€ <
F,.(z) 4+ €. Odavde slijedi limsup F,,(c0) < F(z) + € < F(00) + €. Bududi da

n—oo
je € proizvoljan, zaklju¢ujemo da vrijedi F'(oo) = lim F,(c0). =
n
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Teorem 4.5 (Levy-Hiné&in) Funkcija p je beskonacno djeljiva karakteristicna
funkcija ako i samo ako postoje v € R i ogranicena funkcija distribucije G

na R takvi da je

[e.e]

o) = eop e+ [ -

—00

it )1—1-352
1+ 22

dG(z) b teR.  (4.3)

22
Osim toga, ova reprezentacija je jedinstvena.

Dokaz. Neka je ¢ beskonacno djeljiva i neka je za svaki n € N, ¢,, karakte-
risticna funkcija takva da je ¢ = . Neka je F,, funkcija distribucije od ;.
Tada iz leme (i) slijedi

nh_}rgon /(em — 1)dF,(z) = Inp(t), (4.4)

pri ¢emu je konvergencija uniformna na svakom ograni¢enom intervalu. De-

finirajmo G,, na R sa

z 2
Y

G, je ogranicena funkcija distribucije (ne nuzno vjerojatnosna) i G, (—o0) =
0. Dokazat ¢emo prvo da je niz (Gp,n € N) uniformno ogranicen ili, §to je

ekvivalentno, da je niz (G, (c0),n € N) ogranicen. Stavimo

7 A 1+ 22
L(t) / (€1 — 1) —5—dG,(x),t € R
Tada imamo _
I,(t) = n]o(e“x — 1)dF,(z),
pa iz (4.4) slijedi lim [,,(t) = 11; ©(t) uniformno na svakome ograni¢enom

intervalu. Odavde dobijemo
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[e.o]

Rel,(t) = / (costz — 1)

— 00

1+ 22

o dG,(x) = Reln(t) = In|p(t)],n — oo,

uniformno na svakome ograni¢enom intervalu. Prema tome, ako je t iz

ogranicenog intervala [, tada za svaki € > 0 vrijedi

o0

—Inlp(t)| +€> /(1 — costx)

—00

14 22
2

G, (z), (4.5)

T

za dovoljno velike n. Budué¢i da je integrand u gornjoj nejednakosti ne-
negativan, to znaci da ista nejednakost vrijedi ako je podruéje integracije

proizvoljan Borelov podskup od R. Imamo

o0

Gn(o0) = /dGn(ZL‘) = / dG,(z) + / dG,(z). (4.6)
—00 |z|<1 |z[>1
Buduc¢i da je liH(l) 1’5% = %, lagano dobijemo da postoji konstanta K > 0
T—r

takva da je =% > K za x € [—1,1]. Sada iz (4.5), za ¢t = 1, slijedi

—Inlp(1)] + € > / K+ 2*)dG,(z) > K / dG,(x). (4.7)
|z[<1 |z[<1
Neka je T' > 1 proizvoljan. Integrirajmo 1} po intervalu [0, %], pomnozimo
rezultat sa % i primijenimo Fubinijev teorem, pa dobijemo

2

2
r 1+ 22
—%/ln lo(t)|dt + € > / %/(1 — coxtx)dt o dG,(z) >
0 lz2[> | ©
sin2t
T
/ 1= ——1| dGy(z).
T
| >T
Bududéi da vrijedi
sm%x .
1_T252a|5€| > T,
T
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iz gornje nejednakosti slijedi

%

T 1

—E/ln]go(t)\dt—i—e > 3 / dG,(x), (4.8)
0 |z|>T

a za T =1 dobijemo

_%/1n|4p(t)|dt—|—e> - / dG(z). (4.9)

—_

-2
0 |z|>1

2
Buduéi da su In|p(1)] 1 [In]e(t)|dt konaéni, iz 1’ 1) i ({4.9) slijedi

0
da je niz (G,(0),n € N) ograni¢en. Iz Hellyjeva teorema (vidi [4], teorem
13.14) slijedi da postoji ogranicena funkcija distribucije G (koja nije nuzno
vjerojatnosna) i podniz (Gpy, k € N) takvi da Gy, (z) — G(x) za sve z € R
u kojima je G neprekidna. Iz (4.8)) slijedi da za T' > 1 imamo

1

5 / dG(z) < Mazocs 2 In lo(t)| + €.

|lz|>T
Bududéidaje |¢(0)| = 1iln |p(t)| je neprekidna funkcija, odavde zaklju¢ujemo

da vrijedi | [ dGp(x)| < 4e za dovoljno velike vrijednosti od 7', neovisno
|z|=T

o k. Na osnovi leme slijedi Gy, G za k — oo. Prema tome, imamo

(vidi [4],teorem 13.16)

o0 oo

T [ L, 1)dG, () = / L(z,1)dC(z). (4.10)
Stavimo
T oz 1
—00 A

gdje je A = (—00,0) U (0,00). Tada imamo
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[e.e]

Lo(t) = iyt + / L, t)dGoy(2).

—0o0

Iz (4.10

i lilgn I (t) = Inp(t) zakljutujemo da niz (7., k¥ € N) konvergira
prema nekoj konstanti ~, a odatle slijedi

e}

o(t) = exp iyt + /L(x,t)dG(x) ,teR.

Obratno, pretpostavimo da je ¢ funkcija definirana sa (4.3)). Dokazat
¢emo da je ¢ beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija.

Neka je 02 = G(0) — G(0—). Tada imamo

o(t) = exp |iyt — 02% + /L(:E,t)dG(ZL‘) ,
A
gdje je A = (—00,0) U (0, 0).

Slucaj a): Pretpostavimo da je 0 < A = /py“—é/sz(y) < 00. Definirajmo

A
funkciju H na R sa

1 1+y?
H(z) = X / ! dG(y).

y2
(—o0,z]NA

Tada je H vjerojatnosna funkcija distribucije i ako je 1 njezina karakte-

risticna funkcija, imamo da je

) 1
o(t) = exp |ivt —o*5 + AW(t) — 1) — it/;dG(w) =
A
exp |iv't — 0*5 | exp \w(1) - 1),

gdje je v/ = v — /%dG(x) Iz primjera pod b) i propozicije [2.9 slijedi

A
da je ¢ produkt dviju beskonacno djeljivih karakteristicnih funkcija, pa na
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osnovi propozicije [2.6| (i) zakljuéujemo da je i ¢ beskonacno djeljiva karak-
teristi¢na funkcija. Ako je A = 0,02 > 0, tada je ¢ karakteristi¢na funkcija
od N(v/,0?%), pa je beskonacno djeljiva.

Slu¢aj b): Pretpostavimo da je /1”2 dG(x) = co. Neka je (z,,n € N) niz

3?2
A
pozitivnih realnih brojeva, takav da je x, > x,.1, za sve n i limz, = 0.
n

Stavimo

130:: @
B, = {z:]e] > 2.}, n €N
On = Bn\Bn—l = (_xn—la _xn] U [xn7xn—l)7n eN.
Skupovi Cf, Cs, ... su medusobno disjunktni i vrijedi | J Cy = B,, |J B, = A.

k=1 n=1
Mozemo uzeti da su x,, izabrani tako da vrijedi

An = /“;—deG(x) > 0 za sve n.

Cn

Definirajmo F,, na R sa

1 1+y?
F.(x) = " / ! dG(y).

n y?
(—o0,z]NCh

Tada je F,, vjerojatnosna funkcija distribucije. Neka je Z, X,,,,,, Y;n,m € N
familija nezavisnih slucajnih varijabli takva da je Z ~ N(v,0?),Y, ~ P(\,)
za sve n i X, ima funkciju distribucije F,, za sve n,m (vidi 4], teorem
11.7). Iz propozicije 2.9| slijedi da je za svaki n € N sluc¢ajna varijabla U,, =
X1+ ...+ X,y, beskonacno djeljiva s karakteristicnom funkcijom

o0

‘ , 1+ 22
exp )\n/(em — 1)dF,(z)| = exp /(em —1) p dG(z)

Prema tome, slucajna varijabla
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n

1
Wo=2+3 U~ [~dGw

k=1 C

beskonacno je djeljiva s karakteristicnom funkcijom

on(t) = exp iyt — 02§ + /L(m,t)dG(x)

Bn

Zbog ni_jl B, = A imamo ¢(t) = nh—>n;10 ©n(t) za sve t (ovdje je konvergencija
uniformna na [—T', T], dakle ¢ je neprekidna u t = 0, tj. ¢ je karakteristi¢na
funkcija), pa je ¢ beskona¢no djeljiva prema propoziciji [2.7]

Prije nego sto dokazemo jedinstvenost reprezentacije , primijetimo da,

ako je ¢ dana sa (4.3)), tada vrijedi

o)

Inp(t) =iyt + / L(z,t)dG(z),t € R. (4.11)

—00

To slijedi iz ¢injenice da je In|p(t)| neprekidna, zatim iz ¢injenice da je
In|p(t)| — iyt — /L(m,t}dG(m) neprekidna i ima vrijednost 0 za t = 0 i

—0o0
¢injenice da logaritam karakteristicne funkcije nigdje ne iscezava.

Definirajmo funkciju o na R sa

l\DI»—t

a(t) = Inp(t) /lngo t+y)+Inp(t—y)dy. (4.12)

Koristeci se Fubinijevim teoremom iz (4.11]) i (4.12)) dobijemo

o) . o

‘ sine\ 1+ .
at) = / e 11— ;—dG(x) = / " dH (z), (4.13)
x x

—00 — 00

28



Lagano je provjeriti da postoje konstante c¢; i ¢y takve da je

siny) 1+ 92
Y y?

O<01§(1— < ey <o0zasvey € R. (4.14)

Odatle slijedi da je H ogranicena funkcija distribucije. Osim toga, H jed-

noznacno odreduje G i vrijedi

Gla) = / (1 _ Si;y)l lnydH(y), v eR (4.15)

Iz slijedi da je « jednozna¢no odredena sa ¢, a iz (4.13)) zakljuc¢ujemo
da je o karakteristicna funkcija, pa je na osnovi teorema jedinstvenosti H
jednoznac¢no odredena sa a.. Koristedi se (4.15]) , zaklju¢ujemo da je funkcija
G iz jednoznacno odredena sa ¢. No, ako je G jedinstvena, tada je iy
jedinstven. m

Relaciju zovemo Levy-Hin¢inova reprezentacija od ¢, a (v, G) zo-
vemo Levy-Hin¢inov par pridruzen ¢, odnosno njezinoj funkciji distribu-
cije.

Kanonska reprezentacija koja je dana u prethodnom teoremu moze se na
odredeni nacin modificirati. O tome govori sljedeéi teorem kojeg navodimo

bez dokaza.

Teorem 4.6 (Levy) Funkcija ¢(t) je beskonacno djeljiva karakteristicna

funkcija ako i samo ako se moze zapisati u obliku

-0 )
t? : itu : itu
_ . 2 it it
o(t) =exp iyt — o E_I— /(e -1- 1+u2)dM(u)+/(e -1- 1+u2)dN(u) :
s +0
(4.16)

pri éemu M (u), N(u) i o

zadovoljavaju sljedeée uvjete:
a) M(u) i N(u) su neopadajuée na (—o0,0) i na (0, 00)

b) M(—o00) = N(c0) =0
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0 €
c) Integrali /quM(u) i /u2dN(u) su konacni za svaki e > 0

—€ 0
d) Konstanta o* > 0.

Osim toga, ova reprezentacija je jedinstvena.

Relaciju (4.16)) zovemo Levyjeva reprezentacija od .

Kanonski prikazi i su generalizacija tzv. Kolmogorovljeve re-
prezentacije koja vrijedi u sluc¢aju karakteristi¢nih funkcija ¢ije beskonaéno
djeljive distribucije imaju kona¢nu varijancu. Sada navodimo i tu reprezen-

taciju bez dokaza.

Teorem 4.7 (Kolmogorov) Funkcija p(t) je karakteristicna funkcija be-
skonacno djeljive distribucije sa konacnim drugim momentom ako i samo
ako se moZe zapisati u obliku

o0

o(t) = exp | ict + /(em — 1 —tx)

—0o0

dK (x)

12

, (4.17)

gdje je c realna konstanta,a K(u) je neopadajuéa i ogranicena funkcija takva

da je K(—o0) = 0. Owva reprezentacija je jedinstvena.

Sljedec¢a tablica daje prikaz razli¢itih kanonskih reprezentacija za neke od

ucestalih beskonacno djeljivih karakteristicnih funkcija.
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Poglavlje 5

Konvergencija beskonacno

djeljivih distribucija

Levy-Hin¢inovim teoremom u prethodnom poglavlju pokazano je da su be-
skonacno djeljive distribucije na specijalan nac¢in u 1-1 korespodenciji sa sku-
pom parova (v, G), gdje je y realan broj, a G ogranicena funkcija distribucije.
Ako je (F,,n € N) niz beskonacno djeljivih distribucija s pridruzenim Levy-
Hinc¢inovima parovima (7,,G,) i ako F, < F, onda je prema propoziciji
i I beskonac¢no djeljiva distribucija s priduzenim parom (v, G). Prirodno se
sada postavlja pitanje je li v, — v i G, = G.

Sljedec¢i teorem daje odgovor upravo na to pitanje.

Teorem 5.1 Neka je (F,,n € N) niz beskonacno djeljivih funkcija distribu-
cije s pridruzenim Levy-Hincinovima parovima (v, Gy). Ako F, 5 F, pri
cemu je (7y, G) par pridruzen F, tada v, — v i G~ G zan — oo. Obratno,
ako postoje v € R i ogranicena funkcija distribucije G takvi da v, —
i GG zan — oo, tada F, > F, pri cemu je F beskonacno djeljiva s

pridruzenim parom (v, Q).



Dokaz. Neka F, = F i neka su ¢, ¢ karakteristi¢ne funkcije od F, i F
redom. Iz F, % F i teorema neprekidnosti slijedi o, (t) — ¢(t) za svako
t. Buduéi da ¢, i ¢ nigdje ne isCezavaju, zakljucujemo da Inp,(t) —
Inp(t) (vidi [4] teorem 13.21), odnosno prema relaciji (4.11)) u dokazu Levy-

Hincinovog teorema dobijemo

lim [i7,t + / L, 1)dGi(2)] = it + / L(z,0)dC(z),  (5.1)

gdje je L(z,t) definirana relacijom (4.2) u prethodnom poglavlju. Osim
toga, konvergencija u (|5.1)) uniformna je na svakome ograni¢enom intervalu.

Odavde slijedi da Reln g, (t) — Relnp(t) za n — oo, odnosno

[e.e]

lim | (costr — 1) ZEdG, (z) = In|o(t)|

2
N—00 x

uniformno na svakome ogranicenom intervalu. Odavde, slicno kao u dokazu
Levy-Hin¢inovog teorema, slijedi da je niz (G,,n € N) uniformno ogranicen,
te da za proizvoljan podniz (G, k € N) takav da G,.(z) — G'(x) za sve x €
R u kojima je G’ neprekidna (takav podniz i ograni¢ena funkcija distribucije
G’ postoje prema Hellyjevu teoremu) vrijedi G, — G za k — co. Buduéi da
je L(z,t) ograni¢ena i neprekidna po x (za svako t), odavde dobijemo (vidi
[4] teorem 13.16)

oo o0

lim [ L(z,t)dGoy(x) / L(z,)dC (x). (5.2)

k—o0
o) —00

Iz (5.1) i (5.2)) slijedi da niz (y,,, k € N) konvergira prema nekom 7 € R,
dakle vrijedi

o0 o0

it + / L(z, 1)dC () = it + / L(z,1)dG(x).

—00 —00
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Budu¢i da je prema teoremu Levy-Hin¢inova reprezentacija jedinstvena,
odavde slijedi v/ = v 1 G’ = G. Iz dokaza teorema mozemo vidjeti da je
niz (G,,n € N) napet, pa na osnovi korolara 13.2 iz [4] zaklju¢ujemo G,, = G
za n — 00, a odavde slijedi v,, — v za n — oo. Obrat slijedi iz ¢injenice da
je L(z,t) neprekidna i ogranic¢ena funkcija, svojstva slabe konvergencije (vidi
[4] teorem 13.6), Levy-Hin¢inova teorema i teorema neprekidnosti. m

Sada ¢emo navesti analogan teorem za Levyjevu reprezentaciju.

Teorem 5.2 Neka je (F,,n € N) niz beskonacno djeljivih funkcija distribu-
cije s pridruzenim Levyjevim trojkama (v, 0,2, My)(n € N). Ako F, S F,
pri éemu je (v,0%, M) trojka prdruzena F, tada

(a) Yn — v zan — o0

(b) My (x) — M(x) za n — oo, i to za sve x € R koji su tocke neprekidnosti
od M.

(c) 13311131&219[02 +C{x2dMn(m)] = lgglliggf[az +C{z2dMn(m) = o2, pri
cemu je Ce = (—¢,0) U (0, ¢€).

Obratno, ako postoje konstante v i 0® > 0 i Levyjeva spektralna funkcija (vidi
[] teorem 14.5) M takvi da vrijede (a), (b) i (c), tada F, > F, pri cemu je

F beskonacno djeljiva s pridruzenom Levyjevom trojkom (v, 0%, M).
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Poglavlje 6

Geometrijski beskonacno

djeljive distribucije

Ruski matematicar Zolotarev je postavio sljedec¢i problem:
Opisati sve slu¢ajne varijable Y sa svojstvom da za svaki p € (0, 1) postoji

slucajna varijabla X, takva da je
D
Y=X,+¢)Y, (6.1)

gdje su varijable Y, X, i ¢, nezavisne i P{e, =0} =p,P{e, =1} =1—p.
Neka su f(t) i g,(t) karakteristicne funkcije varijabli Y i X, redom. Iz

svojstava karakteristicnih funkcija slijedi da je relacija (6.1)) ekvivalentna sa

f(t) = g,(t)(p+ (1 —p))f(t). Koristedi se formulom za sumu geometrijskog

reda, mozemo pisati
F&) =Y gt)p(1—py . (6.2)
j=1

Relacija (6.2) pokazuje da je postavljeni problem ekvivalentan opisivanju

svih sluc¢ajnih varijabli Y za koje za svaki p € (0,1) postoji niz jednako



distribuiranih sluc¢ajnih varijabli X,Sl), XISZ), ... tako da je
Y23 X0, (6.3)
j=1

gdje je
Ply,=k}=p(l-p)" k=12 .. (6.4)
1Yy, i X]f,j)(j = 1,2,...) su nezavisne.

Drugim rije¢ima, za proizvoljan p € (0, 1) slu¢ajna varijabla Y je repre-
zetirana kao suma slu¢ajnog broja (koji ima geometrijsku distribuciju )
nezavisnih sluc¢ajnih varijabli X,(,j ), gdje je srednja vrijednost broja ¢lanova
1/p.

Sada je jasno da se navedeni problem svodi na opisivanje svih distribucija
koje imaju istu "ulogu u geometrijskoj sumaciji” kao i beskonacno djeljive

distribucije u sumaciji nezavisnih sluc¢ajnih varijabli.

Definicija 6.1 Slucajna varijabla Y je geometrijski beskonacéno dje-
ljiva ako se za svaki p € (0,1) moZe reprezentirati u formi (6.3)), gdje je
sluc¢ajna varijabla v, definirana relacijom 1) X,Sj)(j =1,2,...) su jednako

distribuirane slucajne varijable 1Y, v, 4 Xlgj)(j =1,2,...) su nezavisne.

Uoc¢imo da je Zolotarevljev problem sada ekvivalentan opisivanju svih geome-
trijski beskonacno djeljivih slucajnih varijabli. Dakako, prirodno je opisati
njihova svojstva u formama koje su analogne onima za beskonacno djeljive
slucajne varijable.

Sljedeci rezultat je analogan De Finettijevom teoremu [2.12]

Teorem 6.2 Slucajna varijabla Y geometrijski je beskonacno djeljiva ako i
samo ako se njezina karakteristicna funkcija p(t) moze reprezentirati u obliku
o(t) = 7r1Ll~I>réo /[ 4+ am(l — om(t))], gdje su oy > 0 i @, karakteristicne
funkcige.
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Dokaz. Pokazimo prvo da je za proizvoljnu karakteristicnu funkciju f(t)
funkcija 1, (t) = 1/[1 + a(1 — f(t))] geometrijski beskona¢no djeljiva karak-

teristicna funkcija za svaki a > 0. Zaista,

k
1 1 1 o

T 1ta 1-(a/0+a)flt) 1+ak§ 1+«

Yal(t) R (),

tj, 1. (t) je dobivena supstitucijom f(¢) na mjesto od z u redu sa nenega-
tivnim koeficijentima 1/(1 + «) i(a/(l + a))¥zF, a to je karakteristicna
funkcija za svaki a > 0. Stongzjoe gp(t) = 1/[1 + pa(l — f(t))] takoder
karakteristicna funkcija za svaki p € (0,1). Sada je lako provjeriti da je
Pa(t) = g,(t)(p+ (1 —p)1a(t)) ¢ime je pokazano da je 1), (t) geometrijski be-
skonacno djeljiva. Ako niz geometrijski beskonacno djeljivih karakteristi¢nih

funkcija konvergira prema karakteristicnoj funkciji, ocito je onda ona takoder

geometrijski beskonacno djeljiva. Dakle, ako je

e(t) = lim 1/[1 4+ a,(1 — @n(t))], (6.5)

m—00

gdje su oy, > 01 @, (t) karakteristicne funkcije, onda je (t) geometrijski
beskonac¢no djeljiva karakteristicna funkcija. Kako bi dokazali nuznost repre-
zentacije , moramo ¢(t) zapisati u obliku (t) = iig(l) 1/[1+ (1/a)(1 —
0o (t))], gdje je wa(t) = @(t)/(a + (1 — a)p(t)) karakteristicna funkcija za
svaki o € (0,1) i za svaku geometrijski beskonacno djeljivu karakteristicnu
funkciju p(t). =

Za detaljniji opis geometrijski beskona¢no djeljivih sluc¢ajnih varijabli od ko-

risti ¢e nam biti sljededi teorem.

Teorem 6.3 Slucajna varijabla Y, tj. njezina karakteristicna funkcija o(t)

geometrijski je beskonacno djeljiva ako i ako samo je funkcija

f(t) = exp{l —1/p(t)} (6.6)
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beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija.

Dokaz. Neka je ¢(t) geometrijski beskonacéno djeljiva karakteristicna funk-

cija. Prema teoremu , o(t) = n%l_rgo gm(t), gdje su g, (t) = 1/1 + o (1 —

©m(t))) karakteristicne funkcije. Tada je ay,(om(t) —1) =1 —1/gn(t) pa iz

teorema [2.12|slijedi da je f(t) = exp{1 —1/¢(t)} = lim exp{1—1/gn(t)} =
m— 00

77%i_r}noo exp{am,(om(t) — 1)} beskonacno djeljiva karakteristicna funkcija.
Obratno, ako je exp{1—1/p(t)} beskoancno djeljiva karakteristicna funkcija,
onda je exp{l — 1/p(t)} = nll_rgo exp{am(om(t) — 1)}, gdje su ¢, karakte-
risticne funkcije. Sada je p(t) = Jim 1/(1+ am(1—@m(t))), pa iz[6.2]slijedi
tvrdnja teorema. m

Sada ¢emo navesti tri korolara ovog teorema koji su analogni kanonskim
reprezentacijama beskonacno djeljivih karakteristicna funkcija koje su nave-

dene u poglavlju [4]

Korolar 6.4 (analogon Levy-Hinc¢inove reprezentacije) Slucajna vari-
jabla Y geometrijski je beskonacno djeljiva ako v samo ako se njezina karak-

teristicna funkcija o(t) moZe prikazati u obliku

o) =1/ 1+¢m—7(em—1 it )1+x2dG(x) 6

S 1+a2) a?

gdje je a € R i G(z) je neopadajuéa ogranicena funkcija takva da je G(—o0) =
0. Integrand je definiran i za x = 0 radi neprekidnosti i iznosi —t?/2. Ova

reprezentacija je jedinstvena.

Korolar 6.5 (analogon Levyjeve reprezentacije) Slucajna varijabla Y

geometrijski je beskonacno djeljiva ako © samo ako se njezina karakteristicna
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funkcija p(t) moze prikazati u obliku

-0 o)
_ . 242 itu itu itu itu
o(t) =1/ |1+ita+ ot —/(e —1—1+u2)dM(u)—/(e _1_1—|—u2
—00 +0

gdje sua € R 10> 0,a M(u) i N(u) zadovoljavaju sljedeée uvjete:
(a) M(u) i N(u) su neopadajuce na intervalima (—o0,0) i (0,00) redom

(b) M(—o0) = N(o0) =0

-0 €
(c) integrali /quM(u) i /usz(u) su konacni za svaki € > 0.

—e 0
Ova reprezentacija je jedinstvena.
Korolar 6.6 (analogon Kolmogorovljeve reprezentacije) Slucajna va-
rijabla’Y geometrijski je beskonacno djeljiva i ima konacan drugi moment ako

i samo ako se njezina karakteristicna funkcija moZe prikazati u obliku

ot) =1/ |1 +ict + / (e —1— m)d’;gx) : (6.9)

gdje je c € R i K(x) je neopadajuéa ogranicena funkcija takva da je K(—o0) =

0. Owva reprezentacija je jedinstvena.
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Poglavlje 7
Stabilne distribucije

U ovom odjeljku upoznat ¢emo se sa klasom beskonacno djeljivih funkcija
distribucije, takozvanim stabilnim distribucijama. Iako su stabilne distri-
bucije i njihove karakteristicne funkcije vazne u grani¢nim teoremima, nase
proucavanje ovih distribucija motivirano je i ¢injenicom da je ova klasa funk-
cija od neovisnog interesa, tj. pojavljuje se takoder u nekim problemima
koji nisu povezani sa grani¢nim teoremima. Za pocetak, promotrimo sljedeci
primjer.

Neka je (Xg, k& € N) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih
2

varijabli s kona¢nim ocekivanjem m i kona¢nom varijancom o“ i neka je

Sp = > Xi(n € N). Prema Levyjevom teoremu vrijedi
k=1

Sn —nm
o\/n

Odavde slijedi da svaki nedegenerirani limes niza i(Sn —b,,) mora biti nor-

2>N(0,1) za n — 0.

malan. Medutim, promotrimo sljede¢e. Neka X za sve k ima Cauchyjevu

razdiobu s gustoom f(x) = W(m € R), gdje je a > 0 fiksan parametar.

—alt|

U tom slucaju je odgovarajuca karakteristicna funkcija ¢(t) = e=" pa je

karakteristicna funkcija od 2= dana sa [p(£)]" = e /'l. Iz teorema neprekid-



nosti zakljuc¢ujemo da %" 5 x , gdje je X Cauchyjev razdioba sa parametrima
aib=0. Uoctimo da ovo nije u kontradikciji s Levyjevim teoremom, jer je
E(]X|) = oco. Takoder, primjetimo da ako izostavimo zahtjev o konac¢nosti
ocekivanja ili varijance mozemo dobiti limes koji nije normalan.

Ovaj primjer nam je posluzio kao motivacija za postavljanje sljede¢eg pro-
blema:

Neka je (X, k € N) niz nezavisnih, jednako distribuiranih slucajnih varijabli.
Ako i(Sn —by) 2 X, sto su moguée razdiobe od X?

U ovom poglavlju ¢emo pokazati da se grani¢ne razdiobe mogu u potpunosti
okarakterizirati.

Bez smanjenja opcenitosti, mozemo pretpostaviti da su a,, > 0. Naime, ako
ima i negativnih a,, tada promatramo dva niza koji odgovaraju a,, > 0 i

a, > 0. Uvedimo sada definiciju.

Definicija 7.1 Slucajna varijabla X stabilna je ako vrijedi sljedece: kad
god su Xi,..., X, nezavisne, jednako distribuirane slucajne varijable, tada

postoje a, >0 1 b, € R takvi da je X 2 i(Sn —by).

Karakteristi¢na funkcija stabilne distribucije naziva se stabilnom karakte-
risticnom funkcijom,a govore¢i u terminima karakteristi¢nih funkcija, slucajna
varijabla X je stabilna ako za Xji,..., X,, nezavisne, jednako distribuirane
slucajne varijable, postoje a, > 01b, € R takvida je [px)]" = e®n’px(ayt)(t

R). Upravo ova formula implicira sljedeéi rezultat.
Teorem 7.2 Stabilna karakteristicna funkcija uvijek je beskonacno djeljiva.

Moze se dokazati da je X stabilna ako i samo ako je px = €9, pri ¢emu

g ima jedan od sljedec¢ih dvaju oblika:

o(t) = itB — dJt]* [1 _ i@%tgga} , (7.1)
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ili

g(t) = itB — dJt {1 _ i@igln|t|] , (7.2)
|t| 7

gdieje0<a<lilio<a<?2 BeR, d>0, |9|§1(uzimamoﬁ

=0
za t = 0). Pokazimo da je sluc¢ajna varijabla s takvom karakteristicnom
funkcijom stabilna. Neka su Xji,..., X,, nezavisne, jednako distribuirane i

neka svaka od X} ima karakteristicnu funkciju ¢ = €9, gdje je g dana sa|7.1

ili . Neka je A = é u slucaju i A =1 uslucaju . Tada u slucaju

imamo
g(nt) = itn*B — dnlt|* [1 - iQﬁtgga] =ng(t) —itB(n —nt),
a u slucaju [7.2] imamo
g(n*t) = itn*B — dnlt| [1 + ié"—il%(l'rm - ln|t\)] = ng(t) — intdf2Inn.

Prema tome, vrijedi

gdje je b, = B(n — n*) u slucaju i b, = ndf2Inn u slucaju Odavde
slijedi X 2 %(Sn —by,), gdje je a, =n* = na. Dakle, X je stabilna.

U nastavku navodimo kanonsku reprezentaciju stabilnih karakteristi¢nih funk-

cija bez dokaza.

Teorem 7.3 Karakteristicna funkcija stabilne distribucije ima kanonsku re-

prezentaciju
o? r - 1ty T/ ity
loge(t) = ita—7t2+/ (em‘ —l-17 u2> dM(u)+/ (em‘ 1o u2> dN (u)
- ’ (7.3)

pri cemu je
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0? =0iM(u) =0,N(u) =0
il
02 =0,M(u) = Cy|u|~*(u < 0), N(u) = —Cou™%(u > 0),
uz sljedeca ogranicenja na parametre
0<a<2,C;>20,05,>0,C1+Cy >0.

Obratno, karakteristicna funkcija oblika[7. je stabilna.
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Zakljucak

Karakteristi¢ne funkcije i funkcije izvodnice neizostavan su alat u mnogim
aspektima teorije vjerojatnosti i njezinim primjenama. Zahvaljuéi svojim os-
novnim svojstva cesto pojednostavljuju manipulaciju slozenih izraza, olaksavaju
proucavanje konvergencije i nalaze primjenu u analizi stohastickih procesa i
statistici.

U radu je istrazena klasa beskonacno djeljivih distribucija, oslanjajuéi se
na njihove fundamentalne osobine. Metode za konstruiranje beskonacno dje-
ljivih karakteristicnih funkcija dale su znacajne rezultate o samoj strukturi
ovih funkcija. Detaljno razmatranje Levy-Hinc¢inove kanonske reprezentacije
pruzilo je eksplicitnu formu beskonacéno djeljivih karakteristicnih funkcija,
Sto olaksava njihovu analizu i primjenu. Definiranje beskonacéne djeljivosti
koriste¢i se funkcijama izvodnicama ilustriralo je vaznost ove klase za ra-
zumijevanje i modeliranje stohastickih procesa sa stacionarnim nezavisnim
inkrementima. Stoga su beskonacno djeljive distribucije koristan alat za si-
muliranje realnih fenomena.

Beskonacno djeljive distribucije predstavljaju bogato podrucje istrazivanja
sa Sirokim spektrom primjene. Njihova sposobnost modeliranja omogucava
njihovu primjenju u analizama koje zahjevaju visoku preciznost. Buduca is-
trazivanja usmjerena na njihovo razumjevanje i generalizaciju mogu znacajno

doprinijeti napretku u razlicitim znanstvenim disciplinama.
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