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Uvod

Sljedeéi paragraf je iz [5]. Za prikazivanje dvodimenzionalnih ili trodimenzi-
onalnih objekata na racunalu cCesto koristimo aproksimacije. Ve¢ina tocaka
euklidske ravnine ili prostora, osim onih s cjelobrojnim koordinatama, ne
moze se prikazati egzaktno. Kako bismo izbjegli taj problem, razvijena je
posebna geometrija za diskretne strukture. Digitalna geometrija omogucuje
tretiranje diskretnih objekata jednako precizno kao u euklidskoj geometriji,
uz prilagodbu pojmova poput povezanosti i neprekidnosti na diskretne sku-
pove.

Sljedeéi paragraf i teorem su iz [6]. Svaka digitalna slika, npr. slika na ekranu
televizije ili racunala, zapravo je model stvarnog dvodimenzionalnog ili trodi-
menzionalnog objekta. Takve objekte potrebno je transformirati u konacan
skup koji racunalo moze obraditi, a da se pritom ocuvaju osnovna svojstva.
Npr. ako je neki podskup ravnine omeden krivuljom koja ima svojstva Jorda-
nove krivulje, Zelimo da isto vrijedi i u diskretnom modelu. Jordanov teorem
o krivulji poznati je rezultat iz topologije koji, osim u razli¢itim granama

matematike, nalazi primjenu i u digitalnoj obradi slika.

Teorem 0.1 (Jordanov teorem o krivulji) Jednostavno zatvorena krivu-
lja w ravnine digeli tu ravninu na dva dijela, od kojih je jedan unutrasnji 1
omeden, a drugi vangjski i neomeden i ta krivulja je rub oba navedena po-

drucja.



Sljedeéi paragraf (do teorema) je iz [6]. Digitalni Jordanov teorem o krivulji
kaze da se skup moze reprezentirati svojim rubom, ¢ime se smanjuje dimen-
zija prikaza. Ovaj teorem se koristi za grupiranje objekata u prostornim
strukturama, primjerice u spremanju digitalnih slika, gdje se moze pronaci
optimalan nacin pohrane podataka o svakom pikselu. Ako uvecavamo neku
fotografiju na ekranu racunala, uocavamo da je sastavljena od kvadratica,
koji su najmanji elementi digitalne slike i nazivaju se pikseli. Zato prikaz
digitalne slike zamisljamo kao pravokutno polje piksela. Matematicki ga mo-
deliramo kao podskup od Z2, a za ambijent uzimamo Z? na kojem éemo

uvesti prikladnu topologiju. Taj topoloski prostor nazivat ¢emo digitalna

e

ravnina.
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Slika 1: Polja piksela (Slika preuzeta iz [6])

Sljedeéi teorem je iz [6].

Teorem 0.2 (Digitalni Jordanov teorem o krivulji) Neka je A digitalna
jednostavno zatvorena krivulja u digitalnoj ravnini. Tada A dijeli digitalnu
ravninu na dvije komponente. A je rub svake komponente ako i samo ako je

A zatvoren podskup digitalne ravnine.

Sljedeéi paragraf je iz [0]. Glavna razlika Jordanovog teorema i njegove digi-
talne verzije je ta da je jednostavno zatvorena krivulja u R? uvijek rub kom-
ponenti na koje dijeli ravninu, dok to u digitalnoj ravnini opéenito ne vrijedi.

Vidljivi ekran je potprostor digitalne ravnine, a predstavlja skup piksela koje
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vidimo u prikazu digitalne slike. Vrijedi da je svako n x n polje tocaka vidlji-
vog ekrana okruzeno skupom od 8n toc¢aka digitalne ravnine. Kod spremanja
digitalne slike, mozemo spremiti lokacije svih piksela odredene boje ili samo
lokacije onih toc¢aka koje okruzuju podruéje te boje. Pohranom samo infor-
macija o "okruzujué¢im” skupovima tocaka, cuvamo podatke o cijeloj slici, a
ve¢ za viSe od 8 piksela, potrebno je manje prostora za pohranu slike. Kako
dimenzija slike raste, postize se veca usteda prostora. Koristenjem ovog pos-
tupka optimizira se na¢in spremanja informacija o pojedinom pikselu. Ovaj
princip mozemo poopciti tako da digitalnu sliku predstavimo kao familiju
klasa, gdje svaka klasa sadrzi tocke iste boje. Svaku od tih klasa reduciramo
na okruzujuci skup toc¢aka koji jedinstveno predstavlja tu klasu. Ovaj postu-
pak rezultira znacajnom ustedom prostora kada se koristi u radu sa slikama
koje imaju velike skupove piksela iste boje.

Sljedeéi paragraf je iz [I]. Osim u digitalnoj obradi slika, digitalna topologija
ima primjenu i u medicinskoj dijagnostici. Moguce je implementirati efikasan
algoritam koji stvara racunalni prikaz odredenog tkiva, procjenjuje vrijednost
nekog fizikalnog kvantiteta u svakoj tocki kubne mreze te ekstrahira rubove
tkiva. Takvi algoritmi prilagodeni su povrsinama s mnogo ploha i omogucuju
tocnije identificiranje tkiva na snimkama. Primjerice, na CT snimkama kosti
apsorbiraju vise X-zraka vise od drugih tkiva pa ako vrijednost neke tocke
prelazi odredenu granicu, smatramo da se ta tocka nalazi u kosti.

Sljedeéi dio, do kraja uvoda, je iz [6]. Digitalna topologija je pojam uveden
1979. te podrucje matematike koje nalazi primjenu u digitalnoj obradi slika
i umjetnoj inteligenciji. Svi navedeni primjeri prikazuju vaznost topoloskih
koncepata u podru¢jima za koja se isprva ne bi reklo da imaju utjecaj.
Topoloski digitalni prostori su klasa topoloskih prostora koji povezuju klasi¢nu

topologiju s digitalnom geometrijom. Radi se o prostorima gdje se, uz



odredene prilagodbe, povezanost piksela moze definirati pomocu klasi¢ne to-
poloske povezanosti. Osnovni koncepti topoloskih digitalnih prostora, oko-
line, povezanost i neprekidnost, prilagodeni su diskretnom ambijentu digi-
talnih prostora tako da ocuvaju glavne ideje klasicne topologije. Ovaj rad
pokriva glavne rezultate te teorije. Prvo poglavlje je uvodnog karaktera i
sadrzi osnovne topoloske pojmove potrebne za razumijevanje glavnog dijela
rada. U drugom poglavlju uvodimo pojmove digitalnog prostora, topoloskog
digitalnog prostora i Aleksandrovljevog topoloskog prostora, uz naglasak na
posebni slucaj Aleksandrovljevih prostora - Khalimskyjev pravac i ravninu.
U tre¢em poglavlju razmatramo problem neprekidnog prosirenja funkcije na
Khalimskyjevom prostoru te navodimo nuzne i dovoljne uvjete za prosirivost

takvih funkcija.
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Poglavlje 1
Osnovni pojmovi

Svi pojmovi osim Definicije [1.3] Primjera [I.4] Primjera [1.5] Teorema [1.22
Primjera[1.23] Primjera [2.4l uvedeni su prema [I] i sve tvrdnje navodimo bez
dokaza. Definicija je iz [3].

Definicija 1.1 Topoloski prostor je par (X,T), koji se sastoji od skupa X i

neke mnozine T podskupova od X tako da su ispunjeni sljedeci uvjeti:
(T1) 0, X €T;
(T2) Ako suUy,Uy € T, onda je i Uy NU; € T

(T3) Unija svake familije elemenata iz T je element iz T, tj. ako je (Ux: X €

A) familija elemenata Uy € T, onda je |J Uy € T.
AEA

MnoZinu T nazivamo topoloskom strukturom ili topologijom na skupu X, ele-
mente od T nazivamo otvorenim skupovima od X, a elemente od X nazivamo

tockama.

Uocimo da je uvjet (T2) ekvivalentan uvjetu:

(T2)* AkosuUs,...,U, € T,ne N, ondajei (U; € T.
i=1



Primjer 1.2 Na svakom skupu X mogu se definirati dvije trivijalne topolo-
gije L iD. T ={0,X} nazivamo indiskretnom topologijom, a D = P(X) na-
zivamo diskretnom topologijom. (X,T) nazivamo indiskretan topoloski pros-
tor, a (X, D) diskretan topoloski prostor. Indiskretni prostor ima (najvise)

dva otvorena skupa, dok je u diskretnom prostoru svaki podskup od X otvoren.
Sljedeéa definicija iz [1].

Definicija 1.3 Za proizvolyni cijels broj N > 0, proizvoljni r € R 1 pro-
izvoljni ¢ € RY, definiramo N-dimenzionalnu kuglu radijusa v sa sredistem u

¢ na sljedeci nacin:
B.={veRY: Jv—¢| <r}.
Sljedec¢a dva primjera su iz [1].

Primjer 1.4 Neka je dan skup RY, gdje je N > 0. Neka je S mnozina
podskupova O C RN sa svojstvom da za svaki v € O postoji pozitivan realan
broj r takav da B,, C O. (RY.S) je tada topoloski prostor, a mnoZinu S

nazivamo standardna topologija na RY .
Primjer 1.5 Neka je X = {a,b,c,d,e}. MnoZina

T =1{0,{a},{c}, {a,c},{a,b,c},{a,c,d},{a,b,c,d}, X}
je topologija na X .

Definicija 1.6 Neka su Ty i T3 topologije na X. KazZemo da je T; grublja od
T (ili da je T finija od T1) 1 pisemo Ty < Ts, ako je Ty C Ts.

Definicija 1.7 Neka je T topologija na X 1 neka je B neka podmnoZina od
T. Kazemo da je B baza topologije T ako se svaki otvoren skup U € T moZe

prikazati kao unija neke familije elemenata iz B.



Svaka baza B topologije 7 ima sljedeca dva svojstva:

(B1) B je pokrivac za X, tj. X = |J B
BeB

(B2) Ako su B',B” € Bixz € B'N B”, onda postoji B € B takav da je
xr € BC B NB".

Vrijedi i neka vrsta obrata.

Teorem 1.8 Neka je X proizvoljan skup i B mnoZina podskupova od X sa
svojstvima (B1) i (B2). Tada postoji jedinstvena topologija T na X kojoj
je B baza. FElementi topologije T su svi oni podskupovi od X koji su unije

familija elemenata od B

Definicija 1.9 Neka je T topologija na skupu X ¢ P C T podmnozZina od
T. KazZemo da je P podbaza topologije T, ako je mnoZina B svih konacnih

presjeka elemenata iz P baza za T .

Ako je P C T podbaza topologije T, onda je P nuzno pokrivac za X. Vrijedi

1 neka vrsta obrata.

Teorem 1.10 Neka je X proiwzvoljan skup i@ P mmnozina podskupova od X.
Ako je P pokrivac¢ za X, onda postoji jedinstvena topologija T na X kojoj je
P podbaza.

Definicija 1.11 Neka je X topoloski prostor 1 A C X. Unija svih otvorenih
skupova U C X koji su sadrzant u A naziva se nutrina il interior skupa A

u prostoru X 1 oznacava s Int A.

Definicija 1.12 Okolinom tocke xo € X u prostoru X nazivamo svaki skup

O C X takav da je xog € Int O.



Definicija 1.13 Neka je (X, T) topoloski prostor i Y C X podskup od X.
Topoloski prostor (Y, Ty ), gdje je Ty = {Y NU: U € T}, naziva se potprostor
prostora (X,T), a Ty inducirana (ili relativna) topologija na 'Y .

Oznacimo s py: [] X, — X\ projekciju iz Kartezijevog produkta na -
koordinatu X, zaﬂsesaki A €A

Tada mnozina P = {p, (Uy): Uy € Ty, A € A} sadrzi skup [] X, pa je

AEA
pokriva¢ za [[ X\. Stoga postoji jedinstvena topologija 7 na [] X, kojoj
AEA AEA

je P podbaza. Bazu topologije T tvore svi konac¢ni presjeci elemenata iz P,

tj. uz [] X, i svi skupovi
AEA

n

(pn (Un) ={z=(xs) € [[Xa: 20, €Uxi=1,... .0},
=1 AEA

gdje je {A\1,..., A}, n € N, konacan podskup od A i Uy, € Ty, \ {0, X},

n
i=1,...,n. Ponekad se za skupove () p;il(U \;) koristi oznaka
i=1

n

ﬂp;il(U)\i):UAIX---XUAnX H X,
i=1 AeA{ A1, 0}

Budu¢i da se i prazan skup smatra konac¢nim, dogovorno se uzima da je

[T X, dobiven za poseban slucaj ) C A.
AeA

Definicija 1.14 Neka je (X, A € A) proizvoljna familija topoloskih prostora

Xx. Topologija T na [] Xx, kojoj bazu tvore skupovi oblika
AEA

<U)\1, ceay U)\n> = mp;\;(U)\i),
i=1

gdje je Uy, # X, neprazni otvoreni podskup od X,,, za svakii € {1,...,n},

n € N, naziva se produktna topologija na [[ Xy, a topoloski prostor (1] Xx, T)
YN AEA
naziva se topoloski produkt prostora X, A € A.



Za konacan skup A = {1,2,...,n}, n € N, bazu produktne topologije na
skupu ﬁ X; tvore "kvadri” ﬁ U;, gdje su U; otvoreni u X;. No ako je
cardA 22:;20, to ne vrijedi. TadZ; lprodukt [ Ux nepraznih otvorenih skupova
Uy C X, Uy # X, ne moze biti otvorenAEAproduktnoj topologiji na [] Xy,
jer ne sadrzi nijedan bazni skup. <

Neka je (X,7T) topoloski prostor, Y skup i f: X — Y preslikavanje. Skup
Y moze se na prirodan nacin snabdjeti topologijom pomocu preslikavanja f.
Naime, mnozina 7 (f) :={U CY: f~Y(U) € T} ima svojstva (T1), (T2) i
(T3) paje T(f) topologija na Y. Posebno je vazan slucaj kad je preslikavanje

f: X — Y surjekcija.

Definicija 1.15 Neka je (X,T) topoloski prostor, Y skup i f: X — Y su-
riekcija. Topologiju T(f) :={U CY: f~Y(U) € T} na Y nazivamo kvoci-
jentnom (ili identifikacijskom) topologijom (od f).

Neka je X skup i ~ relacija ekvivalencije na X. Oznac¢imo sa

[] = {2’ x ~ 2}, v € X, klasu ekvivalencije elementa z, a sa X/ ~=
{[z]: * € X} kvocijentni skup. Neka je ¢: X — X/ ~, q(x) = [z], kvo-
cijentno preslikavanje. ¢ je oc¢ito surjekcija. Ako je X topoloski prostor,
onda se kvocijentni skup X/ ~ moze snabdjeti kvocijentnom topologijom
T(q). Uocimo da su skupovi [x] € X postali tocke u kvocijentnom pros-
toru (X/ ~,7T(q)). Osim toga, vrijedi i da je skup U C X/ ~ otvoren u

kvocijentnom prostoru X/ ~, ako je skup |J [z] otvoren u X.
[x]eU

Definicija 1.16 Neka je X topoloski prostor i ~ relacija ekvivalencije na
X. Kvocijentni skup X/ ~ s kvocijentnom topologijom T (q) nazivamo kvo-

cijentnim prostorom od X po relaciji ~.

Definicija 1.17 Za topoloski prostor X kaZemo da je Ty-prostor ako za svaki

par razlicitih tocaka x,y € X bar jedna od njih ima okolinu koja ne sadrzi

5



onu drugu tocku.

Definicija 1.18 Za topoloski prostor X kazZemo da je Ti-prostor ako za svaki
par razlicitih tocaka x,y € X svaka od njih tma okolinu koja ne sadrzi onu

drugu tocku.

Definicija 1.19 Za topoloski prostor X kaZemo da je Hausdorffov ili T,-

prostor ako svake dvije razlicite tocke od X imaju okoline koje su disjunktne.

Definicija 1.20 Za topoloski prostor X kaZemo da je reqularan ili Ts-prostor,
ako je Ti-prostor i ako svaka tocka x € X i svaki zatvoren skup A C X,

x & A, imaju disjunktne okoline.

Definicija 1.21 Za topoloski prostor X kazemo da je normalan ili Ty-prostor,
ako je Ty -prostor i ako svaki par disjunktnih zatvorenih podskupova A, B C X

ima par disjunktnih okolina.

Kako bismo bolje objasnili prirodu topoloskih prostora, navodimo teorem
koji omogucuje konstrukciju novih topoloskih prostora iz postoje¢ih. Sljedeci

teorem je iz [1].

Teorem 1.22 Neka je (X, T) topoloski prostor, L proizvoljan skup i za svaki
c € L neka je C. C X. Definiragmo familiju K podskupova od L s

Kek < |JC.eT. (1.1)

ceK

Ako za svaki x € X postoji jedinstveni ¢ € L takav da je x € C., onda je

(L, K) topoloski prostor.

Dokaz. Neka je (X, T) topoloski prostor, L proizvoljan skup i neka za svaki
¢ € L vrijedi C, C X. Neka je definirana familija  C P (L) takva da

Kek < |JC.eT.

ceK



Neka za svaki x € X postoji jedinstveni ¢ € L takav da x € C.. Tvrdimo

da je tako definirana familija C topologija na L pa zato treba pokazati da

vrijede (T1), (T2) i (T3).

(T1)

(T3)

Akoje K =0,ondaje |J C.=|J C. =0 € T. Ovime je pokazano da
jed e K. <t o

Kako po pretpostavci za svaki € X postoji ¢ € L takav da x € C,,
toje | C. =X €T pajezato L € K.

ceL
Neka je Z konacan podskup od K ineka je I = () O. Da bi pokazali
da je I € K, dovoljno je pokazati da je |J C. ot(zfeozren skup u T, a to
vrijedi zbog <
UQ:Q(U@) (1.2)
cel O€T “\eeO

Jednakost [I.2] vrijedi jer c iterira po I, koji je konac¢an presjek skupova
O:

Yoo Ueune) - alye)

Desna strana jednakosti je konacan presjek otvorenih skupova u
topologiji 7. (J C. € T jerje O € K.)

ceO
Neka je Z C K ineka je U = |J O. Trebamo pokazati U € K, sto je
oez
ekvivalentno |J C. € T. Kako je |J C. = U (U C.) unija otvorenih

ceU ceU O€Z ceO
skupova u topologiji T, sto je ponovno otvoren skup u topologiji 7.

(Vrijedi da je |J C. € T jerje O € K.)

ceO

Pokazimo na primjeru rezultat ovog teorema. Sljedeéi primjer je iz [I].

Primjer 1.23 Neka je (X, T) topoloski prostor, gdje je X ={a,b,c,d, e},
T ={0.{a},{c},{a,c}. {a,b,c},{a,c,d},{a,b,c,d}, X}.



Neka je L ={T, B, N}. Neka je svakom elementu od L pridruZen podskup od
X: Cp = {a,b}, Cp = {d,c}, Cn = {e}. Kako je K = {0,{T,B},L}, po
Teoremu slijedi da je (L, K) topoloski prostor.

Teorem omoguéuje da na Z? definiramo topologiju baziranu na stan-

dardnoj topologiji na R2.

2ep+1

2, - -+

201

21 2¢) 2e41

Slika 1.1: Topologija na Z? definirana pomoc¢u standardne topologije na R?

(Slika preuzeta iz [1])

Sljedeéi primjer je iz [1].

Primjer 1.24 Svakoj tockic = (cy,c2) € Z?, ovisno o njenim koordinatama,

pridruzimo podskup C. od R?. Ako su c; i ca oba parni brojevi, onda je
C.={zcR* ci—1l<m<c+licy—1<mpy<cy+1} (1.3)
otvoreni kvadrat. Ako je ¢ paran, a co neparan, onda je
C.={zcR* ci—1<m <c+1im=cy} (1.4)
otvorent vodoravni interval. Ako je ci neparan, a co paran, onda je
C.={zcR*: z1=cric,—1<xy<cy+1} (1.5)
otvorent okomiti interval. Ako su ¢y i co oba neparni brojevi, onda je
C.={c}. (1.6)
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Definirajmo familiju K podskupova od Z? s

KekK «<— (U C. otvoren skup u standardnoj topologiji na ]R2> (1.7)
ceK

Uz ovakvu konstrukciju skupova C., ispunjena je pretpostavka da
(Vo € R*)(3le = (c1,¢2) € Z?) tako da x € C, pa je onda po Teoremu [1.23
(Z2,K) topoloski prostor.

Napomena 1.25 Vazno je istaknuti dio iskaza “postoji jedinstveni ¢ € L
takav da x € C.”. Kad bismo izostavili uvjet da je ¢ jedinstven, tvrdnja

Teorema [1.22 vise ne bi bila istinita.

Definicija 1.26 Neka su X, Y topoloski prostori i f: X — Y preslikavange.
Kazemo da je preslikavanje f neprekidno u tocki xg € X ako za svaku okolinu

V' tocke f(xo) u'Y postoji okolina U tocke xy u X takva da je f(U) C V.

Definicija 1.27 Neka su X i Y topoloski prostori. KaZemo da je preslika-
vanje f: X — Y neprekidno ako je f neprekidno u svakoj tocki x € X.

Teorem 1.28 (Karakterizacija neprekidnosti) Neka su X Y topoloski

prostori @ f: X — Y preslikavanje. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) f je neprekidno preslikavanje.
(ii) Za svaki skup V CY otvoren u'Y i skup f~1(V) C X otvoren je u X.

(1ii) Za svaki skup F CY zatvoren uw'Y i skup f~Y(F) C X zatvoren je u
X.

(iv) Za svaki skup A C X je f(Cl A) C Cl f(A).

Definicija 1.29 Neka su X @Y topoloski prostori i f: X — Y neprekidno
preslikavanje. KaZemo da je f homeomorfizam ako postoji neprekidno pres-

likavanje g: Y — X tako da je gf =idx 1 fg = idy.



Dakle, preslikavanje f: X — Y je homeomorfizam ako i samo ako je f ne-

prekidna bijekcija s neprekidnim inverzom f~!:Y — X.

Definicija 1.30 KazZemo da je topoloski prostor (X, T) povezan (ili topoloski
povezan ili T -povezan) ako je svako neprekidno preslikavanje f: X — {0,1}
u diskretni prostor ({0, 1}, D) nuzno konstantno, tj. f(X) # {0,1}.

U protivnom, tj. ako postoji neprekidna surjekcija g: X — {0,1}, kaZemo
da je prostor X nepovezan. Za podskup A C X kaZemo da je (ne)povezan

ako je A (ne)povezan kao potprostor od X.

Primjer 1.31 Neka je (X, D) diskretni prostor s barem dvije razlicite tocke.
Tada je X nepovezan. Odaberimo xo € X i definirajmo f: X — {0,1}
pravilom

0, z=ux
flz) = (1.8)

) 1?7£l'0

Preslikavange [ je neprekidna surjekcija pa je X nepovezan.

Primjer 1.32 Indiskretni prostor (X,ZT) je povezan. Buduci da je X jedini
neprazan otvoren skup u indiskretnoj topologiji, svako neprekidno preslikava-

nje f: X — {0,1} je nuzno konstantno.

Teorem 1.33 (Karakterizacija povezanosti) Neka je X topoloski pros-

tor. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne.

(i) X je povezan.

(i1) Ako je podskup U C X otvoren i zatvoren, onda je U =0 ili U = X.
(i1i) Ne postoje neprazni otvoreni skupovi Uy, Uy C X sa svojstvom Uy UUy =

X iU NU, =0.
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(iv) Ne postoje neprazni zatvoreni skupovi Fy, Fy C X sa svojstvom Fy U

=X i1FNF=0.

U primjerima u nastavku povezanost ¢emo najceS¢e provjeravati pomocu
karakterizacije povezanosti. Neki A C X bit ¢e povezan ako se ne moze
rastaviti na dva neprazna disjunktna skupa koristec¢i otvorene skupove. Dru-
gim rije¢ima, prostor je povezan ako su jedini i otvoreni i zatvoreni skupovi

prazan skup i cijeli prostor.

Propozicija 1.34 Neka je X povezan topoloski prostor ¢ f: X — 'Y nepre-
kidno preslikavanje. Tada je i potprostor f(X) CY povezan. Ako je dodatno

f neprekidna surjekcija, onda je Y povezan.

Ovaj rezultat posebno je zanimljiv kad na Y uzmemo najfiniju topologiju za

koju je f neprekidna.

Definicija 1.35 Za topoloski prostor X kazZemo da je potpuno nepovezan ako

su njegovi jedini povezani podskupovi jednotockovni skupoui.

Teorem 1.36 (Tietzeov teorem) Neka je X normalan prostor, A C X
zatvoren podskup od X i f: A — [—1,1] C R neprekidna funkcija. Tada
postogi neprekidna funkcija g: X — [—1,1] koja prosiruje f, tj. gla = f.

Ovaj teorem smatra se posebnim slucajem sljede¢eg opcenitijeg teorema.
Svojstvo proSirivanja neprekidne funkcije u jedini¢ni segment sa zatvorenog

podskupa na cijeli prostor u potpunosti karakterizira normalne prostore.

Teorem 1.37 (Tietzeova karakterizacija normalnosti) Neka je X Ti-

prostor. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) X je normalan.
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(i1) Za svaki A C X zatvoren podskup od X i za svaku neprekidnu funk-
ciju f: A — [0,1] C R postoji neprekidna funkcija g: X — [0,1] koja

prosiruje f, tj. gla = f.

Definicija 1.38 Put u prostoru X je svako neprekidno preslikavanje ¢: [0, 1] —
X. Tocka xo = ¢(0) naziva se pocetak puta ¢, a tocka x1 = p(1) naziva se

krajem puta . Jos se kaZe da put ¢ povezuje tocku xg s tockom xy.

Definicija 1.39 KaZemo da je topoloski prostor X putovima povezan ako za

svaki par tocaka xg,x1 € X postoji put ¢ u X koji povezuje xy S 7.
Teorem 1.40 Svaki putovima povezan prostor je povezan.
Obrat ne vrijedi opcéenito.

Definicija 1.41 Kazemo da je familija A = (Ax,\ € A) podskupova Ay

skupa X pokrivac skupa X ako je X = |J Ax. Za pokrivaé A kaZemo da
AEA

je konacan (prebrojiv) ako je A konacan (prebrojiv). Ako je N C A1 X =

Usenar A, onda kaZemo da je A" = (Ax, X € ') potpokrivac od A.

Definicija 1.42 KaZemo da je pokriva¢ C = (C, u € M) skupa X profinje-
nje (usitnjenje) pokrivaca A = (Ax,\ € A) i pisemo C < A ako za svaki
i € M postoji A € A tako da je C,, C Ay. Jos se kaZe da je C upisan u
pokrivac A.

Definicija 1.43 Neka je X topoloski prostor. Za pokrivac U = (Uy, X € A)
skupa X kaZemo da je otvoreni pokrivac prostora X ako je svaki od skupova

Uy, A € A, otvoren u X.

Definicija 1.44 Za topoloski prostor X kaZemo da je kompaktan (ili saZet)
ako za svaki otvoreni pokrivac U prostora X postoji konacno otvoreno profi-
njenje V. Za podskup Y C X kaZemo da je kompaktan ako je Y kompaktan
kao potprostor od X.
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Teorem 1.45 Prostor X je kompaktan ako i samo ako za svaki otvoreni
pokriva¢ U od X postoji konacan potpokrivac.
Sljedeca definicija je iz [3].

Definicija 1.46 Na skupu RY, N > 1 metrika doo: RY x RY — R zadana
je pravilom:

doo(z,y) = max{|z; —yi|:i=1,...,N}

za proizvoline x,y € RV,
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Poglavlje 2

Topoloski digitalni prostori

2.1 Digitalni prostori
Sljedece tri definicije su iz [1].

Definicija 2.1 Neka su u,v € RYN. Skalarni produkt vektora u i v je
N

U-v =Y Uy, a norma vektora v je ||v|]| = /v - v.

n=1
Definicija 2.2 Neka je G C RY proizvoljan podskup - nazivat éemo ga mreza
u RN, Voronoijevo susjedstvo u G proizvoljnog elementa g € G definiramo

kao

Ne(g) = {z € RY: (Vh € G)llz — g]| < ||z — hl[}.

Voronoijevo susjedstvo od g sastoji se od svih tocaka koje nisu blize nijednoj
drugoj tocki iz G nego $to su tocki g. 072 naziva se kvadratna mreza, a
Voronoijeva susjedstva u R? nazivaju se pikseli (pixels, skra¢eno od picture
elements) i interpretiramo ih kao zatvorene jedini¢ne kvadrate sa sredistima

u tockama iz kvadratne mreze. Piksel pridruzen elementu (ci, co) € Z?* je

1
{z € R?: max{|z; —c1], |T2 — 2|} < 5}



2.1. Digitalni prostori

073 naziva se kubna mreza, a Voronoijeva susjedstva pridruzena toj mrezi
u R? nazivaju se vokseli (voxels, skra¢eno od volume elements). Voksel pri-

druzen elementu (cy, ¢y, c3) € Z? je zatvorena jedini¢na kocka
3 1
{z € R”: max{|z) — a1, [zg — cof, |23 — 3]} < 5}

Uvest ¢emo nekoliko novih koncepata koje ¢emo uglavnom ilustrirati na Z2,
ali iste te ideje imaju primjenu i u visim dimenzijama.

Sljedeéa definicija i pojmovi nakon su iz [1J.

Definicija 2.3 Neka je X proizvoljan skup i p binarna relacija na X. Ako
je (¢,d) € p, kazemo da je ¢ p-susjedan prema d i da je d p-susjedan od ¢, a

ako je p simetricna relacija, kaZemo da su c i d p-susjedns.

Uglavnom ¢emo koristiti izraz ”susjedstvo” za oznacavanje simetri¢ne binarne
relacije. Na skupu Z" éesto é¢emo koristiti dvije binarne relacije, ay i wy,
definirane na sljedec¢i nacin.

Neka su ¢ = (c1,¢,...,cn),d = (dy,dy, . ..,dy) € ZN proizvoljne.

(c,d) e any <= (c#di,zal <n<N,|¢,—d,|<1). (2.1)

N
(c,d) Ewy <= Y |eo—dy|=1. (2.2)

n=1

Sljedeéa tvrdnja je iz [1].
Tvrdnja 1 Za svaki N > 0 vrijedi wy C ay.

Dokaz. Neka su ¢,d € Z" proizvoljni i (c,d) € wy. To znaéi da je
N
| ¢, —d, |= 1, odnosno | ¢ —dy | +...+ | ey —dy |= 1. Kako su
n=1
svi pribrojnici nenegativni, o¢ito svaki od njih moze biti najvise 1, odnosno

N
|cn—d, |<1,Vn=1,...,N. Uz to, zbog > | ¢, —d, |=1, cid se razlikuju
n=1

barem na jednoj koordinati, tj. ¢ # d. Iz t(;ga slijedi (¢,d) € ay. =
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2.1. Digitalni prostori

(¢,d) € ay znaci da odgovarajuéi pikseli imaju neprazan presjek, ali nisu
identicni. (¢,d) € wy znadi da odgovarajuéi pikseli imaju toéno jedan za-
jednicki brid. Iz ocitih razloga, wy ¢esto se naziva i bridna susjednost ili
4-susjednost, a as naziva se bridna-ili-vrsna susjednost ili 8-susjednost.

Sljedeéi primjer iz [I].

Primjer 2.4 Na sljedecoj slici, tocke kvadratne mreZe koje pripadaju tam-
nijim pikselima su ag-susjedne, ali nisu we-susjedne. Tocke kvadratne mreze

koje pripadaju svjetlijim pikselima su i ao-susjedne i wo-susjedne.

Slika 2.1: Tustracija as-susjednih tocaka i we-susjednih tocaka u Z? iz Pri-

mjera [2.4] (Slika preuzeta iz [1])

Sljedeéa definicija je iz [5].

Definicija 2.5 Digitalni prostor je uredeni par (V,m), gdje je V neprazan
skup, a ™ binarna simetric¢na relacija na V takva da za bilo koja dva elementa
x iy iz V postoji konacan niz (x°,--- z") elemenata iz V takvih da x = 2°,

y=a"i (27, 27" erzaj=0,1,...,n—1.
Sljedeé¢i paragraf je iz [5]. Relacija m Cesto se naziva relacija susjedstva, a
(x,y) € m znaci da su = i y povezani. Zadnji uvjet iz definicije je da prostor

bude povezan pod danom relacijom, odnosno da je V' m-povezan. Ova defi-

nicija je vrlo opc¢enita; dopusteno je da V' bude proizvoljan skup bez ikakvog
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2.1. Digitalni prostori

geometrijskog ogranicenja. Dopusteno je i da skup V' bude beskonacan i da
svaki element bude susjedan sam sebi pa tako (V,V?) moze biti trivijalni
primjer digitalnog prostora. Ipak, uglavnom digitalne prostore zamisljamo
malo restriktivnije. Kao osnovni primjer mozemo uzeti euklidski prostor R
i proizvoljnu fiksnu mrezu u tom prostoru, npr. Z~. V je tada skup Vo-
ronoijevih susjedstava svih tocaka te mreze, a dva elementa skupa V su u
relaciji 7 ako je njihov presjek (N — 1)-dimenzionalan. U R? dva piksela su
u relaciji 7 ako im je presjek jednodimenzionalan, tj. ako dijele zajednicki
brid. U R3, dva voksela su u relaciji 7 ako im je presjek dvodimenzionalan,
tj. ako dijele zajednicku plohu. Iako geometrijska interpretacija nema utje-
caja na provodenje dokaza, ipak utjece na terminologiju koju ¢emo koristiti.
U digitalnom prostoru (V, 7), elemente od V' nazivat ¢emo spelovi (spel kao

skracdenica za spatial element). Sljededi primjer je iz [1].

Primjer 2.6 Neka je V ={a,b,c,d, e} i neka je m relacija susjedstva takva
da sadrzi uredene parove spelova koji odgovaraju podrucjima na sljedecoj slici
koja dijele zajednicki brid. w je ocito relacija susjedstva pa je (V,m) digitalni

prostor.

Slika 2.2: Primjer digitalnog prostora (Slika preuzeta iz [I])
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2.1. Digitalni prostori
Sljedeéa definicija je iz [1].

Definicija 2.7 Neka je (V,7) digitalni prostor. Za neprazan podskup A od
V' kazemo da je w-povezan podskup ako za proizvoljne c,d € A vrijedi da je ¢

m-povezan unutar A s d.
Sljedeéi primjer je iz [1].

Primjer 2.8 Neka je V. = 7% i neka je A skup svih obojenih piksela na
sljedecoj slici. d je we-povezan i as-povezan unutar A s c. Takoder, e je
ag-povezan, ali nije wo-povezan unutar A s c ili d. S druge strane, [ nije
ni we-povezan niti ag-povezan unutar A s ¢ niti d niti e. Cuijeli skup A nije
ni wo-povezan ni ag-povezan. Ako iz A uklonimo f, preostali skup je tada
aip-povezan, ali nije wo-povezan. Ako jos uklonimo i e, preostali skup je tada
i wa-povezan i ag-povezan. Oznacimo B skup svih obojenih piksela bez e i f.
Kako je taj skup as-povezan i we-povezan, mozemo reci da je (B, ag) digitalni

prostor, odnosno da je (B,ws) digitalni prostor.

Slika 2.3: Digitalni prostor iz Primjera (Slika preuzeta iz [1])
Sljedeéi primjer je iz [1].

Primjer 2.9 Svaka tocka u 72 je i wa-povezana i cu-povezana sa svakom

drugom tockom u Z2.
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2.1. Digitalni prostori

Sljedeéa definicija i dva primjera su iz [J.

Definicija 2.10 Neka je (V,m) digitalni prostor. Simetriéna binarna rela-

cija p na 'V je spel-susjedstvo v digitalnom prostoru ako je m C p.

Ako je (V,m) digitalni prostor i p spel-susjedstvo u tom prostoru, onda je i

(V, p) digitalni prostor.

Primjer 2.11 Trivijalno, © i V? su spel-susjedstva u digitalnom prostoru

(V,m) (jerjemr Cmim CV?).

Primjer 2.12 Kako su i (Z%,wy) i (7%, w) digitalni prostori, a pokazano je

wy C g, to znaci da je ay spel-susjedstvo u digitalnom prostoru (Z2,ws).

Pojam topoloske povezanosti mozemo dovesti u vezu s uvedenim konceptom

povezanosti u digitalnim prostorima. Sljedeca definicija i primjer su iz [IJ.

Definicija 2.13 Za digitalni prostor (V,7) kaZemo da je topoloski digitalni
prostor ako postoji topologija T na V', takva da za bilo koji neprazan skup A

spelova vrijedi: A je m-povezan ako i samo ako je A T -povezan.

Primjer 2.14 Neka je dan digitalni prostor iz Primjera prikazan na
sljedecoj slici. Neka je T = {0,{a},{c},{a,c},{a,b,c},{a,c,d},{a,b,c,d},V}
topologija na V. Digitalni prostor (V,m) je topoloski uz ovako definiranu to-
pologiju T . Uocimo da jedini neprazni podskupovi od V' koji nisu m-povezani
su{a,c} 1 {b,d}. Skup {a,c} moze se rastaviti na {a,c} = {a} U{c}, sto je
disjunktna unija nepraznih otvorenih skupova pa {a,c} nije T -povezan. Skup
{b,d} moze se rastaviti na {b,d} C {a,b,c}U{a,c,d} pa zato nije T -povezan.
Svi ostali neprazni podskupovi od V' su T -povezani i w-povezani. Npr. {b,c}
je T -povezan jer svi otvoreni skupovi koji sadrze b (a to su{a,b,c}, {a,b,c,d}
i V') takoder sadrze i c. Da je (V,m) topoloski digitalni prostor moze se po-

kazati © nekim opcéenitijim rezultatima iz sljedeéeq poglavija.
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2.2. Aleksandrovljevi topoloski prostori

Slika 2.4: Topoloski digitalni prostor iz Primjera (Slika preuzeta iz [1])
2.2 Aleksandrovljevi topoloski prostori
Sljedeéa definicija je iz [1].

Definicija 2.15 Neka je X proizvoljan skup, T proizvoljna familija podsku-
pova od X (ne mora nuzno biti topologija na X ). Neka je v € X proizvoljna

tocka. Najmanja okolina od x (s obzirom na T ) je:

Srx)= () O, (2.3)

zeO€eT

odnosno presjek svih skupova iz T koji sadrie x.

Ocito je z € Sy(x), jer svaki O koji presijecamo mora sadrzavati tocku z.
Pomoc¢u ovog pojma definirat ¢emo inducirano susjedstvo na X.

Sljedeéa definicija je iz [1].
Definicija 2.16 Inducirano susjedstvo pr na X definiramo s:
(x,y) € pr <= x#yi(ilixze Sy(y) iliye Sr(x)). (2.4)

p7 ocito je relacija susjedstva (simetri¢na binarna relacija) na X.
Sljedeéa definicija je iz [1].
Definicija 2.17 Topoloski prostor (X, T ) nazivamo Aleksandrovljev topoloski

prostor ako je za svaki x € X, S (x) otvoren skup.
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2.2. Aleksandrovljevi topoloski prostori

Sljedeéi paragraf je iz [5]. Aleksandrovljevi topologki prostori imaju svoj-
stvo da je proizvoljan presjek otvorenih skupova otvoren skup, sto ne vrijedi
opéenito za topoloske prostore. Ekvivalentno tome, u Aleksandrovljevim
topoloskim prostorima vrijedi da je proizvoljna unija zatvorenih skupova za-
tvoren skup. Kako ova definicija implicira da je presjek svih okolina tocke x
ponovno okolina tocke z, slijedi da svaka tocka ima najmanju okolinu. Vrijedi
i obrat, egzistencija najmanje okoline svake tocke povlaci to da je proizvoljni
presjek otvorenih skupova otvoren skup. Aleksandrovljev topoloski prostor
jos se naziva i prostor najmanje okoline.

Sljedeéi primjer je iz [1].

Primjer 2.18 Neka je dan topoloski prostor (RN,S), gdje je S standardna
topologija na RY. Za proizvolinu tocku x € RY, Ss(x) = {x}, $to nije
otvoren skup pa (RN,S) nije Aleksandrovljev topoloski prostor. Takoder,
vidimo da je inducirano susjedstvo prazna relacija. Naime, za svake dvije
razlicite tocke x,y € RN, njihove najmanje okoline Ss(x) = {x} i Ss(y) =
{y} su disjunktne pa onda sigurno x ¢ Ss(y) = {y} iy & Ss(z) = {z} pa
zato (x,y) € ps-

Dakle, za euklidske prostore sa standardnom topologijom ovi pojmovi nisu
potrebni. Ipak, pokazat ¢emo da postoje drugi prostori u kojima nam je
uvodenje ovih pojmova korisno.

Sljedeéi primjer je iz [1].

Primjer 2.19 Neka je dan topoloski prostor (X, T) prikazan na Slici[2.4
Najmangje okoline tocaka iz X su: Sy(a) = {a}, S7(b) = {a,b,c}, St(c) =
{c}, Sr(d) = {a,c,d}, St(e) = X, Sto su sve otvoreni skupovi pa je zato
(X, T) Aleksandrovljev topoloski prostor. Uocimo i da inducirano susjedstvo
tocno odgovara susjedstvu prikazanom na slici: dva elementa skupa X su p-

susjedna ako i samo ako njihova pridruZena podrucja na slici dijele zajednicki
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brid. Provjerimo inducirano susjedstvo za a i b. Vrijedi a # b, a € Sy(b) =
{a,b,c}, b & Sy(a) pa je (a,b) € pr, Sto odgovara slici jer a i b dijele
zagednicki brid. S druge strane, za tocke a i ¢, koje su razlicite, vrijedi a &
St(c) ={c} i ¢ & Sr(a) = {a} pa onda (a,c) & pr, Sto odgovara tome da a

1 ¢ nemaju zajednicki brid. Slicno provjerimo za ostale parove tocaka.
Sljedeéi primjer je iz [1].

Primjer 2.20 Promatrajmo topoloski prostor (Z*,K) iz Pm'mjem. Odre-
dimo tockama tog prostora najmange okoline. Neka je ¢ = (cy,co) € Z? pro-
izvoljna. Ako su ¢y i ¢y obje parne, onda je Si(c) = {c}.

Ako je ¢1 parna, a ca neparna, onda je
Sk(c)={d€Z* dy=c1,cy—1<dy <cy+1}. (2.5)
Ako je ¢ neparna, a ¢ parna, onda je
Sc(c)={d€Z* c;—1<d <c;+1,dy =3} (2.6)
Ako su ¢y i co obje neparne, onda je
Scle)={deZ* c;—1<d<c+1,c-1<dy <+ 1} (2.7)

U svakom od ova éetiri slucaja, Sx(c) je otvoren skup pa je zato (Z* K)

Aleksandrovljev topoloski prostor.

2.2.1 Topoloska svojstva

Sve tvrdnje i pojmovi iz ove podsekcije su iz [5]. Za Aleksandrovljeve to-
poloske prostore prirodno je zahtijevati da budu Ty-prostori, odnosno da za
dvije proizvoljne razlicite tocke postoji otvoren skup koji sadrzi jednu od njih,

ali ne i drugu. U suprotnom bi te tocke s topoloskog aspekta bile jednake
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2.2. Aleksandrovljevi topoloski prostori

pa bi ih onda identificirali. S druge strane, separacijski aksiom 77 je prejak.
On zahtijeva da S7(z) = {z} za svaku tocku x u prostoru, a u Aleksan-
drovljevom topoloskom prostoru ovo bi znacilo da su svi singletoni otvoreni
skupovi. Dakle, jedini Aleksandrovljevi topoloski prostori za koje vrijedi T}
separacijski aksiom su diskretni prostori. Uoc¢imo jos da T}-topoloski prostori
nisu digitalni prostori.

Moze se pokazati da postoji veza izmedu Aleksandrovljevih topoloskih pros-

tora i parcijalno uredenih skupova. Vrijedi = € Cl({y}) akko y € Sy(x).

Definicija 2.21 Neka je relacija x < y definirana s x € Cl({y}). Tu relaciju

nazivat cemo Aleksandrovljev uredaj specijalizacije.

Vrijedi refleksivnost jer je x € Cl({z}). Neka je z < y i y < z. Po definiciji
relacije to je ekvivalentno y € Sr(x) i z € Sr(y). Imamo z € Sy(y) =
Sr(y) N Sr(x) pa je z € Sr(x), odnosno x < z. Time je pokazano da
vrijedi tranzitivnost. Neka je z < y i y < . To je ekvivalentno y € Sr(x)
iz € Sr(y) redom. Medutim, taj slucaj je iskljucen za razlicite tocke u
Ty-prostoru, odnosno moguée je jedino ako i samo ako je z = y. Time je
pokazano da vrijedi antisimetri¢nost.

Dakle, na proizvoljnom Aleksandrovljevom topoloskom prostoru koji je Tp-
prostor moze se definirati relacija parcijalnog uredaja.

Pokazimo da vrijedi i obratno, tj. da se svaki parcijalno ureden skup (X, <)
moze opskrbiti strukturom Tj-prostora definiranjem najmanje okoline tocke

x na sljedeci nacin:
Srx)={ye X:zxy}={ye X: 2z e Cl({y}H)}

Tvrdimo da je familija { S7(x): © € X} baza topologije 7. Ocitoje |J S7(x)
rzeX
X. Pretpostavimo z € S7(y) N S7(z). Tada je y < x i z < =. Stoga je

Sr(x)={pe X:xxp} C{pe X:y=<xp}=Sr(y)ina isti nac¢in mozemo
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dobiti Sy(z) € S7(z). Dakle, postoji S7(z), koji je element ove familije,
takav da x € S7(z) C S7(y) N S7(z). Familija najmanjih okolina svih toc¢aka
prostora tvori bazu topologije 7. Uz tako definiranu bazu topologije, X bi
trebao biti Ty-prostor. Naime, kako je relacija parcijalnog uredaja po defini-
ciji antisimetri¢na, ne moze vrijediti i € Sy (y) i y € Sr(x), nego mora biti
x =y, tj. bar jedna od tocaka mora imati okolinu koja ne sadrzi onu drugu
tocku, a to znaci da je (X, T) Ty-prostor.

Buducéi da u Aleksandrovljevom topoloskom prostoru za otvorene i zatvorene
skupove vrijede isti aksiomi, imamo potpunu simetriju. Zbog toga u ovom
kontekstu otvorene skupove mozemo zvati zatvorenima i obrnuto. Tako do-
bivamo novi Aleksandrovljev topoloski prostor koji nazivamo dual. Kako je
ovo preimenovanje isto kao zamjena uloga Sy (x) i Cl(x), u terminima relacije
uredaja to odgovara zamjeni uredaja, odnosno uredaj x <’ y odgovara tocno

y <.

Definicija 2.22 Pretpostavimo da je (X,7T) topoloski prostor. Ako postoji
baza U tog topoloskog prostora takva da za bilo koju drugu bazu V wvrijedi

U CV, onda kaZemo da je U nagjmanja baza.

Cesto se u literaturi koristi i naziv jedinstvena najmanja baza.

Lako se pokaze da ako je (X,T) Aleksandrovljev topoloski prostor, onda
taj prostor ima najmanju bazu i to je U = {S7(z): v € X}. Neka je V
druga baza za X i neka je z € X. Kako je X Aleksandrovljev topoloski
prostor, slijedi da je Sy(z) = () V otvoren. Tada postoji V, € V takav da
reV,CSr(z)= () V. Nmoe‘(/)i?ia po definiciji Sr(z) =V, pajeU C V.
Ipak, egzistencija jgéii‘i/ggtvene najmanje baze nije dovoljna da bi prostor bio
Aleksandrovljev. Neka je dan skup X = [0,1) i topologija 7 = {[0,2): n €

N}. Jasno je da je 7 jedinstvena najmanja baza, ali za tocku 0 presjek svih

otvorenih okolina je {0}, Sto nije otvoren skup pa ovaj topoloski prostor nije
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Aleksandrovljev.
Jasno je da je potprostor Aleksandrovljevog topoloskog prostora ponovno

Aleksandrovljev topoloski prostor.

Propozicija 2.23 Neka su X 1Y Aleksandrovljevi topoloski prostori s naj-

mangim bazama U 1V redom. Tada vrijedi:
1. Ako je X potprostor od Y, onda jeld ={VNX:V eV}

2. X xY je Aleksandrovljev topoloski prostor s najmanjom bazom U XV =

{(UxV:Uel,VeV}

2.3 Topologija u digitalnim prostorima
Sljedeca lema je iz [1J.

Lema 2.24 Za proizvoljni Aleksandrovljev topoloski prostor (X,T) i pro-
izvolgni podskup A C X wrigedi: A je T -povezan ako i samo ako je A p-

povezan.

Dokaz. Neka je A C X proizvoljan i py-povezan.Pokazat ¢emo da,
ako postoje otvoreni skupovi U; i U, takvi da Uy N A # 0, UyNA # 0
iAC U UUy, onda U NU; N A # ) (8to po definiciji znac¢i da je A
T-povezan).Neka je z € UyNAiy € UsN A. Zbog pr-povezanosti od

0 ... o) = ¢) unutar A izmedu z i y. Kako

A, postoji pr-put (z = 2
je po pretpostavei A C Uy U Uy, postoji neki k& € {1,..., K}, takav da
1 ¢ Uy, 2% € Uy, Zbog (2*~Y,2%)) € pr, po definiciji te relacije
ili je 2= € Sr(2®) ili je 20 € Sr(z*~V). Bez smanjenja opéenitosti
pretpostavimo z®) € Sr(2*~1)). Kako je U, otvoren skup koji sadrzi tocku

k—1)

=1 on je jedan od skupova koje presijecamo da dobijemo Sy (z*~) pa
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zato S7(x*~V) C Uy, odnosno 2®) € Sr(x*=Y) c Uy, pa je onda 2% ¢
U, N Uy N A. Dakle, dobili smo Uy NUy, N A # () pa je A T-povezan.

Pretpostavimo da A nije pr-povezan. Pokazimo da A nije 7T-povezan.
Zbog pretpostavke da A nije py-povezan, postoje x,y € A takve da nema
pr-puta u A koji ih povezuje. Oznacimo s C' skup svih elemenata od A koji

su pr-povezani s  u A, a ozna¢imo s D skup svih ostalih elemenata od A.
Nadalje, ozna¢imo Uy = |J S7(c) iUy = |J S7(d). Uy i Uy su otvoreni (jer
su unije otvorenih skupoifeac) iAcCcU U (j'f.DZbog reUnNAiyelU;nNA
respektivno, vrijedi UjNA # 01 UsNA # (). Preostaje dokazati UiNUsNA = ().
Pretpostavimo suprotno, da postoji z € UyNU;NA. Buduc¢idaje A =CUD,
vrijedi ili z € C'ili z € D. Bez smanjenja opc¢enitosti pretpostavimo z € D.
(Za z € C dokaz se provodi analogno.) Zbog z € Uy = |J S7(d), postoji
d € D takav da z € Sr(d). Nadalje, z # d (zbog C N D Zc(lﬂe)Di z € Sr(d), pa
po slijedi

(z,d) € pr. (2.8)

Zbog z € Uy, mora postojati ¢ € C takav da z € S7(c), odnosno (¢, z) € pr.
Pritom vrijedi i da je ¢ € C' pr-povezana s z, odnosno (z,c¢) € pr. Iz to
dvoje slijedi da

postoji pr-put od x do z. (2.9)

Iz i slijedi da postoji pr-put od =z do d. To je u kontradikciji
s ¢injenicom d € D (odnosno da je d tocka koja nije putem povezana s
x). Dakle, pretpostavka 3z € U; N Uy N A dovela nas je do kontradikcije
pa mozemo zakljuciti U; N Uy; N A = (. Iz prethodne konstrukcije imamo
CcU,DcU,, ACcU UU,ivrijedi UyNU;NA =0, a to znaci da A nije
T-povezan. m

Iz Primjera vidimo da je topoloski prostor (X,7T) pr-povezan i Alek-
sandrovljev, a iz Primjera da je topoloski prostor (Z?,K) px-povezan i
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Aleksandrovljev. Koriste¢i Lemu [2.24] mozemo dodatno zakljuciti da je X
T-povezan i da je Z* K-povezan.

Sljedeci teorem je iz [1].

Teorem 2.25 Za proizvoljni Aleksandrovljev topoloski prostor (X,T), gdje
je X # 0, (X, py) je topoloski digitalni prostor ako i samo ako je X T-

povezan.

Dokaz. Neka je (X,7) proizvoljan Aleksandrovljev topoloski prostor. Na
njemu sigurno imamo relaciju pr induciranu topologijom 7. Po definiciji,
(X, p7) je digitalni prostor ako i samo ako je X pr-povezan. Po Lemi [2.24]
ovo se moze dogoditi ako i samo ako je X T-povezan. Po istoj toj lemi, ako
je taj uvjet ispunjen, onda je (X, pr) nuzno topoloski digitalni prostor. m

Koriste¢i Teorem [2.25] mozemo zakljuciti da su digitalni prostori (X, T)
iz Primjera i (Z?,K) iz Primjera ujedno i topoloski prostori. Da
bi dodatno iskoristili Teorem kako bi pokazali da su odredeni digitalni
prostori takoder i topoloski, suzavamo nas pristup odredenom nacinu speci-
ficiranja familija podskupova.

Sljede¢a lema je iz [1].

Lema 2.26 Za proizvoljni skup X i proizvoljnu x € X, neka je B(x) C X
skup koji sadrzi x. Neka su skup X, x € X i B(x) C X proizvoljni. Neka je
T definirana kao familija onih podskupova O od X za koje vrijedi sljedece:
(Vz € O)(B(x) C O). Tada je (X,T) Aleksandrovljev topoloski prostor i za
svaku x € X vrijedi B(x) C St(x).

Dokaz. Neka je 7 familija podskupova od X definirana kao u iskazu.
Pokazimo prvo da je (X,7) Aleksandrovljev topoloski prostor. Za ) tri-
vijalno vrijedi da (Vx € 0)B(z) C 0 pa je zato 0 € T. Za X vrijedi
(Vz € X)B(x) C X pajezato X € T.
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Neka je dana unija otvorenih skupova i x proizvoljni element te unije. Tada
po definiciji unije, = je element barem jednog otvorenog skupa iz te unije,
ozna¢imo ga O. Dakle, vrijedi x € O pa je onda B(z) C O. Kako je O
podskup unije otvorenih skupova kojoj = pripada, to pokazuje da je ta unija
otvoren skup.

Neka je x element presjeka (ne nuzno konacne) podfamilije od 7. Tada je
B(z) C O za svaki otvoreni skup O u podfamiliji, §to povlaci da je B(x)
podskup presjeka ovih otvorenih skupova. Ovime je pokazano da je taj pre-
sjek otvoren skup pa slijedi da je (X, 7T) Aleksandrovljev topoloski prostor.
Takoder, iz definicije najmanje okoline (2.3), slijedi i da je B(z) podskup
otvorenog skupa S7(z), ¢ime je dokazana druga tvrdnja iz iskaza. m
Sljedeéi primjer je iz [1].

Primjer 2.27 Kao ilustrativni primgjer, uzmimo X = {a,b,c,d,e} i neka je
B(a) = {a}, B(b) ={a,b,c}, B(c) ={c}, B(d) ={a,c,d}, B(e) ={b,d,e}.
Lako je uociti da metodom za definiranje otvorenih skupova iz prethodne leme

dobivamo

T ={0,{a},{c},{a,c}, {a,b,c}, {a,c, d},{a,b,c,d}, X},

sto je upravo topologija pridruzena Slici ¢ime smo ponovno pokazali da
je (X,T) Aleksandrovljev topoloski prostor. Uoc¢imo da B(e) nije otvoren
skup buducéi da bilo koji otvoreni skup koji sadrZi b mora sadrZavati i cijeli
B(b). Tocénije, Sr(e) = X, sto pokazuje da se inkluzija B(c) C Sr(c) na

kraju iskaza prethodne leme ne moZe zamijeniti jednakoscu.

prostori ujedno topoloski, uvodimo novi koncept. Sljedeca definicija je iz [1].

Definicija 2.28 Za proizvoljni skup X, preslikavanje B: X — P(X) je

bazno preslikavanje na X, ako (Vx € X)x € B(x) i B(x) = | B(y).
yEB(z)
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Sljedeca dva teorema su iz [1].

Teorem 2.29 Digitalni prostor (V,m) je topoloski ako postoji bazno presli-
kavanje B na V takvo da (Yc,d € V') vrijedi

(c,d) em <= c#diilice B(d) ilide Blc). (2.10)

Dokaz. Neka je (V, ) digitalni prostor i B: V' — P(V') bazno preslikavanje.
Koriste¢i B, definirajmo 7 kao u iskazu Leme 2.26 Po toj Lemi, (V,T)
je Aleksandrovljev topoloski prostor i (Ve € V)(B(c) C S7(c)). Kako je
B bazno preslikavanje, to zna¢i B(c) = |J B(d), odnosno za svaki d €
B(c) vrijedi B(d) C B(c), §to po deﬁnicij;leoi(:z)topologije povlaci da je B(c)
otvoren pa je B(c) = Sr(c). Ako usporedimo s (2.10)), dobivamo da je
pr = m. Po definiciji digitalnog prostora, V' je m-povezan, a po Lemi to
je ekvivalentno tome da je V' T-povezan. Po Teoremu[2.25] to je ekvivalentno
tome da je (V, ) topoloski digitalni prostor. m

Teorem 2.30 Za svaki nenegationi cijeli broj N digitalni prostor (ZN,wy)
je topoloska.
Dokaz. Neka je N > 0 proizvoljan. Za svaki x € Z" definirajmo skup
N
{z}, ako je Y x, paran
B(zx) = n=1 (2.11)

{z} U{yl(z,y) € wn}, inace.
Da bi dva spela (elementa Z") bili wy-susjedni, jednome od njih suma kom-
ponenti mora biti parna, a drugome neparna pa je stoga B bazno preslika-
vanje na Z i vrijedi ([2.10)), pri ¢emu wy zamjenjuje 7. No to znaci da su
ispunjeni uvjeti Teorema pa je onda (ZN,wy) topoloski digitalni pros-
tor. m

Definirat ¢éemo Khalimskyjevo susjedstvo na Z" za proizvoljni N > 1, ali
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prije toga uvest ¢emo koncept koji ¢e nam biti koristan i kasnije. Sljedeca

definicija i primjer su iz [1].

Definicija 2.31 Neka je X proizvoljan skup i p binarna relacija na X. p je
konacna binarna relacija na X ako za svaki x € X skup {y € X: (z,y) € p}

konacan.

Primjer 2.32 [z definicija je jasno da su wy i ao konacne binarne relacije

na Z2.
Sljedeca definicija i primjer su iz [I].

Definicija 2.33 Digitalni prostor (V, ) je konacan digitalni prostor ako je

m konacna binarna relacija na V.
Primjer 2.34 (Z? w,) i (7% ay) su konacni digitalni prostori.

Vazno je napomenuti da osnovni rezultati o digitalnim prostorima ne zahtije-
vaju da prostor bude konac¢an. Pretpostavka o konacnosti digitalnog prostora
uglavnom je vazna kad se pokazuje konacnost nekog drugog objekta ili kad al-
goritam mora zavrsiti u konacno mnogo koraka. Sljedeca definicija i tvrdnja

su iz [1].

Definicija 2.35 Za proizvoljni N > 0, binarna relacija p na Z~ je lokalna

ako je p C a.

Kako je ay konac¢na relacija na Z~, N > 0, svaka lokalna relacija na Z"
takoder je konacna.

Sljedeca definicija je iz [1].

Definicija 2.36 Za proizvoljni N > 0, Khalimskyjevo susjedstvo ky je lo-
kalna relacija susjedstva na ZV karakterizirana s: (x,y) € ky ako i samo
ako je ili x, meparan za sve n takve da |z, — y,| = 1 ili x, paran za sve n

takve da |z, —y,| = 1.
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Uocimo da lokalnost ove relacije povlaci z # y. Sljedeéi primjer je iz [1].

Primjer 2.37 U Primjeru pokazali smo da je (Z*?,K) Aleksandrovljev
topoloski prostor, uz topologiju definiranu s - . Dodatno, 1z sljedece
slike moZe se vidjeti da je inducirano susjedstvo px tocno jednako Khalim-
skyjevom susjedstvu na Z2. Khalimskyjeva susjedstva na slici oznacena su
linijama sa strelicama. Osam strelica koje zavrsavaju u istoj tocki oznacene

su krugom.

2ext]

261

2l 2¢) 2¢+1

Slika 2.5: Khalimskyjevo susjedstvo na Z? (Slika preuzeta iz [1])

Osim kao u Primjeru[2.20| Z? moZe se opskrbiti Khalimskyjevom topologijom
K na nacin opisan u sljede¢em poglavlju. Opcéenito, Khalimskyjeva topologija
moze se uvesti na skupu Z", za proizvoljini N > 0. Sljedeca tri teorema su

iz [1].

Teorem 2.38 Za svaki N > 0, ky je spel-susjedstvo u digitalnom prostoru

(ZN,WN).

Dokaz. Da bi pokazali da je ky spel-susjedstvo, moramo provjeriti da je xky
simetricna binarna relacija i da wy C ky. Simetrija slijedi iz ¢injenice da je
x, neparan za sve n gdje je |z, — y,| = 1 ako i samo ako je y,, paran za sve n
gdje je |y, — x,| = 1. Preostaje pokazati wy C ky. Neka je (z,y) € wy. To
znaci % |z, — yn| = 1, odnosno x i y razlikuju se na to¢no jednoj koordinati

n=1

i razlika na toj koordinati je 1 pa slijedi (z,y) € ky. =
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Teorem 2.39 Za svaki N > 0, digitalni prostor (ZV, ky) je topoloski.
Dokaz. Za svaki x € Z% definiramo skup

B(z) ={y: (yo = x, , ako je x, paran ) i (|y,—z,| < 1, ako je z,, neparan )}.
(2.12)

Pokazimo da je s B iz definirano bazno preslikavanje na Z~. Ocito je

x € B(x) jer na onim koordinatama gdje je x, paran, bit ¢e x, = x,, a tamo

gdje je x,, neparan, bit ¢ée |z, —x,| =0 < 1. Neka su x,y, z spelovi takvi da

y € B(z) i z € B(y). Moramo dokazati da je z € B(x).

Kako je y € B(y), za y mora vrijediti: y, = x,, ako je x, parani |y, —z,| <1

ako je x, neparan.

Kako je z € B(y), za z mora vrijediti: z, = y, ako je y, parani |z, —y,| <1

ako je y, neparan.

Ako je x, paran, onda je y, = x, i 2, = y, = x, pa z € B(z).

Ako je x, neparan iy, = x,, onda je |z, — z,| = |z, — yn| < 1 pa z € B(x).

Ako je x, neparan i |y, — x,| = 1, onda je y, paran pa z, =y, i |z, — z,| =

1 <1 pajeonda z € B(x).

U sva tri slucaja dobijemo z € B(x).

Pokazimo da ako je p definiran s is B kaou (2.12)), onda je p = ky.

Pretpostavimo (z,y) € p. Tada je x # y iili je x € B(y) ili jey € B(x). U

prvom slucaju, prema , Tn 1Yy ili su jednaki ili se razlikuju za najvise

1. Ako su razli¢iti, onda iz konstrukcije skupa B(y) vidimo da je y,, neparan,

odnosno x,, je paran pa je (x,y) € ky. U drugom slucaju, z, iy, ili su isti

ili se razlikuju za najvise 1. Ako su razli¢iti, x,, mora biti neparan pa je taj

Y, paran pa (z,y) € ky. U oba slucaja, (z,y) € k.

Pretpostavimo (z,y) € ky. ky je lokalna relacija pa iz toga zakljucujemo

da ako je |r, — yn| # 1, onda |z, — y,| = 0. Iz (2.12) vidimo sljedeée: ako

je x,, neparan, onda je y, paran za sve n gdje je |z, —y,| =1 pa y € B(x),
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2.3. Topologija u digitalnim prostorima

odnosno ako je z, paran, onda je y, neparan za sve n gdje je |z, — y,| = 1
pa x € B(y). U svakom slucaju, (z,y) € p.

Pokazali smo da je ovakav B bazno preslikavanje na ZY i da vrijedi (2.10))
za Ky umjesto m. Sada po Teoremu m slijedi da je (Z",ky) topoloski
digitalni prostor. m

Dosadasnjim rezultatima opisali smo dvije beskona¢ne familije topoloskih
digitalnih prostora: ((Z¥,wy): N > 0) i ((Z",ky): N > 0). Nazalost, ove
dvije familije obuhvacaju gotovo sve zanimljive primjere digitalnih prostora
koji su ujedno i topoloski. To mozemo zakljuciti pomocu sljedec¢eg teorema

koji kaze da brojni digitalni prostori nisu topoloski prostori.

Teorem 2.40 Ako je digitalni prostor (V,w) takav da V' sadrzi razlicite ele-

mente c', c?, 2, d", d?, d® takve da

(c,dYen , akoi#j (2.13)

(c',d)em, ali (', d) & akoi# j, (2.14)

onda (V, ) nije topoloski prostor.

Dokaz. Neka je T bilo koja topologija na V' za koju je svaki T-povezan skup
spelova ujedno i w-povezan. Stvaranjem razlicitih pretpostavki o (V) ), ko-
jima ¢emo iscrpiti sve moguce slucajeve, stvorit ¢emo m-povezane skupove
spelova koji nisu T-povezani. Oznacimo C := {c!, % c*}.

Prvo pretpostavimo da za ¢ = 1,2, 3 postoji otvoren skup O; koji ne sadrzi
¢ i takav da O; N C # (. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretposta-
viti ¢ € Os. Iz definicije skupa imamo ¢® € O3. Ako ¢ € O,, onda je skup
{c?, 3} m-povezan, ali nije T-povezan jer se moze rastaviti {c?, >} = O,UOs.

Ako ¢® € Oy, a znamo i ¢ € Oy, onda preostaje ¢! € Oy 1 O, N C = {c'}.
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2.3. Topologija u digitalnim prostorima

Sada je skup (O; N C) U {c'} m-povezan, ali nije T-povezan (jer se moze
rastaviti na O1 U Oy).

Za alternativni slucaj, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da
kad god otvoren skup ima neprazan presjek s C, onda sadrzi ¢®. Kako ni-
jedan od skupova {c!,d*} i {c? d'} nije m-povezan, po definiciji topologije
T, nisu ni T-povezani. Ovo znaéi da postoje otvoreni skupovi U; i Us takvi
dac € Uy, dy Uy, 2 €U, d ¢ U, Ako ne vrijedi C C U; ni C C Us,
onda je {c!, ¢} m-povezan skup koji nije T-povezan (jer se moZe rastaviti na
{c!,?} =U, Uh).

Ako je C' C U; (sliéno se pokaze i za C' C U,), onda uzimamo da postoji
otvoren skup W takav da ¢* ¢ W i d*> € W (jer {c* d*} nije m-povezan).
Nasa pretpostavka o ¢ povlaci da WNC = (). Iz toga slijedi da je {c?, d*} 7-
povezan skup koji nije T-povezan (jer se moze rastaviti na {c?, d*} = U;UW).
[

Koriste¢i Teorem i uz pomo¢ sljedece slike, moze se provjeriti da digi-

talni prostor (Z?, az) nije topologki.

o el e

dj

Slika 2.6: Po Teoremu [2.40, digitalni prostor (Z?, as) nije topoloski. (Slika

preuzeta iz [1)

Sljedeéi paragraf je iz [I]. Uz rezultate prethodnog teorema, zakljucak je
da ne mozemo, bez ozbiljnog gubitka opéenite primjenjivosti, ugraditi nasu

teoriju u onu teoriju gdje se povezanost skupa spelova definira kao topoloska
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2.3. Topologija u digitalnim prostorima

povezanost s obzirom na neku topologiju (u klasicnom smislu). 1z ovog raz-
loga, ne mozemo ocekivati da se nasa teorija digitalnih prostora moze pot-

puno izvesti iz utvrdenih rezultata klasicne topologije.
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2.4 Khalimskyjev pravac

Svi pojmovi i tvrdnje u ovoj sekciji uvedeni su prema [5]. Neka je f: R — Z
surjektivno preslikavanje. Ako opskrbimo Z najfinijom topologijom takvom
da f bude neprekidno, onda je Z povezan. Naravno, postoji vise surjektivnih
preslikavanja iz R u Z. Prirodno je zamisljati Z kao aproksimaciju pravca re-
alnih brojeva i u skladu s tim zamisljati i preslikavanja. S topoloskog aspekta,
to je isto kao da se ograni¢imo samo na promatranje rastucih surjekcija. Ako
je f rastuéa surjekcija, onda je f~'({n}) interval, za svaki n € Z. Ako

oznac¢imo rubove intervala s a,, i b,, onda je

(an, by) C fﬁl({nD C [an, bn).

Mozemo uzeti a,, = n— %, b, =n+ %, $to nece promijeniti topologiju. Tada f
mozemo shvatiti kao aproksimaciju realnog pravca cijelim brojevima, buduéi
da je f(z) definiran kao cijeli broj najblize broju z, osim ako se x nalazi
tocno izmedu dva cijela broja. Za x = n + % mozemo izabrati ili f(z) =n
ili f(z) =n+ 1 zasvaki n € Z. Ako izaberemo f(x) = n, za svaki n € Z,
onda se topologija na Z, dobivena pomoc¢u Propozicije [I.34] naziva desna
topologija na Z. Ako izaberemo f(z) = n + 1, za svaki n € Z, dobivena
topologija naziva se lijeva topologija na Z.

Ako umjesto toga za svaki broj koji se nalazi tocno izmedu dva cijela broja
definiramo da je njegova najbolja aproksimacija paran broj, dobili bi zanim-
ljivu rezultiraju¢u topologiju. Praslika f~'({n}), za paran broj n, je segment
[n — 3,n+ 3] pa je {n} zatvoren. Praslika f~'({n}), za neparan broj n, je
otvoreni interval (n — %, n + %> pa je {n} otvoren. Ovu topologiju uveo je
Efim Khalimsky i stoga je po njemu nazvana Khalimskyjeva topologija. Skup
Z uz ovu topologiju naziva se Khalimskyjev pravac ili digitalni pravac. Taj

topoloski prostor oznacavat ¢emo (Z, KC).
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2.4. Khalimskyjev pravac

Ocito je da je Khalimskyjev pravac povezan prostor i lako se pokaze da je
za svaki n € Z, Z \ {n} nepovezan. Ovo je pozeljno svojstvo, buduéi da isto

vrijedi i za pravac realnih brojeva uz standardnu euklidsku topologiju.

Tvrdnja 2 Khalimskyjev pravac (Z,K) je povezan prostor i za svakin € Z,

Z\ {n} uz relativnu topologiju je nepovezan prostor.

Dokaz. Iz prethodne konstrukcije prostora (Z,K) imamo da je R uz stan-
dardnu topologiju povezan prostor i f: R — Z neprekidna rastuca surjekcija

pa je Z povezan kao neprekidna slika povezanog prostora. Neka je n € Z

proizvoljan.
1° n paran
Tada je Z\ {n} = ( U {k— 1,k,k+1}) U( U {k— 1,k,k+1}>
keZ kEZ
k paran k paran
k<n k>n

disjunktna netrivijalna unija otvorenih skupova u relativnoj topologiji.

o
2° n neparan

TadajeZ\{n}:< U {k—l,k,k+1}U{n—2,n—1}>U

k paran
k<n—1
( U {k—1Lkk+1}U{n+1,n+ 2}) disjunktna netrivijalna unija
kﬁggn
k>n+1

otvorenih skupova u relativnoj topologiji.

]

Khalimskyjeva topologija i njen dual, gdje je zamijenjena uloga otvorenih
i zatvorenih skupova (odnosno neparnih i parnih brojeva), obje su alterni-
rajuce, u smislu da je svako druga tocka otvoren skup i svaka druga tocka je
zatvoren skup. Jasno je da su to jedine dvije moguce alternirajuce topologije
na Z. Takoder, singletoni s dva susjedna cijela broja ne mogu biti oba otvo-
reni ili oba zatvoreni, jer broj koji je njihovo poloviste mora pripadati tocno

jednoj od te dvije praslike. Ova razmatranja dovode do sljedeée propozicije.
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2.4. Khalimskyjev pravac

Propozicija 2.41 Jedine topologije na 7Z definirane neprekidnim rastucim
surjekcijama f: R — Z, tako da je komplement svake tocke nepovezan skup,

su Khalimskyjeva topologija i njen dual.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji topologija na Z koja nije alter-
nirajuca i da je generirana s f. Tada postoji tocka m takva da {m} nije ni
otvoren ni zatvoren skup.

Pretpostavimo da je praslika te tocke f~'({m}) = [m — 3,m + 3). Pret-
postavimo da U i V tvore rastav od Z \ {m}. To znaci da postoje otvoreni
skupovi U" i V' u Z takvida U = U’ \ {m} 1V =V’ \ {m}. Pretpostavimo
jos m+ 1 € V. Tada, buduéi da je V' otvoren, {m,m — 1} C V' pa je
onda m — 1 € V. Pretpostavimo m € U’. Uz istu argumentaciju dobivamo
m—1€ U pajeondam—1¢€U. Ovo je u kontradikciji s tim dasu U i V
disjunktni. Dakle, m ¢ U’. Slijedi da su U’ i V' disjunktni. No onda U’ i V'
tvore rastav od Z, a to je kontradikcija jer je Z povezan. m

Khalimskyjev pravac je Aleksandrovljev topoloski prostor. Bududéi da sve
neparne tocke tvore otvorene skupove, Sic({2k + 1}) = {2k + 1}, dok je naj-
manja okolina parnih tocaka S ({2k}) = {2k—1,2k,2k+1}. Neka je A C Z.
Tocku m € A nazivamo rubna tocka ako {m — 1,m + 1} nije sadrzan u A.
Iz ovog odmah slijedi da je skup otvoren ako i samo ako su sve rubne tocke
neparni brojevi, a skup je zatvoren ako i samo ako su sve rubne tocke parni
brojevi.

Khalimskyjev interval ili digitalni interval je interval [a,b] N Z uz relativnu
topologiju koju nasljeduje od Khalimskyjevog pravca. To je povezan pros-
tor, a uklanjanjem bilo koje tocke segmenta osim a i b, dobiveni prostor je
nepovezan.

Khalimskyjeva kruznica ili digitalna kruznica je kvocijentni prostor Z,, =

Z/mZ Khalimskyjevog pravca za neki parni cijeli broj m > 2. (Ako je
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2.4. Khalimskyjev pravac

m neparan, kvocijentni prostor ima indiskretnu topologiju.) Khalimskyjeva
kruznica je konacan i kompaktan prostor i za m > 4 ima lokalnu struk-
turu Khalimskyjevog pravca. Lako se vidi da je komplement bilo koje tocke

Khalimskyjeve kruznice homeomorfan Khalimskyjevom intervalu.
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2.5 Khalimskyjev n-prostor
Svi pojmovi i tvrdnje iz ove podsekcije su iz [5].

Definicija 2.42 Khalimskyjeva ravnina ili digitalna ravnina (Z*,K) je to-
poloski produkt dva Khalimskyjeva pravca. Opéenito, Khalimskyjev n-prostor
je topoloski produkt (Z™,K), gdje je K produktna topologija na Z".

Definicija 2.43 Za topoloski prostor kazemo da je Ty o-prostor ako je svaki

singleton ili otvoren ili zatvoren.

Ocito su Khalimskyjev interval i Khalimskyjev pravac T} ,-prostori. Ipak,
produkt dva T so-prostora ne mora biti T} o-prostor. Khalimskyjev n-prostor
nije T} jo-prostor za n > 2. Ovo vrijedi zbog mjesovitih tocaka (definiranih u
nastavku), koje nisu ni otvorene ni zatvorene. Objasnimo detaljnije strukturu

Khalimskyjeve ravnine.

Definicija 2.44 Toc¢ka v = (v1,79) € Z* je otvorena ako su joj obje koor-
dinate neparne, a zatvorena ako su joj obje koordinate parne. Takve tocke
nazivamo ciste tocke. Tocke s jednom neparnom i jednom parnom koordina-

tom misu ni zatvorene ni otvorene i nazivamo th mjesovite tocke.
Ova definicija prirodno se prosiruje u prostorima visih dimenzija.

Definicija 2.45 Tocku x© = (x1,...,x,) € Z" nazivamo ¢ista tocka ako su
joj sve koordinate iste parnosti. U suprotnom, tocku mazivamo mjesovita

tocka.

Dio Khalimskyjeve ravnine prikazan je na sljedecoj slici, pri ¢emu linija

izmedu dvije tocke znaci da su te tocke povezane.
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<> <>

. NN
s NN
5 n’gn.a“‘ @ Pure, open
SN & EE
o NN

Slika 2.7: Dio Khalimskyjeve ravnine (Slika preuzeta iz [5])

Dijagonala koja se sastoji od ¢istih tocaka smatra se potprostorom ravnine i
homeomorfna je Khalimskyjevom pravcu, dok dijagonala koja se sastoji od
mjeSovitih tocaka ima diskretnu topologiju.

Jos jedan nacin za opisati Khalimskyjevu ravninu je pomoc¢u podbaze. Neka
je Ay = {z € Z?: ||7||o < 1} = {(0,0),4(0,1), £(1,0),+(1,1),+(-1,1)}
najmanja okolina zatvorene tocke (0,0). Mnozina svih translatiranih sku-
pova {Ay + (c1,¢2): ¢1,00 € 2Z} je pokrivac za Z?* pa stoga tvori podbazu
jedinstvene topologije na Z?2. Ta topologija je Khalimskyjeva topologija K na
72. Baza te topologije je mnozina svih konaé¢nih presjeka elemenata podbaze.
Opcéenito, topologija na Khalimskyjevom n-prostoru moze se konstruirati na

slican nacin iz skupova A4, = {x € Z": ||| < 1}.
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Poglavlje 3

Neprekidne funkcije na
topoloskim digitalnim

prostorima

3.1 Neprekidne funkcije

U nastavku ¢emo promatrati Z" uz Khalimskyjevu topologiju, osim ako nije

naglaseno drugacije. Sljedeca definicija iz [3].

Definicija 3.1 Neka su (X,dx) i (Y,dy) metricki prostori i f: X — Y
funkcija. Funkcija f ima Lipschitzovo svojstvo ako postoji A > 0 takav da za

sve x,x' € X wvrigedi dy (f(z), f(2')) < Adx(z,2’).

Sljede¢a diskusija je iz [5]. Zbog takvog ambijenta, zanimaju nas svojstva
neprekidnih funkcija iz Z u Z. Takve funkcije nuzno imaju Lipschitzovo
svojstvo s Lipschitzovom konstantom 1. Za takve funkcije kazemo da su
Lip-1. Da bi pokazali to svojstvo, pretpostavimo suprotno, tj. da postoje

n,n+1¢€ Ztakvida |f(n+1) — f(n)| > 2. Tada f({n,n+ 1}) nije povezan
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skup, a {n,n+ 1} je povezan, a to je u kontradikciji s neprekidnoséu funkcije
f

Samo Lip-1 svojstvo nije dovoljno za okarakterizirati neprekidne funkcije
f:7Z — Z. Pretpostavimo dodatno da je x € Z paran, a f(z) € Z neparan.
Tada je U = f({z}) otvoren skup. Ovo povlaci da je V = f~1(U) otvoren
skup, odnosno da je najmanja okolina Sk ({z}) = {x — 1,z,z + 1} sadrzana
u V', odnosno f(x —1) = f(x) = f(z +1). Slicna argumentacija primijeni se
za slucaj kad je z neparan, a f(z) paran.

Pretpostavimo = € Z neparan, a f(z) paran. Kako je f(z) paran, to je V :=
{f(x)} zatvoren. Zbog neprekidnosti od f, U := f~1(V) je zatvoreniz € U,
odnosno {z} C U. No kako je {x} otvoren, to ne moze biti jednako U, koji
je zatvoren. Minimalno prosirenje (u smislu inkluzije) od {z} do zatvorenog
skupa je U = {x — 1,z,2 + 1}. Sadaje U = f4(V) = {z — 1,z,z + 1},
odnosno {z — 1,z,z + 1} = f71({f(2)}) paje f(x £ 1) = f(x).
Definirajmo binarnu relaciju na Z.

Sljedeca definicija i lema su iz [5].

Definicija 3.2 Za a,b € 7Z kaZemo da a ~ b ako je a—b paran broj, odnosno

ako su a 1 b iste parnosti.

Ako za bilo koji = € Z vrijedi f(x) o x, onda f mora biti konstantna na
skupu {x — 1, z,x + 1}.

Lema 3.3 Funkcija f: Z — 7Z je neprekidna ako v samo ako
1. f je Lip-1
2. za svaki paran x, f(x) ¢ x povlaci f(x £ 1) = f(x).

Dokaz.
Ovaj smjer ocito vrijedi prema diskusiji prije leme.
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Neka je A = {y — 1,y,y + 1}, gdje je y proizvoljni element podbaze i
paran broj. Moramo pokazati da je f~!(A) otvoren skup. Ako jex € f~1(A)
neparan, onda je {x} okolina od x. Ako je z € f~!(A) paran, onda imamo

dva slucaja.

1° Ako je f(z) neparan, onda drugi uvjet iz iskaza povlaci f(z+1) = f(x)
paje {x — 1,x,2 + 1} C f~*(A) okolina od z.

2° Ako je f(z) paran, onda je f(x) =y, a Lip-1 svojstvo povlaci |f(z £
1) —y| <1 pa je ponovno {r — 1,z,x + 1} C f~'(A) okolina od .

Dakle, u svakom od slucajeva dobivamo da je f neprekidna. m

Sljedeéi dio teksta do propozicije je iz [5].

Napomena 3.4 Uoc¢imo da u drugom uvjetu iz iskaza umgjesto parnih bro-
jeva x, mozemo promatrati © samo neparne brojeve. Ako zamijenimo uvjet
tako da promatramo samo meparne brojeve, uzmimo proizvoljan paran x 1
pretpostavimo da je f(x) neparan. Zbog Lip-1 svojstva vrijedi |f(x) — f(x —
)| <1, sto poviaci f(x —1) = f(x) ili f(x—1) = f(x) £ 1. Medutim, drugi
slucaj znaci x—1 o0 f(x—1), a po pretpostavljenom uvjetu za neparne brojeve
slijedi f(z) = f(z—1) = f(x)=£1, $to je kontradikcija. Dakle, f(x—1) = f(x)

i slicno se dobije f(x + 1) = f(x), a to je upravo uvjet originalne leme.

Iz ove leme slijedi da ¢e neprekidna funkcija f: Z? — Z biti Lip-1 uz izbor
metrike do, na Z2 Npr., ako je f(0,0) = 0, onda f(1,0) moZe biti jedino
—1,0 ili 1. Onda slijedi f(1,1) € {—2,—1,0,1,2}, a provjerom uvjeta par-
nosti iskljucujemo slucajeve f(1,1) = £2. Ovaj rezultat vrijedi u bilo kojoj
dimenziji.

Sljedeéa proporzicija je iz [5].

Propozicija 3.5 Neprekidna funkcija f: Z" — Z je Lip-1 s obzirom na

metriku ds na 72", za svaki n € N.
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Dokaz. Provodimo dokaz matematickom indukcijom po dimenziji n. Prvo
¢emo dokazati tvrdnju za tocke koje su od x udaljene 1, sto povlaci opceniti

slucaj.

e Baza indukcije:

Neka je f: Z — Z neprekidna. Po Lemi [3.3] slijedi da je f Lip-1.

e Pretpostavka indukcije:
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1, odnosno da je svaka nepre-

kidna funkcija f: Z"! — Z i Lip-1.

e Korak indukcije:
Neka je f: Z™ — Z neprekidna. Neka je v = (¢/,x,) € Z", 2’ € Z"1,
T, € Z. Pretpostavimo f(z) = 0. Dokaz provodimo u dva slucaja,

ovisno o parnosti x,,.

1° z, neparan
Tada vrijedi f(z + (0,...,0,1)) = f(z', 2, +1) =0.
f je neprekidna pa je i flizyxz: {2’} X Z — Z neprekidna. Defi-
nirajmo g: Z — 7Z, g(y) = fl@yxz(2’,y), koja je takoder nepre-
kidna. Sad imamo ¢(z,) = f(2/,z,) = 0, odnosno z,, % g(z,) pa
po Lemi [3.3|slijedi g(x, £ 1) = g(x,), tj. f(z+(0,...,0,1)) =0.
Takoder vrijedi f(x + (1,...,1,0)) < 1.
[ je neprekidna pa je i flzn-1x(y,1: 2" x {x,} — Z neprekidna.
Definirajmo g: Z"' — Z, g(2') = flzn-1x{z, (2, 2,), koja je
takoder neprekidna. Po pretpostavci indukcije g je Lip-1, §to znaci
lg(a" +(1,...,1)) —g(a')] <1-dy(a', 2"+ (1,...,1)), tj.
lg(«’ + (1,...,1)) = 0] < 1 pa vrijedi |f(z+ (1,...,1,0))| < 1.
Pokazimo jos da vrijedi f(x 4+ (1,...,1,1)) < 1.

Oznacimo 7 := z + (0,...,0,1),
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20

Ur

y:=T+(1,...,1,0) = («’+(1,...,1),2,+1). f je neprekidna pa
jei flzn-1xgon+1y: Z"" x {x, + 1} — Z neprekidna. Definirajmo
g: 2" = 7, g(a') = flzr-ixfe,sy (2, 20 + 1), koja je takoder
neprekidna. Po pretpostavci indukcije g je Lip-1, Sto znaci
9+ (L, 1) —g(@)] < T, 2+ (L, 1), 8. [F()] < 1
Sad za tocke z 1 y imamo d(z,y) =11

Ao (f (), [(y)) < doo(f(2), f(T)) + do(f(T), f(y)) < 041, 0d-
nosno do(f(x), f(y)) < 1.

x, paran

Pretpostavimo i f(z + (1,...,1,0)) = f(' + (1,...,1),z,) = 1.
Pokazimo da tada vrijedi f(z + (1,...,1,1)) = 1. Ozna¢imo
T:=x+(1,...,1,0),y:=7+(0,...,0,1) = (2’ +(1,..., 1), 2, +
1). f je neprekidna pa je i flia,. <z {2+ (1,...,1)} x
Z — Z neprekidna. Definirajmo ¢g: Z — Z, g(y) = f(z' +
(1,...,1),y), koja je takoder neprekidna. Buduéi da je g(z,) =
fl@'+(1,...,1),z,) = f(z) = 1, imamo =z, ¥ g(z,) pa po Lemi
slijedi g(z, £1) = g(z,), odnosno f(y) = 1.

i 2° dokazano je da f moze promijeniti vrijednost najvise za 1 ako

se od tocke z udaljimo za 1 s obzirom na metriku d.,. To povlaci i

Lip-1 svojstvo za tocke koje su medusobno udaljene barem 2. Neka su

x,y € 2" 1 doo(x,y) = m, m > 2. Bez smanjenja opéenitosti mozemo

pretpostaviti da postoji k € {1,...,n} takav da |zx — yx| = m, a za

le{l,...,n}\ {k} je z; = y;. Definirajmo niz od m + 1 tocaka:

=z = (11,... T, ..., 1),

a' =a®+(0,...,1,...,0) = (z1,..., 2+ 1,...,2,),
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3.1. Neprekidne funkcije

Vrijedi dy(a’,a™™) = 1,4 = 0,...,m — 1 pa primijenimo prethodno

dokazano Lip-1 svojstvo:

do(f(2), f(a')) < 1+ doo(,a") =1,

Sada je

oo (f(2), F () < doo(f (), f(a)+doo(f(a'), f(a®))+. . Aduo(f(@™, f(y)),
odnosno
doo(f(2), f(y)) < m = duo(z,y).

Napomena 3.6 Treba naglasiti da uz izbor neke druge metrike, npr. ds, na

Z™ navedeni rezultat opcenito ne vrijedi.
Sljedecée dvije definicije i primjer su iz [2].

Definicija 3.7 Neka je f: Z" — 7Z i neka je a = (aq,...,a,) € Z" pro-
izvoljna tocka domene. Za svakii € {1,...,n} kaZemo da je f neprekidna po
varijabli x; u tocki a ako je funkcija x; — f(ai,as, ..., a;_1,Ti i1, .., a0y)

neprekidna v xr; = a;.
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Definicija 3.8 KaZemo da je f separabilno neprekidna u tocki a ako je f
neprekidna po varijabli x; u tocki a, za svakii € {1,...,n}. KaZemo da je f

separabilno neprekidna ako je separabilno neprekidna u svakoj tocki domene.

Primjer 3.9 Neka je X = {(0,0)} U{z € Z*: |x1| = |zo| = 1}. Skup
X C Z? povezan je s obzirom na Khalimskyjevu topologiju K. Svaka funkcija

f: X = 7Z je separabilno neprekidna, a nijedna od njih nije neprekidna.

Separabilna neprekidnost funkcije f: R?> — R definira se analogno, uz do-
datan zahtjev da je domena otvoren skup. U nastavku navodimo poznati
primjer iz matematicke analize kako bi dodatno ilustrirali da separabilna

neprekidnost ne povlac¢i neprekidnost.

Primjer 3.10 Neka je f: R? — R,

L ()£ (0,0),

0, (z,y)=(0,0).

fr,y) =

Ne postogi limes funkcije flr2\{0,0} © tocki (0,0) pa je f prekidna u (0,0).
Funkcija f je separabilno neprekidna u (0,0).

Iz navedenih primjera jasno je da separabilna neprekidnost opéenito ne povlaci

neprekidnost. Sljedeci teorem je iz [5].

Teorem 3.11 f: Z" — 7Z je neprekidna ako i samo ako je separabilno ne-

prekidna.

Dokaz.

Neka je f neprekidna. Tada su ocito u svakoj tocki x € Z" sve restrikcije

na svaku od koordinata neprekidne, a to znaci da je f separabilno neprekidna.
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3.1. Neprekidne funkcije

Za pokazati ovu tvrdnju, dovoljno je provjeriti da je praslika elementa
A = {y — 1,y,y + 1} podbaze, za paran y, otvorena. Pretpostavimo da
r € f71(A). Pokazat ¢emo da Sk (z) C f~!(A). Lako se provjeri da je

|z — 2] <1, ako z; paran
Sk(z) = {z S/ } (3.1)

Zi = X, ako x; neparan
Neka je z € Sk(z) proizvoljan i I = {iy, ..., i} skup koordinata na kojima
lz; — 2| = 1. Neka je 2°,...,2% niz tocaka u Z" tako da vrijedi 2° = x,

k=21

2t =27 4+ (0,0,...,0,£1,0,...,0)

za j € {0,...,k — 1} tako da je 277! jedan korak bliza tocki z nego z7 u
smjeru 7;-te koordinate.

Ako je f(x) neparan, onda iz separabilne neprekidnosti i Leme slijedi
f(x7t1) = f(27). Posebno, f(z) = f(x) pa je onda z € f~1(A).

Ako je f(x) paran, onda se moze dogoditi f(z/*1) = f(27) + 1 za neku j-
tu tocku iz niza. No onda je f(z7T!) neparan i f mora biti konstantna na
ostalim elementima niza. Tada je f(z) € A i, u ovom slucaju, z € f~1(A).
|

Sljedeéa tvrdnja je iz [5].

Tvrdnja 3 Preslikavanje izmedu dva Aleksandrovljeva topoloska prostora je

neprekidno ako i samo ako je rastuce s obzirom na uredaj specijalizacije.

Dokaz.

Neka su (X, Tx) i (Y, Ty) Aleksandrovljevi topoloski prostorii f: X — Y
neprekidno preslikavanje. Neka su z,z € X takvi da « < z. To znaci da
x € Cl({z}), odnosno z € Sr,(x). Treba dokazati f(z) < f(z), odnosno
f(z) € S5, (f(x)). Pretpostavimo suprotno, da f(z) £ f(z), odnosno f(z) &
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Sr, (f(z)). Kako je f neprekidna, za svaku okolinu od f(z), pa posebno i
za najmanju okolinu S, (f(x)), postoji okolina od z koja se preslika u nju.
Zbog minimalnosti (po inkluziji), to je St (z) pa je f(St(x)) C S (f(2)).
Pretpostavka x < z znaci da z € Sr (), tj. f(2) € f(Sr(x)) C S7.(f(2)).
Dobije se f(z) € Sr,.(f(z)), sto je kontradikcija s pretpostavkom pa mora

vrijediti f(x) < f(2), a to znaci da je f rastuca s obzirom na <.

Neka su (X, Tx) i (Y, Ty) Aleksandrovljevi topoloski prostorii f: X — Y
rastuca s obzirom na Aleksandrovljev uredaj specijalizacije <. Treba doka-
zati da je f neprekidna. Pretpostavimo suprotno, da f ima prekid i ozna¢imo
x € X tocku prekida. Za f(x) € Y postoji okolina V € Ty takva da za
svaku okolinu U od z vrijedi f(U) € V. Posebno, i za najmanju okolinu
St (x) od z vrijedi f(S7(z)) € V. To znaci da postoji y € Y takva da
y € f(Sr(x)) iy € V, odnosno f~(y) € Sy, (), sto je ekvivalentno s
r e Cl{f(y)}), tj. = < f'(y). Kako je f po pretpostavci rastuca, vri-
jedi f(z) < f(f (), tj. f(z) < y. To je ekvivalentno s f(z) € Cl({y}),
odnosno y € Sr, ({f(z)}) € V pa dobivamo y € V, a to je kontradikcija.
Dakle, pretpostavka o prekidnosti funkcije f dovodi do kontradikcije, ¢ime

je dokazano da je f neprekidna. m

Napomena 3.12 Zbog ovog svojstva, teorija uredenih skupova moZe se is-
koristiti u proucavanju neprekidnih funkcija. Moguce je formulirati dokaze o

neprekidnim funkcijama u terminima relacija uredaja.
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

3.2 Prosirenja neprekidnih funkcija

Svi pojmovi i tvrdnje iz ove sekcije (tj. do kraja rada) su iz [5]. Nastavno na
dosadasnje tvrdnje o neprekidnim funkcijama iz Z" u Z, prirodno je zapitati
se pod kojim je uvjetima moguce prosirenje takvih funkcija. Toc¢nije, ako je
f: A — Z neprekidna funkcija definirana na podskupu A C Z" s inducira-
nom topologijom, kad je moguce prosiriti tu funkciju do neprekidne funkcije
g: Z™ — 7 na cijelom Z" tako da g|a = f ? Prosirenje, opcenito, ovisi o
samoj funkciji. Ocito je nuzno da funkcija bude globalno Lip-1, no nije i
dovoljno, sto pokazuje jednodimenzionalni primjer.

Neprekidne funkcije definirane na Khalimskyjevom prostoru s vrijednostima
u R nisu posebno zanimljive jer su jedino konstantne funkcije neprekidne.
No ako zamijenimo realni interval digitalnim intervalom, odnosno Khalim-
skyjevim intervalom, postavlja se isto pitanje. Tietzeov teorem ne vrijedi u
ovom ambijentu, to¢nije, zatvorenost domene nije ni dovoljan ni nuzan uvjet.
Ispostavit ¢e se da prosirenje neprekidne funkcije ovisi o povezanosti domene.
U ovom poglavlju prvo ¢emo navesti uvjet koji je ekvivalentan neprekidnosti
u Z" i koji se moze koristiti kao provjera moze li se neprekidna funkcija
definirana na podskupu prosiriti. U dokazu je koristena metoda kojom se
moze konstruirati prosirenje. Te rezultate iskoristit ¢emo da klasificiramo
podskupove digitalne ravnine tako da svaka neprekidna funkcija definirana
na takvom skupu ima prosirenje na cijelu ravninu. Taj rezultat je digitalni

analogon Tietzeovog teorema o proSirenju.

3.2.1 Funkcije koje su jako Lip-1

Za pocetak navedimo uvjete koji moraju vrijediti da bi funkcija definirana

na podskupu Khalimskyjevog pravca imala proSirenje.
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Definicija 3.13 Neka je A C Z. Praznina od A je uredeni par cijelih brojeva
(p,q) € Z X Z takav da q > p+2 i [p,q N A= {p,q}.

Primjer 3.14 Skup {n € Z: |n| > 1} ima tocno jednu prazninu i to (—2,2).

Propozicija 3.15 Neka je A C Z i f: A — Z neprekidna. Tada f ima
neprekidno prosirenje ako i samo ako za svaku prazninu (p,q) od A vrijedi

jedan od sljedecih uvjeta:

1L |flg) = fp)l<q—p
2. |f(e) = fp)l=q—pip~ f(p)

Dokaz.

Neka je f: A — 7Z neprekidna funkcija koja ima neprekidno prosirenje
g: Z — Zineka je (p, q) proizvoljna praznina od A. Prema Lemifunkcija
g je neprekidna i za svaki x € Z takav da = # g(z) g(zr £ 1) = g(x).
Kako je g Lip-1, za tocke p,q € A vrijedi |g(q) — g(p)| < ¢ — p, odnosno
[f(a)=f(p)| < q—p,atommaciili|f(q)—f(p)| <q—pili[f(q)—f(p)| = q—p
Preostaje pokazati da, ako je |f(q) — f(p)| = ¢ — p, onda mora vrijediti
p ~ f(p). Prepostavimo suprotno, da je p ¢ f(p). Tada po Lemi za
prosirenje mora vrijediti g(p + 1) = g(p) = f(p). Sad nam do q ostaje jos
q—(p+1) = g—p—1 tocaka u kojima prosirenje g, zbog Lip-1 svojstva, moze
promijeniti vrijednost najvise za 1, odnosno sveukupno najvise ¢ — p — 1.
Tada bi vrijedilo [f(q) — f(p)| = [f(¢) —g(p+1)| <g—p—1<q—p,sto je
u kontradikeiji s pretpostavkom |f(q) — f(p)| = ¢ — p. Dakle, mora vrijediti
p~ f(p).

Neka je f: A — 7Z neprekidna funkcija takva da za svaku prazninu (p, q)
na A vrijedi |f(q) — f(p)| < g¢—pili |[f(¢) — f(P)|=q—pip~ f(p). Treba
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

pokazati da postoji neprekidno prosirenje g: Z — Z.

Konstruiramo prosirenje na tockama iz Z \ A. Akojex € Z\ A, x & (p,q)

iz < a,zasvaki a € A, onda g(z) = minA, ako taj minimum postoji. Ako

x € Z\NA x & (p,q)ix > a,zasvaki a € A, onda g(x) = maxA, ako

taj maksimum postoji. Neka je (p,q) proizvoljna praznina u A i x € (p,q).

Ako u nekom koraku dodemo do para tocaka koje ne tvore prazninu, odn.

(¢—1,q), onda je vrijednost g(¢—1) jedinstveno odredena i to je zadnji korak

konstrukcije prosirenja. U suprotnom, konstrukciju provodimo po sljede¢im

slucajevima.

10

fl)—fp)l <q—p
Definirajmo tocku py := ¢ — 1 —|f(q) — f(p)| i definirajmo prosirenje
na svim tockama od p do (ukljucivo) ps: ¢g(i) = f(p), i =p+1,...,ps.

Sada za tocke ps i ¢ vrijedi

19(q) —g(p2)| = |f(q) = f(P)l =q—p2— 1< q—pa

Ako py £ g(p2), onda definiramo g(ps + 1) := g(p2) pa slijedi py + 1 ~
g(p2 + 1) i sad smo u slucaju 2 iz iskaza.

Ako py ~ g(p2), onda g(p2 + 1) opéenito nije jedinstveno odredeno.
Posebno, ako je |f(q) — f(p)] = g — p — 1, prosirenje je jedinstveno
odredeno. Tada je po = p. Ako su p, i ¢ susjedne tocke, onda je
g(p2) = g(q—1) jedinstveno odredena. Ako je (p2, q) praznina, moguca

su dva podslucaja.

L.1° pa o g(p2)

Slijedi g(p2 +1) = g(p2) 1 imamo |g(q) — g(p2 + 1)| = lg(q) — 9(p2)| =
lf(q) — f(p)| = ¢ — (p2 + 1) pa ostatak konstrukcije provodimo po

drugom slucaju iz iskaza.
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1.2°

2.1°

2.2°

p2 ~ g(p2)

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo f(p) < f(¢q). Ne smijemo
definirati g(p2 +1) = g(p2) jer bi dobili |g(¢) —g(pa+1)| = g — (p2+1) i
pe+1 4 g(p2+1), a takve praznine nemamo po pretpostavci iz iskaza.
Ne smijemo ni definirati g(ps + 1) = g(p2) — 1 jer tada za py i g nece
vrijediti Lip-1 svojstvo. Preostaje g(p2+1) = g(p2)+1. Ako je (p2+1,¢q)
nova praznina, onda je ona takva da |g(¢) —g(p2+1)| = ¢—(p2+1)—1 pa
smo ponovno u ovom posebnom slucaju. (Za f(q) < f(p) konstruirali

bi prosirenje s g(ps + 1) = g(p2) — 1.)

1f@) = f)l=q—pip~ f(p)

Ocito vrijedi ¢ ~ f(q). Ne smijemo definirati g(p+1) = f(p). Ako p+1
i ¢ tvore prazninu, onda (p+1, ¢) nova prazninaiq—p = |f(q)— f(p)| =
lg(q) —g(p+1)| < qg—p—1, sto je kontradikcija. Ako p+1i ¢ ne tvore
prazninu, onda su susjedne tocke (udaljene 1) ¢ije su slike udaljene

barem 2, §to je kontradikcija s Lip-1. Dakle, g(p+ 1) mora biti f(p) —1
ili f(p)+ 1.

fp) < f(q)
Tada je g(p + 1) = f(p) + 1 jedinstveno odredeno i po istom ovom
podsluc¢aju nastavljamo konstrukciju na (p+ 1, ¢) i dobivamo g koja je

na tom intervalu strogo rastuca.

f(p) > f(q)
Tada je g(p + 1) = f(p) — 1 jedinstveno odredeno i po istom ovom

podslucaju nastavljamo konstrukciju na (p+ 1, ¢) i dobivamo g koja je

na tom intervalu strogo padajuca.
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Napomena 3.16 Prosirenje na (p, q), ako postoji, jedinstveno je ako vrijedi

\f(q) — f(p)| > q—p—1, dok u suprotnom prosirenje nije jedinstveno.

U Khalimskyjevoj ravnini uvjeti su nesto kompliciraniji. Kao Sto smo spome-
nuli, mjesovite dijagonale opskrbljene su diskretnom topologijom pa je zato
svaka funkcija na mjeSovitoj dijagonali neprekidna. Veéina tih funkcija nisu
Lip-1 pa se zato ne mogu prosiriti.

Mjesovita dijagonala oc¢ito je potpuno nepovezan prostor, no ni povezanost
skupa A nije dovoljna da bi neprekidna funkcija na A bila prosiriva. Npr.
ako je skup A u obliku potkove kao na sljedecoj slici, taj skup je povezan, a

funkcija f moze biti neprekidna na A, a da pritom nije globalno Lip-1.
BANE
2 L]
1 2

Slika 3.1: Neprekidna funkcija definirana na povezanom podskupu od Z? koja

nije (globalno) Lip-1 (Slika preuzeta iz [5])

S druge strane, iz jednodimenzionalnog slucaja u prethodnoj propoziciji vidi

se da globalno Lip-1 svojstvo nije dovoljan uvjet. Dodatno, ¢ak ni poveza-

nost skupa A i f globalno Lip-1 nije dovoljan uvijet.

Nz

2 L] 6
2

1 3

Slika 3.2: Neprekidna funkcija definirana na povezanom podskupu od Z? koja

je globalno Lip-1 ali nije prosiriva (Slika preuzeta iz [5])
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

Postoji nuzan uvjet za prosirivost funkcije koji nije ispunjen ni u jednom od

ovih primjera. Zato prvo definiramo novi pojam.

Definicija 3.17 Neka je A C 7" i f: A — Z neprekidna. Neka su x,y €
A razlicite tocke. Ako je ispunjen jedan od sljedecih wvjeta za neki i =

1,2,...,n,
Lo[f(x) = f)] <z —yil ili
2. |f(x) — fW)| = |z =yl i 2 ~ f(2),

kazemo da je funkcija jako Lip-1 s obzirom na (tocke) x i y. Ako je funkcija
jako Lip-1 s obzirom na svake dvije razlicite tocke u A, onda kazZemo da je f

jako Lip-1.

Napomena 3.18 Ako je drugi uvjet ispunjen za neku koordinatu i tocaka x

iy, onda slijedi i y; ~ f(y), zbog cega je relacija simetricna.

Intuitivno, pojam da je funkcija f jako Lip-1 s obzirom na x i y mozemo
zamisljati kao da su x i y dovoljno udaljene u smjeru jedne koordinate da
bi se funkcija neprekidno promijenila iz f(z) u f(y) u tom smjeru. Uz ovu
definiciju moguce je jednostavno preformulirati iskaz Propozicije[3.15] Dakle,
neprekidna funkcija f: A — Z je neprekidno prosiriva ako i samo ako je f

jako Lip-1. U nastavku ¢emo pokazati da to vrijedi i opéenito.
Propozicija 3.19 Ako je f: Z" — 7 neprekidna, onda je f jako Lip-1.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da f nije jako Lip-1. To znaci da
postoje razlic¢ite tocke x,y € Z™ takve da f nije jako Lip-1 s obzirom na z i
y. Definirajmo d := | f(z) — f(y)|.

Buduéi da = # y, jasno je da d > 0. Neka je J indeksni skup za (konacan)
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skup indeksa takav da |x; — y;| = d, ali z; % f(x). Neka je k = |J|. Defini-

0

rajmo 2 = z i za svakii; € J, j = 1,2,...,k, neka je 27 € Z" tocka jedan

korak bliza tocki y u smjeru i;-te koordinate,
It =27 4(0,0,...,0,41,0,...,0)

gdje je koordinata s &1 odredena s i;, a predznak je odreden smjerom prema

y. Ako je J = 0, onda je definiran samo z°

1,2,...,k, f(z7t) = f(27). Ovo vrijedi jer iz konstrukcije f(x?) 7 xf] i

. Uoctimo da je za svaki j =

f je nuzno separabilno neprekidna. Dakle, f(z*) = f(x). Takoder, za sve
i=1,2,...,n vrijedi |z — y;| < d = |f(2*) — f(y)|. No to je u kontradikciji
s ¢injenicom da f mora biti Lip-1 s ozbirom na metriku d.,. Dakle, f je jako
Lip-1. m

Za pokazati obrat potrebne su nam sljedece dvije leme.

Lema 3.20 Neka su x,y € Z"™ razlicite tocke i f: {x,y} — Z funkcija koja
je jako Lip-1. Tada je moguce, za proizvoljnu tocku p € Z", prosiriti funkciju

do F:{z,y,p} — Z tako da F i dalje bude Lip-1.

Dokaz. Neka je 7 indeks koordinate za koju je ispunjen jedan od uvjeta iz
definicije jako Lip-1 funkcije. Tada postoji neprekidna funkcija ¢g: Z — Z
tako da g(z;) = f(x)1g(y;) = f(y) po Propoziciji[3.15] Definirajmo h: Z" —
Z s h(z) = g(z). Ocito h ispunjava uvjet za jako Lip-1 svojstvo u smjeru
1-te koordinate za svaki par tocaka pa je stoga h jako Lip-1. Iz konstrukcije
dobivamo da h(x) = g(z;) = f(z) i slicno h(y) = f(y). Restrikcija funkcije

h na skup {z,y,p} je trazena funkcija. m

Lema 3.21 Neka je A C Z" 1 f: A — Z jako Lip-1 funkcija. Tada se f

moZe prosiriti na cijeli " tako da prosirenje i dalje bude Lip-1 funkcija.
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

Dokaz. Ako je A = () ili A = Z", onda tvrdnja trivijalno vrijedi pa ne
moramo razmatrati ove slucajeve.

Pokazimo prvo da u bilo kojoj tocki u kojoj f nije definirana mozemo dode-
finirati f tako da nova funkcija idalje bude jako Lip-1.

Neka je p € Z" proizvoljna tocka koja nije iz A. Za svaki x € A moguce je
prosiriti f do f* definirane na AU{p} tako da nova funkcija bude jako Lip-1
s obzirom na z i p, tako da dopustimo f*(p) = f(z). Jasno je da postoji
minimalna vrijednost (ozna¢imo a*) i maksimalna vrijednost (ozna¢imo b*)
koju f*(p) moze posti¢i ako je idalje jako Lip-1 s obzirom na x. O¢ito je da
f*(p) takoder moze postiéi svaku vrijednost izmedu a® i b*. Stoga je skup
svih moguéih vrijednosti interval [a®, b*] N Z.

Definirajmo

R=()[a"0"]NZ.

T€EA

Ako je R = (), onda postoje z i y tako da b* < a?. Ovo znaci da je nemoguce
prosiriti f u tocki p tako da bude jako Lip-1 s obzirom na x i y. No to se ne
moze dogoditi prema prethodnoj lemi. Dakle, R ne moze biti prazan.
Definirajmo f(p) tako da bude najmanji cijeli broj u R, a f(z) = f(z) za
z € A. Tadaje f: AU{p} — Z i dalje jako Lip-1.

Sada mozemo iskoristiti ovaj rezultat kako bi rekurzivno definirali prosirenje.
Ako je A konacan, onda je to jednostavno - samo proirimo funkeciju konaéno
mnogo puta koristeéi prethodni rezultat. U suprotnom, neka je (z;)jez,
indeksacija tocaka u Z" \ A. Definirajmo fo:= fizan=1,2,... neka je

n+1

fnJrl: AU U{xj} — 7

Jj=1
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija
prosirenje od f,, u tocki x,.,. Konacno, definirajmo ¢g: Z" — Z s

f(z) akoxe A
g(x) =
fo(x) ako x =ux,.

g je definirana na cijelom Z™ i restrikcija od g na A je funkcija f koja je jako

Lip-1 pa je ona trazeno prosirenje. m

Propozicija 3.22 Neka je A C Z"™ i f: A — Z jako Lip-1 funkcija. Tada

je f meprekidna.

Dokaz. Kako po prethodnoj lemi uvijek mozemo prosiriti f na cijeli Z™ i
restrikcija neprekidne funkcije je neprekidna funkcija, dovoljno je promatrati
slucaj A = Z". No iz definicije jako Lip-1 funkcije i iz karakterizacije nepre-
kidne funkcije iz Z u Z jasno je da je takva funkcija separabilno neprekidna,

a onda i neprekidna. m Navedimo glavni rezultat ovog poglavlja.

Teorem 3.23 (Neprekidna prosirenja) Nekaje A C Z" i f: A — 7Z pro-
izvolyna neprekidna funkcija. Tada se f moZe prosiriti do neprekidne funkcije

na cijelom Z" ako i samo ako je f jako Lip-1.

Dokaz. Nuznost slijedi iz Propozicije Za dokazati dovoljnost, prvo
koristimo Lemu da bi pronasli jako Lip-1 prosirenje na cijeli Z", a zatim

po prethodnoj propoziciji slijedi da je to prosirenje neprekidno. m

3.2.2 Graf-povezani skupovi

U ovom poglavlju uvest ¢emo posebnu klasu povezanih skupova u Z?* koju
¢emo nazivati graf-povezani skupovi. Pokazat ¢emo da neprekidna funkcija
definirana na takvom skupu uvijek ima neprekidno proSirenje na cijeli Z2.

Vrijedi i obrat - ako svaka neprekidna funkcija definirana na nekoj fiksnoj
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

domeni ima neprekidno prosirenje, onda je ta domena graf-povezan skup.
Da bismo definirali graf-povezane skupove, prvo trebamo pronaci nacin za
manipulirati mjeSovitim dijagonalama, buduéi da ne postoji graf koji pove-
zuje dvije tocke s iste mjesovite dijagonale, Sto ¢emo dokazati kasnije.

Neka je sgn: R — {—1,0,1} signum funkcija definirana s sgn(z) = fy a

al
x # 01sgn(0) =0.

Definicija 3.24 Neka su a,b € Z? razli¢ite tocke koje se nalaze na istoj

myjesovitoj dijagonali. Tada se sljedeci skup tocaka

C(a,b) = {(a1,as + sgn(by — az)), (a1 + sgn(by — a1), as),

(bl, bz + SgTL(CLQ — bg)), (bl + sgn(a1 — bl), bz)}

naziva skup spojnih tocaka od a i b.

Skup C(a, b) sastoji se od dvije tocke ako je ||a — b||o = 1, dok u suprotnom

sadrzi Cetiri tocke.
Primjer 3.25 Ako jea=(0,1) i b= (4,5), onda
C(a,b) ={(0,2),(1,1), (4,4), (3,5)}.

Definicija 3.26 Neka je I Khalimskyjev interval. Skup G nazivamo Kha-
limskyjev graf ako je G graf neprekidne funkcije p: I — 7Z, odnosno

G={(z,px)cZ*: xecl} (3.2)
il
G = {(p(z),z) € Z*: z € I}. (3.3)

Neka su a = (ay,a3),b = (by,by) € Z* proizvoljne. Za G kazemo da je graf
koji povezuje a i b ako vrijedi i p(a1) = as i p(by) = by (ako je graf tipa

(3-2)) ili p(az) = a1 i (b2) = b1 (ako je graf tipa (3.3)).
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

Propozicija 3.27 Neka su a,b € Z? razlicite tocke. Tada postoji graf koji

povezuje a i b ako 1 samo ako se a i b ne nalaze na istoj mjesovitoj dijagonali.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da se a i b nalaze na istoj mjesovitoj dijagonali
idaa; <biay < by. Kako je a mjeSovita tocka, graf ne moze napraviti
dijagonalni korak u a - mora napraviti korak udesno ili gore. No ako napravi
korak gore, onda u nekom trenutku kasnije mora napraviti korak udesno, ili
obrnuto. To nije dopusteno u grafu.

Pretpostavimo zatim da se a i b ne nalaze na istoj mjesovitoj dijagonali. Ako
je a cista tocka, onda mozemo raditi dijagonalne korake prema b sve dok
jedna koordinata ne postane jednaka odgovarajucoj koordinati od b. Tada
napravimo korak okomito ili vodoravno dok ne dosegnemo b. Na taj nacin
konstruirali smo graf.

Ako je a mjesovita tocka, onda po pretpostavci b nije na istoj dijagonali kao a
pa mozemo napraviti jedan korak vodoravno ili okomito prema b. Tada ¢emo
se nalaziti u ¢istoj tocki, odakle mozemo iskoristiti prethodnu konstrukeciju.
]

Uoc¢imo da ako se a i b nalaze na istoj Cistoj dijagonali, graf koji ih povezuje

jedinstven je izmedu a i b. Taj graf mora se sastojati od dijagonalnih tocaka.

Definicija 3.28 Skup A C Z? je graf-povezan ako za svake dvije razlicite

tocke a,b vrijedi jedno od sljedeceg:
1. A sadrzi Khalimskyjev graf koji povezuje a 1 b
2. a i b nalaze se na istoj mjesovitoj dijagonali i C(a,b) C A.

Graf-povezan skup ocito je povezan. Sljedeéi primjeri pokazuju da povezani

skupovi nisu opcenito graf-povezani.
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

Primjer 3.29 Neka su f;: Z — Z, 1 = 1,2,3,4 neprekidne i pretpostavimo
da za svakin € Z vrijedi fi(n) < fa(n) @ f3(n) < fa(n). Tada je skup

{(z1,22) € Z*: fi(21) < @2 < folw1) i fa(wa) < a1 < fa(x2)}
graf-povezan.

Primjer 3.30 Svaka ¢ista dijagonala u Z* je graf-povezan skup. Nijedna
mjesovita dijagonala w Z* nije graf-povezan skup. Tocnije, svaka mjesovita

dijagonala ima diskretnu topologiju 1 sastoji se od izoliranih tocaka.

Primjer 3.31 Skup A = {x € Z*: ||z||sc = 1} nije graf-povezan. Naime,
ne postoji graf koji povezuje tocke (—1,0) i (1,0). Medutim, skup A+ (1,0)
je graf-povezan. Dakle, translatirani graf-povezan skup ne mora biti graf-
povezan i obrnuto. Oba skupa su povezani pa ovaj primjer pokazuje da graf-

povezani skupovi tvore pravi podskup povezanih skupova.

Teorem 3.32 Neka je A C Z*. Neka se svaka neprekidna funkcija f: A —
7. moze prosiriti do neprekidne funkcije definirane na Z*. Tada je A graf-

povezan skup.

Dokaz. Pokazat ¢emo da ako A nije graf-povezan, onda postoji neprekidna
funkcija f: A — Z koja nije jako Lip-1 i stoga nema neprekidno prosirenje.
Razmatrat ¢emo dva moguca slucaja.

Slucaj 1: Postoje tocke a,b € A koje nisu povezane grafom. Pretpostavimo
daa; < by, as < byidab;—a; > by—as. Slijedi da se bilo koji graf izmedu a i
b moze opisati kao slika (z, ¢(x)) intervala [ay, by ]NZ. Graf mozemo zamisljati
kao putovanje od tocke a do tocke b. Ako se nalazimo u ¢istoj tocki, mozemo
se kretati u tri smjera: dijagonalno gore/desno, dolje/desno ili vodoravno
desno. Ako se, s druge strane, nalazimo u mjesovitoj tocki, mozemo se kre-

tati samo udesno. Kako trebamo dosegnuti b, postoji jos jedno ogranicenje:
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

ne smijemo prelaziti ¢iste dijagonale {(by — n,bo £n): n =0,1,2,...} (ako
je b cista tocka) ili {(by —n — 1,bo £ n): n=10,1,2,...} (ako je b mjesovita
tocka). Zapravo, ako dosegnemo jednu od straznjih dijagonala, jedini nacin
za do¢i do b putem grafa je slijediti dijagonalu prema b (i onda napraviti
korak udesno ako je b mjesovita tocka).

Poc¢nimo iz toc¢ke a i pokusajmo putovati grafom unutar A do tocke b. Po
pretpostavci to nije moguce - dosegnut ¢emo tocku c iz koje vise nije moguce
nastaviti. Postoje tri moguénosti. U svakom od sljedeca tri podslucaja kons-
truirat ¢emo neprosirivu funkciju f.

Slucaj 1.1: ¢ je cista tocka 1 AN M = 0, gdje je
M ={(c; +1,¢3),(c1 + 1,0 £ 1)}

Ako je ¢ zatvorena tocka, definirajmo g: Z?>\ M — Z s:

4
0 akoxr =c¢

g(z) = {1 ako x = (c1,co £ 1)

r1 —c; +2 inace.
\

Ako je c otvorena tocka, definirat ¢emo g tako da prethodnoj funkciji dodamo
1 u svakom od dijelova.

Lako se provjeri da je g neprekidna pa je i restrikcija g|4 = f takoder nepre-
kidna. No zbog |f(b) — f(¢)| = b1 —c1 +2 = ||b — ¢||s + 2, f nije Lip-1 pa
nije prosiriva.

Slucaj 1.2: ¢ je mjesovita tocka i (c; + 1,¢2) € A. Ako je ¢ neparan, defini-
rajmo g: Z*\ {c1 + 1,¢2)} = Z s:

0 akoxr =c¢
g(z) =
r1 —c;+ 1 inace.
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija

Ako je ¢q paran, definiramo g tako da prethodnoj funkciji dodamo 1.

g je neprekidna pa je i restrikcija g|4 = f neprekidna. Vrijedi | f(b) — f(c)| =
by —c1+1=|b—c¢||lw + 1 pa f nije prosiriva.

Slu¢aj 1.3: Dosegnuli smo straznju dijagonalu i (ovisno o tome koja je tocno
dijagonala) tocka (c¢; + 1,¢2 + 1) ili (¢; + 1,2 — 1) nije u A. Promatrajmo
prvi slucaj, kad (c; + 1,0+ 1) € A. Tada jeilib= (c; +n,co+n),n>2 (b
je cista tocka) ili b = (¢; +n+1,c0+n), n > 2 (b je mjesovita tocka). U oba
slucaja i ako je ¢ zatvorena tocka, definiramo g: Z*\ {(c; +1,co+1)} — Z's:

(

0 ako 11 < cpi1xe <oy
1 akox1 =c1+11ixe <cy
g(r) =<1 akoxo=co+1liz; <

24 min(x; — ¢, 22 — )  ako xy > 11 a9 > o

2 mace.
\

Kao i dosad, ako je ¢ otvorena tocka, ovoj funkciji trebamo dodati 1 da bi
dobili neprekidnu funkciju.
Neka je f = g|a restrikcija. Ako je b mjesovita tocka, onda za neki cijeli broj

n > 2 vrijedi
|f(c) = f(b)| = f(b) =2+ min{b; —c1,bp — 2} =24+ n=|]c —b||ec + 1

pa f nije Lip-1. S druge strane, ako je b ¢ista tocka, onda f(b) = ||c—b||s +2
pa ni u ovom slucaju f nije Lip-1.

Slucaj 2: Za a i b na istoj mjesovitoj dijagonali nedostaje spojna tocka. Radi
jednostavnosti, pretpostavimo da su lokacije toc¢aka a i b iste kao u Slucaju

1. Pretpostavimo jos da je (a; + 1, az) tocka koja nedostaje u A. Ako je a;
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3.2. Prosirenja neprekidnih funkcija
neparan, definirajmo g: Z*\ {(a1 + 1,a2)} — Z s:

0 ako xr = a
g(x) =
T9 —as+ 1 inace.
Ako je a; paran, ovako definiranoj funkciji ¢ dodamo 1. Dobivena funkcija g
je neprekidna pa je i njena restrikcija f = g|a neprekidna. Takoder, vrijedi

|f(a) = f(b)] = ||a — b|| + 1 pa f ponovno nije prosiriva. ®

Teorem 3.33 (Digitalni analogon Tietzeovog teorema) Neka je A graf-
povezan skup u Z* i neka je f: A — Z neprekidna funkcija. Tada se f moZe
prosiriti do neprekidne funkcije g na cijelom Z2. Nadalje, g se moZe izabrati

tako da 1ma istu sliku kao f.

Dokaz. Pokazimo prvo da je f jako Lip-1. Neka su a,b € A razlicite
tocke i pretpostavimo da se a i b ne nalaze na istoj mjeSovitoj dijagonali.
Pretpostavimo da |a; — by| > |as — by| i da a; < by. Neka je I = [ay,b]NZ i
¢: I — 7Z neprekidna funkcija takva da a = (a1, p(a1)) 1 b= (b1, (b1)) i da
je graf {(x, p(x)) € Z?: x € I} sadrzan u A. Egzistencija od ¢ slijedi iz graf-
povezanosti skupa A i Propozicije[3.27, Noondaje&: I — Z, x — f(z,¢(z))
neprekidna. Po Propoziciji [3.19 ¢ je jako Lip-1, a kako vrijedi &(a1) = f(a) i
£(by) = f(b) i|la—0b||ec = b1 — ay, slijedi da je f jako Lip-1 s obzirom na a i
b.

Pretpostavimo da se a i b nalaze na istoj mjesovitoj dijagonali i da a; < by
i ay < by. Tada su spojne tocke a + (1,0) i a + (0,1) ukljuéene u A. Sada
je a po pretpostavci mjesovita tocka pa stoga f mora postiéi vrijednost f(a)
u jednoj od ovih tocaka - oznac¢imo tu tocku c. Iz prethodnog slucaja slijedi
da je f jako Lip-1 s obzirom na c i b. No ¢ je jedan korak blize tocki b nego

tocka a u smjeru jedne koordinate, a kako je f(c) = f(a), zakljucujemo da
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je f jako Lip-1 s obzirom na a i b.

Pokazali smo da je f jako Lip-1 i po Teoremu o neprekidnim proSirenjima, f
je prosiriva na cijeli Z?2.

Dokazimo sad tvrdnju o slici. U procesu prosirenja funkcije jasno je da uvijek

mozemo prosiriti funkciju u tocki x tako da

F(x) € [min f(p), max f(p)] N Z.

pEA pEA

(Pretpostavka je da ovako postupamo u svakoj tocki tako da ne promijenimo
minimum i maksimum u prosirenju.) No kako je A graf-povezan skup, a
f mora biti Lip-1 prema grafovima, slika je ve¢ ovaj interval pa mozemo
zakljuciti da prosirenje ¢uva sliku. m

Sljedec¢i korolar moze posluziti kao kriterij za provjeru je li dana funkcija

prosiriva.

Korolar 3.34 Neka je A C 72 i f: A — 7Z funkcija. Neka je G C Z? graf-
povezan skup takav da je A C G. Tada se f mozZe prosiriti do neprekidne
funkcije na cijelom Z2 ako i samo ako se f moZe prosiriti do neprekidne

funkcije na G.

Ako je f definirana na relativno velikom skupu i ako odmah znamo da je
f neprekidna na tom skupu, onda je ¢esto lakSe provjeriti prosirivost od f
na nesto manjem, graf-povezanom skupu, nego provjeravati uvjet Teorema o

neprekidnim proSirenjima.
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