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Uvod

Ideja topoloske analize podataka (eng. topological data analysis (TDA)) jest
dodijeliti topoloske invarijante podacima. Medutim, podaci se najcesce pri-
kazuju kao diskretni uzorak ¢ija je topologija prilicno nezanimljiva. Stoga,
moramo transformirati podatke u ”kontinuirani” objekt koji ¢e u topoloskom
smislu biti slican geometrijskom objektu iz kojeg su podaci uzorkovani. Uz-
mimo za primjer diskretni skup podatkovnih tocaka na donjoj slici[I} Jasno
je vidljiva prstenasta struktura podataka i ljudska intuicija nema problema
to zakljuciti. Topologija sama po sebi ne mjeri ovo ”prstenasto” svojstvo, ali
pridruzivanjem odgovarajuceg radijusa (tj. kugle) svakoj tocki, pojavljuje se

prsten. Tako dobivena kontinuirana struktura sada je topoloski objekt.
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Slika 1: Prstenasta struktura pridruzena skupu podataka.

Rezultirajuce kontinuirane strukture potrebno je diskretizirati kako bi se
obradivale na racunalu, a taj se proces diskretizacije obi¢no provodi pomocu

simplicijalnih kompleksa, s kojima zapocinje sadrzaj ovoga rada.
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Poglavlje 1
Simplicijalni kompleksi

U ovom poglavlju obradit ¢emo opcéeniti pojam simplicijalnog kompleksa, a

posebno Cechove i Vietoris-Ripsove komplekse.

1.1 Simpleksi

Definicija 1.1 Kazemo da je skup tocaka {py,...,pn} C R? afino nezavi-

san ako za svaki skalar {t;},, iz jednakosti

1=0 =0

Definicija 1.2 Neka je {po, ..., pn} afino nezavisan skup toéaka uR?. KaZemo

da je n-simpleks o razapet toékama p; skup svih tocaka x € RY oblika

n
T = Z tipi
i=0

gdje je > 7" ot; = 1,t; > 0 za svaki i. Simpleks oznacavamo sa S™[py, ..., pn].
Tocka x je konveksna kombinacija tocaka po, ..., p,, a jedinstveno odredene

skalare t; nazivamo baricentriénim koordinatama.



1.1. Simpleksi

Odmah se primjecuje da je svaka tocka O-simpleks, bilo koje dvije razlicite
tocke tvore 1-simpleks (duzina), tri nekolinearne tocke tvore 2-simpleks (tro-
kut), ¢etiri nekomplanarne tocke tvore 3-simpleks (tetraedar) i tako dalje.

Primijetimo da ne moze postojati n-simpleks u R? za n > d.

1.1.1 Osnovni pojmovi

e Tocke po, ..., p, koje razapinju simpleks o nazivaju se vrhovi simpleksa,

a broj n njegova je dimenzija.

e Simpleks je pravilan ako su mu svi bridovi jednake duljine. Pravilni
simpleks razapet krajnjim tockama jedini¢nih vektora duz koordinatnih

osi u R""! zovemo standardni n-simpleks.

e Po definiciji, svaki podskup od {po,...,pn} je opet afino nezavisan pa
on sam razapinje jedan simpleks. Svaki simpleks 7 razapet nekim pod-
skupom od py, ..., p, naziva se stranica od o, pisemo 7 C 0. Ako je

T C o0, tada 7 zovemo prava stranica od o.

e Unija svih pravih stranica naziva se rub simpleksa o, pisemo Bd(o).

Pa Po Fa

Slika 1.1: Primjeri simpleksa dimenzije 0, 1, 2 i 3.

Definicije osnovnih pojmova preuzete su od [3].



1.2. Simplicijalni kompleks
1.2 Simplicijalni kompleks

Definicija 1.3 Simplicijalni kompleks K uR? je konacna mnoZina sim-

pleksa iz RY takva da vrijedi:
1. stranica svakog simpleksa iz K je simpleks u K,

2. neprazan presjek svaka dva simpleksa 1z K je stranica svakog od njih.

1.2.1 Osnovni pojmovi

e Dimenzija simplicijalnog kompleksa K je najveca dimenzija simpleksa

u mnozini K.

e Ako je L C K podmnozina od K koja sadrzi sve stranice svojih eleme-
nata, onda je i L simplicijalni kompleks kojeg zovemo potkompleks

kompleksa K.

e Mnozina svih simpleksa iz K kojima je dimenzija najvise p je potkom-
pleks od K koji se naziva p-skelet od K, u oznaci K®. Ocito je K©)

skup vrhova od K.

e Neka je |K| C R? unija svih simpleksa iz K. Neka svaki simpleks ima
topologiju naslijedenu od R%, a neka je na | K| topologija definirana tako
da je podskup od A C | K| zatvoren ako i samo ako je AN o zatvoren
u o, za svaki 0 € K. Tako dobiven topoloski prostor |K| naziva se
politop ili geometrijska realizacija od K. Topoloski prostor koji je

politop nekog simplicijalnog kompleksa naziva se poliedar.

Osnovni pojmovi preuzeti od [3].



1.3. Apstraktni simplicijalni kompleks

Slika 1.2: Lijevo: Simplicijalni kompleks dimenzije 3. Sredina: Nije sim-

plicijalni kompleks jer sjeciste dvaju simpleksa nije stranica. Desno: Nije

simplicijalni kompleks.

1.3 Apstraktni simplicijalni kompleks

Sada uvodimo apstraktni opis simplicijalnih kompleksa po kojem su dva sim-
plicijalna kompleksa izomorfna ako i samo ako su njihove geometrijske reali-

zacije izomorfne.

Definicija 1.4 Apstrakini simplicijalni kompleks A je konacna mnozina
konacnih nepraznih skupova takva da ako je o element od A, onda je to i svaki

neprazan podskup od c.

Elemente od A nazivamo simpleksima i dimenzija od a € A je jednaka
dim « = |a| — 1. Kao i prije, dimenzija od A dana je s dim A = max,c4 dim
a. Kazemo da je B C A potkompleks od A ako je B apstraktni simplici-
jalni kompleks. Unija svih jednotockovnih elemenata od A je skup vrhova
V4 od A. Kazemo da su dva simplicijalna kompleksa A i B izomorfna ako
postoji bijekcija f : V4 — Vg koja zadovoljava {aq,...,a,} € A ako i samo

ako {f(ap), ..., f(an)} € B.



1.3. Apstraktni simplicijalni kompleks

Simplicijalni kompleks K definira apstraktni simplicijalni kompleks A
tako da svakom simpleksu u K pridruzimo vrhove koji ga razapinju. Kazemo

da je A vrSsna shema od K.

Primjer 1.5 I-simpleks kojeg cine dvije razlicite tocke py i p1 tma vrsnu
shemu A = {{po},{p1},{po, p1}}.

dim {po} =1-1=0,dim {p1} =0, dim {po,p1} =2-1=1

dim A = max {0, 1} =1

Ako je A vrsna shema od K, tada kazemo da je K geometrijska realiza-
cija od A. Uoc¢imo da se svaki apstraktni simplicijalni kompleks s d+1 vrhova

moze geometrijski realizirati kao potkompleks proizvoljnog d-simpleksa u R

Definicija 1.6 Kazemo da je konacan skup P C R? u opéem polozZaju

ako je svaki njegov podskup s najvise d + 1 tocaka afino nezavisan.

Lema 1.7 Apstraktni simplicijalni kompleks A dimenzije dim A = d ima

geometrijsku realizaciju u prostoru R?+1,

Dokaz. Neka je h : V4 — R2¥*! proizvoljno preslikavanje tako da je h(V4) u
op¢em polozaju. Svaki simpleks @ € A ima najvise d + 1 vrhova, pa je slika
skupa njegovih vrhova afino nezavisan skup. Oznacimo taj skup sa h(«), a
pripadajuci simpleks sa o,. Preostaje pokazati da je presjek proizvoljna dva
simpleksa stranica oba simpleksa.

Neka su « i § proizvoljni simpleksi. Uoc¢imo da je |a U | < 2(d + 1), pa
h(c) U h(f) tvori afino nezavisan skup. Slijedi da se svaka tocka x € o, Nog
moze jedinstveno prikazati kao konveksna kombinacija vrhova iz h(a) UL(S).
Stoga, baricentricne koordinate tocke x mogu biti razli¢ite od nule samo za

ti € h(aN B). Zakljucujemo da je x € g4n5.



1.4. Triangulacija

1.4 Triangulacija

Definicija 1.8 KazZemo da je topoloski prostor X triangulabilan ako pos-
toji simplicijalni kompleks K ¢iji je pripadajuci toploski prostor |K| home-

omorfan X. Svaki homeomorfizam h : |K| — X je triangulacija.

Napomena 1.9 Podsjetimo se definicije homeomorfizma (preuzeto iz [§]).
Neka su X @'Y topoloski prostori © f : X — Y neprekidno preslikava-
nje. KaZemo da je f homeomorfizam ako postoji neprekidno preslikavange
g:Y — X tako da je go f =idx 1 fog=1idy.

Ocito je preslikavanje f : X — Y homeomorfizam ako 1 samo ako je [ ne-
prekidna bijekcija s neprekidnim inverzom f~':Y — X.

KazZemo da su prostori X © Y homeomorfni ako postoji barem jedan ho-

meomorfizam f: X — Y.

(a) (b)

Po P2

Po

Py o Py

Slika 1.3: Slika a) primjer je triangulacije cilindra, medutim b) nije.

Primjer 1.10 Na slici a,) vidimo primjer triangulacije cilindra. Iako na
prui pogled pm’mjerb ) izgleda kao jednostavniji primjer triangulacije cilin-
dra, on to nije. Naime, simpleksi o = S?py, p1,pa] i 0 = S?[p2, p3, po] imaju

presjek o N o = S°po] U S°[pa], to nije ni prazan skup ni simpleks.

Slika i primjer preuzeti sa [6].



1.5. Cechov i Vietoris-Ripsov simplicijalni kompleks

1.5 Cechov i Vietoris-Ripsov simplicijalni kom-
pleks

Sada ¢emo upoznati dva najcesée koriStena simplicijalna kompleksa u to-
poloskoj analizi podataka.
U nastavku neka je P = {po,....,pn} C R? i neka B,(p) = {z' € R? ;

/ o .. .y
||z — x'|| < r} oznacava zatvorenu kuglu radijusa r sa sredistem p.

Definicija 1.11 Cechov kompleks od P radijusa r je simplicijalni kom-

pleks oblika
Cech.(P) ={oc C P ﬂ B.(p) # 0}.

peo

Sljededi teorem pokazuje da u definiciji Cechovog kompleksa ne moramo

razmatrati presjek svih moguéih kugli, sve dok je dimenzija mala.

Teorem 1.12 (Hellyjev teorem) Neka je F' konacna mnoZina zatvorenih
i konveksnih skupova v R?. Ako je presjek proizvolinih d + 1 skupova iz F

neprazan, tada cijela mnoZina ima neprazan presjek.

Dakle, ako je P C R3, tada ¢e racunanje svih cetverostrukih presjeka biti
dovoljno za odredivanje kompleksa Cech,.(P). Nadalje, primje¢ujemo da vri-
jedi o € Cech,(P) ako i samo ako postoji kugla radijusa r koja sadrzi cijeli
skup o. Jedinstvena najmanja zatvorena kugla koja sadrzi cijeli skup o C P

naziva se minimalna zatvarajuca kugla.



1.5. Cechov i Vietoris-Ripsov simplicijalni kompleks

Slika 1.4: Minimalna zatvarajuca kugla. Slika preuzeta sa [5].
Prije sljedece definicije, prisjetimo se da je dijametar skupa ¢ C P
definiran s diam(c) = max;, ,.ep ||pi — p;ll.

Definicija 1.13 Vietoris-Rips kompleks od P radijusa r je simplici-
jalni kompleks oblika

VR.(P) ={0o C P: diam(c) < 2r}.

Slika 1.5: Razlika izmedu Cechovog i Vietoris-Ripsovog simplicijalnog kom-

pleksa na primjeru s tri vrha. Slika izgenerirana koristenjem alata [9].

Lako se pokaze da vrijedi Cech,(P) C VR, (P) C Cechy,(P). Medutim,
gornja nejednakost moze se znatno postroziti, sto pokazuju sljedeéi teorem i

korolar.



1.5. Cechov i Vietoris-Ripsov simplicijalni kompleks

Teorem 1.14 (Jungov teorem) Neka je Q C RY konacan skup. Tada je
Q sadrzan u zatvorenoj kugli radijusa r < ¢ - diam(Q), gdje je 0 = , /%.

Dokaz. Dokaz matematickom indukcijom.

Uoc¢imo da je tvrdnja istinita za d = 1.

Da bismo dokazali rezultat za proizvoljnu dimenziju d, dovoljno je razmotriti
slucaj gdje je |Q| = d+11 gdje je @ afino nezavisan skup. Doista, ako @ nije
afino nezavisan ili je |Q| < d + 1, tada se (Q moze smjestiti u prostor R4-1
nekom izometrijskom transformacijom. Rezultat tada slijedi iz pretpostavke
indukcije.

Za |Q| > d+ 1 primje¢ujemo da je Jungov teorem ekvivalentan tvrdnji da je

m Bé-diam(Q)(Q) 7é @

qeQ

Prema Hellyjevom teoremu dovoljno je provjeriti da je presjek neprazan
za podskupove od @) koji sadrze d + 1 tocku.

Pretpostavimo da minimalna zatvarajuca kugla skupa @) ima srediste z i ra-
dijus r. Uocimo da je srediste z sadrzano u simpleksu o razapetom tockama
iz Q. Da nije tako, tada bi postojala tocka q € (), takva da su z i ¢ odvojeni
(d — 1)-dimenzionalnom ravninom razapetom tockama skupa @ \ {¢}. Orto-
gonalna projekcija tocke z na tu ravninu bila bi bliza svim tockama od @), sto
je u kontradikciji s ¢injenicom da minimalna zatvarajuca kugla ima srediste
z. Dakle, z se moze jedinstveno prikazati kao konveksna kombinacija tocaka

{q1, .-+, q»} = @ na sljededi nacin

d+1 d+1
Z:ZtiQi7 ZEZL ti 2 0.
=1 i=1

Bez smanjenja opc¢enitosti pretostavimo da je z = 0. Za fiksni k,1 < k < d+1



1.5. Cechov i Vietoris-Ripsov simplicijalni kompleks

dobivamo
d+1 d+1
> tilla — @l = tilla — gl
i=1,i#k i=1

d+1 d+1 d+1

- ZtinZ’“Q - 2%2%% + |lgxll? Zti
=1 i=1 i=1

=72 —0+7r*=2?

Sumiramo li po k, 1 < k < d+ 1, dobivamo

A+l d+1 A+l d+l
(d+1)-(2r%) = Z Z tillgi — il < Z Z ti(diam/(Q))?

k=1 i=1,ik k=1 i=1,ik

d+1

=3 "(1 — ta)(diam(Q))? = d(diam(Q))*.

Slijedi
<y ——-di Q
r iam(Q)

Korolar 1.15 Cech,(P) C VR, (P) C Cechos,(P), gdje je 26 = 2, /52— =

2d
d+1°

10



Poglavlje 2
FEulerova karakteristika

Diferenciranje topoloskih prostora slozen je problem, tj. odluka jesu li dva
simplicijalna kompleksa homeomorfna pitanje je na koje se ne moze jasno
odgovoriti. Grubo govoredi, to znac¢i da ne postoji algoritam koji kao ulaz
prima dva simplicijalna kompleksa i vrac¢a istinu ako i samo ako su oni home-
omorfni. Stoga, da bi se pokazalo da dva prostora nisu homeomorfna, cesto je
korisnije pokazati da se prostori razlikuju pod nekim alatom koji je neosjet-
ljiv na homeomorfizam (ili druge oblike ekvivalencije). Algebarska topologija
nudi jedan takav pristup: algebarske invarijante, kao sto je npr. homologija,
vezu se s topoloskim prostorima. Iako dobivene homoloske invarijante moze
biti tesko protumaciti, vidjet ¢emo da za niskodimenzionalne simplicijalne
komplekse invarijante imaju jasnu interpretaciju u smislu povezanosti i pre-
poznavanja oblika. To ¢e ilustrirati sljedec¢a topoloska invarijanta, Fulerova

karakteristika.

Napomena 2.1 Relacija "biti homeomorfan” ima svojstva relacije ekviva-
lencije na klasi svih topoloskih prostora. Svako svojstvo prostora koje je za-
jednicko svim medusobno homeomorfnim prostorima naziva se topolosko

svojstvo ili topoloska invarijanta. Preuzeto iz [§].



Definicija 2.2 Neka je K simplicijalni kompleks i neka K; oznacava broj
1-simpleksa u K. Fulerova karakteristika simplicijalnog kompleksa K je

broj

i>0
Promatrajuci neke poznate topoloske prostore, pokusajmo vidjeti Sto pred-

stavlja Eulerova karakteristika.

Slika 2.1: Planarni simplicijalni kompleks je onaj ¢iji vrhovi i bridovi ¢ine
planaran graf. Kazemo da je graf planaran ako se moze nacrtati u ravnini

tako da mu se bridovi sijeku samo u vrhovima.

Primjer 2.3 Promotrimo planarni simplicijalni kompleks sa Slike|2.1. FEule-

rova karakteristika danog simplicijalnog kompleksa je
X = broj vrhova — broj bridova + broj stranica = 11 — 17+ 3 = —3.

Vidimo da je apsolutna Eulerova karakteristika |x| za jedan manja od broja
“rupa” u grafu. Lako se provjeri da isti odnos vrijedi i za druge planarne
simplicijalne komplekse. To nije slucajnost, takoder se lako pokaZe da za
svaki povezani planarni graf (tj. pripadajuéi simplicijalni kompleks) vrijedi
sljedece:

2 = broj vrhova — broj bridova + broj stranica.
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Broj stranica moZe se zbrajati na sljedeci nacin:
broj stranica = broj trokuta + broj " rupa” + 1(neomedena komponenta).
Uvrstavanjem jedne jednakosti u drugu, dobijemo
1 —broj " rupa” = broj vrhova — broj bridova + broj trokuta = x

Primjer 2.4 Pravilni tetraedar i pravilni ikosaedar su dva od ukupno pet
pravilnih poliedara. Oba su triangulacije sfere i njihove Eulerove karakteris-

tike su jednake po iznosu:

x(tetrahedron) =4 — 6+ 4 = 2

X (icosahedron) = 12 — 30 + 20 = 2.

Slika 2.2: Triangulacija sfere na primjeru tetraedra. Slika preuzeta sa [7].

S druge strane, torus ima triangulaciju prikazanu kao na slici|2.5. Fule-

rova karakteristika torusa jednaka je x(torus) =9 — 27+ 18 = 0.

13



2.1. Bettijev broj i Eulerova karakteristika

N

e

AV

Slika 2.3: Triangulacija torusa.

Kako je Eulerova karakteristika topoloska invarijanta, iz Primjera

mozemo zakljuciti da sfera i torus nisu homeomorfni.

2.1 Bettijev broj i Eulerova karakteristika

Ukratko ponovimo konstrukciju slobodnog vektorskog prostora na konacnom
skupu. Neka je S konacan skup i k proizvoljno polje. Definiramo slobodni
k-vektorski prostor generiran skupom S kao vektorski prostor F'(S) ¢iji

su elementi linearne kombinacije ) a;s;, gdje je a; € k,s; € S. Aditivna

s; €8

operacija definirana je na sljede¢i nacin:
Z a;S; + Z bis; = Z(@i + b;) s,
s;€S Si€S $; €S
gdje je a; + b; € k. Elemetni skupa S ¢ine kanonsku bazu dobivenog k-

vektorskog prostora.

Primjer 2.5 Neka je k = Zs = {0,1} polje i S = {a,b,c} konacan skup.
Tada je F(S) 3-dimenzionalan vektorski prostor s elementima {0, a,b,c,a +
b,b+c,a+c,a+b+c} i bazom {a,b,c}. Aditivna operacija: (a+b)+(a+c) =
(2a) +b+c=Db+c.

14



2.1. Bettijev broj i Eulerova karakteristika
Primjer 2.6 Ako pak stavimo k= Zs i S = {a,b}, onda imamo
F(S)={0,a,b,2a,2b,a + 2b,2a + b, 2a + 2b}.
Vidimo da je vektorski prostor F'(S) dimenzije |S| i kardinalnosti |S|I.
Konstruirajmo sada familiju topoloskih invarijanti koje mjere ”poveza-

nost” u danoj dimenziji. Motivacija konstrukcije ove familije je preciznija

interpretacija Eulerove karakteristike. Pretpostavimo da je k = Zs.

Definicija 2.7 Neka je n > 0 ¢ K simplicijalni kompleks. Slobodni Z.-
vektorski prostor generiran n-simpleksima od K zovemo vektorski prostor

n-lanaca v K, u oznaci C,,(K).

Definiranjem granice n-simpleksa kao zbroja njegovih (n —1)-dimenzionalnih
stranica, dobivamo linearni operator 0, : C,,(K) — C,_1(K). Nadalje, za
simpleks S™[po, ..., pn], neka S™ po, ..., Pi, ..., Pn] 0znacava (n — 1)-simpleks

dobiven izostavljanjem vrha p;.

Definicija 2.8 Linearni operator 0, : C,(K) — C,,_1(K) definiran s

8n(Sn[p0, ,an = Z Snil[po, ...,ﬁi, 7pn]
i=0
zovemo graniéni operator.

Sljedec¢a lema pokazuje da granica nema granicu.

Lema 2.9 0,00,,1 =0, za svakin > 0.

15



2.1. Bettijev broj i Eulerova karakteristika

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je 0, o 9,41(c) = 0 za (n + 1)-simpleks

0= SnJrl[pO) "'apn+1]‘

n+1
8n o 8n+1(a) = 0n (Z Sn[po, ...,]37;, 7pn]>
i=0
n+1

= 0u(S" [P i)
=0

n+1l n+1

— Z Z Sn_l[po, ...,p}, ...,]51‘, ...,pn—i-l]‘

i=0 j=0,j#i
Zai # j vidimo da se (n—1)-simpleks S™ ! [po, ..., Dj, .oy Dis -, Pny1] POjaVijuje
tocno dvaput u sumi. Kako je po pretpostavci polje k = Zs, tvrdnja slijedi.

Definicija 2.10 KazZemo da je ¢ € C,(K) n-ciklus ako je 0,(c) = 0. Pri-
druzeni vektorski prostor n-ciklusa oznacavamo sa Z,(K) = Ker(0,) = {c €
Co(K) : On(c) = 0}.

Kazemo da je ¢ n-granica ako je ¢ u slici od Oni1, tj. ako je ¢ = Opy1(d)

za neki (n + 1)-lanac d. Pridruzeni vektorski prostor n-granica oznacavamo

8 Bu(K) = Im(0ny1) = {On11(d) : d € Crya (K)}.

Primjer 2.11 Razmotrimo simplicijalni kompleks sa Slike[2.4. Primijetimo
da se ciklus ¢ mozZe prikazati kao linearna kombinacija ciklusa cy,co @ c3, tj.
¢ = ¢+ co+ 3. Lako se vidi da {cy1,ce,c3} ¢ine bazu od Z1(K); bilo koja
“rupa” u simplicijalnom kompleksu moZe se izraziti kao linearna kombinacija
tih ciklusa. Takoder, vidimo da je O2(d) = c3, gdje je d trokut kojemu c3 ¢ini
rub. Slijedi B1(K) = {c3}, pa je dimBy(K) = 1. Broj "praznih rupa” je
stoga dimZ,(K) — dimB,(K) =3 —1=2.
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2.1. Bettijev broj i Eulerova karakteristika

%

Slika 2.4: Ciklus ¢ suma je tri preostala ciklusa.

U prethodnom primjeru vidjeli smo motivaciju za sljede¢u definiciju.

Definicija 2.12 N-ti Bettijev broj od K, u oznaci (3,(K), definiramo s
Bn(K) := dim Z,(K) — dim B, (K).

Za simplicijalne komplekse u R? Bettijeve brojeve interpretiramo na sljedeéi
nacin: f; je broj ciklusa, a 5 je broj supljina.

Primjer 2.13 Kao $to se vidi na Slici[2.3, za torus vrijedi 51 =2 i By = 1.

Definicija 2.14 KaZemo da je simplicijalni kompleks K putovima pove-

zan ako postoji put izmedu svaka dva vrha iz K.

Lema 2.15 Broj 5o(K) jednak je broju putovima povezanih komponenti u
K.

Dokaz. Primijetimo da je Zy(K) = Cy(K). Poredajmo putovima povezane
komponente iz | K| od 1 do w i neka je {pi, ..., p! } skup vrhova koji pripadaju
i-toj komponenti. Baza prostora Zy(K) je danas U {pi, ph+p%, ..., p, +pi}-
Putovima povezanost implicira da ne moze postojati 1-lanac ¢ ¢ija je granica

sadrzana u {pi,...,p%}. Slijedi dim Zy(K) — dim Bo(K) = u. m

Teorem 2.16 (Euler-Poincarova formula) Za simplicijalni kompleks K

vrijeds
(K =3 (1)K = Y (1) Bi(K).

17



2.2. Simplicijalna homologija

Dokaz. Sjetimo se iz linearne algebre da za linearni operator 7" : V- — W
vrijedi dim V' = dim Ker(7") + dim Im(7"). Dakle, vrijedi K; = dim C;(K) =
dim Z;(K') + dim B;_1(K). Uzmemo li B_;(K) = 0, dobivamo sljedece:

> (—1)/(dim Z(K) + dim B;_; (K))

=0 %

Ei
=
!
]
|
%
||

> (—1)/(dim Zy(K) — dim B;(K))

~.
|

(—1)'B;(K)

™

s
Il
=)

]
Primjer 2.17 Neka se simplicijalni kompleks K sastoji od stranica 2-simpleksa
razapetog tockama {1,2,3}. Predstavljanjem matrica 0y i Oy u njihovim stan-

dardnim bazama, dobivamo

123
1\ 12
%=1 |13
1/ 23
12 13 23
11 0\1 1 0 0
0, = 1o 1l ~ transformacije ~ 01 0
0 1 1/3 0 0 0

Zakljucugemo da je dim B1(K) =1 i dim Z,(K) = 1, paje p1(K) =1-1=0.

2.2 Simplicijalna homologija

Suvremeni pristup definiranju Bettijevih brojeva jest u kontekstu vektorskih

prostora. Stoga, krenimo s definicijom takvog vektorskog prostora.
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2.2. Simplicijalna homologija

Definicija 2.18 Kuvocijentni prostor H,(K) = Z,(K)/B,(K) nazivamo n-

ti homoloski vektorski prostor simplicijalnog kompleksa K.

Opcenito, za vektorski prostor V' i njegov potprostor L vrijedi da je dimen-
zija kvocijentnog prostora V/L jednaka dimV/L = dimV — dim L. Dakle,
iz, definicije slijedi da je f3,(K) = dim H,(K). Elementi od H,, nazivaju se
homoloske klase, u oznaci [z], z € Ker(9,,), a za dva ciklusa koja pripadaju

istoj klasi kazemo da su homologni.

Lema 2.19 Neka su W 1V C W dva konacnodimenzionalna vektorska pros-
tora (nad nekim poljem). Baza B prostora V moZe se nadopuniti do baze B

prostora W. Nadalje, B\B/ je baza kvocijentnog prostora W/V.

Prethodna lema daje nam algoritam za pronalazak baze prostora H,,(K):
prvo je potrebno pronaéi bazu B’ prostora B,(K) pa je zatim progiriti na
bazu B prostora Z,(K). Tada je B\B' baza prostora H,(K). Medutim, ¢ak

i za prilicno male simplicijalne komplekse taj izracun moze biti vrlo slozen.

Primjer 2.20 Vratimo se simplicijalnom kompleksu prikazanom na slici[2.4)
Vektorski prostor Hy(K) generiran je klasom [p;] za bilo kogi vrh p;. Nadalje,
H;(K) =0 za svaki i > 1. Veé smo vidjeli da vrijedi B;(K) = {c3}. Stoga,
{[e1], [ca]} je baza prostora Hy(K) = Z2.
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Poglavlje 3
Simplicijalna preslikavanja

Definicija 3.1 Neka su K i L apstraktni simplicijalni kompleksi ¢iji su sku-
povi vrhova Vi 1 Vi, redom. Simplicijalno preslikavange f : K — L je
preslikavange takvo da za svaki simpleks razapet skupom toc¢aka {po, ..., pn}

K, njegova slika {f(po), ..., f(pn)} je simpleks u L.

Simplicijalno preslikavanje iz prethodne definicije inducira linearni operator

za sve dimenzije n na sljede¢i naé¢in:

g ko je dim f(0) = dimo
f4: Ou(K) = Cu(L),  fy(o) = flo) , ako je dim f(o)

0 , inace.
Primjer 3.2 Neka je K 2-simpleks definiran vrhovima {a,b,c} i neka je
L = K = {a,b,c}. Tada je preslikavanje f : K — L definirano s f(a) =
a, f(b) = f(c) = b simplicijalno preslikavange. Slijedi da je fu : Co(K) —
Cy(L) nul-preslikavange, o fyu : C1(K) — C1(L) ima matricni prikaz

ab ac be
ab ({1 1 0
acl O 0 O

bc \O 0 O



Lema 3.3 Vrijed:
Co(K) = Coa (K)

| Js

(L) —2— ¢,y (L)

To jest, fu 00, = 0y 0 fy.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da tvrdnja vrijedi za simpleks o = S™[po, ..., Dn]-

Prvi sluéaj: dim f(o) = dim 0. Sada imamo

F(0,(0) = 3 F5(5" o B i)

—

= an_l[f(pO)a ceey f(pz)v 7f(pn)] = 8n(f#(0))

Drugi slucaj: dim f(o) < dim o — 2. Ocito je 0,(fx(c)) = 0. Nadalje,

iz pretpostavke slijedi dim S™7'[f(po), .., f(Pi)s s f(Pn)] < dimo — 2, pa

1mamo

n n

F#0u(0)) = 48" [po, o, Piy s pa]) = 3 0= 0.

i=0 i=0
Tredi slucéaj: dim f(o) = dim o —1. O¢cito je 0, (fx(0)) = 0. Bez smanjenja
opcenitosti pretpostavimo da je f(po) = f(p1).
Tada je

—

dim S" [ f(po), ..., f(pi), ..., f(pn)] < dim o — 2, za svakii, 2 < i < n.

Slijedi
MMWZiMWWMﬁw%D
= f2(S" P, o pal) + f2(S"[po, - 2a]) = 0.
.
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3.1. Simplicijalne aproksimacije

Korolar 3.4 Simplicijalno preslikavanje f : K — L inducira linearni ope-

rator f.: H,(K) — Hy(L) definiran s f.([c]) = [fx(c)].

Dokaz. Kako je H,(K) = Z,(K)/B,(K) i H,(L) = Z,(L)/B,(L), do-
voljno je pokazati da vrijedi fu(Z,(K)) C Z,(L) i fx(B,(K)) C B,(L).
Pretpostavimo da je d,(c) = 0 za ¢ € C,(K). Tada po Lemi VTi-
jedi 0,(fx(0)) = fu(On(o)) = 0. Zakljucujemo da je fu(c) € Z,(L).
Sada prepostavimo da je ¢ = 0,41(d) za neki d € C,1(K). Tada je
14(€) = F(Ona(d) = Dua(f4(d). Dakle, f4(c) € Bo(L). m

3.1 Simplicijalne aproksimacije

Kako bismo dalje u radu koristili homoloske vektorske prostore, moramo do-
kazati da homeomorfizam topoloskih prostora |K| i |L| povlaci izomorfizam
homoloskih vektorskih prostora H, (K) i H,(L). Potpuni dokaz ove tvrd-
nje nije jednostavan pa ne¢emo detaljno raspravljati o dokazu. Cilj ovog
poglavlja je prikazati kako neprekidno preslikavanje h : |K| — |L| inducira

preslikavanje h, : H,(K) — H,(L) u homologiji.

Napomena 3.5 Za geometrijske simplicijalne komplekse K i L definiramo
simplicijalno preslikavanje f : K — L kao preslikavanje f : K(© — L©)
takvo da ako je simpleks o razapet tockama py, ..., p, tada je simpleks razapet
tockama f(po), ..., f(pn) sadrzan u L. Podsjetimo se da se svakom geometrij-
skom simplicijalnom kompleksu K moZe pridruziti apstrakini simplicijalni
kompleks koji je njegova vrsna shema. Na taj nacin simplicijalno preslikava-
nje geometrigskih simplicijalnih kompleksa inducira simplicijalno preslikava-
nje apstrakinih simplicijalnih kompleksa. Stoga, simplicijalno preslikavange
geometrigskih simplicijalnih kompleksa f : K — L inducira preslikavanje
fe: Hy(K) — H, (L) u homologiji.
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3.1. Simplicijalne aproksimacije

Simplicijalno preslikavanje f : K — L inducira neprekidno preslikavanje

|f| - | K| — |L| definirano s

|/ (ZEM) = Ztif(pi) gdje je Zti =1, 0<¢ <1
i=0 i=0 i=0

Sada ¢emo vidjeti kako se preslikavanje h, : H,(K) — H,(L) moze pri-

druziti bilo kojem neprekidnom preslikavanju h : |K| — |L].

Definicija 3.6 Neka su K i L simplicijalni kompleksi © neka je h : | K| —
|L|. Kazemo da je f : K — L simplicijalna aproksimacija za h ako za

svaki x € | K| vrijedi da se |f|(x) nalazi u nagmanjem simpleksu koji sadrzi

Sljededi teorem objasnjava vaznost simplicijalnih aproksimacija.

Teorem 3.7 Ako su fi, fo : K — L simplicijalne aproksimacije za preslika-

vanje h : |K| — |L|, tada je fi. = fox: Hy(K) — H,(L).

Mozemo zakljuciti da za svako neprekidno preslikavanje h koje dopusta
simplicijalnu aproksimaciju f, imamo dobro definirano preslikavanje f, :
H,(K) — H,(L) u homologiji. Medutim, ne dopustaju sva neprekidna pres-

likavanja simplicijalne aproksimacije.
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3.1. Simplicijalne aproksimacije

C 3
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Slika 3.1: Simplicijalna aproksimacija

Primjer 3.8 Neka je K triangulacija trokuta prikazana na slici|3.1. i neka
jge L triangulacija ispunjenog pravokutnika s rupom u obliku pravokutnika
(na istog slici). Krivulja u |L| prikazuje sliku h(|K|), gdje je h neprekidno
preslikavange. Vidimo da h dopusta simplicijalnu aproksimaciju f : K — L
dobiwenu pridruzivanjem odgovarajucih vrhova od L slikama vrhova od K
(na slici oznaceno strelicama). Primijetimo da ako bi triangulacija trokuta
bila {{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}}, tada preslikavanje h ne bi dopustalo

simplicijalnu aproksimaciju.

Prethodni primjer pokazuje da za zadane K i L te neprekidno preslikava-
nje h : |K| — |L|, ne mora postojati simplicijalna aproksimacija f : K — L
preslikavanja h. Medutim, izgleda kao da je moguce podijeliti simplekse u K
da budu dovoljno mali tako da slikama njegovih vrhova mozemo pridruziti
vrhove od L na nacin koji daje dobro definiranu simplicijalnu aproksimaciju.

Ova ideja daje nam motiv za sljedec¢u definiciju.

24



3.1. Simplicijalne aproksimacije

Definicija 3.9 Kazemo da je simplicijalni kompleks K razdioba simplici-
jalnog kompleksa K ako je |K'| = |K| i svaki simpleks v K je sadrian u

nekom simpleksu od K.

Teorem 3.10 Neka je K razdioba od K i g: K — K simplicijalna aprok-
simacija identitete idjg) : |K| — |K|. Tada je g. : H,(K') — H,(K) izo-

morfizam.

Jedan nacin razdiobe simplicijalnog kompleksa K je baricentri¢na raz-
dioba. Neka je 0 € K simpleks u R¥ razapet tockama {py, ..., p,}. Teziste
(baricentar) simpleksa o je

A——l ( )
o + ...+ pn).
n 1190 p

Prvom baricentricnom razdiobom simpleksa K nazivamo simplicijalni
komples Sd(K) koji se sastoji od svih simpleksa razapetih tockama dy, ..., d,
gdje je 09 C 01 C ... C 0, niz razlicitih simpleksa u K. Ocito je {6 : 0 € K}
skup vrhova prve baricentri¢ne razdiobe Sd(K).

Za j > 1, definiramo j-tu baricentri¢nu razdiobu Sd’(K) kao baricen-
tricnu razdiobu simplicijalnog kompleksa S&/~!(K).

Sd(K) je simplicijalni kompleks i vrijedi |Sd(K)| = | K].

Primjer 3.11 Slika[3.3 prikazuje simplicijalni kompleks K s prve dvije ba-
ricentricne razdiobe SA(K) i Sd*(K). Uoc¢imo da svako preslikavanje f :
Sd(K)? — K° koje vrhu 6 pridruzuje bilo koji vrh simpleksa o definira sim-

plicijalno preslikavanje.
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3.1. Simplicijalne aproksimacije

Slika 3.2: Simplicijalni kompleks i njegove prve dvije baricentricne razdiobe.

Teorem 3.12 (Teorem simplicijalne aproksimacije) Neka su K i L sim-
plicijalni kompleksi i h : |K| — |L| neprekidno preslikavanje. Tada pos-
toji 7 € N takav da preslikavanje h dopusta simplicijalnu aproksimaciju

fiSdi(K)— L.

Zajedno s Teoremom [3.7], Teorem [3.12] pokazuje da postoji j € N takav da ne-
prekidno preslikavanje h : | K| — | L| inducira preslikavanje f, : H,(Sd/(K)) —
H,(L). Da bismo dovrsili konstrukciju induciranog preslikavanja u homolo-

giji, potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 3.13 Neka je f: Sd(K)? — K° preslikavanje koje vrhu & pridruzuje
bilo koji vrh simpleksa o. Tada je f simplicijalno preslikavange i aproksima-

cija identitete idg| : |K| — |K|.

Sada mozemo neprekidnom preslikavanju h : | K| — |L| pridruziti preslikava-
nje u homologiji. Odaberimo razdiobu K od K te simplicijalna preslikavanja
g: K — Kif:K — L koja aproksimiraju identitetu id) k| 1 preslikavanje
h, redom. Takvi f, g i K sigurno postoje prema Teoremu i Lem

Ovo daje sljede¢i odnos vektorskih prostora i linearnih operatora:

Ho(K) <& K 2 1, (1)
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3.1. Simplicijalne aproksimacije

Iz Teoremal3.10|slijedi da je preslikavanje g, : H,(K') — H,(K) izomorfizam,

pa tako dobivamo trazeno preslikavanje u homologiji:
hy = f,o(g.) ' : Hy(K) — H,(L). (3.1)
Zavrsimo ovo poglavlje zakljuckom da je homologija topoloska invarijanta.

Korolar 3.14 Ako je preslikavanje h : |K| — |L| homeomorfizam, tada je
preslikavanje h, (definirano u[3.1) izomorfizam.

Dokaz. Kako je h: |K| — |L| homeomorfizam, tada slijedi
idp, i) = (i)« = (W' o h)y = (h71)s 0 he : Ho(K) — Hy(K)

id,ry = (idjz))« = (ho h™"), = hyo (h™Y). : Hy(L) — H,(L)

Dakle, h, je izomorfizam. =
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Poglavlje 4
Homotopija

U proslom poglavlju vidjeli smo kako neprekidno preslikavanje h : |K| — |L|
inducira linearni operator u homologiji, te da je to preslikavanje izomorfi-
zam ako je h homeomorfizam. Sada ¢emo vidjeti slabiji uvjet za h tako da

inducirano preslikavanje bude izomorfizam.

Definicija 4.1 Neka su X 1Y topoloski prostori. Homotopija iz X u'Y
je bilo koje neprekidno preslikavanje F : X x [0,1] — Y.

Definicija 4.2 Neka su f,g: X — Y neprekidna preslikavanja. Homoto-
pija izmedu f i g je neprekidno preslikavanje F : X x [0,1] = Y takvo da
je F(x,0) = f(z) i F(z,1) = g(x), za svaki z € X.

Definicija 4.3 KazZemo da su preslikavanja f i g homotopna ako postoji

homotopija izmedu f i g. Oznacavamo f ~ g.

Napomena 4.4 Relacija homotopnosti je relacija ekvivalencije na skupu ne-

prekidnih preslikavanja iz X u'Y.

Primjer 4.5 Na Slici[f] vidimo primjer dva homotopna preslikavangja f, g :

[0,1] — R<.



Slika 4.1: Homotopna preslikavanja f i g.

Primjer 4.6 Preslikavanja f,g : [0,1] — {0,1} definirana s f(z) = 0 i

g(x) =1, za svaki x € [0, 1], nisu homotopna.

Medutim, trebat ¢e nam stroza verzija homotopije. Neka su A C X
i B CY . Preslikavanje parova f : (X,A) — (Y, B) je preslikavanje
f X — Y takvo da je f(A) C B. Homotopija parova izmedu f i g,
fr9: (X, A) = (Y, B), je homotopija F': X x [0,1] = Y izmedu f i g takva
da je Fi(A) C B zasvet € [0,1].
Definicija 4.7 Kazemo da su prostori (X, A) i (Y, B) homotopni ekviva-
lentni ako postoje preslikavanja f : (X, A) — (Y,B) ig: (Y,B) = (X, A)
tako da je go f ~idx.ay i fog ~idyp. Oznacavamo (X,A) ~ (Y,B) i
preslikavange f zovemo homotopna ekvivalencija.

Ako je i : (Y, B) — (X, A) inkluzija potprostora i r : (X, A) — (Y, B)
preslikavanje tako da je r o4 = idy,p) i i o7 ~ id(x a), tada (Y, B) zovemo

deformacijsko povlaéenje (eng. deformation retract) prostora (X, A).

deformation rehackon
1= 0

R \{peinrt eivcle

Slika 4.2: Kruznica je deformacija prostora R? \ {0}.
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4.1. Teorem o Zivcu

Interes za homotopnim preslikavanjima proizlazi iz sljedeceg teorema.

Teorem 4.8 Ako vrijedi f ~ g : |K| — |L|, tada je f. = g. : Hy(K) —
H,(L).

Teorem 4.9 Neka je preslikavanje f : |K| — |L| homotopna ekvivalencija.

Tada je h, : H,(K) — H,(L) izomorfizam.

Dokaz. Kako su je f homotopna ekvivalencija, postoji preslikavanje ¢ :

|L| = |K| tako da je go f ~id|x i f o g ~id. Slijedi
idm, (k) = (idx))« = (g0 f)s = g« 0 [t Ho(K) — H,(K)

i, ) = (idig)« = (f 0 9)e = fu© gu - Ha(L) = Hn(L).

Stoga, h, je izomorfizam. m

4.1 Teorem o zivcu

Poseban primjer homotopne ekvivalencije je Teorem o Zivcu.

Neka je F konacna familija zatvorenih i konveksnih skupova u euklidskom

prostoru. Definiramo zivac od F kao apstraktni simplicijalni kompleks

N(F)={GCF: () F+#0}

F,eG

Primjer 4.10 Neka je F = {Fy, Fy, F3} sa Slike[{.3 Tada je

N(F) = {1} AL} A s}, Ay, Fo), { By, By} {7y, Fs}

sto je izomorfno granici 2-simpleksa.
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4.1. Teorem o Zivcu

m

¢

Slika 4.3: Zivac (desno) pridruzen familiji skupova (lijevo).

Teorem 4.11 (Teorem o zivcu)

1. Neka je F = {F,...,F.} familija zatvorenih i konveksnih skupova u
FEuklidskom prostoru. Tada je

U F= W)

F;eF

2. Neka je F definiran kao gore i neka je F = {F}, ..., F. } familija zatvo-
renih © konveksnih skupova takva da je F; C Fi/, za svaki i. Oznacimo
s J inkluziju Uper Fi = Uper E i neka je o : N(F) = N(F)
simplicijalno preslikavanje koje preslikava Fy u F;. Vrijedi sljedeci ko-

mutativni dijagram

Hn(UFie]-‘ E) — Hn(UFi’e]—" FIL/)

% E

Hy(N'(F)) ——— Ha(N(F))
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Poglavlje 5
Relativna homologija

Neka je Ky € K potkompleks. Definiramo relativni vektorski prostor
n-lanaca kao kvocijentni prostor C,, (K, Ky) = C,(K)/C,(Kp).
Kako je 0,(C,(Ky)) C C,—1(Kp), mozemo definirati grani¢ni operator

6»,1 : Cn(K, K()) — Cn—l(Ka Ko)

takav da je 0, 0 0,41 = 0.

Sada imamo i relativni n-ti homoloski vektorski prostor
H, (K, Ky) = Z,(K, Ky)/Bn(K, Ky) := Ker(9,)/Im(0,1).

Primjer 5.1 Neka je K simplicijalni kompleks dobiven od 2-simpleksa i svih
njegovih stranica. Neka je Ky njegov 1-skelet. Slijedi:

Vidimo da je Hy(K, Ko) = Zy i Hi (K, Ky) = Hy(K, Ky) = 0.



Prethodni primjer moze se generalizirati za bilo koji n-simpleks. Neka je K
n-simpleks sa svim njegovim stranicama, a Ky njegov (n — 1)-skelet. Tada

je H,(K, Ky) = Zs i svi ostali homolski vektorski prostori su trivijalni.

Definicija 5.2 Neka su A C X ¢+ B C Y. KaZemo da je preslikavanje
f (X, A) = (Y, B) preslikavanje parova ako je f : X — Y preslikavanje
takvo da je f(A) C B.

Primijetimo da ako je preslikavanje f : (K, Ko) — (L, Lg) simplicijalno
preslikavanje parova, tada je fu(C,(Ky)) € C,(Lg). Stoga je inducirano
preslikavanje fu : C,(K, Ky) — Cyn(L, L), definirano s fx([c]) = [f(¢)],
dobro definirano. Nadalje, iz Leme [3.3] slijedi

O o f([c]) = [0n 0 f(c)] = [f 0 On(c)] = fy 0 On([c])-

Kao u dokazu Korolara simplicijalno preslikavanje parova f : (K, Ky) —

(L, Lo) inducira preslikavanje u relativnoj homologiji
fe: Ho(K, Ko) — H,(L, Ly).

Sada ¢emo navesti teorem o linearnom operatoru koji ¢e nam sluziti u

sljede¢em odjeljku.

Teorem 5.3 Neka je Ko C K. Tada je linearni operator d, : H, (K, Ky) —
H,_1(Ky), 0.([c]) = [0n(c)] dobro definiran i ako je preslikavange f : (K, Kqy) —

(L, Ly) simplicijalno preslikavanje parova, tada vrijedi sljedece:

H,(K, Ko) —2— H,_(K,)

i Js

H,(L, Lo) —=— H,_(Lo).
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5.1. Senzorske mreze

5.1 Senzorske mreze

Pogledajmo sada na primjeru gdje relativna homologija moze biti korisna.

5.1.1 Problem pokrivaca

Problem je sljedeci: pretpostavimo da je X konacan skup ¢vorova sadrzanih
u domeni D C R?, gdje svaki évor moze primiti i emitirati informacije te
pokriti podru¢je zadanog radijusa. Pokriva li unija kugli nekog radijusa
r domenu D? Na gornjoj ilustraciji vidimo da je odgovor "da” u lijevom
slucaju, a "ne” u desnom slucaju. Pod pretpostavkom da je lokacija svakog
¢vora poznata, to je trivijalan zadatak. Zanima nas odgovor na to pitanje
pod pretpostavkom da ne znamo to¢nu lokaciju ¢vorova, ve¢ samo koji su

¢vorovi blizu jedan drugome.

Radit ¢emo pod sljede¢im pretpostavkama:

e Cvorovi emitiraju svoje jedinstvene ID brojeve. Svaki évor moze otkriti

identitet bilo kojeg ¢vora unutar radijusa emitiranja r,

e Cvorovi imaju kugle radijusa r, > /3.
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5.1. Senzorske mreze

e Cvorovi leze u kompaktnoj i povezanoj domeni D C R? &ija je granica
0D povezana i po dijelovima linearna, skup ¢vorova na granici zovemo

granicni ¢vorovi i oznacavamo Xy.

e Svaki granic¢ni ¢vor x € Xy zna ID svojih susjeda na granici 9D i oba

susjeda leze unutar udaljenosti r, od .

Radi jednostavnosti koristimo oznake R := VR,, /2(X) i F := VR, j2(X}),
gdje je F' 1-dimenzionalni ciklus koji sadrzi grani¢ne ¢vorove, tj. dD je jedna
geometrijska realizacija od F. Takoder, prisjetimo se iz Teorema da
postoji dobro definiran linearni operator 6, : Ho(R, F') — Hy(F).

Napomena 5.4 U sljedecem teoremu spominje se pojam pokrivaca pa pono-
vimo definiciju (preuzeto iz [8]).

Neka je S = (Ax, A € A) familija podskupova Ay skupa X 1Y C X. KaZemo
da je S pokrivaé za'Y, ako je Y C |J,cp Ar. Posebno, S je pokrivac za X,
ako je X = Jycp Ar.

Teorem 5.5 Ako postoji [a] € Ho(R, F) tako da je 0 # 6.([a]) = [0a()] €
H\(F), tada je unija U = Upex B, (z) pokrivac za D.

Dokaz. Neka je z : | R| — R? preslikavanje koje vrhu v; € |R| pridruzi odgo-
varaju¢i ¢vor u ravnini i koje se linearno prosiruje na sve visedimenzionalne
simplekse na sljedeéi nacin: z(3 . tv;) = Yoo tiz(vs).

Uoc¢imo da je z(|R|) C U. Doista, neka je @) skup ¢vorova koji ¢ine simpleks 7
u R, tj. diam(Q) < r. Tada je prema Teoremu presjek (<o Brb/\/g(l')
neprazan. Sada se lako vidi da je bilo koja tocka u z(7) udaljena najvise

r/v/3 od tocke u @, i stoga

2r) € | B, sx) € | Br(x) CU
zEQ z€Q
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5.1. Senzorske mreze

Kako ovo vrijedi za svaki simpleks 7, slijedi z(|R|) C U.

Iz Teorema 5.3 imamo sljedeé¢i komutativni dijagram:

Hy(R, F) —>— H;(F)
fx

Hy(R2,0D) —2— H,(D)

Posebno vrijedi z.([a]) = z. 0 d.([a]) # 0.
Pretpostavimo da postoji tocka p € D koja nije sadrzana u uniji U. Tada za

preslikavanje z vrijedi sljedeci dijagram

| J

(U,0D) —— (R*\ {p},0D)

Primjenom homologije dobiva se sljede¢i komutativni dijagram vektorskih

prostora
Hy(R, F) —=— Hy(R% 0D)

Hyo(U,0D) —— Hy(R*\ {p},0D)
Uocimo da je (R?\ {p},0D) ~ (D \ {p},dD) ~ (0D, D) i stoga

Hyo(D\ {p},dD) = Hy (9D, D) = 0.
To je u kontradikciji s z.([a]) # 0. Dakle, D CU. =

Korolar 5.6 Neka je o definirana kao u Teoremu (5.5 Restrikcija unije U

na cvorove x € X koji ¢ine a pokrivac je za D.
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Poglavlje 6

Zakljucak o topologiji i

homologiji

Neka je K C R? kompaktan skup i P skup tocaka koje leze "blizu” K.
Zanima nas moze li se iz skupa P rekonstruirati topologija skupa K. Navest
¢emo jedan teorem koji potvrdno odgovara na to pitanje pod prilicno jakim
pretpostavkama o skupu K.

Za skupove K i P definirane kao gore te € R?, definiramo
d = mi — d = mi —
x(x) =min ||z —y]| p(z) = min [lz —yl,

gdje je norma standardna 2-norma.

Za dani z € R¢ definiramo
lg(z) ={y € K :dg(z) = ||z — yll}.
Uocimo da je [[Ig(x)| > 1, za svaki z.

Definicija 6.1
Sredisnja os skupa K je skup M(K) = {z : |llg(x)| > 2}.



Doseg skupa K definiramo s

Reh(K) := min d (y, M(K))

yeK

gdje je M(K) zatvarac¢ sredisnje osi M (K).

]RMW.I
Mw

Slika 6.1: Sredisnja os i doseg skupa.

Definicija 6.2 Hausdorffova udaljenost dvaju nepraznih skupova X, Y C

R? definirana je s

Ay (X,Y) i= maz { sup inf |}z yll, sup inf |ly — =] }.
zeX yeYy yeY zeX

Za dana preslikavanja dg,dp : R — R i radijus 7, imamo sljedeé¢e pod-
skupove prostora R%:

K, = dg ((—o0,r]),  Pri=dp!((—o0,r]) = [ B.(p).

peEP

Teorem 6.3 (Nioygi, Smale, Weinberger) Neka je K kompaktna mno-
gostrukost prostora R% s pozitivnim dosegom. Neka je P skup tocaka takav
da vrijedi dg (K, P) = € < /2 Rch(K). Tada za svakir € (2e, \/chh(K»,

skup P, moZze se deformacijski povuci na K.
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Napomena 6.4 Topoloska mnogostrukost dimenzije n je topoloski pros-

tor sa svojstvom da svaka tocka ima otvorenu okolinu koja je homeomorfna

R"™.

Teorem tvrdi da se topologija prostora K moze rekonstruirati, ali pod
prilicno jakim pretpostavkama.
Sada nastavljamo s dokazom da se homologija (ne nuzno kompaktnog)

skupa moze rekonstruirati iz perzistente homologije dovoljno dobrog uzorka.

Teorem 6.5 Neka su K C RY, P C R? konacni skupovi i €,0 > 0 tako da je
1. K C Py (gustoéa uzorkovanja)
2. P C K, (greska uzorkovangja: tocke ne moraju lezati u K )
3. inkluzijoa K — Ks.. inducira izomorfizam H,(K) = H,(Ks.c)
4. inkluzija Ksic = Kyeys) inducira monomorfizam Hy,(Ksic) = Hy(Kagers))-

Tuda je H,(K) = Im (H,(P5) = Hy(Pss.)).

Dokaz. Pretpostavke 1. i 2. daju sljedeé¢i komutativni dijagram inkluzija

K —— Kg_,_e — K2 (6+€)

e

Py —— Pose
Sto inducira sljede¢i komutativni dijagram u homologiji

(K —> H K§+€) mono H K2(§+e))

b

Hn(P6 E— H (P2(5+e
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Kako je H,(K) — H,(Kjs,.) izomorfizam, to preslikavanje a mora biti su-
rjekcija. Isto tako, preslikavanje b mora biti monomorfizam.

Zakljucujemo da vrijedi

Ho(K) 2 Hy(Kseo) = Im(b) = Im(bo a) = Im(H,(Py) — Hy(Passe)).

Slika [6.2] prikazuje tockasti uzorak koji ne uspijeva rekonstruirati prave

dimenzije homologije za bilo koji radijus r.

(a) (b) (c)

Slika 6.2: Ne postoji dovoljno dobar radijus s kojim se jasno istice rupa
okruzena tockama iz uzorka. S druge strane, perzistenta homologija bi otkrila

ovo svojstvo.
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Poglavlje 7
Perzistentni Bettijevi brojevi

Za skup tocaka P C RY, Bettijev broj 3;(P,) vrlo je promjenjiv u odnosu na
radijus 7, Sto znaci da mala perturbacija skupa P moze rezultirati potpuno
razlicitim Bettijevim brojem. Nadalje, iako postoji "pravi” radijus r za do-
voljno dobar uzorak dovoljno lijepog prostora (Teorem , prilagodavanje
parametra nije bas prakti¢no (Slika .

Kao sto sugeriraju Teorem [6.5]1 Slika ovi se problemi mogu rijesiti pro-
matranjem podataka s obzirom na razlicite radijuse. Vidjet ¢emo da su
rezultirajuce invarijante stabilne u odnosu na perturbacije podataka. Raz-
motrimo najprije fy, tj. komponente povezanosti. Koristit ¢emo statisticki
alat koji se zove dendrogram. Dendrogram je dijagram u obliku stabla koji

prati evoluciju komponenti povezanosti ovisno o promjeni radijusa r.

Primjer 7.1 Neka je P = {p1, p2, p3, P4, D5, D6, P7, Ds, Po ; Skup tocaka sa Slike
[7.1. Kada je radijus v dovoljno mali, P, se sastoji od 9 komponenti pove-
zanosti. Za nesto veci r nastaju 3 komponente povezanosti koje se na kraju
povezuju u jednu najvecu komponentu. Pripadajuci dendrogram prikazan je

na istoj slici.



Slika 7.1: Skup tocaka s pripadajué¢im dendrogramom.

Primjer 7.2 Slika[7.9 prikazuje skup tocaka u ravnini zajedno s pripadajucim

dendrogramom. Dendrogram sugerira postojanje tri grupe.

" .'"‘_.-
LTy )

N

(b)

Slika 7.2: a) Skup podataka. b) Pripadajuéi dendrogram.
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Definicija 7.3 Filtracija simplicijalnog kompleksa K je familija potkom-
pleksa {K; C K :i=0,...,m} takva da je

KyCK C..CK,, =K.

Primjenom simplicijalne homologije na filtraciju kompleksa K dobijemo

sljede¢a inducirana preslikavanja u homologiji
fi7 s Hy(K5) — Hy(K;)

za svaki ¢ < j. Pripadajudéi prezistentni n-ti Bettijevi brojevi definirani
su sa

B, = dim Im (f7).

Primjer 7.4 Promotrimo filtraciju sa Slike[7.3. Neki od prezistentnih Bet-
tijevih brojeva su sljedeci: 65’2 =1, 53’4 = 2, 53’5 = 2, 63’6 =2, 3’7 =1,

L = 1 =0

1 Pl 3 1 5
b 3 ] 7 10

Slika 7.3: Filtracija simplicijalnog kompleksa.

Neka je 0 # [¢] € H,(K;). Kazemo da je klasa [¢] rodena u K; ako

vrijedi [c] ¢ Im(f!1"). Ako je [¢] rodena u K;, kazemo da umire u K; ako
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se stopi sa starijom klasom u prijelazu iz K;_; u K;. Tada vrijedi f27~([c]) ¢

Im(fi74971), ali f77([c]) € Im(fi71).

Primjer 7.5 (Nastavak Primjera[7.4]) Vidimo da postoji klasa [c] € Hy(K7)
rodena u Ky koja umire u K. Isto tako, postoje dvije klase rodene u Kg
koje obje umiru u Kg. Jedna od njih se popuni, a druga se stopi sa starijom
klasom. QOvo je “pravilo starijeq”: prednost ima klasa s najranijim vremenom

rodenja.

Kako bismo pratili evoluciju homoloskih klasa tijekom filtracije simplici-

jalnog kompleksa, uvodimo sljedece brojeve:

pl = (BT =B = (BT =BT, =8 = B

Broj pi’ oznacava broj linearno nezavisnih homologkih klasa dimenzije n,

rodenih u vremenu ¢ te koje umiru u vremenu j. Takoder vrijedi

i = dim((lm (971 N er (f779) )\ (Tm (£27971) 1 Ker (ff‘l’j))) .

Isto tako, p%> oznacava broj linearno nezavisnih homologkih klasa rodenih
u vremenu ¢ koje nikada ne umiru.

Uoc¢imo da je

dim H,,( Z,u

Brojevi p’ obi¢no se vizualiziraju na sljedece nacine:

e barkod dijagram dimenzije n - svaki p’/ # 0 interpretira se kao

interval [7, j) koji predstavlja vrijeme zivota homoloske klase

e perzistentni dijagram dimenzije n - za svaki y%’ # 0 na dijagramu

se iscrtava tocka (4, 5)
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7.1. Cechove i Vietoris-Ripsove filtracije

Primjer 7.6 (Nastavak Primjera Vidimo da su jedini nenegationi p'’

sljedeci:
1,00 2,7 3,5 4,6 7,10 8,9
po o =1, py =1, pr =1, p =1, =1, wr=

Pripadajuci barkod i perzistentni dijagram vidimo na sljedecoj slici.

1.

Persistence Diagrams

Barcodes “
o 4 a
3 ;;I/"
3+
l'll. 4 .
——y G+ L]
5 4 »
g .
t | Il
oty 4 § & F & g v it . 3 ‘Y 5 & % ® 90

Slika 7.4: Barkod i perzistentni dijagram Primjera [7.4]

7.1 Cechove i Vietoris-Ripsove filtracije

Cechova filtracija

Neka je P C R? Tada po Teoremu o Ziveu (Teorem |.11)) vrijedi sljedeéi

komutativni dijagram vektorskih prostora i linearnih operatora

Hn(Pro) - Hn<Pr1> . Hn<Pr2> ’

- - - l

H,(Cech,,(P)) —— H,(Cech,,(P)) —— H,(Cech,,(P) e



7.1. Cechove i Vietoris-Ripsove filtracije

Nije tesko dokazati da se perzistentni Bettijevi brojevi za prvi i drugi redak u
prethodnom dijagramu podudaraju, pa barkod i prezistentni dijagram Cec-
hove filtracije imaju jasnu geometrijsku interpretaciju: oni biljezi evoluciju
"rupa’ formiranih od kugla dobivenih povec¢avanjem radijusa r oko tocaka u

skupu P.

Vietoris-Ripsova filtracija

Za dani parametar r, ne mora vrijediti VR,.(P) ~ P,, stoga moze biti nejasno

kako interpretirati perzistente Bettijeve brojeve pripadajuce filtracije
VR,,(P) = VR,,(P) = VR, (P) = ... = VR, (P).

Medutim, po Korolaru [1.15| vrijede sljedec¢e inkluzije

d

h,.(P) C P)C hoys, (P) C P =4
Cech,(P) C VR,.(P) C Cechgs,.(P) C VRos(P), 9 A+ 1)

Primjenom homologije dobivamo sljedeé¢i komutativni dijagram vektor-

skih prostora:
H, (Cech,(P)) —— H,(Cechas.(P))

l/i

——— H,(VRys-(P))
Ovaj dijagram pokazuje da svaka klasa u H,(VR,(P)) kojoj je slika ne-nul
u H,(VRas(P)), mora imati ne-nul sliku u H,(Cechas.(P)). Ovo je svoj-
stvo bitno da bi bili sigurni da na ovaj na¢in reprezentiramo pravu topolosku
znacajku prostora Pys,.. Slicno, svaka klasa u H,(Cech,(P)) koja ima ne-
nul sliku u H,(Cechys,(P)) mora imati ne-nul sliku i u H,(VR,.(P)). To
bi znacilo da dovoljno dugi intervali u barkod dijagramu Cechove filtracije

induciraju interval u barkod dijagramu Vietoris-Ripsove filtracije, i obrnuto,
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7.1. Cechove i Vietoris-Ripsove filtracije

svaki dovoljno dug interval u barkod dijagramu Vietoris-Ripsove filtracije od-

govara pravoj geometrijskoj znacajki.

Uz ovaj ociti nedostatak Vietoris-Ripsovoh kompleksa, mozemo se zapi-

tati zasto ga uopce razmatrati. Postoje prvenstveno dva razloga za to:

e Za konstrukciju Cechovog kompleksa potrebne su koordinate tocaka u
R?, dok su za Vietoris-Ripsov kompleks potrebne isklju¢ivo udaljenosti

parova tocaka.

e Rad s Vietoris-Ripsovim kompleksom omogucuje implementaciju odredenih

heuristika koje u praksi daju znacajna ubrzanja.

Primjer 7.7 Svaki konacnodimenzionalni metricki prostor ima pridruZenu
Vietoris-Ripsovu filtraciju. Uzmimo kao primjer metricki prostor koji se sas-

toji od tocaka {p1, pa, P3,pa} 1 ima pridruZenu matricu udaljenosti

0 1 1 2
1 0 2 1
1 2 0 1
21 10

Imamo filtraciju VRo(P) C VRy;(P) € VR((P). Na Slici mozemo

widjeti vizualizaciju te filtracige.
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—)

Cechove i Vietoris-Ripsove filtracije

Coeemd

Ho

Hy

Slika 7.5: Vietoris-Ripsova filtracija s

pridruzenim barkod dijagramom.

Primjer 7.8 Slika (7. prikazuje perzistentni dijagram Vietoris—Ripsove fil-

tracije povezane sa skupom tocaka u ravnini.
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Slika 7.6: (a) Skup tocaka. (b) Perzistentni dijagram dimenzija 0 i 1 pripa-

dajuce Vietoris—Ripsove filtracije.
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Zakljucak

Topoloska analiza podataka (TDA) podrucje je koje kombinira koncepte to-
pologije s podtakovnom znanos¢u. Cilj joj je izvuéi znacajne spoznaje iz
slozenih i visokodimenzionalnih podataka fokusirajué¢i se na oblik i strukturu
podataka umjesto samo na pojedinacne podatke. Topologija proucava svoj-
stva prostora koja se ne mijenjaju pod neprekidnim preslikavanjima. TDA
primjenjuje topoloske koncepte za analizu podataka, promatrajué¢i podatke
kao topologki prostor u kojem su tocke povezane razlicitim odnosima.

Srz TDA je koncept perzistente homologije. Ova tehnika pretvara po-
datke u topoloski prostor konstruiranjem simplicijalnih kompleksa. Perzis-
tentna homologija zatim analizira evoluciju topoloskih karakteristika u ovis-
nosti o izboru razlic¢itih parametara pri konstrukciji prostora kako bi otkrila
temeljnu strukturu podataka.

TDA ima razne prednosti. Otporna je na Sum u podacima jer se fo-
kusira na prezistente topoloske karakteristike koje su stabilne u odnosu na
izbor razlic¢itih parametara pri izgradnji topoloskog prostora. Takoder, moze
pomodi smanjiti visokodimenzionalne podatke u nizedimenzionalnu reprezen-
taciju a da se pritom ocuvaju bitne topoloske informacije. TDA moze otkriti
skrivene grupe, praznine i druge topoloske karakteristike koje se mozda ne
vide u tradicionalnim metodama analize podataka.

TDA se primjenjuje u raznim podrucjima poput biologije (analiza struk-



tura proteina i genetskih podataka), strojnog ucenja (poboljsanje ekstrakcije
znacajki i obrade podataka), analize slika (prepoznavanje oblika i struktura
na slikama), itd.

Mozemo zakljuciti da je TDA mocan pristup otkrivanju skrivenih struk-
tura u slozenim skupovima podataka. Koriste se topoloski koncepti za pos-
tizanje jedinstvene perspektive na podatke, $to je posebno vrijedno u po-

druc¢jima gdje tradicionalne metode analize podataka mogu zakazati.
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