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Uvod

Nit vodilja prostorne analize je takozvani Toblerov zakon koji glasi ovako:
"Sve je povezano sa svime, ali bliske stvari su povezanije jedna s drugom.”

Prostorna statistika je samostalna grana statistike koja proucava metode
prikupljanja i analize podataka koristeéi njihova topoloska (geografska) svoj-
stva. Siroko je primjenjiva i zapocela je razvoj iz razlicitih disciplina. Do-
voljno je nabrojiti samo tri sljedeca problema u kojoj se primjenjuje kako
bi dobili dojam Siroke rasprostranjenosti: analiza polozaja dijelova Cipova,
analiza i predvidanje polozaja galaksija u svemiru, epidemiologija.

U ovom radu razmatrat ¢emo primjenu prostorne statistike u epidemiolo-
giji. Preciznije govoredi, razmatrat ¢emo mapiranje zaraze koronavirusom po
hrvatskim Zupanijama u prvoj polovini 2021. godine. Opéenito, cilj mapira-
nja zaraze je prikazati prostornu distribuciju rizika koji se moze manifesirati
na dva nacina: mortalitet i mobiditet(broj ljudi koji su oboljeli). Nakon pri-
kazane distribucije mogu se uciti regije koje imaju povecani rizik u odnosu
na ostale. Sukladno tome mozemo poduzeti odredene mjere zastite ili pak
otkriti razlog zasto dolazi do povecanog rizika.

Cilj ovog rada nije pruziti detaljan i opsezan opis svih metoda koje se
trenutno koriste u prostornoj epidemijiologiji, ve¢ pokazati one koje se koriste
u Sirokom obujmu.

Glavni zadatak ovog rada je primjena svih iznesenih metoda uporabom



racunala, programskog jezika R i prostornih podataka koristenjem takozva-
nog GIS-a [0], racunalni sustav koji analizira i prikazuje geografski referen-
cirane informacije.

U prvom poglavlju navodimo osnovne pojmove potrebne za razumjevanje
rada.

U drugom poglavlju kratko se navode osnove mapiranja zaraze uz prikaz
ucitanih podataka te dobnu raspodjelu za Hrvatsku po zupanijama. Poka-
zuje se podjela podataka na slojeve ¢iji cilj moze biti uklanjanje zbunjujuc¢ih
varijabli.

U tre¢em poglavlju se iznose razne metode te komentiraju njihove pred-
nosti i nedostatke. Nakon toga se pokusava napraviti Sto zagladeniji prikaz
relativnog rizika. Sve metode provodimo u statistickom programu R.

U cetvrtom poglavlju se definira matrica susjedstva zupanija i uvodi pros-
torno strukturirani statisticki modeli. U ovim modelima rizik svake zupanije
ovisi o susjednim zupanijama blizu kojih se nalazi. Kratko se opisuje mo-
del linearne regresije gdje se relativni rizik modelira kao linearana funkcija
kovarijebli (u nasem slucéaju razmatramo kao kovarijable koli¢inu starije po-
pulacije, te zagadenost zraka u Zupanijama), te se pokazuje princip kako
otkriti statisticki znacajne kovarijable. Specificno za Hrvatsku, pokusati ¢e
se pronaci statisticki znacajna kovarijabla koja povecava rizik od bolesti koro-
navirusa. Simulacije potrebne za Bayesovsku procjenu parametara modela Ce
se provoditi koristenjem Monte Carlo Markovljevih lanaca (vidi [7]) te ¢emo
ih izvrsavati pomoc¢u vanjskog programa WinBUGS [15] koji je razvijen na
Cambridgeu, a rezultate ¢emo spremati u posebne datoteke prilagodene za

taj program.

vi



Sadrza]j

v

vii
(1 Osnovne definicije| 1
[L.1 Slucajne varijable (vektori). . . . .. ... ... ... ... .. 1
[L.2  Osnove statistikel . . . . ... ..o oo oo 5
(1.3  Osnove Bayesovske statistike[. . . . . . . ... ... ... ... 8
(1.3.1 Azuriranje vjerovanja o parametru| . . . . . . . . ... 8

(1.4  Monte Carlo Markovljevi lanci| . . . . . . ... ... ... ... 12
(1.4.1 Metropolis-Hasting algoritam| . . . . ... .. .. ... 13

(1.5 Empirijske Bayesovske metode] . . . . . . . . ... 15

2 Osnove pri mapiranju zaraze| 18
B Siaienek B 29
[3.1 Standardizirani omjer smrtnosti (engl. Standardised Morta- |

| lity Ratio SMR) | . . . . . . . .. ... 22
[3.2  Stopa smrtnosti (engl. Case Fatality Rate CFR)| . . . . . . .. 25
3.3 Poisson-Gamma Modell . . . . . ... ..o 27
[3.4  Log-normali Model| . . . . ... ... ... ... ... ..... 30




Sadrzaj

[3.5 Marshallov globalni EB procjenitely] . . . . . . ... ... ... 31
P ] — ST el 35
4.0.1 Uvjetna autoregresivna specifikacija (CAR)| . . . . . . 37

[4.1  Poisson-gamma model sa MCML{ . . . ... ... ... ... .. 38
[4.2  Bayesova linearna regresija sa MCML| . . . . . ... ... ... 44

50
[Literatural 52

viil



Poglavlje 1
Osnovne definicije

U ovom poglavlju ¢emo iznijeti definicije pojmova koje ¢emo koristiti u dalj-

njem tekstu.

1.1 Slucajne varijable (vektori)

Definicija 1.1 Neka je (2, F,P) vjerojatnostni prostor, (Q, F) i (RR,B(R’“)),
k > 1 izmjerivi prostori te B(R¥) Borelova sigma algebra na R*. Sluéajna
varijabla (Sluéagni vektor) je izmjerivo preslikavanje X : (Q,F) —

(R, B(R)) (R*, B(R)*), tj. takvo da vrijedi :
X'(B) e F, VBeBR)(BR").

Definicija 1.2 Neka je X : Q — R* slucajan vektor na (Q, F,P). Induci-
ranu vjerojtnost Py : B(R*) — [0, 1] na (R*, B(R¥)) definiranu s:

Px(B) :=P(X € B) =P(X (B))

nazivamo distribucija ili zakon razdiobe od X.



1.1. Sluc¢ajne varijable (vektori)

Definicija 1.3 Neka je X slucajan vektor sa zakonom razdiobe Px. Funkciju

F = Fx : R¥ — [0,1] definiranu s
Fx(z) :=Px((—o00, 1)),z € R,
nazivamo funkcija distribucije od X.

Razlikujemo 2 osnovna tipa slucajnih varijabli (vektora).

Definicija 1.4 KaZemo da je X neprekidna sluc¢ajna varijabla ukoliko
je njena funkcija distribucije Fx apsolutno neprekidna, tj. ako postoji funk-

cija f : R¥ — [0, +00) takva da je

Feto) = [ f@)axw)
Funkciju f nazivamo funkcija gustocée od X.

Definicija 1.5 KaZemo da je X diskretna sluc¢ajna wvarijabla ukoliko

postoji prebrojiv podskup D € B(R¥) takav da je Px(D) = 1.

Cesto se u praksi diskretna slu¢ajna varijabla X definira eksplicitnim navodenjem
distribucije Px koju ¢emo navoditi tablicno, a neprekidna pomocu funkcije
gustoce.

Sada za slucajne varijable uvodimo sljede¢e pojmove.

Neka je X slucajna varijabla na (Q, F,P). Vrijedi X = X* — X~ gdje je

X = max{X,0} >0, X" = max{-X,0} >0

Definicija 1.6 KaZemo da je slucajna varijabla X = X+ — X~ ima mate-

maticko ocekivanje ukoliko je barem jedan od integrala

EX™* :z/X*d]P),EX_ ::/X_d]P’
Q Q



1.1. Sluc¢ajne varijable (vektori)

konacan. U tom je slucaju matematicko ocekivanje od X, u oznaci EX,
jednako
EX :=EX' - EX™ €R,

gdje oznaka R predstavlja prosireni skup realnih brojeva. Ako postoji EX

tada definiramo i varijancu od X, u oznaci Var{X|, tako da je
Var[X] = E[(X — E[X])?].

Sada ¢emo navesti nekoliko ucestalih primjera slucajnih varijabli njihovim

funkcijama distribucije koje ¢emo koristiti dalje u ovom radu.

Primjer 1.7 (Bernoullijeva razdioba) Bernoullijeva slu¢ajna varijabla X
indicira je i rezultat slucajnog pokusa bio uspjeh ili neuspjeh. Preciznije, X
ce 1mati vrijednost 1 ako se dogodio elementaran ishod koji je povoljan za
dogadaj uspjeh, inace ée imati vrijednost 0. Oznacimo sa 6 = P(X = 1)

vjerojatnost uspjeha. Tablica distribucije dana je sa :

0 1
X ~
1-6 0
EX?=0*%(1-0)+1°%x0 =40

Var[X] = E[X?] — E[X]? = 0 — 6>

Primjer 1.8 (Negativna binomna razdioba) Broj X nezavisnih jednako
distribuiranih Bernoullijevi pokusa s vjerojatnosti uspjeha 6 do ukljucivo k-tog
uspjeha je slucajna varyyabla koja ima negativnu binomnu razdiobu s parame-

trima k 10, 0 < 0 < 1. Njena distribucija dana je sa:

x k E+1 k+2
0" (5051 =0) (i) 6°(1—6)?

k 1-46

E[X]ZE, Var[X] =k PR



1.1. Sluc¢ajne varijable (vektori)

Primjer 1.9 (Poissonova distribucija) Slucajna varijabla X ima Poisso-
novu distribuciju s parametrom A > 0 ako prima vrijednosti iz skupa {0,1,2,3, ...
s vjerojatnostima

)\i

_ A
pi=P{X=i}=e El

Tada pisemo X ~ P(N).
Vrigedi:

Poissonova distribucija interpretira se kao slucajan broj dogadaja u nekom
vremenskom periodu, pri cemu je parametar 6 stopa ucestalosti odnosno pro-

sjek dogadaja po jedinici vremena.

Primjer 1.10 (Uniformna razdioba) KazZemo da neprekinda slucajna va-
rijabla X ima uniformnu razdiobu na segmentu |a,b|, i pisemo X ~

U(a,b), ako je funckija gustoée zadana kao:

Az € (a,b),

b—a’

fx(z) =

0, inace.

Primjer 1.11 (Normalna razdioba) KaZemo da neprekinda sluc¢ajna va-

2

rijabla X ima mormalnu razdiobu s parametrima p 1 o° > 0, © piSemo

X ~ N(u,0?), ako je Im X =R i gustoéa joj je

Vrijedi: E[X] = u, Var[X] = 0%



1.2. Osnove statistike

Primjer 1.12 (Gama razdioba) KaZemo da neprekinda sluéajna varija-
bla X ima gama razdiobu s parametrima o > 0 i X > 0, i pisSemo

X ~ (e, 1/)N), ako je Im X = (0, +00) i gustoca joj je

«@
22 g0 le™™ 20 >0,

0 mace.

gdje je T'(a) = O+°° to~te~tdt T-funkcija.

Vrijedi: E[X] = ¢, Var[X] = %

>

Slucajna varyjabla sa gore opisanom razdiobom moZe se intepretirati kao vri-
jeme cekanja da se dogodi tocno o dogadaja u Poissonovom procesu sa inte-

zitetom M.

1.2 Osnove statistike

Definicija 1.13 Neka je (2, F) izmjeriv prostor i neka je P familija vjero-
jatnosti na (0, F). Uredena trojka (Q, F,P) se naziva statisticka struk-
tura.

Familija P cesto je parametrizirana, a zapisuje se na sljedeci nacin:

P:{Pgleé@}

Definicija 1.14 Na statistickoj strukturi (Q,F,P) definiramo statistiku
kao slu¢ajnu varijablu (ili slucajni vektor) T : Q — R (R¥) tako da postoji
n € N in-dimenzionalni slucajni vektor (X, ..., X;,) na (2, F, P) te izmjeriva

funkcija t : R" — R(R¥) takva da je T = (X1, ..., X,,).



1.2. Osnove statistike

Neka je X = (Xi,..., X,,) slucajan uzorak iz modela P = {f(;0) : 0 €
©},0 C RP. Na osnovi zadanog uzorka zelimo procijeniti vrijednost para-

metra 0, ili opéenito, neke njegove funkcije 7(6) € 7(©) C R*.

Definicija 1.15 (Tockovni) procjenitelj od 7(0) je statistika T = t(X) =
H(X1, o X)) u RE.

Jednostavnije receno, tockovna procjena slucajne varijable je postupak
procjene vrijednosti ili parametara neke sluc¢ajne varijable na temelju dostup-
nih podataka ili uzoraka. Cilj je dobiti jedan broj, kojeg nazivamo tockovna
procjena, koji predstavlja najbolju procjenu nepoznate vrijednosti ili para-
metra.

Postoji nekoliko razlicitih metoda za dobivanje tockovnih procjena, a sada
¢emo opisati jednu.

Neka je X = (Xi,...,X,,) slucajni uzorak iz modela P = {f(-;0) : 0 €
©}. Ako je x = (xy,...,x,) realizacija slucajnog uzorka X tada definiramo

funkciju vjerodostojnosti sa

L:0 =R, L(Oz) = L(0) = fx(z;0) = Hf(xi; 0).

Definicija 1.16 (Metoda maximalne vjerodostojnosti (MLE)) 6 = 0(X)

je procijenitely maksimalne vjerodostojnosti za 0 ako vrijedi
L(A|X) = max L(0]X).
(01¢) = max L(6]X)

Gore smo definirali tockovnu procijenu, a sada ¢emo definirati intervalnu
procjenu. Ideja intervalne procjene je konstruirati interval oko tockovne pro-
cjene.

Koeficijent pouzdanosti je vjerojatnost da promatrani interval sadrzi
vrijednost nepozatog parametra promatrane razdiobe i zato taj interval kons-

truiramo kao slucajni interval, tj. interval ¢ije su granice sluc¢ajne varijable.

6



1.2. Osnove statistike

Definicija 1.17 Za danu pouzdanost 1—a € (0,1), slu¢ajan uzorak (Xq, ..., X,)
iz X i statistike L, = f(X1, ..., Xpn), Dpn = g(X1, ..., X;,) kaZemo da je interval
[Ly, D, interval pouzdanosti (pouzdanosti 1 — «) za parametar T ako je

P(L,<7<D,)>1-—q.

Uoc¢imo da gornja definicija govori da interval [L,, D,] sadrzi 7 u barem

(1 — «)100% realizacija sluc¢ajnog uzorka (X7, ..., X,,).



1.3. Osnove Bayesovske statistike

1.3 Osnove Bayesovske statistike

Teorem 1.18 (Bayesova formula) Neka je (2, F, P) vjerojatnosni pros-
tor, A, B € F dogadaji takvi da je P(B) # 0. Tada vrijedi:

P(B|A)P(A)

PUAIB) = =5

Kroz ovaj rad koristit ¢emo statisticke modele koji se temelje na Bayesovoj
formuli, a njihova prednost je ta Sto mogu povezati prostornu varijabilnost
neke druge varijable i naSe promatrane varijabilnosti morbiditeta ili mor-
taliteta. U ovom radu ¢emo pokuSati povezati nekakve druge varijable sa
zarazom koronavirusa.
Kako bi mogli opisati rad ovih modela moramo na nekakav nacin defini-
rati sljede¢e pojmove : aposteriorna distribucija, apriorna distribucija,
funkcija vjerodostojnosti (engl. likelihood function).

Uoc¢imo da funkcija vjerodostojnosti zapravo govori koliko je vjerodos-
tojna svaka vrijednost parametra 6 ako znamo z. Ukoliko se radi o dis-
kretnoj sluc¢ajnoj varijabli tada umjesto f(x|f) koristimo P(x|6) tj. uvjetnu

vjerojatnost danih podataka x uz uvjet da je vjerovanje u @ istinito.

1.3.1 Azuriranje vjerovanja o parametru

Na ovaj nac¢in ¢emo izvoditi azuriranje vjerovanja o parametru. Neka je ©
diskretna slucajna varijabla. Sa E oznacimo skup nekih informacija o ©.

Od interesa nam je distribucija parametra © uz uvjet da znamo informacije
E. Dakle, zelimo doé¢i do P(© = 0|F). Koriste¢i Bayesov teorem dobijamo

sljedece :
P(E|© =0)
P(E)

Sada ¢emo komentirati i imenovati neke pojmove.

P(©=0|E) = P(© = 0)



1.3. Osnove Bayesovske statistike

e P(© = 0) je inicijalna funkcija vjerojatnosti od ©. Ova funkcija je
zapravo vjerovanje o parametru © prije uzimanja u obzir bilo kakvih
drugih informacija, konkretno u nasem sluc¢aju bez uzimanja u obzir
informacija iz E. Ovu funkciju nazivamo apriorna funkcija vjero-

jatnosti.

e P(© = 0|F) je funkcija vjerojatnosti © uz uvjet da su nam poznate
nove informacije iz £. Uoc¢imo da je ovo funkcija koja je azurirana sa
informacijama. Upravo ova funkcija nam je od interesa, nju nazivamo

aposteriorna funkcija vjerojatnosti.

P(E|©=0)

20 je izraz koji pokazuje promjenu od apriori do aposteriori dis-

tribucije. Uo¢imo da je izraz P(E|©) funkcija vjerodostojnosti.

Sada ¢emo iskazati strogu matematicku definiciju za aposteriori distribu-
ciju.
Definicija 1.19 Neka je 0 € O, 7 : © — R apriori distribucija parametra

0 i x realizacija slucajne varijable (vektora) X. Distribuciju od 0 za dani x

nazivamo aposteriori distribucija i definiramo sa

f(x|6)m(6)
fle) 7

gdje je f(x) marginalna distribucija od X .

7(0]z) =

Marginalna distribucija f(z) racuna se na sljedeéi nacin:

>0 [(x|0)7(0), u diskretnom slucaju,
f)=1" (L)
[ f(@]|0)m(0), u neprekidnom slucaju,
gdje je m(z) apriorna distribucija.
Navest ¢emo sljedeée definicije u svrhu definiranja Bayesovog statistickog

modela.



1.3. Osnove Bayesovske statistike

Definicija 1.20 Bayesovi statisticki model slu¢ajne varijable (ili slucajnog

vektora) X : Q — R (R*) je familija
P={f(-10):60 € O}

iz definicije [1.15 pri cemu je parametaru 6 pridruZena njegova apriorna dis-

tribucija s gustoéom w(0),0 € O.

U gore opisanom nacinu vidjeli smo kako azuriramo vjerovanje o parametru
kombinirajuc¢i obradene podatake i apriori uvjerenja. Prema tome, i prije
skupljanja podataka mi imamo nekakva uvjerenja, odnosno prethodno zna-
nje koje moze biti subjektivno, sto nas na kraju moze dovesti do krivog
rezultata. Upravo ovo apriori uvjerenje je najveca kritika u Bayesovom za-

kljucivanju.

Sada ¢emo iznijeti primjer za lakSe razumjevanje Bayesovih modela i principa

racunanja.

Primjer 1.21 Pojavila se smrtonosna bolest X, a poznato je da je vjero-
jatnost da se zarazi tom boleséu 10%. Medutim, poznato je da ako je osoba
plucni bolesnik da su tada izgledi za zarazu nesto veci.

Definiramo sljedeca dva dogadaja:

o A ... osoba se zarazila boleséu X.
e B ... osoba je plucni bolesnik.
Dakle u pocetku imamo apriori vjerovangje da vrijedi sljedecée:
P(A) = 0.1 odnosno P(A°) =0.9.

Nadalje, statistickim istraZivanjem je utvrdeno da ukoliko se osoba zarazila
boleséu X da je vjerojatnost da je ona pluéni bolesnik jedanaka 30%. Istovre-

meno se pokazalo da ukoliko je poznato da se osoba nije zarazila boleséu X,
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1.3. Osnove Bayesovske statistike

vjerojatnost da je pluéni bolesnik je 15%. Dakle, gornja razmatranja mozZemo
napisati ovako:

P(B|A) =03 i P(B|A®) =0.15.

Sada nam je od interesa odrediti P(A|B) odnosto vjerojatnost da ée se osoba

zaraziti ako je pluéni bolesnik. Koristenjem Bayesovog teorema sljedi:

P(B|A)P(A) P(B|A)P(A)
P(A|B) = P(B)  P(B[A)P(A) + P(B|A°)P(A¢)
0.3%0.1

= ~ 0.18 = 18%.
0.3x0.1+0.15x0.9 %

Uocimo da je izracunata vierojatnost aposteriori veca nego nasa pocetna apri-
ori. Dakle, prema ovom primjeru, ukoliko je osoba plucni bolesnik veca je

vjerojatnost da ce se zaraziti boleséu X .

prior
likelihood

posterior

Slika 1.1: Prikaz apriori, aposteriori i likelihood funkcija

Slika dobar je prikaz kako je aposteriori zakljucak kojeg dobijemo kom-
promis izmedu apriori uvjerenja i vjerodostojnosti mjerenja. Vidljivo je da
kre¢emo od apriori uvjerenja te podesavamo "u stranu” vjerodostojnosti mje-

renja.
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1.4. Monte Carlo Markovljevi lanci

Vazno je za istaknuti da u slu¢aju kad imamo funkciju gustoce f(z|) i apri-
ornu funkciju gustoce parametra m(f) mozemo izracunati aposteriornu dis-
tribuciju parametra 6, ali taj izracun cCesto je problematican.

Kako bi rijesili ovaj problem izrac¢una koristimo se Monte Carlo Markovljevim
lancima (MCML). Najjednostavnije receno, MCML je metoda generiranja si-
mulacije parametara modela koji nakon prikladnog razdoblja sagorijevanja
(engl. burn-in) postaju ostvarenja njihovih posteriornih distribucija. MCML
je jako primjenjiva metoda kako u mapiranju bolesti tako i u ekonomiji i
raznim drugim podruéjima.

Softver kojeg ¢emo koristiti za koristenje MCML je WinBUGS koji je otvo-
renog koda (engl. open source), a paket u R-u koji ¢e nam povezivati taj

vanjski softver sa nasim programom je R2ZWinBUGS.

1.4 Monte Carlo Markovljevi lanci

MCML je metoda generiranja slucajnih uzoraka iz dane distribucije. Na
pocetku se zadaje distribucija m koju nazivamo ciljna distribucija i skup
stanja S. Ova metoda zatim generira Markovljev lanac ¢ija stacionarna dis-
tribucija dobro aproksimira distribuciju 7.

Pretrazujemo skup S na nacin da promatramo vjerojatnosti prelaska iz sta-
nja nekog stanja ¢ u stanje j, gdje ¢e stanje j biti najvjerojatnije od svih
ostalih mogucih. Tada se stanje 7 dodaje u lanac. Lanac koji se simulira je
ergodski te je njegova stacionarna distribucija jednaka grani¢noj.

Dakle, sto vise simulacija provedemo, bit ¢emo blizi ciljnoj distribuciji. Kako
je lanac ergotski, on je takoder i ireducibilan (sva stanja medusobno komuni-
ciraju). Uo¢imo da nam ovo povlaéi ¢injenicu da éemo posjetiti stanje j € S

sa nekom vjerojatnoséu w(j) > 0 bez obzira iz kojeg stanja krenuli. Ovo ¢e

12



1.4. Monte Carlo Markovljevi lanci

nam biti jako vazno svojstvo u primjeni.
Postoji vise algoritama za MCML, ali ovdje ¢emo iznijeti najopcenitiji algo-

ritam.

1.4.1 Metropolis-Hasting algoritam

Ovaj algoritam simulira uzorke iz distribucije zadane funkcijom gustoce f
kojoj se "priblizavamo” tako da povec¢avamo veli¢cinu uzorka. U pokusaju
da to napravimo trebamo konstruirati ergotski Markovljev lanac takav da
njegova stacionarna distribucija dobro aproksimira distribuciju s funkcijom
f kojoj nam je cilj pribliziti se.

Uvjetna vjerojatnost ¢(x,y) = q(y|x) oznacava vjerojatnost prelaska iz stanja
x u stanje y, gdje je z,y € S. Uvjetna vjerojatnost ¢(x,y) ¢e nam koristiti u
algoritmu da odlu¢ujemo koje stanje ¢emo ili prihvatiti (dodati u lanac) ili
odbaciti.

Dovoljno je poznavati f i ¢ do na normaliziraju¢u konstantu da bi ovaj algo-
ritam mogli izvesti.

Kreéemo iz stanja zg € S za koje je f(zo) > 0 i pratimo sljedeéi algoritam.
Algoritam 1.22 Metropolis-Hastingov algoritam:

0. Neka je X, = x,.

1. Generiraj y, 1z Yy, ~ q(y|X,)-

2. Generiraj u iz U ~ U(0, 1).

3. Izracunaj p(x,,y,), gdje je

f () a(@nlyn) 1}'

p(l’m yn) - mln{ f(l’n) Q(yn|$n) 7
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1.4. Monte Carlo Markovljevi lanci

Yn,  ako je u < p(Tn,Yn),
4. Definiraj x,,q1 =

Ty, inace.

5. Ponavljaj zan =n+ 1.

U prvom koraku generiramo novo stanje pomocu prijelazne vrijednosti ¢(y|z).
Nakon toga donosimo kriterij prelaska u novo stanje.

Pretpostavimo da gledamo nov¢ié¢ nepravilnog oblika i neka je u vjerojatnost
okretanja glave koja dolazi iz uniformne distribucije na segmentu [0, 1].

Hocéemo li prije¢i u novo stanje ovisi o sljede¢em omjeru:

f(y) q(zly)

f(@) q(ylz)

Prvi faktor usporeduje vjerojatnosti dva stanja, a drugi vjerojatnost prelaska

iz predlozenog u trenutno stanje i obrnuto.

Ako je gornji izraz veéi od 1, to znaéi da je novo stanje vjerojatnije od trenut-
nog. Tada ¢e po definiciji od p vrijediti p(z,,y,) = 1 $to znaéi da prelazimo
u novo stanje jer u € [0,1]. Ako je manji od 1, bacamo novéi¢ i u slucaju
okretanja glave prije¢i ¢emo u novo stanje, a okretanjem pisma ostajemo
u starom. Uoc¢imo da nam ovakva formulacija omogucava da algoritam ne
zapne u nekom apsorpcijskom stanju iz kojeg ne moze izadi.

Iz ovog kvocijenta sada je jasno zasto je dovoljno poznavati f i ¢ do na nor-
malizirajuéu konstantu. Potreban nam je samo njihov omjer.

Vjerojatnost p(x,,y,) nazivamo vjerojatnost prihvacanja. Ideja ovog al-
goritma zasniva se na metodi pokusaja i pogreske. Korak 4. implicira da se
ovdje radi o konstrukciji Markovljevog lanca jer svako novo stanje ovisi samo

o prethodnom stanju.
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1.5. Empirijske Bayesovske metode

1.5 Empirijske Bayesovske metode

Empirijske Bayesove metode su postupci za statisticko zaklju¢ivanje u kojima
se apriorna distribucija parametra 6 procjenjuje iz slu¢ajnog uzorka sluc¢ajne
varijable X. Ovaj pristup je u suprotnosti sa standardnim Bayesovim meto-
dama, za koje se apriorna distribucija fiksira prije promatranja bilo kakvih
podataka.

Empirijske Bayesove metode mogu se promatrati kao aproksimacija Baye-
sovog tretmana hijerarhijskog Bayesovog modela. U dvostupanjskom hije-
rarhijskom Bayesovom modelu, pretpostavlja se da su promatrani podaci
X ={X1, Xs,..., X, } generirani iz distribucije p(z | #) s neopazenim sku-
pom parametara @ = {0, 60s,...,0,}.S druge strane, parametri § se smatraju
uzorcima iz distribucije p(6 | n) koju karakteriziraju hiperparametri 7. U hi-
jerarhijskom Bayesovom modelu pretpostavja se da hiperparametri n dolaze
iz. neparametrizirane distribucije p(n).

Informacija o odredenom parametru od interesa 6; stoga ne dolazi samo iz
svojstava od uzorka X, veé i iz svojstava populacije parametara 6 kao cjeline,
koji su sazeti u hiperparametrima 7.

Koristeé¢i Bayesov teorem dobivamo

p(x | 0)p0) _ plx|0)
p(z) p(z)

p(0] z) = /mmmmmw (1.2)

U najopcenitijoj situaciji, integral u nec¢e moci analiticki izracunati i te
¢e se procijenjivati numerickim metodama. Mogu se koristiti stohasticke ili
deterministicke aproksimacije. Primjeri stohastickih metoda su Monte Carlo
Markovljevi lanci i Monte Carlo uzorkovanje.

Alternativno, izraz ((1.2)) se moze napisati kao

plz | 0)p(d | n)
p(x | n)

pww:/mmemmm:/ p(n | z)dn,
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1.5. Empirijske Bayesovske metode

te se faktor u integralu moze se izraziti kao

p(n | ) = / o(n | 0)p(0 | 2)d6.

Ovo sugeriraju iterativnu shemu za razvoj sukcesivno poboljsanih aproksima-
cija p(6 | z) i p(n | ). Prvo se izratuna pocetna aproksimacija p(f | =) pot-
puno zanemarujuéi ovisnost o 7. Zatim se izracuna aproksimacija p(n | ) na
temelju pocetne aproksimativne distribucije p( | z); te se upotrijebi p(n | x)
za azuriranje aproksimacije za p(6 | z). Nakon toga se azurira p(n | x) i tako
dalje.

Kada prava distribucija p(n | ) ima ”ostri vrh”, integral koji odreduje
p(0 | ) ne moze se puno promijeniti zamjenom distribucije preko 7 s tockovnom
procjenom 7 koja predstavlja mod distribucije (ili, alternativno, njenu sred-
nju vrijednost),

o0 ) = PELOPO 1)
p(z]n)

Spomenimo jos§ da se pojam ”Empirijski Bayes” moze pokriti Siroku pa-

letu metoda, ali ve¢ina se moze smatrati skra¢ivanjem gornje sheme ili ne¢im
slicnim. Za procjene parametra n se koriste uglavnom tockovne procjene, a
ne cijela distribucija. Procjene 7 obi¢no se dobivaju bez razmatranja odgo-

varajuce apriorne distribucije za 7.

Primjer 1.23 (Poisson-gamma model) Pretpostavimo da se podaci X rav-
naju po Poissonovoj distribucigi s parametrom 6 i neka je apriorna distribu-
cija od 0 sada odredena konjugiranom apriornom distribucijom, sto je u ovom
sluc¢agu gamma distribucija (Ga(a, B)). Lako se pokaZe da je aposteriorna dis-

tribucija od 0 takoder gamma distribucija. Vrijedi

p(0 | x) o< p(z | O)p(0 | o, B),
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1.5. Empirijske Bayesovske metode

gdje x oznacava proporcionalnost, a marginalna distribucija p(x) je izostav-
liena buduci da ne ovisi eksplicitno o 0. Uvrstavanjem tocénih vrijednosti

clanova koji ovise o 0 dobivvamo aposteriornu distribuciju:
p(e ’ l’) x (93/679) (90471670/5) — 0:6+0471€79(1+1/,6’)'

Tako je aposteriorna distribucija takoder gamma distribucija Ga (o, B'), gdje
jed =y+a, i = (1+1/8)"'. Takoder, uo¢imo da marginalnu distribuciju
p(x) dobivamo kao integral posteriorne po svim 0, Sto daje negativnu binomnu
distribuciju.

Kako bismo primijenili empirijski Bayes, aproksimirat cemo granicnu vri-
jednost pomocu metode maksimalne vjerodostojnosti (MLE). Ali buduéi da je
aposteriorna gamma distribucija, MLE marginalne ispada da je samo sred-
nja vrijednost aposteriore, $to je tockovna procjena E(0 | ) koja nam je
potrebna. Podsje¢amo da je p gamma distribucije Ga (¢, B') dana s o/ ', pa

mmamo

. THa 6 1
EOlo) =l =5 =158 T 135

Da bi se dobili vrijednosti o i 3, empiryski Bayes propisuje procjenu sred-

(af).

nje vrijednosti a8 i varijance af3? koristenjem kompletnog skupa empirijskih
podataka. Rezultirajuéa tockovna procjena E(0 | y) stoga je u obliku ponde-
riranog prosjeka srednje vrijednosti uzorka T i prethodne srednje vrijednosti
1w = af. Ispostavilo se da je to opée obiljezje empirijskog Bayesa: bodovne
procjene za prethodnu (tj. srednju vrijednost) izgledat ée kao ponderirani

prosjeci procjene uzorka i prethodne procjene (kao i za procjene varijance).
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Poglavlje 2
Osnove pri mapiranju zaraze

Cilj mapiranja zaraze je pruziti prikaz prostorne distribucije bolesti gdje pret-
postavljamo da su podaci podjeljeni na disjukntne regije, u nasem slucaju
zupanije. Bolest moze se reflektirati na dva nacina koje nazivamo mor-
biditet i mortalitet. Morbiditet oznacava broj oboljenja dok mortalitet
oznacava broj umrlih od odredene bolesti.

U ovom radu promatramo obje pojave u slucaju bolesti izazvane korona-
virusom (COVID-19) te pokusavamo zakljuciti postoji li Zupanija koja ima
povecan rizik bilo mortaliteta ili morbiditeta. Kako takvi zaklju¢ci mogu biti
varljivi, dobro je dane podatke razmatrati podijeljene u vise slojeva kako bi
izbjegli efekt zbunjujucih faktoraﬂ (engl. Confounfing factor)

Slojevi mogu biti: spol, godine (gdje mozemo na vise nac¢ina definirati dobne
skupine), Zupanije u kojima ljudi zive, nekakvi obrasci ponasanja koji mogu
mjerljivi...

Kre¢emo od oznaka F;; i O;; koji oznacavaju populaciju i broj promatranih

slucajeva zaraze u regiji 7 i sloju j. Sumiranjem po svim slojevima j mozemo

1Cimbenik koji zbunjuje, moze prikriti stvarnu povezanost ili lazno pokazati prividnu

povezanost izmedu varijabli u istrazivanju ako ne postoji stvarna povezanost izmedu njih.



dobiti ukupnu populaciju P; i slucajeve O; u nekoj regiji . Sada na isti nacin
sumiranjem svih P; dobijemo P, , analnogno dobijemo O,.

Dakle, P, je ukupan broj populacije koju promatramo, a O, je ukupan broj
opazenih slucajeva. Kako nam brojevi opazenih slucajeva ne daje puno in-
formacija o samoj distribuciji zaraze potrebno ih je usporediti sa prosjecnim
brojem slucajeva kojeg ¢emo racunati na sljedeé¢i nacin: F; = Pyry gdje je

_ O4
T’+—P—+.

Ovdje se radi o najjednostavnijem sluc¢aju standardizacije kojeg
nazivamo indirektna standardizacija.

Kada su nam podaci grupirani u slojeve umjesto racunanja globalnog omjera
g—: kojeg koristimo za sve regije, za svaki pojedinacni sloj mozemo izracunati
Ty = %—1035 Ova standardizacije se naziva interna standardizacija.
Pogledajmo sada podatke o zarazi koronavirusom Hrvatskoj i njihovu raspo-

djelu po zupanijama. Podaci su o sluc¢ajevima za prvu polovicu 2021 godine.

Na Slici vidimo broj zarazenih po svakoj zupaniji, ali ocigledno je da
gledajuc¢i samo te podatke ne mozemo nista zakljuciti o povecanom riziku
zaraze, odnosno smrtnosti u nekoj zupaniji. U tu svhu smo napravili prikaz
na slici 2.2

Iz ovih prikaza stvari su nesto jasnije nego kada imamo same brojeve
slucajeva po zupanijama. Iz Slike bi se dalo naslutiti da je mozda broj
umrlih i zarazenih pozitivno koreliran sa udjelom starijeg stanovnistva od 30
godina. Tu tezu ¢emo dalje kroz ovaj rad pokusati potkrijepiti statistickim
zakljuc¢cima.

U sljede¢em prikazu ¢emo tamnijim bojama prikazivati zupanije sa veéim

brojem slucajeva.
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Slika 2.1: Broj zarazenih osoba COVID-19 virusom u period od 1.1.2021 do
1.7.2021. po svakoj zupaniji u Republici Hrvatskoj
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60+ godina

30-60 godina

0-30 godina

Opooooem

umrli

zarazeni
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Slika 2.2: Slika 1. red lijevi stupac: Udio zarazenih u dobnoj skupini od 0 do

h u dobnoj skupini od

zarazeni

30 godina, Slika 1. red srednji stupac: Udio

30 do 60 godina

skupini

zenih, Slika 2.

zenih u dobnoj

Slika 1. red desni stupac: Udio zara

)

stupac: Ukupan broj zara:

preko 60 godina, Slika 2. red lijevi

red desni stupac: Ukupan broj umrlih.
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Poglavlje 3
Statisticki modeli

Uobicajena statisticka pretpostavka za modeliranje promatranih slucajeva u
regiji 7 i sloju j je ta da je broj slucajeva izveden iz Poissonove distribucije
sa ocekivanjem 6, E;;, gdje je 0; relativan rizik u regiji ¢, 6; = O;/F;, a E;; =
P;;jr;. Kada je relativni rizik 1 to znaci da je rizik prosjecan, a od interesa ce
nam biti rizici koji su znacajnije veéi od 1, Sto ukazuje povecan rizik. Ovdje
¢emo pretpostavljati da nema interakcije izmedu rizika i populacijskog sloja,

tj. 6; ovisi samo o regiji i.

3.1 Standardizirani omjer smrtnosti (engl. Stan-

dardised Mortality Ratio SMR)

Jedan nacin procjene relativnog rizika 6#; bilo smrtnosti ili incidencije kojeg

¢emo najvise koristiti u ovom radu definira se na sljede¢i nacin:

O;
)
SMR; E,

kojeg nazivamo Standardizirani omjer smrtnosti (engl. standardised morta-

lity ratio) kojeg ¢emo kroz tekst krace oznacavati sa SMR.



3.1. Standardizirani omjer smrtnosti (engl. Standardised Mortality Ratio
SMR)

Slika 3.1: SMR

Uz pomo¢ SM R-a i njegovog grafickog prikaza na slici dobivamo dosta
viSe informacija i bolji dojam o varijabilnosti rizika nego na slici 1.1 gdje ko-
ristimo same brojeve slucajeva. Vidljivo je da sa prikazom SM R-a dobijamo
dosta benefita, ali on ima neke nedostatke.

SMR u nekim slucajevima i nije bas najbolji prikaz distribucije bolesti ili
pak nije dobar za odredivanje podrucja veceg relativnog rizika. Naime, u
podrucjima gdje je populacija dosta manja nazivnik u izrazu SM R; je mali
pa mala varijacija O; moze dramati¢no promjeniti cijeli razlomak sto nas
moze dovesti do krivog zakljucka. Crvenom bojom na slici ¢emo oznaciti
samo one zupanije koje imaju veéi relativan rizik od 1.2. Sada koristeci
¢injenicu da je O; iz Poissonove distribucije mozemo izracunati interval po-
uzdanosti za svaki SMR;. U tu svrhu u R-u koristimo paket epitools i
funckiju pois.exact.

Povecan SM R;, u naSem slucaju vec¢i od 1, sugerira da je zabiljezen broj
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3.1. Standardizirani omjer smrtnosti (engl. Standardised Mortality Ratio
SMR)

smrtnih slucajeva veci nego sto bismo prethodno ocekivali.

2 3 4 5 8
|

_____ -_F- - — W _ -} - —_— -} -] -} -=

1
|

Slika 3.2: 95% intervali pouzdranosti za SMR

Najveéu vrijednost za relativni rizik ima Primorsko-Goranska zupanija i to
1.769, sljede Varazdinska i Medimurksa sa vrijednostima 1.37 odnosno 1.31.
O, _ 0,2 P

Uoc¢imo, kako je u nasem slucaju SMR;, = 3 =

o3 P S0 to povlaci da u

Primorsko-Goranskoj zupaniji ima oko 77% vise zarazenih nego u opéoj po-
pulaciji jer za taj i vrijedi & = 1.769%.

Prikaz SM R je poprilicno ”grub” i dopusta velike varijacije medu regijama.
Javlja se potreba da izradimo nesto zagladeniji prikaz. U tu svrhu ¢emo u
nastvaku rada izloziti 3 razlicita modela, a prije toga ¢emo pokazati jos je-
dan standardizirani omjer koji se koristi u praksi kada se promatra odredena
bolest u odredenom vrememenu.

Na slici|3.2su prikazani intervali 95%-tne pouzdanosti za SM R pomocéu funk-
cije pois.exact iz paketa epitools u R-u. Vidljivo je da su ti intervali dosta
"giroki” pa ne mozemo sa sigurnoscéu zakljuciti nesto o regijama povecanog

rizika.
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3.2. Stopa smrtnosti (engl. Case Fatality Rate CFR)

3.2 Stopasmrtnosti (engl. Case Fatality Rate
CFR)

Stopa smrtnosti (u daljnjem teksu ¢emo koristiti kraticu CFR) mjeri tezinu
odredene bolesti te predstavlja omjer ukupnog broja smrtnih slucajeva i broja
u odredenom vremenskom intervalu. Mozemo ga definirati na sljede¢i nacin :
CFR; = g—i, gdje je U; broj umrlih u regiji ¢, a O; broj potvrdenih slucajeva
zarazom u regiji 7. Nakon dijela programa u R-u na slici prikazujemo
grafi¢i prikaz od stope smrtnosti od koronavirusa u prvoj polovini 2021. go-

dine.
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Slika 3.3: CFR bolesti izazvane koronavirusom za prvu polovinu 2021. godine

po Zupanijama

Najvece vrijednosti C'F'R-a imaju zupanije Istarska, Osjecko-Baranjska, Kar-
lovacka i Licko-Senjska.

Ovakav prikaz je informativan te moze ukazivati na razne probleme kao sto
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3.2. Stopa smrtnosti (engl. Case Fatality Rate CFR)

je losiji zdravstveni tretman od prosjeka u drzavi. No razlozi mogu biti sva-
kakvi, primjerice mozda bas u ovim zupanijama je povec¢an broj ljudi starijih
od 60 godina za koje je poznato da se teze odupiru koronavirusom. Ako ove
rezultate usporedimo sa udjelom starijih od 60 godina iz slike mozemo vi-
djeti da upravo upravo u tim zZupanijama (osim Osjecko-Baranjske) je poveéaj
udio starijih osoba.

Nedostaci ovog omjera su slicni kao oni u SM R-u. Ako iz slike [2.2] uocimo
da je broj zarazenih u Istarskoj zupaniji relativno mali, tada moramo biti
oprezni u donoSenju zakljucaka za Istarsku zupaniju jer mala promjena u

brojniku moze znatno utjecati na konacni C'RF;.

Globalni CFR za cijelu hrvatsku u prvoj polovini 2021. godine je 2.8%
dok je na svijetskoj razini 2.1%.

Ucitali smo podatke za prvu polovinu 2022. godine te napravili slican pos-
tupak. Dobijamo sljedece rezultate: Uspredimo li ove rezultate sa udjelom
populacije starije od 60 godina dobijamo jos bolje poklapanje. Sibensko-
Kninska i Licko-Senjska sada imaju najve¢i C'F'R;, a ujedno su to zupanije
sa najve¢im udjelom starijih od 60.

Globalni CFR za Hrvatsku u prvoj polovici 2022. godine iznosi 0.082%.
Mnogo faktora je moglo utjecati na ovoliku razliku u stopi smrtnosti. Mnoge
pristranosti su se mogle dogoditi u odnosu na 2021. Na primjer vec¢i broj
testiranja (i to¢niji testovi) gdje otkrivamo sve vrste zaraze za razliku od
prije. No, ovo je mozda samo indikacija da postizemo kolektivni imunitet.
Jos jedan razlog za ovo moze biti procjepljnost stanovnistva koja je dosta
veca u 2022. nego u 2021. godini. No, ovdje ne mozemo donijeti siguran

zakljucak jer je moguce da je bolest laksa kod novih sojeva virusa.
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3.3. Poisson-Gamma Model
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Slika 3.4: CFR bolesti izazvane koronavirusom za prvu polovinu 2022. godine

po Zupanijama
3.3 Poisson-Gamma Model

Koristenje Poissonove distribucije ima ogranicenje i zahtjeva pretpostavke
koje u praksi nece uvijek biti zadovoljene. Glavni nedostatak je taj sto zah-
tjeva da ocekivanje i varijanaca od O; budu isti §to ve¢inom nije slucaj.
Uglavnom podaci budu ” prerasprseni”, tj. varijanca bude veca od o¢ekivanja.
U pokusaju da rijeSimo taj problem koristimo negativnu binomnu distribu-
ciju umjesto Poissonove. Negativna binomna distribucija moze se smatrati
mjesovitim modelom u kojem relativni rizik slijedi gama distribuciju za svaku
regiju. Formulacija Poisson-Gamma (PG) modela strukturira se na sljedeca

dva nivoa:

0; ~ Ga(v, o),
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3.3. Poisson-Gamma Model

gdje Po(0;E;) oznacava Poissonovu razdiobu s parametrom 0;F; i Ga(v, «)
Gamma razdiobu s parametrima v, «. U ovom modelu smatramo da je relati-
van rizik #; slucajna varijabla dobivena iz gamma distribucije sa oc¢ekivanjem
v/a i varijancom v/a?. Uocimo da je distribucija od O; uvjetovana sa 6;.

Lako se dobije da je neuvjetovanu distribucija svakog O; negativna binomna

o
O(—'rEi :

distribucije sa parametrima v i Dobije se da je aposteriornu distri-
buciju od #; uz poznavanje O; gamma distribucija sa parametrima v + O;
i a + E;. Grubo govoredi, informacije {O;}!; koje smo prethodno skupili
ukomponiramo sa prijasnjim znanjem da bi dobili Sto bolje rezultate. Vrijedi

V"‘OZ

E6;)0;] = CT B

Sto mozemo prikazati na sljedec¢i nac¢in kao ”kompromis” izmedu ocekivanja

apriorne distribucije relativnog rizika i SM R;:

E; E;
SMR; + (1 — )2

E[0;|0:] =

o
Trebalo bi istaknuti dva nedostatka ovakvog procjenitelja. Prvi nedostatak
temelji se na nedostatku SM R-a kojeg smo gore ve¢ spomenuli. Dakle, FE;
u malim regijama zna biti relativno mali pa mala varijacija O; znatno utjece
na vrijednost SM R; sto za posljedicu moze imati premali ili prevelik utjecaj
na model u odnosu na prethodno ocekivanje koje smo imali bez unosenja tih
"dodatnih” podataka. Drugi nedostatak je taj sto su vrijednosti v i « iste
za sve regije pa time i ocekivanje nase procjene $to nije realan slucaj. Taj
problem mozemo rijesiti definiranjem susjedstva regija, no to ¢emo razmotriti
nesto kasnije u ovom radu.

Kako su nam parametri v i a obi¢no nepoznati trebamo ih na neki nacin
procijeniti. Za tu svrhu koristimo paket DCluster i funkciju empbaysmo-
oth. Ovdje se koristi empiriska Bayesova metoda za procjenu tih parametara,

a vise detalja se moze naéi u [4]. Iz ovoga vidimo da je apriorno ocekivanje
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3.3. Poisson-Gamma Model

= eb<-empbaysmooth(shpiobserved,shpSExpected)
= shp3EBPG<-ebismthrr

> eb$nu

[1] 6.427749

= eb%alpha

[1] 6.911916

> ebfnu/eb$alpha

[1] ©0.929951%9

Slika 3.5: Primjer koda u R-u gdje koristenjem empbaysmooth funkcije do-

bijamo procjenjene parametre v i a.

od #; jednako 0.93 sto je blizu 1.
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3.4. Log-normali Model

3.4 Log-normali Model

Sljededi procjenitelj kojeg ¢emo razmatrati temelji se na pretpostavei da loga-
ritam relativnih rizika (5; = log(6;)) ima visedimenzionalnu normalnu distri-
buciju (generalizacija jednodimenzionalne normalne distribucije) sa oc¢ekivanjem
¢ 1ivarijancom 2. Valja napomenuti da u slu¢aju procjenjivanja log-relativnih
rizika ne uzimamo log(O;/E;) nego log((O; + 1/2)/E;) zbog problema defi-
niranosti logaritma kada je broj sluc¢ajeva u nekoj regiji 0.

Pri procjeni parametara za normalnu distribuciju koristimo se koristimo
se empiriskim Bayesovim procjeniteljem od [3; na sljede¢i nacin:

B =b; = ¢+ (0i+3)8%log[(0: + 1) /E] - 5
7 % 1+ (OZ + %)5—2

gdje su <;3 i 6% prethodne procjene ocekivanja i varijance, redom. Do njih

dolazimo na sljede¢i nacin:

b=

i=1

SRS

5 = %{&2 > 1+6%0:+1/2)) " + ;(bi - c?ﬁ)z}

i=1

Procjene b; se postepeno azuriraju sve do konvergencije. Procjenitelj za 6; je
0, = exp{@}. Primjetimo da se sada informacije pri procijeni posuduju od
parametara ¢ i 02, tj. rezultirajué¢a procjena je kombinacija lokalne procjene
od log relativnog rizika i ¢. Ovaj model je puno kompleksniji i ne mozemo
ga jednostavnije zapisati kao u prethodnom slucaju. Vise detalja o ovom

modelu se moze naéi u [4].
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3.5. Marshallov globalni EB procjenitelj

ebln<-lognormalEB(shpiobserved,shp$ Expected
shp3EBLN<-exp(eblnismthrr)

FFFEERFRFFEFFFFFFFFAFEEESE Emp irical Bayes Smoothing USING LOG-NORMA
)

Slika 3.6: Primjer koda u R-u za Log-normali model
3.5 Marshallov globalni EB procjenitelj

Marshall je u radu [10] razvio novi empiriski Bayesov procjenitelj pretpostav-
ljajuéi da relativni rizici 6; imaju zajednicku apriornu srednju vrijednost pu i

varijancu o2, ali bez navodenja bilo kakve distribucije. Dobivamo sljedece:

gdje je

s> —i/E
s*— i/ E+ i/ E;

Ovdje E oznacava srednju vrijednost Ej;-ova, a s uobi¢ajenu nepristranu

C; =

procjenu varijance od SM R;-ova. Losa strana pri ovakvom izracunu je ta
§to mozemo dobiti negativne procjene kada je s> < i/E, no u tom sluc¢aju
wzimamo 6; = [t

Ovaj procjenitelj opet uvelike ovisi o vrijednostima FE;. Ukoliko je ta
vrijednost velika, SM R; ¢e biti pouzdanija procjena, a C; ¢e biti blizu 1 Sto
¢e rezultirati da na$ procjenitelj pridoda veéu "tezinu” na SMR;. S druge
strane, ukoliko je E; relativno mali, naS procjenitelj ¢e pridodati sada vecu
"tezinu” na prethodnu procjenu srednje vrijednosti, no tada ”"posudujemo”
viSe informacija od svih ostalih podrucja.

Sada ¢emo prikazati rezultate gore opisanih metoda te pokusati uociti

neke razlike pomocu grafike.
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3.5. Marshallov globalni EB procjenitelj

FHFFRFEA A AR FSFF S FEEFSEEES Marshall global EB Estimator

EBMarshall<-egest(shpiobserved,shpiExpected)
shpieEBMarshall<-EBMarshall[,2]

Slika 3.7: Primjer koda u R-u za Marshallov globalni model

> podaci[,1]

[1] "sibensko-kninska" "Bjelovarsko-bilogorska™ “Brodsko-posavska” "pubrovacko-neretvanska” “"erad zagreb™ "Istarska”

[7] "karlovacka” "koprivnicko-krizevacka" "Krapinsko-zagorska" "Licko-senjska” "Medimurska” "osjecko-baranjska”
[13] "Pozesko-slavonska" "Primorsko-goranska” "Sisacko-moslavacka” "splitsko-dalmatinska"”  "varazdinska™ "viroviticko-podravska"
[19] "vukovarsko-srijemska” “zadarska"” "zagrebacka”
> shp$sMr

[1] 1.3623524 0.7004648 0.9897953 0.9712727 1.0068245 0.2227262 1.0618362 0.6758638 0.5435408 0.8755795 1.3082827 0.6879644 0.5607611 1.7689305 0.

[16] 1.2143341 1.3724894 0.4385883 0.7495577 1.1032341 1.1627212
> shp$EBLN

[1] 1.3617168 0.7007120 0.9896441 0.9711233 1.0067959 0.2236183 1.0615792 0.6761583 0.5440232 0.8754914 1.3077524 0.6830710 0.5616023 1.7685719 0.

[16] 1.2142449 1.3720999 0.4398076 0.7496717 1.1030225 1.1625858
> shp3$esra

[1] 1.3615183 0.7008330 0.9897100 0.9712062 1.0068058 0.2234002 1.0616178 0.6763297 0.5441366 0.8758152 1.3076165 0.6331384 0.5618283 1.7683430 0.

[16] 1.2142294 1.3719743 0.4398835 0.7497907 1.1030325 1.1625770
> shp$eBMarshal

[1] 1.3615225 0.7011130 0.9898126 0.9713276 1.0068225 0.2236059 1.0617146 0.6765696 0.5443765 0.8762197 1.3076381 0.6882309 0.5622685 1.7682909 0.

[16] 1.2142424 1.3719745 0.4403452 0.7499418 1.1030915 1.1626015

Slika 3.8: Ispis procijenitelja po zupanijama u Republici Hrvatskoj koje smo

racunali u R-u (SMR, Possion Gamma, Log-normalni te Marshallov EB)

Na slici [3.8] vidimo da se sve vrijednosti razli¢ite od pocetnog SM R, ali
ne razlikuju se previse. Vidljivo je da su sve pomaknute prema globalnoj
sredini sto je bio i cilj kojeg smo pokusali napraviti. Nazalost, na slici 3.9
nije vidljiva razlika medu razli¢itim modelima.

Svi ovi procijenitelji pokusavaju napraviti zagladene procijene na nacin
da posuduju informacije od svih ostalih regija. Kako se bavimo problemom
mapiranja zaraze, a posebno u ovom sluc¢aju mapiranjem zaraze koronaviru-
som ocigledno je da posudivanje informacija od svih regija nema pretjeranog
smisla. Znamo da se koronavirus prenosi bliskim kontaktom pa na primjer
kada racunamo relativan rizik za Splitsko-dalmatinsku zupaniju razumno je
vrijenosti iz Slavonije ne uzimati u obzir.

Sada ¢emo posudivati informacije samo od nekog podskupa svih regija
koje su relativno blizu jedna drugoj. Uobic¢ajeno se posuduju informacije
samo od regija koje su susjedne, tj. imaju zajednicku granicu. U ovom radu
¢emo to definirati na nesto drugaciji nac¢in. Nazalost, ovakvi modeli su dosta

kompleksniji, zahtjevaju koristenje dodatnih programa te lako takvi izrac¢uni
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3.5. Marshallov globalni EB procjenitelj

EBMarshall

r1.38

121

- 1.05

088
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- 0.55

039

—0.00

Slika 3.9: Graficki prikaz procijenitelja po zZupanijama sa sijenc¢enjem od 10

razina kako bi uocili razlike medu zupanijama
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3.5. Marshallov globalni EB procjenitelj

mogu postati problematicni.

Sto bi se dogodilo da smo ovde proizvoljno ispermutirali Zupanije?Bi i
rezultati bili drugaciji?

Uoc¢imo da bi svi ovi modeli dali iste rezultate do na proizvoljnu per-
mutaciju regija. Definiranjem susjedstva to viSe nece biti sluc¢aj. Sada ce

prostorana lokacija pojedine regije biti od znacaja za razliku od prije.
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Poglavlje 4

Prostorno strukturirani

statisticki modeli

Tako posudivanje informacija od svih regija u nekim slucajevima ima smisla,
obi¢no je bolje posudivati informacije samo od nekog podskupa koji je de-
finiran na dobar nacin. Za tu svrhu potrebno je definirati matricu susjed-
stva zupanija. Ne postoji nacin koji je najbolji u definiranju takvog susjed-
stva. Uzimajuéi u obzir geografiju, centraliziranost Hrvatske, odsjecenost
Dubrovacko-neretvanske zupanije definiramo susjedstva na nacin prikazan
na slici 4.1} Valja napomenuti da se ovim vezama medu Zupanijama mogu
pridodijeliti razli¢ite "tezine”, no mi smo ih ovdje definirali binarno radi
jednostavnosti.

1, ako je i susjed od j,
wi; = (4.1)
0, Inace.

Veci broj veza oko Zagreba je opravdan iz razloga Sto zZupanije na tom po-
drucju jesu relatvno blize jedna drugoj nego ostale iz Hrvatske, a takoder je

povecana njihova gravitacija prema Zagrebu sto je pogodno za Sirenje zaraze.
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Slika 4.1: Susjedstva zupanija u Republici Hrvatskoj

Za stvaranje ovih prostornih ”tezinskih” veza izmedu regija koristili smo
se paketom spdep, funkcijama knearneigh i dnearneigh. Funkcija kne-
arneigh nam sluzi da dobijemo £ najblizih susjeda dok funkcija dnearneigh
poveze sve regije Ciji se centri nalaze unutar granica koje zadamo koriste¢i se
Euklidskom udaljenoséu ds. Sluzili smo se kombinacijom ovih dviju funkcija
s ciljem da svaka regija ima barem jednog susjeda. Bitno je napomenuti da
uz razlicite definicije susjedstva, a uz isti model, dobijamo razlicite rezultate.

Kako iz prethodnih modela nismo dobili dovoljno dobru zagladenu pro-
cjenu relativnog rizika u potrazi smo za boljim rjesenjem. ViSe standardnih
procjenitelja zagladenog rizika koji posuduju informacije na lokalnoj razini
moze se dobiti koriStenjem prostorne autoregresivne i uvjetne autoregresivne
specifikacije (CAR). Ideja ovih modela je da uvjetuju da relativni rizik u

nekom podru¢ju bude slican vrijednostima susjednih podrucja.
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> summary{(nb_5)

Neighbour 1ist object:

Number of regions: 21

Number of nonzero links: 136
Percentage nonzero weights: 30.839
Average number of links: 6.47619
Link number distribution:

1 3 4 6 7 810 12
2 3 3 1 1 68 4 1
2 least connected regions:
3 5 with 1 Tink
1 most connected region:
14 with 12 Tlinks
Slika 4.2: Sazetak objekta tipa "nb” u R-u koji definira susjedstva zZupanija

u Republici Hrvatskoj.

4.0.1 Uvjetna autoregresivna specifikacija (CAR)

Za skup slucajnih varijabli {v;}_; uvjetna autoregresivna specifikacija (engl.
conditional autoregressive specification, CAR) se moze opisati kao
vilvey ~ N Z %a@z/zwij
e j

gdje su w;; tezine veza koje mjere snagu odnosa (susjeda) izmedu regija i i
§.j ~ i skup svih susjeda od i, a ¢,? oznacava uvjetnu varijancu od CARa.

CAR se cesto koristi kao apriorna distribucija slu¢ajnih prostornih efekata
i ona moze voditi ka aposteriornoj distribuciji pod nekim ogranicenjima.

Dakle, umjesto posudivanja informacija od svih podru¢ja, posudujemo
samo tezinske informacije od susjednstva normalizirane sumom svih koristenih
veza.

U R-u koristimo funkciju car.normal za dobiti prostorne efekte na gore

opisan nacin.
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4.1. Poisson-gamma model sa MCML

4.1 Poisson-gamma model sa MCML

Sada ¢emo primjeniti MCML algoritam u svrhu generiranja aposteriorne
distibucije relativnog rizika i parametara v i « iz Poisson-gamma modela

koristenjem WinBUGS programa. Sve podatke koje imamo moramo prvo

hodel

{

for(i in 1:N)
observed[i]~dpois(mu[i])
mu[i]<-theta[i]®expected[i]
theta[i]~dgamma(nu, alpha)
}

nu~dgamma(.e1l, .01)
alpha~dgamma(.e1, .e1)

Slika 4.3: PG-model za WinBUGS gdje su apriore distribucije od v i & gamma
s parametrima 0.01,0.01

pretvoriti u oblik pogodan za koristenje WinBUGS-a. Takoder prije pokre-

tanja programa moramo unijeti i inicijalne vrijednosti za parametre.
Pokrenut ¢emo 200000 simulacija gdje ¢emo izbaciti prvih 100000 (burn-

in) i zadrzat ¢emo svaku desetu vrijednost kako bi izbjegli autokorelaciju i

poboljsali konvergenciju. Iznosimo samo glavnu liniju koda:

MCMCres<- bugs(data=d, inits=Tist({list{nu=1, alpha=1)),
working. directory=wdir,
parameters.to.save=c( "theta”, "nu”, "alpha"),
n. chains=1, n.iter=200000, n.burnin=100000, n.thin=10,
model. file=pgmodelfile,
bugs.directory=BugsDir,debug = TRUE)

Slika 4.4: Kod u R-u sa funkcijom bugs, za inicijalne vrijednosti v i « stav-

ljamo 1 i korsitimo gore opisan PG model
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4.1. Poisson-gamma model sa MCML

Dobivamo rezultate i vizualne prikaze simulacija. Vrijednosti koje smo

8 WinBUGS14 - [Log]

: File Tools Edit Attributes Info Model Inference Options Doodle Map Text Window Help

10001 12500 15000 17500 20000
iteration
theta[1]
1.48
14
138
13
125
10001 12500 15000 17500 20000
iteration
theta[2]
08
075
07
06s
10001 12500 15000 17500 20000
iteration
theta[3]
1.08
1.0
095
0.8
10001 12500 15000 17500 20000

Slika 4.5: Kod u R-u sa funkcijom bugs

node mean sd MC error 2.5% median  97.5% start sample
alpha 5.866 1.869 0.02676 2735 5697 9978 10001 10000
deviance 2368 6.501 0.05897 2260 2360 2515 10001 10000
nu 5.451 1.681 0.02434  2.702 5293 9.124 10001 10000
theta[1] 1.381 0.01942 1978E-4 1324 1.381 14 10001 10000
theta[2] 0.7007 0.01369 140264 06741 0.7008 0.7275 10001 10000
theta[3] 0.9899 0.01426 1.33E-4 0.9623 0.889%6 1.018 10001 10000
theta[4] 05713 0.01485 13176-4 09422 08713 1.001 10001 10000
theta[S] 1.007 0.006021 S5.864E-S 0995 1.007 1.018 10001 10000
theta[6] 02232 0.005589 5428E-5 02123 02232 0.2343 10001 10000
theta[7] 1.081 0.01579 17334 1.03 1.061 1.093 10001 10000
theta[8] 0.6763 0.01347 121864 065 06761 0.7032 10001 10000
theta[9] 0.5439 0.01099 1.091E-4 05227 0.5438 0.5658 10001 10000
theta[10] 0.876 0.02328 226264 0.8301 08758 0.9215 10001 10000
theta[11] 1.308 0.017%6 1.794E-4 1273 1.308 1.343 10001 10000
theta[12] 0.688 0.008592 B8624E-5 06712 0688 0.7045 10001 10000
theta[13] 0.5619 0.01529 1451E4 08322 05619 0.5923 10001 10000
theta[14] 1.768 0.01344 133564 1742 1768 1.795 10001 10000
theta[15] 0.7502 0.01197 1256E4 0727 0.7502 0.7742 10001 10000
theta[16] 1.214 0.00871 9.347E-5 1197 1214 1.23 10001 10000
theta[17] 1372 0.01531 161564 1342 1372 1.402 10001 10000
theta[18] 0.4394 0.013 127T1E-4 04145 0.4393 0.4652 10001 10000
theta[19] 0.7487 0.01181 1177e4 07267 0.7497 0773 10001 10000
theta[20] 1103 0.01365 1.56E-4 1.077 1.103 113 10001 10000
theta[21] 1.163 0.01029 9.4E-S 1.143 1.163 1183 10001 10000

Slika 4.6: Kod u R~u sa funkcijom bugs

dobili su parametri ai v te 6; gdje jei = 1, ...,21. Uoc¢imo da smo za svaku od
ovih vrijednosti takoder i dobili 95% interval pouzdanosti. Takoder, dostupne
su nam i vrijednosti mean i median za svaki parametar.

Pogledajmo sada graficki median od 6; za svaku Zupaniju. Slicno kao

i prije, uocavamo najveci rizik u Primorsko-Goranskoj zupaniji, a potom u
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4.1. Poisson-gamma model sa MCML

187
[ 1-70
154

138
121
r1.08
r0.88
072
r 058
r 039
—0.00

Slika 4.7: Median od 6; po zupanijama

Splitsko-Dalmatinskoj zupaniji, Medimurkoj i Varazdinskoj.

Iako su tockovne procjene relativnih rizika obi¢no vrlo korisne, za vec¢inu
primjena bolje je dati interval pouzdanosti, jer se moze koristiti za otkriva-
nje podrucja znacajno velikog rizika, ukoliko cijeli interval pouzdanosti lezi
povise 1.

Stoga ¢emo na slici pokazati interval pouzdanosti za ove vrijednosti.
Sa crnim tockama ¢emo prikazati medijan, a okomita crta ¢e oznacavati 95%
interval.

Mozemo uociti da su intervali pouzdanosti dosta manji nego kod SM R-a
na slici Razlog tome je postignuto zagladenje i ve¢a pouzdanost modela
kojim procjenjujemo relativan rizik. Iz ovakvog prikaza, sa ve¢om sigurnoséu
mozemo zakljuciti u kojim zupanijama je povecan rizik od zaraze koronavi-
rusom. Na kraju, rezultati koje smo dobili zajedno sa sumarnom statikom i

grafovima su spremljeni unutar radnog direktorija kojeg smo unaprijed pos-
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4.1. Poisson-gamma model sa MCML

tavili u log datoteke. Stvaraju se dvije datoteke: ODC i ASCII datoteka.
Koristenjem paketa coda mozemo pristupiti podacima bez da ponovo po-

kre¢emo model i program WinBUGS.

1.6 1.8

14

08 1.0
1

08
|

Slika 4.8: Intervali pouzdanosti po zupanijama

Napomena 4.1 Nuzno je provjeriti je li Markovljev lanac konvergirao. To
éemo raditi pomoéu Gewekeovog kriterija [5] koji se temelji na jednakosti
srednjih vrijednosti prvog i zadnjeg dijela Markovljevog lanca. Uobicajeno je
da se gleda jednakost srednje vrijednosti prvih 10% 1 zadnjih 50% lanca. Ako
su uzorct izvucent iz stacionarne distribucije lanca, dvije srednje vrijednosti
su jednake i Gewekeova statistika ima asimptotski standardnu normalnu dis-
tribuciju. Rezultat koji dobijemo ovim testom je broj, a ukoliko se on nalazi
u intervalu (—1.96,1.96) to ukazuje na konvergenciju. Svaka vrijednost izvan

toga ukazuje na nedostatak konvergencije.
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Sada ¢emo identican postupak provesti za umrle od koronavirusa. Rezul-

tati su sljededi:

227
[ 2-06
1.86

- 1.66
1456
125
104
084
- 0.63
043
—0.00

Slika 4.9: Zagladene procjene rizika od smrti po Zupanijama u Republici
Hrvatskoj

> geweke.diag(ncoutput[,c("deviance”, "alpha","nu", "theta[1]","theta[11]","theta[20]1")])

Fraction in 1st window = 0.1
Fraction in 2nd window = 0.5

deviance alpha nu  theta[l] theta[11l] theta[20]
-1.1434 1.4193 1.6003 0.3207 1.4508 -1.1620

Slika 4.10: Gewekeov test konvergencije lanca

Zupanija koja imaja najveéi rizik smrtnosti je Karlovacka zupanija, a sli-
jede je Grad Zagreb, Licko-Senjska, Osjecko-Baranjska i Varazdinska. Takav
poredak lakse je vidjeti na slici gdje se koriste intervali pozudanosti.

Uocimo da je Primorsko-Goranska imala najveci rizik sto se tice morbi-
diteda, no kada gledamo mortalitet tek je sedma po redu.

Slika ukazuje da na$ lanac prolazi Gewekeov test sto je dobro za

pouzdanost dobivenih rezultata.
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Slika 4.11: Intervali pouzdanosti po zZupanijama u Republici Hrvatskoj

Karlovacka zupanija ima medijalnu vrijednost rizika od smrti 2.14. Ovaj
broj je dosta udaljen od 1 koja je prosjek za cijelu Hrvatsku i ukazuje da je
smrtnost u toj zupaniji za 114% veca od prosjeka. Ostale gore spomenute
Zupanije sa velikim rizikom imaju otprilike 60% veéu smrtnost od prosjeka.

U nastavku ovog rada ¢emo pokusati nac¢i uzrok povecane smrtnosti bas

u tim zZupanijama.
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4.2 Bayesova linearna regresija sa MCML

U ovom dijelu koristi ¢emo se sa MCML uz model na slici [4.12l Dakle,

fnodel
{

for(i in 1:N)
observed[i] ~ dpois(mu[i])
log(theta[i]) <- alpha + beta*pp3e e@[i] + u[i] + v[i]
mu[i] <- expected[i]*theta[i]

u[i] ~ dnorm(@, precu)

}

v[1:N] ~ car.normal(adj[], weights[], num[], precv)
alpha ~ dflat()

beta ~ dnorm(®,1.@E-5)

precu ~ dgamma(@.@el, ©.001)

precv ~ dgamma(@.1, @.1)

sigmau<-1/precu
sigmav<-1/precv

Slika 4.12: Model sa prostorno ovisnim i neovisnim uc¢incima

modeliramo

Oi ~ Po(u;), (4.2)
pi = 0; B,

0; = exp {a + B * kovarijabla; + u; + v;} .

Opazene frekvencije u ovom modelu imaju Poissonovu distribuciju sa ovak-
vim parametrom p;, u; je prostorno nezavisni dio sa normalnom distribucijom
s ocekivanjem 0, a v; prostorno zavisni uc¢inak te koristimo CAR specifikaciju

i susjedstva zupanija koja smo definirali na pocetku Poglavlja [] i prikazali

na slici d.11
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4.2. Bayesova linearna regresija sa MCML

U ovakvom modelu ¢emo ukljucivati nekakve kovarijable ¢iji ¢e smisao biti
u procijenjivanju i uklanjanju u¢inaka potencijalnih zbunjujuc¢ih ¢imbenika
(engl. confounder). Vaznost kovarijable ¢emo gledati na nacin da gledamo
procjenjenu vrijednost koeficijenta koji joj je pridruzen. U praksi ¢emo ko-
ristiti 95%-tni interval pouzdanosti za koeficijent te u slucaju da ne sadrzi
vrijednost 0 zakljuc¢ujemo da je promatrana kovarijabla znacajna. Ukoliko je
95%-tni interval iznad 0 zaklju¢ujemo da postoji pozitivna korelacija izmedu
rizika od bolesti i promatrane kovarijable.

Na osnovu razmatranja situcije o zarazi do sad logi¢no je za pretpostaviti
da udio starijih od 60 godina ima smisla biti kovarijabla za mortalitet od
koronavirusa te s toga sa prop60 ¢emo oznacavati udio starijih od 60 godina
po svakoj zupaniji. Pokre¢emo MCMC sa gore opisanim modelom uz 20000
simulacija da bi dobili aposteriorne distribucije parametara modela: «, S,
precu i precv. Uoc¢imo da za apriorne vrijednosti stavljamo 0,0,0.001,0.001
redom kojeg smo naveli gore.

d <- Tist(W = N, observed = shpfumrli, expected = shpSexp_umr1i,pp30_60 = shpiprop&0,
adj = shps nb ad], weights = shpinbiweights,num = shps nb_num

inits <- Tist(u = re . v =rep(0 N-. alpha = 0,beta = 0, precu = 0.001, precv = 0.001)
wdir <- paste(getwd(
if ('file.exists(wdi { h
MCMCres_3 <- bugs(data = d, inits = Tist( 1n1t5 v.nrk'lng d'lr'ectnry = |d1| B

parameters.to.save = cf “thera” ,"alpha”, "betra", "u", "v", "sigmau", "sigmav"),n.chains =1,

n.iter = 20000, n.burnin = 10000, n.thin = 10, mode1.fﬂe = bymmodelfile,

bugs.directory = BugsDir,debug=TRUE)

Slika 4.13: Model sa kovarijablom prop60

Interval 95%-tne pouzdanosti za 3 je (0.52,8.99) dok je medijan 2.56 §to
bi ukazivalo na pozitivnu korelaciju izmedu udjela starijih od 60 i umrlih
od koronavirsa. No, kada napravimo Gewekeow test dobijamo rezultat koji
govori da lanac nije konvergirao ka stacionarnoj distribuciji pa ne mozemo sa
sigurnosé¢u donijeti nikakav zakljucak. S obzirom na definiciju Gewekeovog
testa, slican zaklju¢ak mozemo donijeti promatrajuéi sliku[4.14l Dakle, ovim

putem nismo dobili statisticki znacajan zakljucak.
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Slika 4.14: Graficki prikaz vrijednosti MCML simulacija za parametre modela

E2).
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U potrazi za statistickim znacajnim kovarijablama koje mozemo pove-

zati sa povecanim rizikom mortaliteta dolazimo do sljedeéeg. Na slici [4.15

96.17
[8?.13
78.10

- 63.07
- 60.03
- 51.00
41.97
- 32.93
r23.90
1487
——0.00

Slika 4.15: Graficki prikaz kvalitete zraka po zupanijama u Republici Hrvat-
skoj

je prikazana kvaliteta zraka po zZupanijama u prvoj polovici 2021. godine.
Nakon mnogo razli¢itih pokusaja izdvajamo povezanost kvalitete zraka sa
pove¢enom stopom smrtnosti od koronavirusa.

Podatci su preuzeti u dogovoru sa Svicarskom tehnologkom tvrtkom za
kvalitetu zraka IQAir i raspolozivim stanicama za mjerenje po Hrvatskoj.
Internet stanicu tvrtke IQAir mozete pronaci na linku. Pocetna ideja je bila
ispitivanje to¢no odredenih zagadivaca zraka kao sto je PM2.5, CO, NO,,
COs, no zbog nedostatka informacija u svim postajama istrazivanje provo-

dimo sa indeksom US AQI koji predstavlja sve zagadivace ukomponirane u
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4.2. Bayesova linearna regresija sa MCML

jedan broj. Na slici tamnije obojane zupanije su one gdje je zrak vise
zagaden.
Sada u modelu (4.2]) za kovarijablu stavljamo kvalitetu zraka. Dobijamo

rezultate:

Node statistics

node mean sd MC error 2.5% median 97.5% start sample
alpha -1.579 0.4556 0.079%  -2.254 -1.636 -0.8142 1001 1000
beta 16.92 5713 0.9899 2747 15.69 31.34 1001 1000
deviance 156.5 9.035 0.3349 1439 155.4 175.1 1001 1000
sigmau 3.369 1.368 0.09685 1.424 3119 6.909 1001 1000
sigmav 0.6351 0.7047 0.09285  0.0556 0.3792 2.802 1001 1000
theta[1] 0.8697 0.09503 0.003103 0.7017 0.8641 1.065 1001 1000
thetal2] 1.016 0.08527 0.002%8  0.8342 1.015 1.203 1001 1000

e mamray A Anco A nocoa A AAnTEs A Tena nnnna 4 aaa Anna annn

Slika 4.16: Rezultati za parametre

iteration
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Slika 4.17: Vrijednost parametra 3 kroz simulacije

Uocimo da je 95%-tni interval pouzdanosti (8.7, 31.3) te da mu je medijan
15.7. Ovakve vrijednosti ukazuju na visoku korelaciju izmedu lose kvalitete
zraka i rizika od smrtnosti.

Treba jos provjeriti konvergenciju Markovljevog lanca.

= geweke.diag(ncoutput[,c("deviance”, "alpha”, "beta", "theta[5]", "theta[10]", "theta[15]")]1)
Fraction in 1st window = 0.1

Fraction in 2nd window = 0.5

deviance alpha bera theta[5] theta[10] theta[15]

0.5682 2.0843 -1.2642 1.0301 0.2072 -0.1185

Slika 4.18: Provjera konvergencije lanca sa Gewekeovim kriterijem

Na slici vidimo da parametar beta prolazi Gewekeov test, slicno smo
mogli zakljuciti gledanjem slike
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4.2. Bayesova linearna regresija sa MCML

Analiziranjem podataka o zagadenju zraka po zZupanijama te poveanim
rizikom mortaliteta sa slike mozemo primjetiti da je glavni zagadivac
zraka PM2.5. Naime, PM2.5 su male cestice u zraku koje su manje od 2.5
mikrometra. Te male Cestice mogu se dugo zadrzati u zraku i lako udu u
pluc¢a i disni sustav Sto otezava disanje te pogorsaje pluéne bolesti. Kako je
koronavirus bolest koja najvise pogada disni sustav te oCito uz pomo¢ cestica
PM2.5 moze lakse uzrokovati smrtnost.

Cijeli kod koji je koristen pri izradi ovog diplomskog rada zajedno sa svim
potrebnim podacima za ucitati te slikama moze se pronaéi na github profilu
na ovom linku.

Takoder tu mozete pronaci i kod u pythonu koji je koristen kako bi se

lakse preradili strojno ¢itljivi podaci sa stranice koronavirus.hr.
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Zakljucak

Izvorni cilj ovog rada je bio upoznavanje osnovih metoda prostorne statistike
te otkrivanje zupanija u Hrvatskoj visokog rizika od zaraze koronavirusom.
Koristili smo 5 razli¢itih metoda i iznijeli sve prikaze koje smo stvarali uz
pomo¢ programskog jezika R.

Vodedi se tim prikazima zakljucili smo sljedece: sto se tice morbiditeta,
najveéi rizik ima Primorsko-Goranska zupanija, a slijede je Medimurska i
Varazdinska. Sto se tice mortaliteta, najveéi rizik ima Karlovacka zupanija,
a slijede Varazdinska, Grad Zagreb, Licko-Senjeska i Osjeco-Baranjska.

Takoder, koristili smo Bayesovu statistiku i Monte Carlo Markovljeve
lance za simuliranje aposteriornih distribucija parametara nasih modela kako
bismo potkrijepili pocetne slutnje.

Pokusali smo pronaci kovarijable koje mogu utjecati na relativni rizik od
mortaliteta. Prvo, koriste¢i dobnu podjelu stanovnistva, pokusali smo poka-
zati da je populacija starijih od 60 statisticki znacajna varijabla za povecan
mortalitet od korone, ali nismo uspjeli posti¢i konvergenciju Markovljevog
lanca. Nakon toga smo prikazali prostornu zagadenost zraka u prvoj polovici
2021. godine te ispitali postoji li povezanost razine zagadenosti zraka sa mor-
talitetom. Model kojeg smo proveli ukazao je na statisticku znacajnost uz
konvergenciju Markovljevog lanca. U zupanijama gdje je zagadenost zraka

bila najveca, ponalazimo istog glavnog zagadivaca, PM2.5. Ocito, kako te



sitne cestice PM2.5 uzrokuju probleme u disnom sustavu, uz kombinaciju sa

koronavirusom dolazi do vise smrtnih slucajeva.
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