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Uvod

Civilizacija se definira kao ukupnost svih vjestina, znanja, obicaja i nazora
neke Sire zajednice, naroda ili zemlje. Upravo su vjestine i znanja obliko-
vali civilizacije i bili kamen temeljac njihovu razvoju. Jedna od najvaznijih
vjestina bila je mjerenje, posebice mjerenje povrsine jer su prve civilizacije
gospodarstvo temeljile na obradi zemlje i poljoprivredi. Kako bi se znalo
koliko zemlje pripada pojedincu, bilo je potrebno razviti posebne metode za
mjerenje povrsine. U tome su posebno vjesti bili Egipéani. Oni su primje-
njivali Pitagorin poucak i druga znanja bitna za izmjere.

Suvremeni ¢ovjek nije u nacelu razlicit od prvih civilizacija. I danas mje-
rimo sve ono §to su mjerili Egipéani ili Sumerani. Ipak, razvojem znanosti i
tehnologije, pojavile su se nove velicine koje je bilo potrebno mjeriti - primje-
rice sila i tlak, ali i mnogo drugih fizikalnih veli¢ina, primjerice, u strujnom
krugu. Danas postoji cijeli spektar fizikalnih veli¢ina i mjernih jedinica ko-
jima ih mjerimo da ih je gotovo nemoguce pobrojati u samo jednoj knjizi.
Dakle, covjek voli mjeriti. Gotovo da bi mogli definirati covjeka kao bice koje
mjeri. Covjek je svojevrsni homo mensurat.

Vratimo se mjerenju povrsine. Formule za mjerenje povrsine nekih jed-
nostavnijih likova (npr. pravokutnika i trokuta) poznate su od davnina.
Ipak, neki su se matematicari zeljeli odmaknuti od oc¢itog i definirati pojam

povrsine za sve likove u ravnini (takvi su likovi najcesée omedeni nekim krivu-
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ljama ¢ija nam je jednadzba poznata). Bio je to zacetak teorije mjere. Tako
je nastao pojam odredenog integrala, i to onog Riemannovog ¢iji zacetak seze
iz [6]. Zbog nekih nedostataka Riemannovog pristupa integralu, Lebesgue je
u svojoj doktorskoj disertaciji [2] dao novi prijedlog definicije integrala preko
teorije izmjerivih funkcija (kojima prethode pojmovi kao §to su o - algebre i
7 - sistemi).

No, nekim matematicarima ni to nije bilo dosta. Neprestano su trazili
nove pristupe teoriji integracije. Jedan od tih matematicara je i Percy J.

Daniell.
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Poglavlje 1

Riemannov i Lebesgueov

integral

Na pocetku se prisjetimo kako su Riemann i Lebesgue pristupili problemu
"mjerenja povrsine”. Najprije ¢emo vidjeti kako je Riemann pristupio tom
problemu, koji su osnovni rezultati njegovog pristupa, a zatim ¢emo vidjeti
kako je Lebesgue popravio neke nedostatke koji su se javili u Riemannovom
pristupu teoriji integracije.

Na pocetku ovog poglavlja najprije ¢emo izloziti pojam prosirenog pros-
tora R. Skupu R dodat ¢emo dvije medusobno razlicite tocke: +oo (plus
beskonaé¢no) koju éemo ponekad oznacavati i samo s oo i tocku —oo (minus
beskonacno). Dobiveni skup R U {—o00, 00} naziva se prosireni prostor real-
nih brojeva i oznacava s R. Totalni uredaj < na R prosiruje se do totalnog

uredaja na R stavljajudi
—o0 <z <400, x€R.

Vrijedi: R = (—o00,4+00) i R = [~00, +-o0].

Operacije zbrajanja i mnozenja ne mogu se proSiriti na cijeli prostor R.



Ipak, vrijedi sljedece:
T+ 00 =+o00+ x = +o0,
x - (£o0) = (£o0) -z = to0, x> 0,

z - (+£o0) = (£00) - & = Foo, <0,

T
T
Nadalje,
+00 + 00 = +00, — 00— 00 = —0Q,
(+00) - (+00) = (=00)  (=00) = (+00) "™ = +oxc,
(4+00) - (—00) = (—00) - (+00) = —00
Izrazi
0 =+oo
— - (4 0 1+oo + 0
+00 OO’O’ioo’O(OO)’O’ , (Fo0)

nazivaju se neodredeni oblici. Ipak, u teoriji mjere korisno je definirati da je
0-(f+o0) =0.

Prisjetimo se jos nekih oznaka i definicija iz matematicke analize. Neka
je X neprazan skup i f,g: X — R dvije realne funkcije te ¢ € R. Funkcije
f+g1icf definiramo prirodno:

(f +9)(x) = fz) + g(x),
(cf)(x) = cf(x)

Kako ¢emo ¢esto za f(z) i g(x) koristiti funkcije definirane sa max{ f(x), g(x)}

i min{ f(x), g(x)}, uvest ¢emo sljedeée pokrate: sa (f V g)(x) oznacimo

(f V g)(x) = max{f(x), g(x)},

asa (f A g)(x) oznacimo

(f N g)(x) = min{ f(z), g()}.



1.1. Riemannov integral

Napomenimo i kako sa R¥, X C R oznac¢avamo vektorski prostor svih
funkcija f : X — R s operacijama zbrajanja i mnozenja skalarom definiranim

kao gore. Najcesée ¢emo razmatrati slucaj kada je X neki segment [a, b].

1.1 Riemannov integral

U ovom poglavlju dat ¢emo pregled osnovnih pojmova integralnog racuna
realne funkcije realne varijable. Promatrat ¢emo one realne funkcije kojima
je domena neki segment [a, b] (dakle, podskup od R) i koje su omedene. Kako
bi fundirali pojam Riemannovog integrala, uvedimo najprije neke pojmove.

Svaki konacan podskup D = {zg,z1,...,2,} C [a,b] takav da je {a,b} C
D nazivamo particijom ili razdiobom segmenta [a,b]. Jednostavnosti radi,

pretpostavljat ¢emo da vrijedi:
a=x0<z1 < ... 01 <z, =0

Za svaki n € N, neka je h = b_T“ iz, =a+kh, ke{0,1,...,n}. Tada je
{9, x1,...,2,} particija segmenta [a,b] koju nazivamo ekvidistantna parti-
cija i oznacavamo s A,. Takva particija dijeli segment [a,b] na n podseg-
menata [z;_1,2x] jednake duljine h = =% Oznac¢imo s D = D([a, b]) skup
svih particija D segmenta [a, b]. Primijetimo da je skup D parcijalno ureden
relacijom C (”biti podskup”). Ako su D i Dy dvije particije iz D i vrijedi
Dy C D,, kazemo da particija Do profinjuje Dy. Uocimo da je parcijalno
ureden skup (D, C) usmgjeren, tj. za svake dvije particije Dy, Dy postoji
particija D koja profinjuje i Dy i Dy. (Takva je, primjerice, D = D; U Ds.)
Neka je f: [a,b] — R omedena funkcija. Tada postoje M = sup f([a, b])
im = inf f([a,b]) 1 za svaki z € [a,b] vrijedi m < f(x) < M. Neka je D
particija segmenta [a,b] takva da jea = g < 1 < - <z, <z, = b.

Oznacimo, za svaki k € {0,1,...,n}, brojeve My = sup f([xg_1,xx]) 1 my =

3
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inf f([zx_1,zx]). Uocimo da je, za svaki k, m < my < My < M. Funkciji f i

particiji D pridruzimo sume s(f, D) i S(f, D) definirane na sljede¢i nacin:

s(f,D) = ka(xk — Tp_1),
k=1

S(f,D) = Z My (x, — Tp—1).

Broj s(f, D) nazivamo donja Darbouzova suma, a broj S(f, D) gornja Dar-
bouzova suma (funkcije f s obzirom na particiju D). Prikaz donje i gornje
Darbouxove sume za danu particiju dan je na Slici[I.I} Vazno je uociti da bro-
jevi my, M}, nisu opéenito funkcijske vrijednosti f(t), za neki t € [zy_1, z].
Ipak, za proizvoljni izbor tocaka ty € [zr_1,zx], & € {1,...,n} mozemo

definirati tzv. integralnu sumu o(f, D, t1,...,t,) stavljajuéi:

U(f? D7 tla v 7tn) = Z f(tk)('rk - xk—l)’
k=1
Uoc¢imo da vrijedi:
m(b—a) <s(f,D) <o(f,D,t1,...,t,) <S(f,D) < M(b—a).
Sljedece dvije leme kljucne su u definiranju pojma Riemannovog integrala.

Lema 1.1 Neka su Dy i Dy dvije particije segmenta [a,b]. Ako Dy profinjuje
Dy, onda je s(f, Dy) < s(f, D2) i S(f, D1) > S(f, D2)

Lema 1.2 Neka su Dy i Dy dvije particije segmenta [a,b]. Tada je s(f, D;) <
S(f,Ds).

Dokaz. Oznac¢imo s D = Dy U Dy. Tada je D particija segmenta |a,b] koja
profinjuje i Dy i Dy. Primjenom prethodne leme slijedi s(f, D1) < s(f, D) <
S(f,D) < S5(f,D2). =
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flz)

Slika 1.1: Gornja Darbouxova suma(crveno) i donja Darbouxova suma(plavo)

za zadanu particiju.

Iz prethodne leme slijedi da je skup {s(f,D) : D € D} omeden odozgo
proizvoljnom gornjom Darbouxovom sumom te da je skup {S(f, D) : D € D}
omeden odozdo proizvoljnom dornjom Darbouxovom sumom. Stoga postoje
brojevi

L(f) =sup{s(f,D): D € D}

I"(f) =inf{S(f,D) : D € D}
1 vrijedi da je

L(f) < I"(f).

Broj I.(f) naziva se donji Riemannov integral funkcije f (na segmentu [a, b)),
a’broj I*(f) gornji Riemannov integral funkcije f (nasegmentu [a, b]). Uocimo

da za svaku particiju D € D vrijedi

s(f,D) < L(f) < I"(f) < S(f, D).
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Definicija 1.3 (R - integrabilna funkcija) Neka je f : [a,b] — R omedena
funkcija. KaZemo da je f integrabilna v Riemannovom smislu na [a,b] (krace
R-integrabilna) ako je I.(f) = I*(f). Tada se broj I(f) = L.(f) = I*(f) na-
ziva (Riemannov) odredeni integral funkcije f (na segmentu [a,b]) i oznacava

s [P fili [ f(x)de.

Navedimo sada primjer jedne funkcije koja je integrabilna u Riemanno-

vom smislu i jedne koja nije.

Primjer 1.4 Neka je « € R i f : [a,b] — R funkcija zadana sa f(z) = a.
Kako je f omedena funkcija, ima smisla ispitati je li integrabilna. Neka
je D = {xg,x1,...,2,} bilo koja particija segmenta [a,b]. Vrijedi my, =

flzr—1) =a i My = f(xr) = a pa je s(f,D) = S(f, D). Imamo
s(f,D) = ka(xk —Tp_q) = aZ(wk — 1) = a(x, — x9) = a(b — a).
k=1 k=1

Slijedi da je I.(f) = I*(f) = a(b — a) pa zakljucujemo da je f integrabilna i
da vrijedi f;f =a(b—a).

Primjer 1.5 Neka je [ : [a,b] — R funkcija zadana sa

1, akojex € QNla,bl,
flz) = (1.1)
0 , inace.
Funkcija f je omedena. Turdimo da nije integrabilna. Neka je D = {xg,x1,...,Tp}
po volji odabrana particija segmenta [a, b]. Kako svaki podsegment [xy_1, x| C
[a,b] sadrZi i racionalne i iracionalne brojeve, slijedi da je my =0 1 My =1,

za svaki k € {1,...,n}. Slijedi

s(f,D) = ka(xk —xp_1) =0,
k=1
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S(f,D) :ZMk(xk—xk,l): (xp —xp—1) =2y — 90 =b—a.
k=1

k=1
Zakljuéujemo da je I.(f) = 0, a I*(f) = b—a > 0 pa f nije integrabilna

funkcija.

Sljedeéi teorem daje jednu korisnu karakterizaciju integrabilnosti u Ri-

emannovom smislu.

Teorem 1.6 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Funkcija f je integra-
bilna v Riemannovom smislu ako i samo ako za svaki € > 0 postoji particija

D segmenta [a,b] tako da je
S(f7D) _8(f7D> <Eé.

Dokaz. Neka je f integrabilna u Riemannovom smislu i neka je € > 0 bilo
koji. Kako je f integrabilna, vrijedi I.(f) = I*(f). Po definiciji brojeva I.(f)
i I*(f) postoje particije Dy i Dy segmenta [a,b] tako da vrijedi I.(f) — § <
s(f,D1) < L(f) i I*(f) < S(f, D) < I"(f)+5. Neka je D = D;UD,. Tada
D profinuje Dy i Dy pa vrijedi L(f) — § < s(f, Dy) < s(f, D) < S(f, D) <
S(f.Da) < I*(f) + 5. Stoga je S(f.D) — 5(f.D) < S(f, Dz) — 5(f, 1) <
I+ 5 (L) -5 =<

Obratno, neka za svaki € > 0 postoji particija D segmenta |a,b] tako da
je S(f,D) — s(f,D) < e. Turdimo da je I*(f) = L.(f), tj. da je za svaki
e >01I"(f) — L(f) < e. Neka jee > 0 bilo koji. Po pretpostavci postoji
particija D segmenta [a,b] tako da je S(f,D) — s(f,D) < & pa dobivamo
I'(f) = L(f) < S(f. D) = s(f,D) <c =

Korolar 1.7 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Ako postoji niz (D,,)
particija segmenta |a, b] tako da su nizovi (S(f, Dy)) i (s(f, Dpn)) konvergentni
1 konvergiraju istom limesu, onda je f R-integrabilna funkcija i vrijeds fab f=

Hm(S(f, Dy)) = lim(s(f, D,)).
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Prethodni korolar govori da za provjeru integrabilnosti mozemo uzeti neku
pogodnu familiju particija segmenta [a, b], primjerice familiju ekvidistantnih
razdioba. Tu tvrdnju ¢emo iskoristiti u sljede¢em primjeru u kojem ¢emo se
vratiti pitanju iz uvoda ovog rada i pokusati odrediti povrsinu lika u ravnini

omedenog nekim krivuljama ¢ija je jednadzba poznata.

Primjer 1.8 Neka je f : [0,1] — R funkcija dana pravilom f(x) = z*. Ta je
funkcija omedena pa ispitajmo ima li pridruzeni ravninski lik P = {(x,y) €
[0,1] x R: 0 <y < 2?} povrsinu.

Promatrat éemo samo ekvidistantne razdiobe A,, n € N. Neka je A, =

{zo,x1,...,2,} ekvidistantna particija, za h = %, tj. x = % Vrijedi da je
mi = f(ap—1) = (12 0 My = fzy) = (£)?, za sve k € {1,...,n}. Imamo
n=5(f,An) =Y mp(ar —ap—1) = Do (1) = H(1+22 4 +
(n—1)2 == 1)67522” D _ 2n3—6i7;2+n7
Sn=5(f,An) = Z}Zzl My (zp—28-1) = 2221(5)2% == % =
2n3+3n24n
6n2 :

Dakle, s, =  — 5=+ 55 i Sn = 5 + 3= + gz pa je lim(s,) = lim(S,) =

Wl

pa zakljucujemo da je povrsina lika P jednaka %

Sljededi teorem, koji ne¢emo dokazivati, daje pregled osnovnih svojstava
Riemannovog integrala i njegovog ponasanja prema operacijama i uredaju

na vektorskom prostoru RI%?.

Teorem 1.9 Neka su f, g : [a,b] — R funkcije integrabilne u Riemannovom

smislu. Tada vrijedi:

1. Funkcija f + g : [a,b] — R je integrabilna u Riemannovom smislu i

vm’jedif (f+g) = ff+f

2. Ako je f < g, onda je f;f < fabg
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3. Za svaki a € R je funkcija aof : [a,b] — R integrabilna u Riemannovom

smislu i vrijedi fab(ozf) = Ozfabf.

4. Funkcija |f| je integrabilna u Riemannovom smislu i vrijedi |fabf| <

J2I1L.

Oznacimo s I ([a, b]) skup svih funkcija f : [a,b] — R integrabilnih u Rieman-
novom smislu (na segementu [a,b]). Uocimo da svojstva (1) i (3) govore da
je I([a,b]) vektorski prostor nad poljem R. Nadalje, svojstva (1) i (3) go-
vore da je Riemannov integral linearni funkcional na vektorskom prostoru
I([a,b]). Svojstvo (2) govori da je Riemannov integral pozitivan linearni
funkcional. Naime, uzevsi za f = 0 nul-funkciju i uvazavajué¢i ocitu tvrd-
nju da je fab() = 0, slijedi da je fabg > 0, za svaku nenegativnu funkciju g
integrabilnu u Riemannovom smislu.

Sljedeci teorem govori da je podrucje integracije moguce "rascijepati” na
dva pogodna podskupa segmenta [a, b] 1 integrirati funkciju na tim podseg-

mentima te dobivene vrijednosti zbrojiti.

Teorem 1.10 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija i ¢ € {(a,b). Funkcija

f je R-integrabilna na [a,b] ako i samo ako je R-integrabilna na podsegmen-

tima [a,c] i [c,b]. U tom slucaju vrijedi fabf =['f+ fcbf.
Sljededi korolar je izravna posljedica prethodnog teorema:

Korolar 1.11 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Tada vrijede

sljedece tvrdngje:

1. Ako je f R-integrabilna funkcija, onda je f R-integrabilna na svakom
podsegmentu [c,d] C [a,b].
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2. Ako je xg < my < - -+ < x, particija segmenta [a,b] i f je R-integrabilna
na svakom podsegmentu [xy_1, k], k € {1,...,n}, onda je f R-integrabilna

i na |a,b] @ vrijedi f;f = f;:_l I

U matematickoj analizi od posebna su znacaja neprekidne funkcije. Kako
su takve funkcije (po jednom od najvaznijih teorema matematicke analize)
omedene na segmentu, ima smisla promatrati njihovu integrabilnost. Pitamo
se, dakle, je li prostor C([a, b]) neprekidnih funkcija na [a, b] podprostor pros-

tora I([a,b]). Odgovor na to pitanje daje sljede¢i teorem.

Teorem 1.12 Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija. Tada je fintegra-

bilna funkcija.

Pogledajmo kako mozemo karakterizirati nul-funkciju, tj. funkciju koja
svugdje iS¢ezava. Realna funkcija koja svugdje iS¢ezava je funkcija f : R —
R,

flx)=0,VxeR.

U 2. poglavlju ¢emo prosiriti pojam nul-funkcije, no za sada smatramo nul-

funkcijom onu koja svugdje iscezava.

Korolar 1.13 Neka je X C R konveksan skup i f : X — R neprekidna
funkcija. Funkcija f je nul-funkcija ako i samo ako za svaki segment [a,b] C

X wrijedi [*f =0,

Teorem 1.12 jedan je od najvaznijih teorema u teoriji integracije realnih
funkcija jedne realne varijable. Postavlja se pitanje je li C([a,b]) & I([a, 0],
tj. postoje li prekidne integrabilne funkcije. Put do odgovora na to pitanje
vodi nas preko sljedeceg teorema i korolara. Prije toga, prisjetimo se da je
funkcija f : [a,b[— R rastuéa ako za svaki izbor tocaka xq,xs € [a,b] vrijedi

f(x1) < f(xo) ¢im je x1 < xo, odnosno padajuca ako za svaki izbor tocaka

10
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Ty, Ty € [a,b] vrijedi f(x1) < f(za) ¢im je z1 > 5. Za funkciju kazemo da je

monotona ako je rastuca ili padajuca.

Teorem 1.14 Neka je f : [a,b] — R monotona funkcija. Tada je f integra-
bilna funkcija.

Dokaz. Razmotrimo najprije slucaj kada je f rastuéa. Ako je f(a) = f(b),
onda je f konstantna funkcija pa je i integrabilna. Pretpostavimo da je
f(b) > f(a) i neka je € > 0 proizvoljan. Odaberimo n € N tako da je

> w i neka je A, = {xo,x1,...,2,} ekvidistanina particija

n
segmenta [a,b], za h = =2, Kako je f rastuca, to je my, = inf f([z,_1, zx]) =
min f([zp—1,21]) = f(@r—1) @ My = sup f([xr—1, 2k]) = max f([xr_1,2s]) =
f(zx) pa je My — my = f(xr) — f(zr_1), za svaki k € {1,...,n}. Sl-
jedi S(f, An) — s(f,An) = 3y (M — mi)(z — mp1) = D0 (f () —
f(@r—1)h = h(f(zn) — f(zo)) = =2(f(b) — f(a)) < e. Time je dokazano da
je f integrabilna funkcija.

Ako je f padajuca, onda je —f rastuéa pa je i integrabilna. Stoga je i

funkcija f = —(—f) takoder integrabilna. m

Prisjetimo se da je funkcija f : [a,b] — R po dijelovima monotona ako
postoji particija {zo,x1,...,2,} segmenta [a,b] tako da je f monotona na
svakom podsegmentu [z;_1,zx], k& € {1,...,n}. Koristeéi prethodni teorem

i Korolar 1.11, izravno dobivamo sljede¢u tvrdnju:

Korolar 1.15 Neka je f : [a,b] — R po dijelovima monotona funkcija. Tada
je f integrabilna funkcija.

Kako monotone funkcije ne moraju biti neprekidne, zaklju¢ujemo da pos-
toje prekidne funkcije integrabilne u Riemannovom smislu. No, koliko tocaka

prekida mogu imati prekidne funkcije, a da se ne narusi svojstvo integrabil-
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1.1. Riemannov integral

nosti? Da bismo odgovorili na to pitanje, potrebne su nam sljedece tri leme

koje ne¢emo dokazivati.

Lema 1.16 Neka je [ : [a,b] — R funkcija koja iscezava na [a,b] osim u

tocki ¢ € |a,b]. Tada je f integrabilna na [a,b] i vrijedi fab f=0.

Lema 1.17 Neka su f,g : [a,b] — R omedene funkcije koje se podudaraju u
svakoj tocki x € [a,b] osim u tocki ¢ € [a,b]. Ako je jedna od funkcija f i g

integrabilna, onda je i druga integrabilna i vrijedi fabf = f:g

Lema 1.18 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija koja je neprekidna u

svakoj tocki x € [a,b] osim u tocki ¢ € [a,b]. Tada je f integrabilna funkcija.

Vidjet ¢emo da u teoriji integracije koju je razvio Lebesgue postoji slican
teorem o podudaranju funkcija kao u Lemi 1.17.

Dokazimo sada sljede¢i vazan teorem.

Teorem 1.19 Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija. Ako je skup tocaka
prekida funkcije f konacan, onda je f integrabilna funkcija.

Dokaz. Neka je {c1,...,c,} skup tocaka prekida funkcije f i neka je a <
¢ <y <<y <b Ako je n = 1, turdnja slijedi po prethodnoj lemi.
Pretpostavimo da je n > 2. Za svaki k € {1,...,n — 1} odaberimo tocke
xk tako da vrigedi ¢ < xp < Ccpy1. Posebno stavimo xg = a i x, = b.Time
je dobivena particija {xg,x1,...,x,} segmenta [a,b] tako da svaka restrikcija
fllze—1,zx), & € {1,...,n} od f ima toéno jednu tocku prekida i to u tocki
ck € |xgp_1,xk]. Po prethodnoj lemi slijedi da je f integrabilna na svakom

podsegmentu [xy_1, x| pa je [ integrabilna i na [a,b], po Korolaru|1.11. =

Sada ¢emo dati primjer jedne funkcije kojoj je skup tocaka prekida pre-

brojiv, a ipak je integrabilna.

12



1.1. Riemannov integral

Primjer 1.20 (Riemannova funkcija) Neka je A =[0,1]N(Q\{0,1}) =
{®: m i n relativno prosti i m < n}. Definirajmo tzv. Riemannovu funkciju

sa:

' A
fo) = 0 , ako jex € [0,1]\ 19

L ako jex = € A
Moze se pokazati da je f neprekidna u svim tockama xy € [0,1] ko-
jima je funkcijska vrijednost f(xo) jednaka 0. Dakle, skup tocaka prekida
funkcije f je upravo skup A, koji je prebrojiv. PokaZimo da je f inte-
grabilna. Neka je € > 0 bilo koji. PokaZe se da postoji samo konacno
€

mnogo tocaka x € A tako da je f(x) > 5. Neka su to tocke ci,...,¢; i

neka je M = max{f(ci),...,f(c;)} > 5. Odaberimo n € N takav da je

2M1

n > == i neka je A, ekvidistantna particija 0 < % <2

n

<<l
Uocimo da je n > 2M > 2¢i — 4 QOcito je s(f,A,) = 0. U sumi

c c2

S(f,An) =5 Myt najvise i clanova iznosi M+ < £, dok su svi preostali
clanovi Mk% < o.. Bududi da je 1 M% < £, slijedi da se suma Y, Mk%
moze prikazati kao zbroj dvije sume od kojih je svaka manja od 5. Dakle,
S(f,An) — s(f,Ay) = S(f,A,) < g, §to dokazuje integrabilnost funkcije f.

Stovie, f:f = 0.

Sljedeéi teorem govori o ponasanju niza omedenih funkcija f, : [a,b] — R
koji uniformno konvergira prema nekoj funkciji f : [a,b] — R. Prije tog

teorema, podsjetimo se sljede¢ih dvaju bitnih definicija.

Definicija 1.21 Kazemo da niz (f,) funkcija f, : [a,b] — R konvergira
obicno (ili po tockama) prema funkciji f : [a,b] — R i pisemo f, — f ako
je, za sve x € X, lim,, o fn(x) = f(z). Ako je, uz to, i f, < fuy1 (odnosno
fo = fos1), za sve n, pisat éemo f, T f (odnosno f, | f) i reéi da niz f,

raste (pada) prema funkciji f.

13
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Definicija 1.22 KaZemo da niz (f,) funkcija f, : [a,b] — R konvergira
uniformno (ili jednoliko) prema funkciji f : [a,b] — R ako wvrijedi sljedeci

uvjet:
(Ve > 0)(3no e N)(Vx € X)(Vn e N) n > ng = |fu(x) — f(z)| <e.

Teorem 1.23 Neka je (f,) niz omedenih funkcija f, : [a,b] — R koji uni-
formno konvergira prema funkciji fo : [a,b] — R. Ako je svaka od funkcija

fn integrabilna, onda je i fy integrabilna funkcija @ vrijedi fab fo= lim(fab fn)-

Ako u prethodnom teoremu funkciju fy shvatimo kao ”limes” niza (f,,), onda

prethodni teorem kaze da vrijedi

/ Jim(f,) = lm( / 3

pa se kaze da kod uniformne konvergencije niza funkcija fab i lim komutiraju.
Sljedec¢i korolar je izravna posljedica prethodnog teorema, a govori o

ponasanju integrala kod uniformne konvergencije reda funkcija.

Teorem 1.24 Neka je Y f, red omedenih funkcija f, : [a,b] — R koji uni-
formno konvergira prema funkciji f : [a,b] = R, f(x) => ", falx). Ako je
svaka od funkcija f, integrabilna, onda je i funkcija f integrabilna v vrijedi

f:f - ZZO:I fabfn

Ako u prethodnom korolaru funkciju f zapisemo kao >~ | f,, onda pret-

hodni korolar kaze da vrijedi
b o0 0 b
a n=1 n=1"7%

pa se kaze da kod uniformne konvergencije reda funkcija ff i > | komuti-

raju.
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1.1. Riemannov integral

Na kraju ovog potpoglavlja osvrnut ¢emo se na tzv. Osnovni teorem
integralnog racuna, cuvenu Newton-Leibnizovu formulu. Naime, u teoriji
diferencijalnog racuna jedan od problema koji smo rjesavali bio je za zadanu
funkciju f odrediti njenu derivaciju f’. Inverzno pitanje je mozemo li za
danu funkciju f odrediti funkciju g tako da vrijedi ¢ = f. Pokazat ¢e
se da je odgovor na to pitanje usko vezan uz pojam odredenog integrala
i ve¢ spomenutu Newton-Leibnizovu formulu. Navedimo najprije sljedecu

definiciju.

Definicija 1.25 (Primitivna funkcija) Neka je X C R intervali f : X —
R funkcija. Derivabilna funkcija F: X — R takva da je F'(z) = f(z), za

svaki x € X, naziva se primitivna funkcija za funkciju f (na intervalu X ).

Teorem 1.26 Neka je X C R konveksan skup te F,G : X — R dvije primi-
tivne funkcije za funkciju f : X — R. Tada postoji konstanta ¢ € R tako da
je, za svaki x € X, F(z) = G(z) + c.

Teorem 1.27 Neka je X C R konveksan skup ¢ f : X — R neprekidna

funkcija. Tada je funkcija F : X — R, zadana s
F(x) :/ f)dt,x € X
primitivna funkcija za f, pri cemu je a € X bilo koja tocka.

Iskazimo i dokazimo sada Osnovni teorem integralnog racuna, poznat i

pod nazivom Newton-Leibnizova formula.

Teorem 1.28 (Newton-Leibnizova formula) Neka je f : [a,b] — R in-

tegrabilna funkcija. Ako f ima primitivnu funkciju, onda vrijedi
b
/ f(z)dz = F(b) — F(a),
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1.2. Lebesgueov integral

gdje je F : [a,b] — R proizvoljna primitivna funkcija za f.

Dokaz. Po pretpostavci postoji derivabilna funkcija G : la,b] — R tako
da je G'(x) = f(x), © € [a,b]. Neka je D = {xo,21,...,2,} proizvoljna
particija segmenta [a,b]. Buduéi da je G derivabilna na svakom podseg-
mentu [Ty_1, k], primjenom Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti, vri-
jedi G(xy) — G(ap—1) = G'(cx)(vp — xp—1) = fcr)(xp — xk-1), gdje je ¢ €
(xgp—1,x1). Sada dobivamo G(b)—G(a) = ;_ (G(ar)—G(zg_1)) = > p_y fleg) (xp—
Tp-1), a time i s(f, D) <>, flex)(xp —x5—1) < S(f, D). Dakle, za svaku
particiju D segmenta [a,b] vrijedi s(f, D) < G(b)—G(a) < S(f, D) pa po defi-
niciji gornjeg i donjeg Riemannovog integrala mora biti I, (f) < G(b)—G(a) <
I*(f). Kako je f integrabilna funkcija, vrijedi I.(f) = I*(f) pa zakljucujemo
da je ff f(z)dx = G(b) —G(a). Neka je F : [a,b] — R proizvoljna primitivna
funkcija za f. Po Teoremu postoji ¢ € R tako da, za svaki x € |a, b
vrijedi F(x) = G(x) + ¢. Slijedi F(b) — F(a) = (G(b) + ¢) — (G(a) + ¢) =
G() - Gla) = [} f(z)dz. m

1.2 Lebesgueov integral

Zapocnimo ovo potpoglavlje primjerima koji govore o loSem ponasanju Ri-
emannovog integrala u grani¢nom slucaju, tj. ako imamo niz (f,,) omedenih
funkcija na segmentu [a, b] integrabilnih u Riemannovom smislu koji konver-

gira prema funkciji f : [a,b] — R prirodno se postavljaju sljedeéa pitanja:
1. Je li f integrabilna u Riemannovom smislu?
2. Postoji li limy, e [© f(x)da?

3. Ako su odgovori na prva dva pitanje potvrdni, je li tada lim,, fab fo(x)dx =

[? f(x)da?

16



1.2. Lebesgueov integral

Prema Teoremu odgovor na ova pitanja je potvrdan ako niz (f,,) unifor-
mno konvergira prema f. No, to je Cesto prejak zahtjev na niz (f,). Pogle-
dajmo sljedeca tri primjera koja ilustriraju da je odgovor na gore postavljena

pitanja u opcenitom sluc¢aju negativan.

Primjer 1.29 Poslozimo racionalne brojeve iz skupa [0, 1]NQ u niz q1, go, - - - -
Kako je Q prebrojiv, to je moguce. Definirajmo sada, za svakin € N, funkciju
fn:[0,1] = R sa

1 7a’k0jexe{QI7'”7qn}

falz) = (1.3)

0 , nace
Za svaki n € N funkcija f, je integrabilna jer ima samo konacno mnogo
tocaka prekida i vrijedi fab fn(x)dx = 0. No, granicna funkcija f = lim, f,

je tzv. Dirichletova funkcija

1, ako je x racionalan
flx) = (1.4)

0 , ako je x iracionalan

koja nije integrabilna u Riemannovom smislu.

Primjer 1.30 Za svakin € N funkcija f,, : [0,1] = R, definirane formulom

7

dndx ,ak0j60§x<%

fa(@) = 4n? —4ndz | ako je > <z<i (1.5)
0 ,akoje%§x<1
(

su integrabilne u Riemannovom smislu v vrijedi fol fo(z)dz = n pa ocito u R

ne postoji lim,, o fol fo(z)dx.
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1.2. Lebesgueov integral

Primjer 1.31 Za svakin € N funkcija f,, : [0,1] = R, definirane formulom

(

4n?x , ako je 0 < x < 5=

fa(x) = € dn —4n2x | ako je o= <z < i (1.6)
0 ,akoje%§x<1
\

su integrabilne u Riemannovom smaslu 1 vrijeds fol fo(z)dx = 1, za svaki
n € N. Kako niz (f,) konvergira prema funkciji f = 0, zakljucujemo da je
1 =1lim, fol fo(x)dz # fol f(z)dx = 0.

Kako bi definirali pojam Lebesqueovog integrala (za izmjerive funkcije)
potrebni su nam neki fundamentalni pojmovi i rezultati iz teorije mjere, npr.

pojam o - algebre, mjere na o - algebri i izmjerivih funkcija.

Definicija 1.32 (Prsten skupova) Neka je X neprazan skup i R neprazna
familija podskupova od X . KaZemo da je R prsten (podskupova od X) ako za
svaka dva podskupa A, B € R vrijedi AU B, AN\B € R.

Definicija 1.33 (o - prsten) Neka je X neprazan skup i F neprazna fa-

milija podskupova od X. KaZemo da je F o - prsten ako vrijedi:
1. ABe F= A\BeF

2. Ako je (An)nen prebrojiva familija elemenata iz F, onda je i |, oy An €
F

Sljedeé¢i primjer pokazuje da postoji prsten koji nije o - prsten.

Primjer 1.34 Promotrimo skup prirodnih brojeva N i definirajmo F = {X C
N: X konacan}. Ocito je F prsten jer je unija i presjek dvaju konacénih sku-
pova opet konacan skup. No, F nije o - prsten. Stavimo A, = {n}, n € N.

Tada je |J, ey An = N koji nige konacan skup.
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1.2. Lebesgueov integral

Definicija 1.35 (o - algebra) Familiju A podskupova od X nazivamo o -

algebra skupova na X ako vrijedi:
1. XeA
2. Ac A= Ac A
3. Ako je (Ap)nen niz skupova iz A, onda vrijedi da je |, . An € A.

Uredeni par (X,.A) nazivamo izmgjeriv prostor, a svaki element A € A nazi-

vamo izmgjeriv skup.

Primjer 1.36 Navedimo nekoliko primgjera familija podskupova od X koje

jesu o - algebre i nekih koje nisu.

1. Neka je X bilo koji skup i 2% njegov partitivni skup. Tada su familije
A=2% i A ={0,X} o - algebre na skupu X .

2. Neka je X =[0,1]. Familija A= {0,X,[0,1/2],(1/2,1]} je o - algebra
na X.

3. Nekaje X =R. Familija A ={A CR: A je diskretan ili A je diskretan}ﬂ
je o - algebra na R. Ocigledno da A zadovoljava prva dva svojstva
iz definicije o - algebre. Neka je (Ap)nen miz skupova iz A.  Ako
su svi skupovi A, diskretni, onda je i njihova unija |J, . An diskre-
tan skup. Ako, pak, postoji ng € N za koji je A;, ~ diskretan, onda je
(Unen An)¢ = Naen A5 € A pa je (Upen An). diskretan skup jer je

podskup diskretnog skupa Ay,

4. Neka je X bilo koji beskonacan skup. Familija A = {A C X : A konacan ili

A€ konacan} nije o - algebra na X. Naime, neka je (x,) niz medusobno

17a skup kazemo da je diskretan ako je konac¢an ili prebrojiv.
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1.2. Lebesgueov integral

razlic¢itih tocaka iz X. Svi skupovi A, = {xa,_1} pripadaju familiji A,

n0 ipak i |J,eny An 7 (U, en An)¢ su beskonacni skupovi.

Propozicija 1.37 Neka je (Ax, A € A) bilo koja familija o - algebri na skupu
X. Tada je i [\,cp A takoder o - algebra na skupu X.

Korolar 1.38 Neka je F bilo koja familija podskupova od X. Tada je
o(F) = ﬂ{.A : A je o - algebra i F C A}

najmanja (u smislu inkluzije) o - algebra koja sadrzi familiju F. Za o(F)

kazemo da je o - algebra generirana sa F.

Definicija 1.39 (Borelova o - algebra) Neka je (X,U) topoloski prostor.
Za o - algebru o(U) generiranu topologijom U kazemo da je Borelova o - al-
gebra na skupu X i oznacavamo je s B(X,U) ili sa B(U). Elemente Borelove

o - algebre B(X,U) nazivamo Borelovim skupovima.

Sada ¢emo se okrenuti pojmu mjere na o - algebri. Precizna definicija

glasi:

Definicija 1.40 (Mjera na o - algebri) Neka je A o - algebra na skupu

X. Mjera na A je svako preslikavanje pn: A — R sa sljedeéim svojstvimas:

1. Za svaki A € A je u(A) >0,

3. Za svaki niz (A;)ien disjunktnih skupova iz A vrijedi
nJA) =) u(A).
i=1 i=1

Za u(A) kaze se da je mjera skupa A. Uredena trojka (X, A, u) naziva se

prostor mjere. KaZemo da je mjera konacna ako je p(X) < oo.
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Primjer 1.41 Navedimo nekoliko primjera mjera:
1. Ako za svaki A € A stavimo u(A) = 0, dobijamo tzv. trivijalnu mjeru.
2. Funkcija p: A — [0, +00| definirana sa

0 , ako je A=10
p(A) = (17)
+oo  , dkoje A#D

je mjera.

3. Funkcija p: A — [0, +00| definirana sa

0 ,akojeA=10
n(A) = (1.8)
1, akoje A#0
nije mjera. Naime, ako su Ay i Ay disjunktni neprazni skupovi, onda

je u(Ay U Ag) =1, dok je p(Ay) + p(As) = 2.

4. Neka je v € X bilo koja tocka. Funkcija 6, : A — [0, +00] definirana

sa:

1 ,akojexe A
b.(4) = (1.9)
0 ,akoxé¢ A

je mjera. Naziva se mjera koncentrirana u tocki x.

Napomenimo kako se pojam mjere moze definirati i na o - prstenu.
Nakon §to smo definirali izmjeriv prostor (X,.4), mozemo se okrenuti
pojmu izmjerive funkcije. Prije toga napomenimo da za funkciju f: A — B

sa

fMB)={reA: flx)eB}yC A

oznacavamo original (ili prasliku) skupa B, s obzirom na funkciju f.
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Definicija 1.42 Neka su (X, A) i (Y,B) izmjerivi prostori, A C X i f :
A =Y funkcija. KaZemo da je funkcija f izmjeriva u paru o - algebri A i

B (ili kraée, A - B izmjeriva) ako je, za svaki B € B, f~(B) € A.

U teoriji integracije zanimat ¢e nas samo one funkcije koje poprimaju
vrijednosti u skupu R ili R. Pri tome se za B uzima Borelova o - algebra
B(R), odnosno B(R). Za funkciju f : A — R reéi éemo da je A - izmjeriva
ako je, za svaki B € B(R), f~!(B) € A.

Ako u definiciji izmjerive funkcije dodatno uzmemo da je (X, A) = (R, B(R))
Borelova ¢ - algebra na R, tada za funkciju f kazemo da je izmjeriva u Bo-

relovom smislu.

Teorem 1.43 Neka je (X,.A) izmjeriv prostor, A C X bilo koji podskup od
X if:A—=R (ili R) funkcija. Sljedece turdnje su ekvivalentne:

1. f je A - izmjeriva.
2. f~Y(V) € A, za svaki otvoren skup V u R (odnosno R).

3. f7YCO) € A, za svaki zatvoreni skup C' u R (odnosno R).

Teorem 1.44 Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A€ Aif,g: A— |[—00,+0]

bilo koje dvije A - izmjerive funkcije. Tada vrijedi:
1.{zeA: fx)<glx)} €A
2. {zed:f(z)=g(x)} e A
3. {zeA: flx)y=g(x)} €A

Polako se priblizavamo pojmu Lebsgueovog integrala. Sljedeci korak je
definicija jednostavne funkcije. Za tu definiciju treba nam pojam stepenaste

funkcije.
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Definicija 1.45 (Stepenasta funkcija) Neka je A C X podskup od X.
Za funkciju f : A — [—00,00] kaZemo da je stepenasta funkcija ako poprima

samo konacno mnogo razlic¢itih vrijednosti.

Definicija 1.46 Neka je A C X podskup od X. Funkciyju x4 : X — R
definiranu sa

1 ,akojexec A
xa(x) = (1.10)
0 ,dkojex ¢ A

nazivamo karakteristicna funkcija skupa A.
Uocimo da je karakteristicna funkcija jedan primjer stepenaste funkcije.

Definicija 1.47 (Jednostavna funkcija) Neka je (X, .A) izmjeriv prostor,
ACX i f:A— R stepenasta i A - izmjeriva funkcija. Tada kaZemo da je

f jednostavna funkcija (s obzirom na izmjeriv prostor (X, .A)).

Svaka jednostavna funkcija f : A — R dopusta prikaz u obliku
fl) =) aixa, (1.11)
i=1

gdje su Ay, ..., A, disjunktni i izmjerivi skupovi takvi da je A = ;_; 4n,
aq,...,q, razliciti realni brojevi. To se dobije za {ay,...,a,} = f(A) i
A; = fY(ay). Ovaj prikaz naziva se standardni prikaz jednostavne funkcije.

Sljedeca dva teorema govore da za svaku izmjerivu funkciju postoji niz
jednostavnih funkcija koji joj konvergira. Ovi teoremi ¢e se pokazati koris-

nima u definiciji integrala izmjerive funkcije.

Teorem 1.48 Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A — [0, 0]
izmjeriva funkcija. Tada postoji niz (fn)nen jednostavnih funkcija f, : A —

[0,00) sa sljedeéim svojstvima:
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1. 0< fi(x) < folz) < -+ < f(x), za svakix € A
2. Niz funkcija (f,)nen konvergira po tockama prema funkciji f, tj. vrijedi

lim f,(z) = f(x), , za svaki x € A.

n—-+o0o

3. Ako je funkcija f omedena na skupu K C A, onda niz funkcija ( fn)nen

konvergira uniformno prema f na cijelom K.

Teorem 1.49 Neka je (X, A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A —
[—00, 00| izmjeriva funkcija. Tada postoji niz (fn)nen jednostavnih funkcija

fn: A— (—00,00) sa sljedeéim svojstvima:
1 fi@) < fole) < - < f(2), za svaki € A
2. Niz funkcija (fn)nen konvergira po tockama prema funkciji f, tj. vrijeds

lim f,(z) = f(x), , za svaki x € A.

3. Ako je funkcija f omedena na skupu K C A, onda niz funkcija (fn)nen

konvergira uniformno prema f na cijelom K.

Sljedeci korolar jednostavna je posljedica prethodna dva teorema.

Korolar 1.50 Neka je (X,.A) izmjeriv prostor, A € A skup i f : A —
[—00, 00| funkcija. Funkcija f je A - izmjeriva ako i samo ako postoji niz
jednostavnih funkcija koji konvergira obicno (po tockama) prema funkciji f

na cijelom skupu A.

Neka je (X, A, ) prostor mjere. Za skup N C X reéi ¢emo da je zane-
mariv ako postoji izmjeriv skup Z takav da je N C Z i u(Z) = 0. Neka je

T C X. Ako neka tvrdnja ili svojstvo vrijede za sve x € T, osim za © € N,
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1.2. Lebesgueov integral

gdje je N C T zanemariv skup, onda kazemo da ta tvrdnja ili svojstvo vri-
jedi p - skoro svuda ili krace, skoro svuda. Koristimo oznaku (s.s.). Tako,
primjerice, f = g(s.s) znaci da je skup {x € X : f(x) # g(z)} zanemariv.
Konac¢no smo dosli do pojma integrala koji se definira samo za izmjerive
funkcije. Konstrukcija se provodi u tri koraka: najprije se definira pojam
integrala za nenegativne jednostavne funkcije. Zatim se pojam integrala
prosiruje na nenegativne izmjerive funkcija, a potom i na sve izmjerive funk-

cije.

Definicija 1.51 Neka je (X, X, 1) prostor mjere, a f: X — [0,00) jednos-

tavna nenegativna funkcija s prikazom

f = Z Qi X A
=1

gdje su Ay, ..., A, disjunktni skupovi i o, . .., oy, nenegativni realni brojevi.

Broj
/fdﬂ = Z%M(Ai)
i=1

naziva se integral funkcije f (obzirom na mjeru p). Za funkciju f kaZemo da
je integrabilna ako je [ fdu < oo.
Neka je E € ¥ izmjeriv skup. Broj

/Efd,u ZZ/XEfd,u:gaiu(AiﬁE)

naziva se integral funkcije f na skupu E (s obzirom na mjeru p). Za funkciju

f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdp < oo.

Moze se pokazati da definicija integala nenegativne jednostavne funkcije
f ne ovisi o prikazu preko skupova A, ..., A, i realnih brojeva aq,...,a,.

Dakle, definicija je konzistentna.
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1.2. Lebesgueov integral

Prisjetimo se da je Lebesgueova mjera A na R generalizacija pojma duljine
na najveé¢u mogucu familiju podskupova od R. Takvu familiju podskupova
od R zovemo Lebesgueova o - algebra. Lebesgueova mjera je definirana preko
Lebesgueove vanjske mjere \* na R koja svakom svakom od skupova [a, b],
[a,b), (a,b] i {(a,b) pridruzuje broj b — a. Pokaze se da i Lebesgueova mjera
na R svakom od skupova [a, ], [a, b), (a,b] i (a,b) pridruzuje broj b —a. Vise

o Lebesgueovoj mjeri moze se pronadi u [I], poglavlje 2.

Primjer 1.52 Neka je f = xg : R = R Dirichletova funkcija, a za mjeru

uzmimo Lebesgueovu mjeru . Vrijedi:
1. [xodA=1-XQ)=1-0=0.

2. Neka je E C R bilo koji izmjeriv skup, npr. |a,b]. Tada je

/X@d)\—/XEXQd/\—/X(QmE)d)\—1~)\(@0E)—1-0—0.
E

Dakle, xq je integrabilna na svakom izmjerivom skupu E C R.

Prisjetimo se da xq nije integrabilna u Riemannovom smislu ni na

jednom segmentu.

Neka je (X, X, ) prostor mjere. Skup svih nenegativnih jednostavnih
funkcija definiranih na X oznacavat é¢emo sa Fo(X,3, u) ili krace sa F.

Taj skup nije vektorski prostor, ali ima sljedec¢a svojstva:

Teorem 1.53 Neka su f,g € F(X,X,u) i « > 0 realan broj. Vrijedi:
1. af € Fo(X, 2, 1)
2. f+ge Fi(X, X, n)

3. f<g=g—feF (XX n)
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1.2. Lebesgueov integral

4 fVg fAgeFu(X, 5 p)
Teorem 1.54 Neka su f,g € F(X, %X, n) i a > 0 realan broj. Tada vrijedi:
1. [afdp= o fdu (pozitivna homogenost)
2. [(f+9)dp= [ fdu+ [ gdp (aditivnost)
3. f<g= [ fdu< [gdu (monotonost)

Teorem 1.55 Neka je (X, X, n) prostor mjere i f, f, € Fo (X, 3, u), n € N,

funkcije sa sljedeéa dva svojstva:

1. fu < for1, za svakin € N,

2. (fn) konvergira po tockama prema f.

/fdﬂz lim /fndu
n—-+0o0o

Sada slijedi drugi korak u izgradnji integrala izmjerive funkcije - definicija

Tada je

integrala nenegativne izmjerive funkcije. Precizna definicija je sljedeca:

Definicija 1.56 Neka je (X, %, u) prostor mjere, a f: X — [0, 00] nenega-

tivna X - izmjeriva funkcija. Broj

/fdu = Sup{/gdu:géf+,g§ f

naziva se integral funkcije f (s obzirom na mjeru ). KaZemo da je f inte-
grabilna ako je [ fdu < co.
Neka je E € X izmjeriv skup. Broj

[E fin = [ xetin

naziva se integral funkcije f na skupu E (s obzirom na mjeru p). Za funkciju

f kazemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdu < oo.
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1.2. Lebesgueov integral

Lako se vidi da je ova definicija konzistentna s Definicijom tj ako
je f € F., onda se vrijednost integrala iz Definicije i prethodne de-
finicije podudaraju. Sa prethodnom definicijom dano je prosirenje pojma
integrala sa skupa F svih nenegativnih jednostavnih funkcija na skup svih
nenegativnih ¥ - izmjerivih funkcija.

Ideja koja se krije iza Definicije 1.56 prikazana je na Slici

7

Slika 1.2: Prikaz aproksimacije Lebesgueovog integrala jednostavnom funk-

cijom.

Teorem 1.57 Neka je (X, %, u) prostor mjere. Ako je (fn)nen rastuéi niz

funkcija iz F koji konvergira prema ¥ - izmjerivoj funkciji f : X — [0, 00],

[ fdn= i [ fuda

onda je
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1.2. Lebesgueov integral

Za ¥ - izmjerive funkcije vrijedi analogon Teorema [1.54] o pozitivnoj ho-
mogenosti, aditivnosti i monotonosti kao za nenegativne jednostavne funkcije
pa ga netemo posebno navoditi.

Sljedeci teorem daje dva vazna svojstva nenegativnih ¥ - izmjerivih funk-

cija koriste¢i svojstvo "skoro svuda”.

Teorem 1.58 Neka je (X, 3, u) prostor mjere i f,g : X — [0,00] nenega-

tivne 1 X - izmgjerive funkcije. Tada vrijedi:
1. [ fdu=0<= f=0(s.s)

2. Ako je f = g(s.s.), onda je [ fdu = [ gdu

U teoriji integrala od posebne je vaznosti tzv. Levijev teorem koji nam
govori da na skupu svih nenegativnih izmjerivih funkcija integral i limes
rastuceg niza funkcija "komutiraju”. Taj rezultat poznat je i pod nazivom

Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji.

Teorem 1.59 (Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji) Neka
je (X, X, u) prostor mjere, a f : X — [0,00] ¥ - izmjeriva funkcija. Nadalje,
neka je (fu)nen niz X - izmjerivih funkcija f, : X — [0,00] sa sljedeca dva

svojstva:
1. fu < foi1, za svakin € N,

2. limy, o0 fr = f(s.5.)

Tada je

/fdﬂzggngo/fndu-

Sljedeéi rezultat, tzv. Fatouova lema, govori o ponasanju integrala po

mjeri prema grani¢nom postupku.
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1.2. Lebesgueov integral

Teorem 1.60 (Fatouova lema) Neka je (X, X, p) prostor mjere, a f : X —
0,00] @ fr : X — [0,00], n € N, ¥ - izmjerive funkcije. Ako je f =

liminf, f,(s.s.), onda je

/fd,ugliminf/fnd,u.

Dosli smo do tre¢eg koraka u naSem postupku izgradnje integrala preko
teorije mjere - definicije integrala izmjerive funkcije. Prije toga podsjetimo

se das f* oznacavamo funkciju f* = fV 0, asa f~ funkciju f~ = —(f AO0).

Definicija 1.61 Neka je (X, %, ) prostor mjere i f : X — [—00,00] neka
Y - izmjeriva funkcija.

Ako je barem jedan od brojeva [ ftdu i [ f~du konacéan, onda se definira

/fdu :z/ﬁdu—/fdu

i nazivamo ga integral funkcije f (s obzirom na mjeru p). Za funkciju f
kazemo da je integrabilna ako je [ fdu < oo.

Neka je E € X izmjeriv skup. Ako je definiran integral [ xpfdu, onda

/Efdu :Z/fxEdu

nazivamo integral funkcije f na skupu E (s obzirom na mjeru ). Za funkciju

broj

f kaZemo da je integrabilna na skupu E ako je fE fdu < oo.

Ova je definicija konzistentna s definicijom integrala nenegativne X - izmje-
rive funkcije.
Razliku u Riemannovom i Lebesgueovom pristupu integralu funkcije mozemo

vidjeti na Slici [1.2]

Teorem 1.62 Neka je (X, X, u) prostor mjere, a f,g: X — [—00,00] dvije
Y - izmjerive funkcije takve da je f = g(s.s.). Ako je definiran integral
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1.2. Lebesgueov integral

[ fdp, onda je definiran i integral [ gdu i vrijeds

/fdu= /gdu-

Teorem 1.63 Neka je (X,X, u) prostor mjere, a f : X — [—o00,00] ¥ -

1zmjeriva funkcija. Sljedece turdnje su ekvivalentne:
1. f=0 (s.s.),
2. [1fldun=0,

3. [ fxadu =0, za svaki A € X.

Slika 1.3: Razlika izmedu Rieamnnovog i Lebesgueovog integrala. Uocimo
da se kod Riemannovog integrala ”cijepa” os x, a kod Lebesgueovog integrala

0S y.

Napomenimo da za integral ¥ - izmjerive funkcije vrijedi homogenost,
aditivnost (u slucéaju kad vrijednosti u zbroju nisu beskonac¢ne i razli¢itih
predznaka) i monotonost.

Sljedec¢i teorem daje koristan kriterij pod kojim limes i integral mogu

zamijeniti mjesta i jedan je od najpoznatijih teorema u teoriji integracije.
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1.2. Lebesgueov integral

Teorem 1.64 (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji) Neka
su f,fn: X = [-00,00], n € N, X - izmjerive funkcije i neka je g - X —

[0, 00] integrabilna funkcija. Ako su ispunjeni sljedeéi uvjeti:

1. f=1lim, f, (s.s.),

onda su sve funkcije f i f,, n € N integrabilne i vrijeds

/fdﬂzggngo/fndu-

Na kraju ovog poglavlja izre¢i ¢emo teorem koji daje vezu izmedu Ri-
emannovog i Lebesgueovog integrala. Podsjetimo se da je Riemannov integral

definiran samo za omedene funkcije na nekom segmentu [a, b|.

Teorem 1.65 (Lebesgueov kriterij za R-integrabilnost) Neka je f : [a,b] —

R omedena funkcija.

1. Funkcija f je R-integrabilna ako i samo ako je neprekidna skoro svuda

na [a,b].

2. Ako je f integrabilna u Riemannovom smislu, onda je integrabilna i u
Lebesgueovom smislu i pri tome se Lebesqueov integral f[a ) fdX\ podu-

dara s Riemannovim integralom ff f(z)dz.

Prethodni teorem je koristan alat za racunanje Lebesgueova integrala.
Primjerice, pretpostavimo da treba izracunati Lebesgueov integral [ fd\
funkcije f : R — [0,00). Ako je f R-integrabilna na nizu segmenata
([@n, bn])nen, gdje a, — —o0, a b, — oo, definiramo funkcije f, = fX{an b,
R — [0,00), n € N. Tada f, — f pa pomoc¢u Lebesgueova teorema o

monotonoj konvergenciji dobivamo:

bn 0o
/fd)\: lim /fx[an,bn]d)\: lim fd\ = lim f(x)dx:/ f(z)dx.
n—00 o

n—0o0 [anybn] n—0o0 an
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1.2. Lebesgueov integral
[lustrirajmo ovaj postupak na sljede¢em primjeru.

Primjer 1.66 [zracunajmo:
1
1. f[l,oo) ~dA,

2. [y ZdA

1. Neka je X = [1,00), f: X — [0,00), f(x) = % Nadalje, neka je
za svaki n € N, f, = f - Xxpn. Niz nenegativnih izmjerivih funkcija (f,)
je monotono rastuci i na cijelom skupu [0,00) konvergira prema izmgjerivoj
funkcigi f. Primjenjujuct gore opisani postupak, dobivamo:
/ ld)\ = lim lX[l,n]d)\ = lim 1d)\.
[1,00) x

Kako je funkcija f neprekidna na segmentu [1,n], po Lebesqueovom kriteriju

za R-integrabilnost zakljucujemo da je ona v R-integrabilna na tom segmentu

/ lal/\ = / ldac = In(z).
[1,n] L 1 X

1
/ —d\ = 0.
[1700> Z

Zakljucujemo da f nije integrabilna u smislu Lebesguea na [1,00).

1 da vrijeds

Zato je

2. Imatirajuci postupak kao w 1., dobiwvamo

1 . 1 ("1 - 1
/um@d“,}:% pXumdd=lim | dv=lim (1- ) =1.

n—0o0 1 {L‘2 n—0o0 n

Dakle, funkcija f(x) = = je integrabilna u smislu Lebesguea na [1,00).

Ipak, moguce je da za neku funkciju postoji nepravi Riemannov integral

(i to na cijelom R), a da ta funkcija nije integrabilna u Lebesgueovom smislu.
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1.2. Lebesgueov integral

Primjer 1.67 Promotrimo funkciju f : R\{0} — R, f(z) = S”;(I) i pri-

snl@) g0, Prisjetimo se da je nepravi integral f g(x)dx

padni nepravi integral fR
neke funkcije g : {a,b) definiran sa f g(z)dr := lim,_,, Ide g(z)dx. Ako
je domena ciyjeli skup R, onda je fR r)dr = lim,_, bﬁoof g(x)dx. U

b
sin(x) snlx) 10 — o

nasem slucaju, lako se vidi da je fR x)dr = lim, o pyoo f
No, ipak funkcija f nije integrabilna uw Lebesgueovom smislu jer nepmm' in-

tegral [ | 152 gy divergira.

Na kraju ovog poglavlja napomenimo sljede¢e: moguce je, koristeci alate
iz konstrukcije Lebesgueovog integrala, razmatrajuc¢i uniformnu konvergen-
ciju umjesto obi¢ne i konac¢nu aditivnost mjere umjesto prebrojive aditivnosti
dobiti integral po mjeri za koji je skup integrabilnih funkcija upravo jednak

skupu svih R-integrabilnih funkcija. Vise o tome moze se naéi u [7].
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Poglavlje 2
Daniellov integral

Prisjetimo se osnovnih svojstava Riemannovog integrala realne funkcije re-
alne varijable. Ako su dane dvije funkcije f,¢g : [a,0] — R i ¢ € R, tada
vrijedi f;(f—kg)@) dr = fabf(x) dx—kfabg(a:) dx i ff cf(z)dx = cfabf(x) dr.
Ako oznac¢imo s I = f:, tada je I linearni funkcional. Prisjetimo se i da je
f: f(z)dx >0, ¢im je f > 0. Dakle, I je pozitivni linearni funkcional.

Takoder, prisjetimo se da i Lebesgueov integral ima svojstva linearnosti,
homogenosti i pozitivnosti. Dakle, oznac¢imo li s J = [ d\ Lebesgueov inte-
gral, zakljucujemo da je J pozitivan linearni funkcional.

Vidjet ¢emo da za fundiranje pojma Daniellovog integrala nije potrebna
nikakava teorija mjere, ve¢ da se Daniellov integral definira aksiomatski. Pri-
sjetimo se da smo za pojam Lebesgueovog integrala morali proc¢i iscrpni kurs
teorije mjere prije nego smo mogli izre¢i osnovne definicije integrala izmjerive
funkcije.

Prije nego krenemo na pojam Daniellovog integrala, trebamo pripremit:

teren. Upoznajmo se s pojmom vektorske resetke.



2.1. Vektorska resetka

2.1 Vektorska resetka

Prisjetimo se da smo za funkcije f,g: X — R sa f V ¢ oznacili funkciju koja
svakom elementu x € X pridruzuje realni broj max{f(x),g(x)}, asa fAg
funkciju koja svakom elementu z € X pridruzuje realni broj min{ f(z), g(z)}.
Ocito su operacije V i A komutativne i asocijativne. Zbog asocijativnosti
mozemo izuzimati zagrade i pisati fy V---V f, 1 fi A--- A f,. Definirali smo

i funkcije f* 1 f~ stavljajuci

ff=fvo

Uoc¢imo da vrijedi

fl=r"=f"
Operacije V i A mozemo definirati i za proizvoljnu(ne nuzno kona¢nu) familiju
funkcija s vrijednostima u progirenom prostoru R. Tada ¢e maksimum preéi u
supremum, a minimum u infimum. Preciznije, neka je A (neprazan) indeksni
skup i neka je dana familija (f,, a € A) funkcija f, : X — R. Tada definiramo

\/ ﬁzzzsupja

acA acA

N\ fo= it fo.

acA

U slucaju da je A konacan skup, imamo \/]_, f,, = fi V-V f,.
U klasi svih funkcija f : X — R definirana je relacija parcijalnog uredaja
<sa f <gakoje f(x) < g(z), zasve z € X. Tada je fV g najmanja gornja

meda za fiza g, a f A g je najveca donja meda za f iza g.
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2.1. Vektorska resetka

Definicija 2.1 (Vektorska reSetka) Neka je X neprazan skup i R klasa
nekih funkcija f: X — R. KaZemo da R vektorska resetka (nad X ) ako su
za sve funkcije f,g € R i sve ¢c € R funkcije f + g, cf, fVgifAgeR.

Primjer 2.2 Klasa svih neprekidnih funkcija f : R — R je jedna vektorska
resetka. Ipak, potklasa svih neprekidno deriwvabilnih funkcija f : R — R nije
vektorska resetka: za funkcije f(x) = x i g(x) = —x funkcije (fV g)(x) = |z|

i (f N g)(x) = —|z| nisu neprekidno derivabilne na cijelom R.

Primjer 2.3 Ako je na skupu X dana topologija, onda je klasa svih nepre-
kidnih funkcija f : X — R vektorska resetka.

Napomena 2.4 Kako je fAg=f+g—(fVg) ifVg=(f—9g) AN0+g,
zakljucujemo da je vektorski prostor funkcija jedna vektorska resetka ako je
zatvoren na operaciju koja funkciji f pridruzuje funkciju f* = f Vv 0. Kako
je |fl = fH+ (=f)F, svaka vektorska resetka sadrzi i funkciju |f|. Stoga
je, ekvivalentno, vektorski prostor funkcija jedna vektorska resetka ako je

zatvoren na operaciju koja funkciji f pridruzuje funkciju | f|.
Pogledajmo kako glasi precizna definicija Daniellovog integrala:

Definicija 2.5 (Daniellov integral) Neka je X neprazan skup i R vek-
torska resetka funkcija f : X — R. KaZemo da je funkcija I : R — R

Daniellov integral nad R ako vrijedi:
(a) I(f+g)=1(f)+1(9g),

(b) I(cf) =cI(f), c€R,

(c) I(f) >0, ako je f >0

(d) Ako fo L onda (I(f,)) — 0.

Yovdje i u (¢) 0 oznacava nul-funkciju
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2.1. Vektorska resetka

Uocimo da svojstva (a) i (b) govore da je I linearni funkcional, a svojstvo (c)
dodatno govori da je I pozitivni linearni funkcional. Svojstvo (d) nazivamo
svojstvom neprekidnosti. Prisjetimo se da klasi¢ni (Riemannov) integral te
Lebesgueov integral imaju prva tri svojstva. Moze se pokazati (koristedi
Dinijev teorem) da Riemannov integral ima i ¢etvrto svojstvo iz definicije.
Takoder, i Lebesgueov integral ima posljednje svojstvo. Dakle, Riemannov i
Lebesgueov integral su samo posebni slucajevi Daniellovog integrala.

Iz prva tri svojstva lako se vidi da iz f < g slijedi I(f) < I(g), a iz
cetvrtog svojstva slijedi da za niz funkcija (f,) koji raste (ili pada) prema f,
niz (I(f,)) konvergira prema I(f).

Za pozitivne linearne funkcionale, uvjet (d) iz Definicije ekvivalentan

je svakoj od sljedece dvije tvrdnje:

1. Ako je (f,) rastudi niz funkcija u R i ako postoji funkcija f € R takva
daje,zasver € X, f(z) < lim, o0 fu(z), tadaje I(f) < limy, oo I(fn).

2. Ako je (f,) niz nenegativnih funkcijau Ri f € R takvadaje f <> fn,
tada je T(f) < S I(/,)

Da bismo to dokazali, potrebna nam je sljede¢a lema. Prije toga, napome-
nimo, da je za vektorsku resetku R nad X skup P C X polaran skup (s
obzirom na vektorsku resetku ®) ako postoji funkcija h € R takva da je, za

sve z € P, |h(z)| = 0.

Lema 2.6 Neka je R vektorska resetka nad skupom X, P polaran skup, f €
Rig: X — R funkcija za koju je f(x) = g(x), za sve x ¢ P. Tada je g € R

i 1(g) = 1(f).
Dokaz. Neka je h € R takva da je, za sve x € P, |h(x)| = co. Tada je

Wz) = h(z) = g(x) — f(2),
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2.2. Gornje funkcije i donje funkcije

kada je zbroj na lijevoj strani definiran (u protivnom uzimamo g(z) — f(x) =

0). Tada g — f pripada R i
I(g = f) = I(h) = I(h) = 0.

Stoga je

kada je desna strana jednakosti definirana. Zakljucujemo da je g € R 1@

I(g) = I(f)+1(g = f) = I(f).

Koristec¢i prethodnu Lemu, moze se dokazati sljede¢a Propozicija:

Propozicija 2.7 Neka je ® vektorska resetka funkcija s vrijednostima u R.

Tada su tvdnje (1), (2) i tvrdnja (d) iz Definicije ekvivalentne.

2.2 Gornje funkcije i donje funkcije

U ovom odjeljku éemo definirati nove klase funkcija f : X — R koje ¢emo
oznacavati s 18° 1 R, i koje ¢e ovisiti o danoj vektorskoj resetki R te ¢emo
prosiriti pojam Daniellovog integrala i na te dvije klase funkcija. Krenimo

redom.

Definicija 2.8 (Gornja funkcija) Neka je R vektorska resetka nad skupom
X. Za funkciyu f : X — R reéi cemo da je gornja funkcija ako postoji niz

(fn) u R takav da f, 1 f. Klasu svih gorngih funkcija oznacavat éemo s R°.

Uoc¢imo da je R C R° (stavimo, za f € R, f, = f, za sve n). Neka svojstva

gornjih funkcija dana su u sljede¢em teoremu.
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Teorem 2.9 Vriedi:
1. Ako su f,g € R°, onda je i f + g € R°.
2. Ako je f € R° 10 < ¢ < 400, onda je i cf € R°.
3. Ako su f,g € R°, onda su i funkcije fV g i fNgéE R

Dokaz. Prve dvije tvrdnje su ocite. Dokazimo trecu tvrdnju. Neka su (fy)
i (gn) nizovi u R takvi da f, 1 f i go T g. Uocéimo da tada niz f, V g, raste
prema funkciji f N g, a niz f, A g, raste prema funkciji f A\ g. Promotrimo
prvi slucaj. Oznacimo s h, = f, V g,. DokaZimo najprije da je, za sve n,
hy, < hyy1. Bez smanjenja opcenitosti mozZemo pretpostaviti da je, za dane
nix, fo(lr) > gu(x). Tada je hy(x) < fo(z) < for1(z) < hpya(z). Dakle,
h, < hpy1. Oznacimo s h = fV g. Zelimo dokazati da (hy) konvergira
k funkciji h (ve¢ smo dokazali da je (h,) rastucéi niz funkcija). Kako je
fm<f<hig,<g<h, zasven, onda je f, V g, < h, za sve n. Ponovno,
BSOMP da je za dani x, f(x) > g(x). Pretpostavimo ¢ < f(x). Tada je
¢ < fu(x) za nekin. Kako je fn(x) < h,(z), slijedi ¢ < hi(z) < h(x), za

i > n. Dakle, (h;) — h. Druga tvrdnja se dokazuje analogno. m

Napomena 2.10 Ako je f € R°, tada za dani x vrijednost f(x) moZe biti

400, ali ne 1 —oo.

Ako je f € R° i f, T f, tada niz realnih brojeva (I(f,)) konvergira k
nekom limesu (koji moze biti i +00). Sljedeéa lema pokazuje da taj limes

ovisi samo o funkciji f, a ne i o rastuéem nizu (f,,).

Lema 2.11 Ako je f € R° i (fn) i (9n) dva niza u R takvi da f, T f i g, 1T f,
onda je limy, o I(fn) = limy, 00 1(gy).

Dokaz. Nekaje A =1lmI(f,). Nekajeh € R° takva da je h < f. Dokazimo
da je I(h) < A. Kako je fo, Nh < fp, slijedi I(f, Nh) < I(f,). Kako vrijedi
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2.2. Gornje funkcije i donje funkcije

faNR T f AR = h, slijedi da h—(f, Nh) — 0. Odatle slijedi da I(h)—1(f, A
h)) — 0. Dobivamo I(h) = lim, oo (I(fn) A h) < lim,, o (I(f,)) < A.

Za B = lim, o (g,) dokazimo B < A. Kako je g, < f, po prethodno
dokazanom slijedi 1(g,) < A pa je B < A.

Konaéno, zamjenom nizova (fy,) i (g,) dobivamo A < B. Dakle, A = B.

Sada ima smisla sljedeca definicija.

Definicija 2.12 Neka je f € RO\R. Definiramo Daniellov integral funkcije
f sa:
I(f) = lm(I(fn)),

gdge je (fn) bilo koji niz u R za koji vrijedi da f, 1 f.

Ova definicija zaista prosiruje pojam Daniellovog integrala definiranog
na vektorskoj resetki . Naime, stavljajuéi f, = f, za svaki n, dobivamo

trazenu jednakost.

Napomena 2.13 Vrijednost Daniellovog integrala na R° moZe biti i +o0,

alt ne 1 —o0.

Pogledajmo neka svojstva Daniellovog integrala definiranog na vektorskoj

reSetki R°.

Teorem 2.14 Preslikavanje I : R° — R ima sljedeéa svojstva:
1 I(f +9)=1(f) + 1(g)
2. I(cf)=cI(f), zac>0
3. I(f) <I(g), za f<yg

4. Ako je (fu) miz u° i fo 1 f, onda (I(f)) = I(f).
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Definicija 2.15 (Donja funkcija) Za funkciju f : X — R kaZemo da je

donja funkcija ako je —f € R°. Klasu svih dongih funkcija oznacavamo s R,.

Propozicija 2.16 Funkcija f : X — R je donja funkcija ako i samo ako
postogi niz (f,) u R takav da f, | f.

Sljedeéi teorem daje karakterizaciju (nenegativnih) gornjih funkcija.

Teorem 2.17 Neka je f : X — R nenegativna funkcija. f pripada klasi R°
ako i samo ako postoji niz funkcija (f,) u R takav da je f = > " fo. U
tom slucagu je I(f) =07 I(fn).

Dokaz. Nuznost je ocita. Dokazimo dovoljnost. Neka je f : X — R
nenegativna funkcija i (¢,) niz funkcija sa svojstvom da ¢, T f i ¢, € R.
Zamjenjujuci svaku funkciju ¢, sa ¢, V 0, moZemo pretpostaviti da je svaka
od funkcija ¢, nenegativna. Definiragmo novi niz funkcija (V) stavljajuci

Y1 =¢1 1P = Pp — o1, zan > 2. Tada je f =7 Yy i vrijedi

I(f) = lm I(g,) = lim I3~ ) = lim >~ 1) = D ().
k=1 k=1 k=1
|
Napomena 2.18 Ako je f € R,, onda moze biti f(r) = —oo, ali ne i
f(x) = +o0.

Teorem vrijedi i ako zamijenimo R° sa R,. Funkcija moze pripadati
objema klasama R° i R,: tada f ne moze imati beskonacne vrijednosti.
Takoder, Teorem vrijedi i za klasu R, jedino u tvrdnji 4. treba zamije-
niti 1 sa J.

Sljedeci teorem govori o redovima funkcija u klasi R°.
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Teorem 2.19 Neka je (f,) niz nenegativnih funkcija u R°. Tada je funkcija
[ definirana sa f =3 f, € R i vrigedi I(f) = 0" I(fn)-

Dokaz. Za svakin € N postoji niz funkcija (n i) takav da je fr, = > 7| Yok
Stoga je, po prethodnom teoremu, f = an V. Kako je skup uredenih pa-
rova prirodnih brojeva prebrojiv, to je i funkcija f suma reda nenegativnih

funkcija iz R pa, po prethodnom teoremu, pripada klasi R° i vrijedi

I(f) = 1(ni) = Y _I(f2)

Navedimo (bez dokaza) sljedeéi rezultat, na koji ¢emo se pozivati u do-

kazima nekih tvrdnji.

Teorem 2.20 Neka je f € R, i g € R te f < g. Tada je g — f € R° @
wrijedi I(g — f) = I(g) — 1(f) = 0.

Pogledajmo sljedeci primjer u kojem ¢emo eksplicitno odrediti klasu J°.

Primjer 2.21 Neka je X = N ¢ R klasa svih nizova realnih brojeva cije
su vrijednosti razlicite od 0 za najvise konaéno mnogo n € N. Definiramo

funkciju I - R — R sa
I(f)y=>_fn).

neN

Lako se vidi da je R vektorska resetka, a I Daniellov integral. Ako je f : X —
R takva da f(n) # —oc i f(n) > 0 samo zan > N (gdje N ovisi o funkciji f),
tada je f € R° i ta klasa se sastogi upravo od svih takvih funkcija. ProsSirenje
Danielovog integrala na klasu R° dano je gornjom formulom (uzevsi u obzir

da sada suma moze biti i +00).

Sljede¢i primjer pokazuje da klasa R° nije nuzno mnogo bogatija od

pocetne klase 3.
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Primjer 2.22 Neka je X = [0,7] i R klasa svih funkcija oblika f(x) =
asin(z), za nekia € R te neka je I(f) Riemannov intergral [ f(x)dz. Tada
je jedini element klase RONR funkcija koja u rubnim tockama segmenta [0, 7]
poprima vrijednost 0, a u ostalim tockama poprima vrijednost +00 @ za nju

je I(f) = +oo.

2.3 Sumabilne funkcije

U ovom odjeljku ¢emo definirati pojam sumabilne funkcije te pojam Daniel-
lovog integrala za takve funkcije. Dokazat ¢emo neka (uobic¢ajena) svojstva
integrala sumabilnih funkcija te ¢emo vidjeti da je za sumabilne funkcije
moguce iskazati slicne teoreme o konvergenciji koji su vrijedili za Lebesgueov

integral.

Definicija 2.23 (Gornji i donji integral) Neka je f : X — R funkcija za
koju postoji h € R° takva da je f < h. Broj

I(f) =inf{I(h) : h € R°, f < h}

nazivamo gornji Daniellov integral funkcije f.
Neka je f : X — R funkcija za koju postoji g € Ry, takva da je g < f.
Broj
I(f) =sup{l(g) : g € Ru, g < [}

nazivamo donji Daniellov integral funkcije f.

Klasa svih funkcija za koje je definiran donji (gornji) Daniellov integral
ukljucuje cijelu klasu R° (R,). Ako je f € R° (R,), tada je donji (gornji)

Daniellov integral jednak I(f).
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Napomena 2.24 Prema Teoremu[2.20 za g € R, i h € R° takve da vrijedi
g<hjel(g) <I(h)ig<f<h. Odavde slijedi sljedeéi vazan rezultat:

I(f) < I(f),

ako su oba integrala definirana.

Definicija 2.25 (Sumabilna funkcija) Neka je funkcija f : X — R takva
da postoje L(f) i I(f) i konacni su. Ako vrijedi I(f) = I(f), kazemo da je
funkcija f sumabilna u odnosu na Daniellov integral I (ili I - sumabilna) i
broj
I(f) = L(f) = I(f)
nazivamo Daniellov integral funkcije f. Klasu svih sumabilnih funkcija oznacavamo

s L.

Sljededi teorem pokazuje da je pojam integrala dan u prethodnoj definiciji

konzistentan s pojmom integrala u slucaju da je f € R, U R°.

Teorem 2.26 1. Funkcija f : X — R je sumabilna ako i samo ako za
svaki € > 0 postojyi par funkcija g,h takav da je g € R,, h € R°,
g < f<h,I(g)il(h) konacni te I(h) —1(g) < e.

2. Ako je f € R°, f je sumabilna ako i samo ako I(f) < +oo (gdje je
I(f) definiran kao u Definiciji . U svim ostalim slucajevima kad
je f € R°, bilo da je integral konacan ili ne, vrijedi I(f) = I(f) = I(f).

3. Ako je f € Ry, [ je sumabilna ako i samo ako je —oo < I(f)( gdje je
I(f) definiran kao u Definiciji . U svim ostalim slucajevima kad

je f € Ry, bilo da je integral konacan ili ne, vrijedi I(f) = I(f) = I(f).
Dokaz. 1. Pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji par funkcija g,h s

pretpostavljenim svojstvima. Prema Napomeni kada su I(f) i I(f)
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konacni te kako su I(g) ¢ I(h) konacni, zakljucujemo da je —oo < I(f) i
I(f) < +oo. Kako je I(h) < I(g) + ¢, zakljucujemo da je I(f) < I(f) +e.
Odavde slijedi da je f sumabilna funkcija. Obrat prepustamo citatelju.

2. Neka je f € R°. Tada je I(f) < I(f). Neka je (f,) niz u R takav da
fo T f. Tada (I(f,)) — I(f). Kako je, za sven, f, € Ry, slijedi I(f) < I(f).
Zakljucujemo da je I(f) = I(f) = I(f) pa je f sumabilna ako i samo ako je
I(f) < 4o0.

3. Analogno kao pod 2. m

Naglasavamo jos jednom da je vrijednost Daniellovog integrala konacna
za f € L. Klasa £ sadrzi originalnu vektorsku resetku R.
U sljede¢em teoremu dana su osnovna algebarska svojstva klase £ i prosirenog

Daniellovog integrala [ kao funkcije sa £ u R.
Teorem 2.27 Neka su f,g € L ic e R. Tada vrigedi:
1. f+gelLil(f+g)=I(f)+1(9).
2. cfeLillcf)=cI(f).
3. fVg, fANgeL.
4. Ako je f < g, onda je I(f) < I(g).
5. [fle LalI(f)l < I(f])-

Dokaz. 1. Neka jee > 01 f1,91 € Ry, f2,92 € R° takve da vrijedi f; <

f<frig < g < goinekajeI(f;) —I(f) < e/2il(g:)—1(9) < ¢/2,
1=1,2. Tada je fi+ag1 < f+9 < fa+go. Kako je R, vektorska resetka, to
j@ f1+gle§Rui

I(f) +1(g) —e < I(f1) + 1(g1) = I(f1 + 9)-

46



2.3. Sumabilne funkcije

Stoga je I(f) + 1(g) —e < L(f +g). Slicno se vidi da je I(f +g) < I(f) +
I(g) +¢e. Stoga su I(f+g) i I(f + g) konacni te se razlikuju od I(f)+ I(g)
za manje od €. Kako je € bio proizvoljan, slyjedi trazena tvrdnja.

2. Dokaz se digeli u tri slucaja: ¢ = 0,¢ <0 ic> 0. Detalje prepustamo
citatelju.

3. Neka su fi1, fa, g1, g2 odabrane kao u dokazu tvrdnge 1.. Tada je f1V g1 <
fVg < foVgs Zbog simetrije moZemo pretpostaviti da je, za svaki x € X,
(f2V g2)(x) = folx). Kako je fi(x) < (fi V g1)(x) te ga(x) — ga(x) = 0,

zakljucujemo
(f2Vga)(x) = (1 Va)(z) < falx) — fi(x) < [fa(x) = fi(2)] + [g2(7) — g1(2)]

pa je
(faVga) = (frVar) < (fo— fi) + (92— 91)-

Koristeci rezultat iz prethodnog odjeljka, slijedi

I(faV go) = 1(/iV 1) <I(f2) = I(f1) + 1(g2) — I(g1) < 2.

Kako su foV ga € R° i f1 Vg1 € Ry, po prethodnom teoremu (tvrdnja 1.),
sligedi da fV g € L. Slucaj f A g dokazuje se slicno.

4. Po pretpostavci postoje funkcije f1 € Ry, i g1 € Ro takve da je fr < f
ig < gi1. Kako je [ < g, slijedi f; < g1 pa onda i I(f1) < I(g1). Ako
prosetamo po svim funkcijama fi, dobijemo I(f) < I(g1). Slicno se dobije i
I(f) < I(g)). Kako su f i g sumabilne funkcije, slijedi trazena tvrdnja.

5. Kako je |f| = [T+ f~ te kako su f*,f~ € L, po 1. zakljucujemo
da je |f| € L i da je I(|f]) = I(fT)+ I(f7). No, vrijedi i f = f* — f~
i I(f) = I(f*) — I(f7) pa zakljucujemo da je |I(f)| < I(|f])f| Trazena
nejednakost mogla se dokazati i iz 4. koristeci ¢injenicu da je —f < |f] < f.

20vdje smo uzeli u obzir da je |a — b| < a + b, ako su a i b nenegativni realni brojevi.
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Uoc¢imo da svojstva 1., 2. i 3. iz prethodnog teorema govore da je [
linearni funkcional na £ i da je £ vektorska resetka, a uzimajuéi u 4. da
je f nul-funkcija, dobivamo da je I i pozitivan funkcional na £. Sada ¢emo
dokazati da za I vrijedi i posljednje definicijsko svojstvo za Daniellov integral.

Za dokaz te tvrdnje potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 2.28 Neka je (f,) niz nenegativnih funkcija i f =57, fn. Tada je
I(f) < 220 1(fa)-

Dokaz. Ako je za nekin € N, I(f,) = oo, dokaz je gotov. Neka je, dakle, za
sven, I(f,) < 0o. Neka je e > 0 proizvoljan. Tada postoji ng € N i funkcija

Gny € R takva da je fry < gng 1
I(gno) S T(fno) + 5 : 2_n0'

Kako je g, nenegativna funkcija, to je funkcija g = g, € Ry te I(g) =
>0 1(gn) <32, I(fa) +e. Kako je g > f, imamo

I(f) <> I(fa) +e
n=1
Tvrdnja sada slijedi zbog proizvoljnosti € > 0. m

Sljededi teorem nam govori da pozitivni linearni funkcional I na £ zado-
voljava svojstvo (2) pa stoga i svojstvo (1) (svojstva iza definicije Daniellovog
integrala). Uoc¢imo sli¢nost ovog teorema s teoremom o monotonoj konver-

genciji za Lebesgueov integral.

Teorem 2.29 (Teorem o monotonoj konvergenciji za Daniellov integral)
Neka je (f,) rastuéi niz funkcija u L i neka je f = lim f,. Tada je f € L

ako i samo ako je im I(f,) < oo. U tom slucaju je I(f) =Um I(f,).

Dokaz. Kako je, za sven € N, f > f,, vrijedi I(f) > I(f,). Stoga, ako je

lim I(f,,) = oo, onda je i I(f) = oo pa f & L.
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Obratno, neka je im I(f,) < oo. Stavimo g = f — fi1. Tada je g > 0 i

9= " (fus1 — fn). Po prethodnoj lemi vrijedi :

7(9) < Z](fn—i-l - fn) = Zl(fn—H) - ](fn) = hm](fn) - ](fl)'

Stoga je
I(f) = I(fi+9) < I(fi) +1(g) < lLmI(f,).

Kako je f, < f, imamo I(f) > I(f,) pa je
I(f) =z im I(f,).
Stiedi I(f) = I(f) = limI(f,) =

Korolar 2.30 Linearni funkcional I je Daniellov integral na vektorskoj resetki

L.

2.4 Konvergencijski teoremi

Veé smo vidjeli da za Daniellov integral postoji analogon Teorema o mono-
tonoj konvergenciji. Sada ¢emo vidjeti kako glase Fatouova lema i Teorem o

dominiranoj konvergenciji za Daniellov integral.

Teorem 2.31 (Fatouova lema za Daniellov integral) Neka je (f,,) niz
nenegativnih funkcija v L. Tada je funkcija inf f, v L. Nadalje, ako je

liminf I(f,) < 0o, onda je liminf f,, u L i vrijedi
I(liminf f,) < liminf I(f,).
Dokaz. Neka je g, = fi N+ A fu. Tada je (g,) niz nenegativnih funkcija

u L koji pada prema funkciji g = inf g,. Zbog toga niz (—g,) raste prema
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funkciji —g. Kako je I(—g,) < 0, po Teoremu o dominiranoj konvergenciji
za Daniellov integral, zakljucujemo da je g € L.

Neka je h, = infys, fr. Tada je (hy,) niz nenegativnih funkcija v L
koji pada prema funkciji liminf f,,. Kako je, za n < k, h, < fi, to je
lim I(h,) < liminf I(fx) < co. Ponovno, po Teoremu o dominiranoj konver-
genciji, zakljucujemo da je iminf f, € £ i da je I(liminf f) < liminf I(fz).

Teorem 2.32 (Teorem o dominiranoj konvergenciji za Daniellov integral)
Neka je (f) niz funkcija u L i pretpostavimo da postoji funkcija g € L takva

da za sve n € N wrigedi | f,| < g. Ako je f =lim f,, onda vrijedi

1(f) = lim I(f,).

Dokaz. Za svakin € N, funkcije f, + g su nenegativne i vrijedi I(f, +¢g) <
21(g). Po Fatouovoj lemi za Daniellov integral imamo da je f+ g € L i
vrijedi

I(f +g) < liminf I(f, + g) = I(g) + iminf I(f,).

Stoga je
I(f) <liminf I(f,).

Kako je i svaka funkcija g — f, nenegativna, imamo

Stoga je
Lml(f,) < I(f)

pa zakljucujemo da lim I(f,,) postoji i jednak je I(f). =
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Poglavlje 3

Veza Daniellovog integrala i

teorije mjere

U ovom poglavlju uvodimo pojam skupova mjere nula, nul-funkcija (ovaj
pojam valja razlikovati od funkcije f : R — R, f(z) = 0, Vo € R, koju
¢emo oznacavati s 0) te jednakosti funkcija skoro svuda koriste¢i Daniellov
integral. (Prisjetimo se da smo za definiranje ovih pojmova trebali teoriju
mjere i pojam izmjerivih prostora.) Koristeéi ove pojmove, definirat ¢emo

jedan Banachov prostor koji ¢emo oznaciti sa L, a ¢iji ¢e elementi biti klase

ekvivalencije skoro svuda jednakih funkcija.

3.1 Skupovi mjere nula i nul-funkcije

Pogledajmo kako uvodimo pojam skupa mjere nula preko Daniellovog inte-

grala.

Definicija 3.1 (Skup mjere nula) Za skup E C X kaZemo da je skup
mjere nula (u odnosu na Daniellov integral 1) ako je karakteristicna funkcija

XE skupa E sumabilna i vrijedi I(xg) = 0. Klasu svih skupova mjere nula
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oznacavat éemo sa SZ.

Uoc¢imo da je klasa SZ neprazna jer sadrzi barem prazan skup. Dokaz te

i jos nekih vaznih tvrdnji za skupove mjere nula dan je u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.2 Vrijedi:
1. Akoje E€ SZ i F CFE, ondajei1 F eSZ.
2. 0eSZ
3. Prebrojiva unija skupova mjere nula je skup mjere nula.

4. Nekaje EC X i f: X - R, f=400 xg, tj f(x) =40 zaz € E
te f(x) =0, zax € X\E. Tada je f € L ako i samo ako je E skup

mjere nula. U tom sluéaju je I(f) = 0.
5. Ako je g € L, onda je {x € X : |g(x)| = +o0} € SZ.

Dokaz. 1. Kako je0 € R,, 0 < xr i [(0) =0, slijedi da je 0 < I(xr). Neka
je e > 0 proizvoljan. Kako je E € SZ, postoji h € R° takva da je xg < h 1
I(h) <e. Kako je xr < X, slijedi da je xp < h pa je I(xr) < e. Slijedi da
je xr € L i I(xr)=0.

2. Slijedi iz 1..

3. Neka je (E,,n € N) prebrojiva familija skupova mjere nula i oznacimo

sa BE =, .yEniF,=FE U...UE, Uocimo da ako je xr, € L, onda

neN
je Xr, = Xg, V...V xg,. Takoder, kako je 0 < xp, < xXg, V...V Xg,, to
je 0 < I(xr,) < I(xg)+ ...+ I(xg,) <0. Kako xr, T xg, po Teoremu o
monotonoj konvergenciji za Daniellov integral zakljucujemo da je £ € SZ.
4. Uocimo da vrijedi danxg T f. Ako je E € SZ, vrijedi da je I(nxg) =

nl(xg) = 0. Tada je, po Teoremu o monotonoj konvergenciji za Daniellov

integral, f € L i I(f) = 0. Obratno, neka je f € L. Tada je f = 2f,
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I(f) =2I(f) i I(f) = 0. Kako je 0 < xg < f, slicno kao u 1. zakljucujemo
da je xp € L i I(xg) = 0.

(5) Neka je E = {x : |g(x)| = +00} i h = +o0- xg. Uocimo da +|g| | hi
I(Xlg]) = £I(|g|) = 0. Po Teoremu o monotonoj konvergenciji za Daniellov

integral, slijedi h € L i I(h) = 0. UvaZavajuéi 4., slijedi E € SZ. m

Definicija 3.3 (Nul-funkcija) Za funkciju f : X — R kaZemo da je nul-
funkcija ako je |f| € L i I(|f]) = 0.

Teorem 3.4 Vrijedi :

1. Ako je f nul-funkcija, onda je i svaka funkcija g za koju je |g| < |f]

nul-funkcija.

2. Ako su [ i g nul-funkcije 1 ¢ € R, tada su i funkcije cf @ f + g nul-
funkcige.

3. [ je nul-funkcija ako i samo ako je skup {x : f(x) # 0} skup mjere

nula.

4. Ako je (fn) niz nul-funkcija koji po tockama konvergira k funkciji f,

onda je i f nul-funkcija.

Dokaz. Dokaze turdngi 1. i 2. prepustamo citatelju. Dokazimo 3. i 4..

3. Oznac¢imo s E = {x : f(z) # 0}. Ocito je 0 < |f| < 400 - xg. Ako
je E € SZ, po turdnji 1. ovog teorema i po tvrdnji 4. prethodnog teorema
sligedi da je f nul-funkcija. Obratno, neka je f nul-funkcija. Oznacimo s
E, ={z : |f(z)] = 2}. Uocimo da je Txg, < |f] idaje E =, cyEn-
Sada, po turdnjama 1. i 2. ovog teorema i po tvrdnji 3. prethodnog teorema
slijedi da je E € SZ.

4. Neka je ponovno E = {x : f(x) # 0} te neka je F,, ={x: f,(x) # 0}.

Uocimo da je E C \J, oy Fn- Po turdnji 3. ovog teorema primjenjenoj na
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svaku od funkcija f, te wvaZavajuéi tvrdnje 1. i 3. prethodnog teorema,

slijedi da je E € SZ. m

Definicija 3.5 Neka su dane funkcije f, g : X — R. KaZemo da su funkcije
f 1 g jednake skoro svuda i pisemo f = g (s.s.) ako je skup {x : f(z) # g(x)}

skup mjere nula.

Napomena 3.6 Kako je {z: f(z) # g(x)} = {z : f(x) — g(z) # 0}, slijedi
da su funkcije f i g jednake skoro svuda ako i samo ako je funkcija f — g

nul-funkcija.

Kratica s.s. moze se primijeniti i u drugim situacijama. Primjerice, f,(z) —
f(z) (s.s.) znaci da je skup tocaka za koje niz (f,) ne konvergira prema

funkciji f skup mjere nula. Sliéno vrijedi za, primjerice, f < g (s.s.).

Teorem 3.7 Neka su f i g funkcije takve da je f = g (s.s.) i neka je g € L.
Tada je f € L1 I(f)=1(g).

Dokaz. Neka je E = {z : f(z) # g(x)} i fo = 400 xg. Tada je fo € L
i I(fo) = 0. Neka je € > 0 proizvoljan. Tada postoje funkcije hy, hy € R°
takve da je g < hy, 0 < fo < ho, I(h1) < I(g9) + ¢ i I(hy) < . Tada je
hi+hs € R 1 I(hy + ho) < I(g) + 2. Razmatrajuci posebno slucajeve kad je
v € Eix ¢ E dobijamo da je f < hy+hy. Slijedi da je I(f) < I(g)+2¢, kad
je I(f) < I(g). Postupajuci slicno, promatranjem funkcije — fo, dobijamo da
je I(f) > I(g) odakle slijedi traZena jednakost. m

Prethodni teorem nam omogucuje da oslabimo pretpostavke u nekim veé
dokazanim teoremima, a da zakljucci ostanu jednaki: tako, primjerice, u
teoremu o monotonoj konvergenciji i teoremu o dominiranoj konvergenciji

uvjet 7 f = lim f,,” mozemo zamijeniti sa ” f = lim f,, (s.s.)”.
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Sada ¢emo definirati novi vektorski prostor koriste¢i relaciju jednakosti
skoro svuda: rec¢i ¢emo da su funkcije f i g ekvivalentne i pisati f ~ g
ako su f,g € L1 f = g (s.s.) Lako se vidi da je ~ relacija ekvivalencije.
Dakle, ona dijeli prostor £ na klase ekvivalencije koje ¢emo oznacavati s [f]
i uvijek mozemo odabrati f (predstavnika klase) tako su sve vrijednosti od
f konacne. Naime, za f definiramo funkciju g tako da je f(z) = g(z) kad je
f(z) konacna vrijednost i g(x) = 0, inace. O¢ito je g € L i g ~ f. Operacije

zbrajanja vektora i mnozenja skalarom definirane su sa:
1+ 19l =1f +4l,

c[f] = lef]-

Norma na ovom vektorskom prostoru dana je sa

ILAIl= LD

Lako se vidi da ove definicije ne ovise o izboru pretstavnika. Primjerice, ako
je f~ fiig~ g, ondaje [f+g] = [fi+a]lil([f]) =I(fi]). Klasa
kojoj je predstavnik funkcija f : X — R, f(z) = 0, za sve € X sadrzi
sve nul-funkcije i ta klasa je neutralni element za zbrajanje ovog vektorskog
prostora. Upravo konstruirani vektorski prostor oznacavat ¢emo sa L.
Sljededi teorem, koji ne¢emo dokazivati, govori o nekim svojstvima pros-

tora L, a za posljedicu ima potpunost prostora L.

Teorem 3.8 Neka je (f,) niz u L takav da I(|f,,— fm|) — 0 kadan,m — oo.
Tada postoje funkcije f i h iz L i podnizovi (fy,) i (gn) takvi da (| f,—f]) — 0
osim na nekom skupu E mjere nula na kojem g,(x) — f(z) i |gn(z)| < h(z),

za sven € N.

Korolar 3.9 Prostor L je potpun prostor.
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3.2 Izmjerive funkcije i izmjerivi skupovi

Nastavljamo s izgradnjom pojmova koje smo ve¢ susreli u teoriji mjere ko-
riste¢i Daniellov integral. Upoznajmo se s izmjerivim funkcijama i izmjerivim

skupovima.

Definicija 3.10 (Izmjeriva funkcija) Za funkciju f : X — R kazemo da
je izmjeriva (u kontekstu ovog poglavlja) ako je za svaki izbor sumabilnih

funkcija g 1 h takvih da je g < 0 < h sumabilna funkcija gV (f A h).

Ideju koja se krije iza ove definicije lakse je shvatiti ako oznac¢imo s F' =
gV (f ANh). Tada je

(

f(x) , ako je g(x) < f(x) < h(x),

F(z) =< h(z) ,ako je h(z) < f(z), (3.1)

g(z)  ako je f(x) < g(x).

Iz ovog zapisa slijedi jednakost gV (f Ah) = (gV f) ANhislijedi g < F < h.
Klasu svih izmjerivih funkcija oznacavamo s M. Neke vazne Cinjenice o

klasama £ i M dane su u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.11 Vrijedi:
1. Ako je fr € M i fi(z) = fo(x) (s.5.), onda je fo € M.
2. Ako je f € L, onda je f € M.
3. Akoje fe M iheL te|f| <h, tada je f € L.
4. Ako je (fn) nizu M i (f,) — f (s.5.), onda je f € M.

Dokaz. Dokazi prve dvije tvrdnje su jednostavni. DokazZimo druge duvije

turdnge.
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3. Iz |f| < h sliedi —h < f < h pa imamo (—h) V (f Ah) = f, Sto, po
definiciji izmjerivih funkcija, povlaci da je f € L.

4. Oznacimo s F, = gV (fu ANh) i s F =gV (fAh), gdie su g ih
sumabilne funkcije i vrijedi g < 0 < h. Tada F,(x) — F(x) s.s. Naime, ako
je (an) niz u R koji konvergira k a, onda a, Nb— aAbia,Vb—aVb, za
svaki b € R. Sada imamo g < F, < h pa je |F,| < (—g) V h. Po teoremu
o dominiranoj konvergenciji za Daniellov integral (uz oslabljenu pretpostavku

konvergencije s.s.) zakljucujemo da je FF' € L. ®

Sljedec¢i teorem govori o zatvorenosti klase M na neke, dosad videne

operacije.
Teorem 3.12 Neka su f, f1, fo € M iceR. Tada vrijedi:
1. ¢cfeM
2. fiNfoeMi fiV foeM
3. ft, ffeM
4. i+ e M.

Dokaz. 1. Neka su g, h € L i g < 0 < h. Lako se provjere sljedece

jednakosti:

g\/(cf/\h):c{%\/(f/\%)} , ako je ¢ >0, (3.2)

g\/(cf/\h):c{%\/(f/\%)} , ako je ¢ < 0. (3.3)

Slijedi da je za ¢ # 0 funkcija cf izmjeriva. Ako je ¢ = 0, dobivamo funkciju

cf =0 koja je takoder izmjeriva.
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2. Po pretpostavci je g < 0 < h. Kako bismo dokazali traZenu tvrdnju,

potrebno je dokazati sljedeci identitet:

gV (fiNf)IANR=1[(gV fi) NR]A[(gV f2) AR

BSOMP da je fi(x) < fa(x). Moguéa su 4 slucaja: h(x) < fi(x), fo(x) <
g(x), zatim fi(z) < h(z) < fo(x) te slucaj g(x) < fo(x) < h(z). Lako se
wdi da je traZeni identitet istinit u svakom od navedenih slucajeva. Sada,
po Teoremu |2.27 slijedi da fi N\ fo € M. Slucaj fi V fy se dokazuje pomocu
turdnje pod (1).

3. Slijedi iz 2. i jednakosti f*=fVv0if~=fAO.

4. Neka sug, he L, g<0<hifi, fo € M. Definiragmo p, = n(h—g),
Foi=(=pn)V(fiNpn), Frnz = (—=pn) V (fa Apn) te Fy, = Fyu + Fra. Uocimo
da je 0 < p, ip, € L. Slijedi da su F,y € L i Fo € L pa je onda i F,, € L,
za sve n € N. Takoder je i gV (F, Nh) € L. Kako je g < gV (F, Nh) <h,
to je gV (F, Ah)| < (—g)V h. Dokazat éemo da

gV (F,ANh) = gV I[(fi + f2) ANh].

Tada ée, po teoremu o dominiranoj konvergenciji za Daniellov integral, sli-
jediti da je gV [(f1 + f2) Nh] € L, a onda i da je f1 + fo € M.

Dokazimo gornju tvrdnju. Neka je f = f1 + fo. Ako je x € X takav da
je h(z) — g(x) =0, onda obe funkcije gV (F,, Nh) i gV (f Ah) isc¢ezavaju u
T pa taj slucaj zanemarujemo. Ako je h(x) — g(z) > 0, tada p,(z) — +oo.
Tada je Fyi(x) = fi(x), za dovoljno veliki n ako je fi(x) konacan, odnosno
Fur(x) = pale), ako je fi(x) = +00, 8. Fua(z) = —pu(s), ako je fi(z) =

—00. Analogno zakljucujemo za Fs.

Definicija 3.13 (Izmjeriv skup) Za skup E C X kaZemo da je izmjeriv
skup ako je xp € M.
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Klasu svih izmjerivih skupova oznacit ¢emo sa S. Sljedeci teorem govori

o strukturi klase S.

Teorem 3.14 Klasa S svih izmjerivih skupova je jedan o-prsten.

Dokaz. Kako je karakteristicna funkcija praznog skupa funkcija koja iséezava

na cijelom skupu X, ta je funkcija sumabilna pa je i izmjeriva. Dakle, ) € S.
Dokazimo sada da je S prsten skupova. Oznacimo s f; = xg,. Neka su

Ey, Ey € S. Lako se provjere sljedece jednakosti:
XEwE, = 1V [2,

XEinE, = fi N fa,
XEINE; = fl - (fl A f2)

Sada, po Teoremu |3.11| zakljucujemo da je S algebra skupova.

Neka je (E,,n € N) familija skupova iz S. Oznacimo sa G, = U, Ei i
G = U, en En- Zelimo dokazati da je G € S. Neka je g, = xa, @ g = Xa-
Lako se vidi da g, T g. Kako je S algebra skupova, za svaki n € N, vrijedi
G, € S pa onda i g, € M. Iz Teorema [3.11] slijedi da je g € M, ako je
GeS. =

Skup X ne mora uopce biti izmjeriv. Za sada ne mozemo rec¢i nista
posebno o samoj klasi S izmjerivih skupova. Moze se cak dogoditi da klasa
S sadrzi samo (. Ipak, na S mozemo definirati mjeru koristeéi Daniellov
integral I kako slijedi:

Funkciju 4 : S — R definiranu sa:

I(xg) ,akojexgpel

w(E) = (3.4)
+00 , ako je xyg € M\ L

nazivamo mjerom induciranom Daniellovim integralom 1.
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Klasa SZ skupova mjere nula je podskup klase S i vrijedi da je £ € SZ
ako i samo ako je u(E) = 0. Sljedeéi teorem pokazuje da je p mjera pa je

nasa definicija klase SZ konzistentna s definicijom funkcije p.

Teorem 3.15 Funkcija p definirana sa (3.4) je mjera na S. Stovise, 1 je
potpuna mjera.

Dokaz. Iz definicije funkcije v ocito je da ona poprima samo nenegativne
vrijednosti. Nadalje, kako je I1(xg) = I(0) =0, slijedi da je p(0) = 0.

Neka je (E,,n € N) prebrojiva familija disjunktnih skupova iz S. Oznacimo
ponovno, kao u prethodnom teoremu, sa f; = xg,, Gn = Ui En, G =
Unen En te sa gn = Xa, @ sa g = xa. Najprije cemo dokazati da pu konacno
aditivna. U tu svrhu dovoljno je dokazati da je u(Gsa) = p(E1) + p(Es).
Kako je Ey N Ey = 0, slijedi da je go = f1 + fo. Ako su f1, fo € L,
onda je i njihova suma u L i slijedi da je I(g2) = I(f1) + I(f2). Stoga
je W(Ga) = u(Ey) + pu(Es). Ako je, pak, g2 € L, onda su f1, fo € L. Kako su
sve tri ove funkcije izmjerive i vrijedi 0 < fy < g0 10 < fo < go, moZemo pri-
majenitt Teorem . Ocito je (Ge) = +oo ako i samo ako je barem jedna
od vrijednosti p(Ey), w(Es) beskonacéna. U ovom slucaju takoder vrijedi da
je i(G2) = p(Er) + p(Es).

Da bismo dokazali teorem, potrebno je dokazati da vrijeds

400
n(G) = Z 1(En).

Kako je, prema dokazanome, funkcija p konacno aditivna, dovoljno je doka-

zati da vrijedi
1(Gn) = w(G).

Kao u dokazu prethodnog teorema, pokaze se da g, T g. Po definiciji funk-
cije p, p(G) = 400 i p(G) = I(xg) ako i samo ako je g € L. Analogno
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zaklucujemo za funkcije G, i gn, za sve n € N. Kako je u nenagativna 1
konacno aditivna, to je ona i monotona: dakle, u(G,) < p(Gpy1). Imamo
dva slucaja : 1(G) = +o00 i u(G) < +oo. U prvom slucaju, zakljucujemo da
su gn 1 g u L pa traZena tvrdnja slijedi iz Teorema o dominiranoj konvergen-
ciji za Daniellov integral. U drugom sluc¢aju vrijedi g ¢ L. Tada je ili g, ¢ L
za neki n (tada je p(Gp) = +o0o za taj i sve sljedeée n) ili su sve funkcije
gn € L,ali tada 1(g,) = u(G,) — +00. Zakljucujemo da je traZena tvrdnja

wstinita @ w drugom slucaju. Time je dokaz zavrsen. m

Do sada smo razvili teoriju sumabilnih funkcija i integrala takvih funk-
cija bez koristenja teorije mjere. Zatim smo iskoristili sumabilne funkcije i
preko njih definirali pojmove izmjerivih funkcija i izmjerivih skupova. Prema
upravo dokazanim teoremima vidimo da smo preko Daniellovog integrala [
dobili prostor potpune mjere (X, S, u). Mozemo se zapitati sljedece: ako
krenemo od prostora mjere (X, S, u) i razvijemo teoriju izmjerivih i suma-
bilnih funkcija obzirom na taj prostor mjere koristeé¢i alate iz 1. poglavlja,
ho¢emo 1i dobiti izmjerive i sumabilne funkcije u kontekstu 2. poglavlja te
hoce 1i Lebesgueov integral [ fdu biti jednak Daniellovom integralu I od
kojeg smo krenuli?

Kako bismo ostali precizni, sumabilne i izmjerive funkcije u kontekstu
2. poglavlja nazivat ¢emo, redom, /-sumabilne i [-izmjerive funkcije, dok
¢emo izmjerive funkcije u kontekstu 1.poglavlja nazivati S-izmjerive funkcije
(jer ovise o nekoj o - algebri S) te ¢emo sumabilne funkcije u kontekstu 1.
poglavlja nazivati u-sumabilne ( jer ovise o nekom prostoru mjere (X, S, p)).

Pokazat ¢e se da je vazna karika u odgovoru na ova pitanja pretpostavka o
I-izmjerivosti samog skupa X, tj. pitanje je li X € S. Oznacimo s 1 funkciju
f: X — R zakojuje f(x) =1, za sve x € X. Dakle, 1 je karakteristi¢na
funkcija skupa X. Takoder, ekvivalentne tvrdnje su X € i1 € M.
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Pretpostavka da je X € S nije ba$ zgodna u kontekstu vektorske resetke
R i Daniellovog integrala I. Stoga ¢emo koristiti drugu pretpostavku koja ¢e
osigurati da je X € S: 1 A f € R, kad god je f € R. Ova tvrdnja poznata je

kao Stoneov aksiom. O njemu ¢e biti govora nesto kasnije.

Teorem 3.16 1. Neka je X € S. Tada f € L implicira 1\ f € L te
f e M implicira 1A\ f € M.

2. Pretpostavimo da je 1 N f € L kad god je f € L i f > 0. Tada je
X es.

Dokaz. 1. Uoc¢imo da za sve f € L vrijedi
INf=QQNf)= [

Ako je f € L, tada je fT, f~ € L. Vrigedi: 0V (1A f*)=1A fT. Kako je
1 € M, po definiciji slijedi da je 1 A f+ € L pa po gornjoj jednakosti slijedi
INfelL.

Neka je sada f € M. Kako je 1 € M, po Teoremu slijedi da je
1IN feM.

2. Zelimo dokazati da je 1 € M, tj. da je gV (1 Ah) € L kada je g,
he L ig<0<h. Podovim uvjetima vrijedi0 < 1AhigV(1Ah)=1Ah.

No, po pretpostavci je 1 N h € L. Time je dokaz dovrsen. m

Sljedeci teorem, koji ne¢emo dokazivati govori o ekvivalentnosti pojmova
I-izmjerivih i S-izmjerivih funkcija (naravno, uz pretpostavku da vrijedi Sto-

neov aksiom).

Teorem 3.17 Neka je X € S. Tada je f € M ako i samo ako je f S-

izmjeriva funkcija.
Iskazimo i dokazimo sada najvazniji teorem u ovom odjeljku.
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Teorem 3.18 Neka je X € S. Tada je f I-sumabilna ako i samo ako je

p-sumabilna. U tom slucaju vrijeds

1) = [ fan

Dokaz. Dovoljno je dokazati teorem u slucaju f > 0. Opéi slucaj tada slijeds
iz rastava f = ft — f~.

Oznacit éemo sa L(I) klasu I-sumabilnih funkcija, a sa L(p) klasu p-
sumabilnih funkcija. Kako je, po prethodnom teoremu, klasa S-izmjerivih
funkcija jednaka klasi I-izmgjerivih funkcija, funkcije iz ove klase nazivat éemo
jednostavno izmgjerive funkcije.

Neka je f > 0 i neka je ili f € L(I) ili f € L(u). Tada je f izmjeriva
funkcija. Neka je F'={x: f(x) = 4+00}. Odaberimo € > 1 i definirajmo, za
svaki i € 7, skupove Ei(e) = {x : &' < f(x) < €'}, Neka je h: X — R,
h(z) = 400, za x € F i h(x) = 0, inace. Oznacimo sa h; karakteristicnu
funkciju skupa E;(e). Funkcija

H,=h+ z”: gih;
je I-izmjeriva i konvergira po tockama (kada n — +00) nekoj funkciji.
Oznacimo tu funkciju s f.. Nadalje, neka je €, = 6°", za o, = 2'~". Neka
je sada g, = f-, .

U oba slucaja (f € L(I) ili f € L(n)) vrijedi da je p(F) = 0. Stoga, h
pripada i uw L(I) i uw L(p) i I(h) = [hdp . Uocimo da je 0 < h; < e'f.
Kako je svaka funkcija h; izmjeriva, zakljucujemo da je h; € L(I) ako je
f e L) te da je hy € L(u) ako je f € N(un). U svakom slucaju, kako je
h; karakteristicna funkcija, vrijedi da je pu(E;(¢)) < 4o0. Stovise, h; pripada
objema klasama L(I) i L(p) s bilo kojom od pretpostavki na f te vrijedi

I(h;) = /hi dp = p(E;(e).
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Stoga, funkcija H, pripada objema klasama L(I) i L(p), H, T f- < f,
I(H,) = [ H,du, niz (I(H,)) je omeden odozgo s I(f), ako je f € L(I)
ili sa [ fdu, ako je f € L(u). Po teoremima o monotonoj konvergenciji za
Lebesgueov i Daniellov integral, zakljucujemo da f. pripada klasama L(I) i
L(p) i da je

1049 = [ .du

Konacno, stavljajuéi ¢ = e, 1 posljedicno f. = gn, vidimo da g, T f.
Zakljucujuci na jednak nacin, zakljucujemo da je f sumabilna u oba slucaja

te da vrigedi jednakost iz iskaza teorema. W

3.3 Stoneov aksiom

U svom radu na teoriji integracije, M. H. Stone predlozio je sljede¢i uvjet na

vektorskoj resetki R koji nazivamo Stoneov aksiom:
Aksiom 3.19 (Stoneov aksiom) feR=1AfeR.

Stoneov aksiom je vazan jer implicira da je X € S. Ta i jo$ neke tvrdnje

dokazane su u sljede¢em teoremu.

Teorem 3.20 Pretpostavimo da vrijedi Stoneov aksiom. Tada:
1. feR=(-1)VfeRtece Rt =cNfeR
2. feR°=1Af,(=1)V f € R Analogna tvrdnja vrijedi za klasu R,.
3. Xeb.

Dokaz. 1. Neka je f € R. Tada je 1 A (—f) € R pa je i —[1 A (—f)] =
(=1)V f € R. Neka je c € RT. Uocimo da je ¢ \ [ = c[l A f], gdje je
g=c1f. StogajecA f eR.
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2. Ako je f € R°, onda postoji niz (f,) u R koji raste prema f. Lako se
vidi da tada niz 1 A f,, raste prema funkciji 1A f pa je 1 A f € R°. Slicno
se zakljucuje za funkciju (—1)V f. Ako je f € Ry, onda je —f € R° pa
IAN(=f)=—=[(-1) VvV fli(=1)V(=f)=—=[1Af] pripadaju klasi R°. Odatle
sligedi da funkcije (—1)V f i LA f pripadaju klasi R,,.

3. Po Teoremu [3.16 dovoljno je dokazati da je 1 A f € L kada je f >0
i f € L. Neka je € > 0 proizvoljan. Kako je f € L, postoje funkcije g € R,
i h € R° tako da vrijedi: g < f < h, I(h) — I(f) < ¢/2, I(f) — I(g) < ¢/2.
Tada je INf < 1Ah < h. Po tordnji (b) je LAh € R° pa je i I(LAh) < I(h).
Oznacimo s G = (—=1)V (g A 1). Po turdnji (b) slijedi da je G € R,,. Lako se
vidi da je G < 1A f. Dokazat éemo da je

(IANhR)—G<h-—g.

Kako je 1 A'h < h, dovoljno je dokazati Zeljenu nejednakost u tockama u
kojima je G(x) < g(x). To je moguce jedino u tockama u kogima je G(z) = 1
il < g(x). Utom slucaju je i 1 < h(z) (jer je g < h). Tada je vrijednost
funkcije (1 A h) — G u tocki x jednaka 0, dok je vrijednost funkcije h — g
nenegativna. Time je dokazana Zeljena nejednakost. Nadalje, kako je G <

LA f < 1Ah, iz dokazane nejednakosti te iz Teorema[2.20 i[2.9 slijedi da je
I(AAK)—I(G) < I(h)—1I(g9) <e.

Sada po Teoremu[2.24 slijedi da je 1 N f € L ¢ime je teorem dokazan. ®
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Zakljucak

Vidjeli smo Daniellov pristup teoriji integracije koji je, u sustini, aksiomat-
ski jer cetiri uvjeta iz definicije Daniellovog integrala mozemo shvatiti kao
svojevrsne aksiome integrala. Time je Daniell doprinio daljnoj izgradnji ma-
tematicke teorije (posebice funkcionalne analize) te omoguéio da se pojam
integrala prosiri i na linearne funkcionale. Razlog zasto se Daniellov integral
ne uci na nijednom kolegiju na sveuciliSnoj razini je jednostavan: Rieman-
nov i Lebesgueov integral omoguc¢uju da, nakon $to integriramo neku funkciju
na nekom skupu, kao rezultat dobijemo neki (realni) broj na osnovu kojeg
se mogu donijeti neki zakljucci. U poglavlju u kojem smo iznijeli osnovne
rezultate Daniellovog integrala nismo nista racunali, To je posljedica aps-
traktnosti pojma Daniellovog integrala. No, to nas ne treba obeshrabriti u
promatranju pojma Daniellovog integrala jer svaka matematicka teorija, ma

kako apstraktna, sigurno se moze primijeniti na pojave zivog svijeta.
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