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Uvod

Posljednjih godina dolazi do velikih promjena u obrazovanju. Sve je zapocelo pro-
jektom Skola za %ivot, a razvija se i projekt cjelodnevne nastave u skolama. Obra-
zovanje vise tezi prema razvoju kompetencija koje su djeci/ucenicima potrebne za
aktivno sudjelovanje i funkcioniranje u drustvu. Svjedoci smo da svakodnevni rad
zahtjeva sve vise umnog napora, rasudivanja i zakljuc¢ivanja te rjesavanja mmnogo-
brojnih problema za koje nam treba dobra analiza dostupnih podataka. U svemu
tome matematika nam moze uvelike pomoci.

Zadaca nastave matematike, vise od svih ostalih predmeta, je da kod ucenika
razvija kognitivne procese — analizu i sintezu te kroz njih potice razvoj kritickog i
stvaralackog razmisljanja. U redovnoj nastavi matematike koja je prilagodena svim
ucenicima postoje ucenici koji mogu i Zele znati vise te imaju potrebu za dubljim
razumijevanjem matematike. Njima je potrebno vise razlicitih sadrzaja kako bi u
potpunosti iskoristili svoj potencijal te samim time ostvarili iznadprosjecne rezultate.
Obzirom da u redovnoj nastavi nema dovoljno vremena da se s takvim ucenicima
radi namece se potreba za dodatnom nastavom matematike.

Kao posebna izborna aktivnost dodatna nastava matematike postoji ve¢ u pr-
vom razredu osnovne Skole, ali o tome hoce li ucenici uopc¢e imati izbornu nas-
tavu iz matematike ili pak hrvatskog jezika ovisi isklju¢ivo o preferencijama poje-
dine razredne uciteljice/ucitelja. Od petog razreda osnovne skole dodatna nastava
matematike postoji u vecini skola, jer tada izborna nastava ne ovisi isklju¢ivo o
predmetnom ucitelju ve¢ i o ravnatelju.

S obzirom da se na matematickim natjecanjima uglavnom pojavljuju novi, dotad
nepoznati zadaci i teme koje se ne rade na redovnoj nastavi vazno je da se uc¢enicima
pruzi moguénost da isto gradivo i upoznaju prije samog natjecanja.

U ovom radu obradit ¢emo dodatne teme koje se pojavljuju na matematickim
natjecanjima. Teme se uvode postupno uz pomo¢ raznih primjera, a potom se
obraduju zadaci s natjecanja.

i



Poglavlje 1.

Dodatna nastava matematike 1
uloga ucitelja

Dodatna nastava matematike postavlja pred ucitelja dva bitna izazova, a to su adek-
vatna priprema ucitelja za takvu vrstu nastave te nacin razvijanja kritickog misljenja
kod ucenika kao i sama motivacija ucenika za istim. Stoga ucitelj ima iznimno vaznu
ulogu u dodatnoj nastavi matematike. On je tu da u¢enike motivira i usmjerava, da
ih nauci odvojiti bitno od nebitnog, da ih potakne iskoristiti sve dostupne podatke
na najbolji moguéi nacin te kako da ih primjene u novim situacijama. Pitanje koje
se ovdje namece je kako osposobiti ucitelja za takav nacin poucavanja?

Jedna od moguénosti koja se prirodno namece su stru¢ni skupovi ucitelja matem-
atike s tocno odredenim temama. Prije nekoliko godina prisustvovala sam stru¢nom
skupu kojeg je vodio gospodin Matija Basi¢ predsjednik drzavnog povjerenstva za
natjecanje na kojem smo timski rjesavali zadatke s natjecanja. Kroz timski rad i
vodenje sam shvatila da uloga ucitelja nije ta da uceniku rijesi svaki moguéi tip za-
datka, ve¢ da ga vodi i usmjerava te da kao krajnji cilj u¢enik nadmasi svog ucitelja u
znanju. Samo na taj nacin ¢e ucenik postici izvrstan rezultat na natjecanjima. Kroz
rad i sudjelovanje s ucenicima na natjecanjima, takoder, sam primijetila ¢injenicu
da su odredeni ucitelji kao mentori ¢esto na raznim natjecanjima dok su drugi pak
iznimno rijetko ili nikada. Ovdje se ne radi o tome da su pojedini uéitelji sposob-
niji od drugih, ve¢ o tome da dodatna nastava zahtjeva iznimno dobru pripremu
ucitelja i detaljno poznavanje dodatne materije. Dakle, na tematskim skupovima
i radionicama bi ucitelji koji do sada nisu imali iskustva s dodatnom nastavom i
natjecanjima dobili uvid u nacin rada i pripremu ucenika. Kroz njih bi ucitelji stje-
cali nova iskustva, prvenstveno kroz aktivno sudjelovanje - svaki ucitelj bi trebao
sudjelovati u radu bez iznimke. Na pojedinom skupu bi se obradivala samo jedna
tema i to njena kompletna razrada do sitnih detalja. To se moze posti¢i grupnim
radom i ,okruglim stolom® ucitelja gdje se vrsi razmjena iskustava i ideja. Ucitelji
slusaju, daju sugestije, govore o prednostima/manama koje su primijetili u svom
radu te moguc¢im poboljsanjima. Na radionicama se uciteljima daju novi i nepoz-
nati zadatci te ih se stavlja u ulogu ucenika te trazi da pronadu brza i optimalna
rjeSenja. Na kraju radionice obavezna je zajednicka analiza rjesenja te je iznimno
vazna povratna informacija svim prisutnima.

Dobra priprema ucitelja je iznimno bitna za dodatnu nastavu. Pod dobrom
pripremom se podrazumijeva da ucitelj dobro poznaje gradivo i dodatne teme koje
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1. Dodatna nastava matematike i uloga ucitelja 2

se ¢esto pojavljuju u zadacima s natjecanja, te da ucenicima pokaze razli¢ite metode
rjeSavanja zadataka i to na razlicitim primjerima. Novi i nepoznati pojmovi se uvode
postupno. Prvo se usporeduju s ve¢ poznatim pojmovima i ¢injenicama, primjenjuju
u ve¢ poznatim zadacima, a potom u novim i nepoznatim. Iznimno je vazno da
ucitelj nakon toga vodi ucenike kroz njihovo samostalno rjesavanje zadataka. On ne
rjesava zadatke ve¢ daje odredene smjernice kod rjesavanja. Ukoliko je potrebno pita
ucenike sjecaju li se nekog slicnog zadatka kojeg su ve¢ ranije rjesavali, na $to ih dani
zadatak podsjeta, mogu li ga nekako drugacije formulirati, postoje li jednostavniji
slucajevi ne koje se moze svesti taj zadatak i ne manje vazno jesu li iskoristili sve
dostupne podatke u zadatku. U ovom procesu rjesavanja zadataka iznimno je vazno
da ucenik ovlada odredenim procesima. Prvi je analiza (Sto se trazi u zadatku),
potom slijedi rasudivanje (baratanje ¢injenicama), potom logi¢no zakljuc¢ivanje ($to
se moze napraviti s danim podacima) i samo rjesavanje (najprihvatljiviji postupak
i njegova primjena). I na kraju, samorefleksija tj. provjera vlastite ispravnosti
rjeSenja kroz razgovor s uciteljem i drugim ucenicima.

Prilikom rjesavanja ucitelj ucenicima treba ukazati i na Ceste pogreske u pos-
tupku rjesavanja problema (kada do istih dode). One najcesée su: nedovoljno dobra
analiza zadatka i nepravilno zaklju¢ivanje (obratiti im paznju na odvajanje bitnijih
pojmova), pogresan redoslijed izvodenja radnji te ne manje vazne pogreske zbog
brzine rjesavanja zadataka (pogresno napisan broj ili racunska radnja, neprecizan
odgovor rije¢ima). Ucenicima treba skrenuti pozornost i na urednost kod pisanja i
grafickog prikaza podataka (pripaziti da su svi podaci prikazani).

Cestom i redovitom vjezbom ucenici stjecu trajnija znanja, znaju prepoznati
tezinu zadatka te primijeniti prikladnu metodu za rjesavanje zadatka. Ucitelj na do-
datnoj nastavi ucenicima daje zadatke s natjecanja te vise nestandardnih zadataka
kako bi ucenici razvijali kreativnost te uspjesno izabrali prikladnu metodu za rjesa-
vanje novih zadataka. Iznimno je bitno uc¢enicima pokazati §to vise razlicitih metoda
i postupaka rjesavanja zadataka kako bi se ucenik kod razmisljanja o zadatku mogao
dosjetiti ispravnog puta rjesavanja.

Jos jedna, ne manja vazna stvar je motivacija ucitelja. Motiviran ucitelj svakod-
nevno radi na sebi, zeli posti¢i vise i svoje znanje prenijeti ucenicima te mu je njihov
uspjeh dovoljna satisfakcija za daljnji rad.

Pitanje koje se nakon svega namece je koji to ucenici mogu pratiti dodatne
sadrzaje? Kako ih prepoznati? Daroviti ucenici za pojedino podrucje pa tako i za
matematiku su oni koji s lakotom savladavaju redovno gradivo i to puno brze od
ostalih ucenika u razredu te im je na satu ¢esto dosadno. Za njih su i na redovnoj nas-
tavi potrebni dodatni materijali tj. zadaci koji ¢e poticati njihovu znatizelju. Kod
ovakvih ucenika jako je vazno da ih ucitelj na vrijeme prepozna, te da ih motivira za
rad. Ucenik koji voli matematiku i koji od ucitelja dobije povratnu informaciju da
je dobar u tome sto radi s dodatnom motivacijom moze imati iznimna postignuca.
Kroz dodatnu nastavu ucenika se priprema za sudjelovanje na natjecanjima, ali je
bitno da ga se osim natjecateljskog dijela pripremi i emocionalno. Uc¢itelj u svakom
trenutku treba biti potpora uceniku i trebao bi biti u moguénosti procijeniti uéenikov
nacin nosenja sa stresom odnosno poznavati na¢in na koji ucenik reagira na izazove
(kroz tesko rjesive zadatke i samo natjecanje). Ukoliko ucenik lose reagira na stresne
situacije i ako ga one blokiraju te mu onemogucuju normalan rad na bilo koji nac¢in
ucitelj ne bi trebao forsirati uc¢enika da ide na natjecanje. Svaki ucenik sam treba
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donijeti odluku zeli li sudjelovati na nekom natjecanju. Uc¢itelj mu moze pomoci
samo s dobrom pripremom i razgovorom o ocekivanjima. U¢itelj uceniku detaljno
mora pojasniti Sto se od njega oc¢ekuje na pojedinom natjecanju kao i o svim ostalim
vanjskim pritiscima. U vanjske pritiske spada odnos i o¢ekivanja roditelja ucenika,
kao i prijatelja iz razreda. Nadareni uc¢enici su ve¢inom svjesni svojih sposobnosti
te ponekad pred sebe postavljaju nerealna ocekivanja i zahtjeve.

Sto se pak matematickih natjecanja tice, dosta su drugacija od onih kod ostalih
nastavnih predmeta. Ne propituje se iskljucivo skolsko gradivo ve¢ se ucenicima daju
potpuno novi, nestandardni i nevideni zadaci te se od njih trazi da se snadu i prim-
jene svladana znanja. Natjecanja su izvrsna, jer Sire interes za ucenjem, obogacuju
znanje, a ujedno i sluze kao provjera vlastitih sposobnosti te kao povratna infor-
macija 'gdje je’ ucenik u odnosu na ostale ucenike slicnih sposobnosti. Natjecanja
su transparentna, pravedna i jednaka za sve sudionike zbog anonimnosti prilikom
vrednovanja rezultata. Jedini nedostatak natjecanja je $to ima mali broj razina —
skolsko, zupanijsko i drzavno natjecanje. Bilo bi dobro da se organizira natjecanje
unutar razreda ili pak ono izmedu susjednih gkola sa ciljem popularizacije samih
natjecanja i ocekivanja ucenika te kako bi ucenici bili upoznati s tim sto se od njih
ocekuje na 'pravom’ natjecanju.

Na natjecanju skolske godine 2021./2022. prvi puta su u potpunosti svi razredi
na natjecanju sudjelovali po novom programu Skole za Zivot.

1.1. Teme na natjecanjima

U nastavku se nalazi gradivo za pojedinu razinu natjecanja. Kao $to se moze prim-
ijetiti, na natjecanjima se Cesto spominju teme koje se ne obraduju na redovnoj
nastavi pa ih treba obraditi na dodatnoj nastavi.
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SKOLSKO
NATJECANJE

ZUPANIJSKO
NATJECANJE

DRZAVNO
NATJECANJE

gradivo prethodnih razreda

navedeno gradivo 4. razreda

4.r Kut i trokut Pravokutnik i kvadrat
gradivo prethodnih razreda | navedeno gradivo 5. razreda
5.r skupovi razlomci navedeno gradivo 5. razreda
skup prirodnih brojeva decimalni brojevi geometrijski likovi
gradivo prethodnih razreda
cijeli brojevi
koordinatni sustav u ravnini | navedeno gradivo 6. razreda | navedeno gradivo 6. razreda
6.r (cjelobrojne koordinate) trokut i ¢etverokut nenegativni racionalni brojevi
prikazivanje i analiza
podataka
gradivo prethodnih razreda
racionalni brojevi navedeno gradivo 7. razreda | navedeno gradivo 7. razreda
7.r | koordinatni sustav u ravnini | proporcionalnost i obrnuta kruznica i krug
vektori proporcionalnost
translacija postotni racun
gradivo prethodnih razreda | navedeno gradivo 8. razreda
8.r | kvadriranje, potenciranje, Pitagorin poucak navedeno gradivo 8. razreda

korjenovanje

realni brojevi

Tablica 1.1: Teme za pojedine razine natjecanja za osnovnu skolu po kategorijama

skolske godine 2020./2021.

Osim navedenih tema na natjecanju su se mogle ocekivati i dodatne teme:
- logicki zadaci — u svim razredima, na svim razinama

- kombinatorni zadaci — u svim razredima, od Zupanijske razine

- Dirichletov princip — u svim razredima na drzavnoj razini

- Diofantske jednadzbe — u 7. i 8. razredu na drzavnoj razini
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SKOLSKO ZUPANIJSKO DRZAVNO
NATJECANJE NATJECANJE NATJECANJE

teme prethodnih razreda
Prirodni brojevi do milijun

navedene teme 4. razreda

Kut i trokut (C.4.1, C.4.21i C.4.4)

4.r (A41,A42 A44) Prirodni brojevi do milijun
(A.4.3 bez dijeljenja
dvoznamenkastim brojem)
teme prethodnih razreda navedene teme 5. razreda
Skup prirodnih brojeva (A.5.1) navedene teme 5. razreda Decimalni brojevi (A.5.4,
5.r Skupovi (B.5.2) Djeljivost (A.5.2) A5.5, A5.6)
Linearne jednadzbe (B.5.1) Razlomci (A.5.3) Geometrija ravnine (C.5.1,
Mjerenje i prikaz podataka C.5.2, C.5.3, D.5.1, D.5.4)
(D.5.2, D.5.3, E.5.1) Volumen (D.5.5)
teme prethodnih razreda
Cijeli brojevi i koordinatni
sustav u ravnini (A.6.6, A.6.7, navedene teme 6. razreda navedene teme 6. razreda
6.r A.6.8, D.6.4, D.6.5) trokut i ¢etverokut nenegativni racionalni brojevi
Prikaz i analiza podataka
(D.6.1, E.6.1)
teme prethodnih razreda
Racionalni brojevi (A.7.3, A.7.4,
A.75, B.7.1, B.7.2) navedene teme 7. razreda navedene teme 7. razreda
7.r | Postotni racun i prikaz podataka Proporcionalnost i obrnuta Mnogokuti (D.7.3)
(A.7.1, D.7.5, D.7.6, E.7.1) proporcionalnost (B.7.3, B.7.4) Kruznica i krug (D.7.4)
Koordinatni sustav u ravnini
(D.7.1,D.7.2, C.7.1, C.7.2, C.7.3)
teme prethodnih razreda navedene teme 8. razreda
Potencije i korjenovanje navedene teme 8. razreda Primjena omjera i razmjera
8.r (A.8.1, A.8.2) Skup realnih brojeva (A.8.3) (B.8.2, C.8.3)

Kvadriranje i algebarski izrazi
ukljucujuci razliku kvadrata
(B.8.1)

Pitagorin poucak (D.8.1)
Jednadzbe (B.8.3, B.8.4, B.8.5,
D.8.3)

Vjerojatnost (E.8.1)
Geometrijska tijela (C.8.1,
C.8.2, D.8.2, D.8.4)

Tablica 1.2 : Teme za pojedine razine natjecanja za osnovnu Skolu po kategorijama

Skolske godine 2021./2022.

Osim navedenih tema na natjecanju se mogu ocekivati i dodatne teme:
- rjeSavanje problema linearnim jednadzbama — u svim razredima na svim

razinama

- logicko — kombinatorni zadaci - u svim razredima na svim razinama
- djeljivost i diofantske jednadzbe - u svim razredima na Zzupanijskoj i

drzavnoj razini

- sliénost trokuta — u 7. razredu na drzavnoj, a u 8. razredu na zupanijskoj i

drzavnoj razini




Poglavlje 2.

Metoda uzastopnih priblizavanja

Dodatna nastava matematike, kao izborni predmet u skolama postoji ve¢ od pr-
vog razreda osnovne Skole, ali ovisi o dobroj volji i entuzijazmu ucitelja razredne
nastave koji ovisno o svojim preferencijama moze birati zeli i dodatnu nastavu
matematike /hrvatskog jezika ili pak nekog drugog predmeta.

Matematicka natjecanja za ucenike zapocinju u ¢etvrtom razredu osnovne skole.
To je najniza razina natjecanja i postoji na skolskoj/opé¢inskoj te zupanijskoj razini.
Ucenici ove dobi nemaju nikakva iskustva s natjecanjima, a ve¢ina ni s dodatnim
zadacima te treba paziti na pozitivan natjecateljski, kao i na psiholoski utjecaj kod
ucenika. Ucenicima treba dodatnu nastavu, kao i samo natjecanje predstaviti kao
nesto novo, pozitivno, motivirajuce i izazovno.

Na koji na¢in ucenicima prezentirati natjecateljske zadatke? Koje metode rjesa-
vanja im pokazati i na koji nac¢in? Ova pitanja nemaju jednoznacan odgovor. Ra-
zloga je jako puno. Do cetvrtog razreda ucenici su ucili samo osnovne racunske
operacije kao i rad sa zagradama. Ne poznaju pojam jednadzbe kojom se vetina
matematickih problema moze rijesiti te im stoga treba pokazati nacin rjesavanja
primjeren njihovoj dobi. Jedna od metoda nacina rjesavanja problema koju uéenici
ove dobi lako savladavaju je metoda uzastopnih priblizavanja ili metoda pokusaja
i pogresaka. Ova metoda je vrlo jednostavna pa se Cesto izbjegava. Medutim,
vazno je da se ucenici s njom upoznaju u ranoj dobi, jer ona je uvod u sve slozenije
matematicke metode i postupke.

Metoda uzastopnih priblizavanja sastoji se od niza pokusaja da se dode do
rjeSenja postavljenog problema. Ukoliko prvi pokusaj rjesavanja nije tocan u svakom
sljedecem pokusaju nastojimo ispraviti pogresku koja je nastala u prethodnom
pokusaju. Na taj nacin dolazimo sve blize trazenom rezultatu. Ovu metodu na-
jcesce zorno prikazujemo pomocu tablice u koju unosimo nage pokusaje. Ucenicima
treba na primjerima pokazati kako imenovati stupce te odrediti nepoznanice. Vazan
dio rjesavanja problema pomoc¢u ove metode je procjena granica u kojima se nalazi
trazeno rjeSenje te kako mu se najbolje i najlakse pribliziti. Ucenici aktivno razmisl-
jaju, a s vremenom stjecu iskustvo koje im omogucuje bolju procjenu te vrlo brzo i
jednostavno dolaze do rjesenja.
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Primjer 1. Baka Luca ima koze i kokosi. U njenom dvoristu se trenutno nalazi
5 zivotinja koje ukupno imaju 16 nogu. Koliko je koza, a koliko kokosi u dvoristu?

Rjesenje. U zadatku je receno da se u dvoristu nalazi 5 zivotinja, a da su zivotinje
koze i kokosi. Stoga teoretski broj koza moze biti od 0-5, a broj kokosi jednak je 5
- broj koza.

Ako zadatak rjesavamo metodom uzastopnih priblizavanja definiramo sljedece
stupce: broj koza, broj kokosi, ukupan broj zivotinja kao i ukupan broj nogu.

’ broj koza \ broj kokosi \ ukupan broj zivotinja \ ukupan broj nogu ‘

5 0 5 5-4+0=20

0 5) ) 0-445-2=10
4 1 5) 4-4+1-2=18
3 2 5 3-4+2-2=16

Kao sto vidimo iz tablice povoljan nam je posljednji slucaj. Dakle, u dvoristu
bake Luce nalaze se 3 koze i 2 kokosi.

Primjer 2. U jednom hotelu su 24 sobe s ukupno 57 gostiju. Sobe su dvokrevetne
i trokrevetne i svi kreveti su zauzeti. Koliko je dvokrevetnih, a koliko trokrevetnih
soba u tom hotelu?

Rjesenje. Ovaj zadatak je slican prethodnom samo $to umjesto koza i kokosi
imamo dvokrevetne i trokrevetne sobe. Najvec¢i broj dvokrevetnih soba je 24, ali
tada nema trokrevetnih i postoje gosti koju nemaju svoj krevet 24 -2 = 48, a gostiju
je 57. Najveti moguci broj trokrevetnih soba je 24, a tada pak nema dvokrevetnih
i ima slobodnih kreveta.

Iduéi korak je da uzmemo da je broj dvokrevetnih i trokrevetnih soba jednak t;j.
da ih je 12. Tada je ukupan broj gostiju na svim lezajevima 60. To je previse.

Sada pocinjemo priblizavanje povetavanjem broja dvokrevetnih soba za dva.
Tada se broj trokrevetnih soba smanjuje za 2 te ukupan broj dvokrevetnih soba
14, trokrevetnih 10, a broj gostiju iznosi 58.

Povecajmo jos jednom broj dvokrevetnih soba za 2. Sada ih imamo 16 pa je broj
trokrevetnih soba 8, a ukupan broj gostiju 56 $to nam je premalo.

Sto sada mozemo zakljuciti? Da se broj soba nalazi izmedu posljednja dva
slucaja. Dakle, broj dvokrevetnih soba je 15, trokrevetnih 9 te je ukupan broj
gostiju 57.

Kako smo si mogli olaksati postupak pronalaska rjesenja? Pomocu tablice.
Stupci su: broj dvokrevetnih soba, broj trokrevetnih soba, ukupan broj soba te
broj gostiju.

broj dvokrevetnih | broj trokrevetnih | ukupan broj ukupan broj

soba soba soba gostiju

24 0 24 24-240-3=48
0 24 24 0-2424-3=172
12 12 24 12.24+12-3 =160
14 10 24 14-2+10-3 =058
16 8 24 16-24+8-3 =56
15 9 24 15-2+9-3=57

U hotelu koji ima 24 sobe i 57 gostiju i kreveta ukupno je 15 dvokrevetnih i 9
trokrevetnih soba.
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Primjer 3. Umnozak triju prirodnih brojeva je 216. Koji su to brojevi ako je
umnozak prvog i drugog broja 24, a umnozak drugog i treceg broja 547

Rjesenje. Ovakva vrsta zadataka ucenicima nije lagana. Prvo trebaju promisliti
o svim medukoracima koji ¢e ih dovesti do konac¢nog rjesenja. Treba ih navesti na
zakljucak da svako pitanje posebno promatraju, a potom zajedno kao cjelinu.

UmnoZak triju brojeva je 216.

UmnoZzak prvog i drugog broja je 24.

UmnoZzak drugog i treceg broja je 54.

Koliki je prvi broj?

Dovoljno je odgovoriti na posljednje pitanje. Ukoliko dobijemo prvi broj, drugi
dobivamo dijeljenjem broja 24 s prvim brojem.

Ako je umnozak prvog i drugog broja 24, prvi broj moze biti bilo koji od brojeva
1,2,3,4,6,8,12 ili 24. Dalje nam je najlakse rijesiti pomocu tablice. Stupci su nam:
prvi broj, drugi broj (kojeg dobijemo dijeljenjem broja 24 s prvim brojem), treé¢i broj
(kojeg dobijemo dijeljenjem broja 54 drugim brojem) te umnozak (sva tri broja). U
tablicu unosimo poznate veli¢ine te pomoc¢u uvjeta racunamo drugi i tre¢i broj.

’ prvi broj \ drugi broj \ treci broj \ umnozak ‘
1 24 54 : 24 nyje prirodan broj
2 12 54 : 12 nyje prirodan broj
3 8 54 : 8 nije prirodan broj
4 6 9 216
6 4 54 : 4 nije prirodan broj
8 3 18 432
12 2 27 648
24 1 54 1296

U ovom primjeru tablicu smo radili od manjeg prema vetem broju, ali jednako
se moze napraviti i obratno.

2.1. Zadaci s natjecanja

Zadatak 1. Na koliko nacina mozemo iznos od 20 kuna platiti kovanicama od 5
kn, 2 kn i 1 kn, tako da svaku vrstu kovanica iskoristimo barem jednom? (Opéinsko
natjecange 2020.q., 4 razred)

Rjesenje.

1. nacin. Ako svaku kovanicu iskoristimo samo jednom platili smo iznos od 8
kuna (5+2+1), pa nam preostaje za platiti jog 12 kuna koristeci bilo koje kovanice.
Sve moguénosti pla¢anja prikazimo tablicom.

S5kn|[2/2/1|1|1[1]0]0[0]0[0| 0O
2kn | 103 (2|1]|0|6|5(4][3[2]|1]0
1kn |[0|2]|1|3|5]|7]0[2|4|6|8]|10|12

Sada vidimo da se trazeni iznos moze platiti na 13 nacina.
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2.nacin. Trebamo prikazati sve mogucnosti na koje mozemo platiti iznos od
20 kuna, s barem jednom kovanicom od 5 kn, 2 kn i 1 kn. Mozemo ih prikazati
nabrajanjem ili tablicom §to nam je znatno jednostavnije.

5kn (3|3 2|22 |2|1]1|1|1|1]1 1
2kn (2143 |2|1|7]6|5|4]|3] 2 |1
1kn |1](3/2]4|6|8|1|3|5|7|9]11]13
Iznos od 20 kuna mozemo platiti kovanicama od 5 kn, 2 kn i 1 kn na 13 nacina.

Zadatak 2. Frane u svojoj stednoj kasici ima ukupno 108 kn u kovanicama od
5 kn, 2 kn i 1 kn. Vrijednost novca u kovanicama od 5 kn i 2 kn je jednaka. Broj
kovanica od 1 kn jednak je broju kovanica od 5 kn i 2 kn zajedno. Koliko se kovanica
pojedine vrste nalazi u kasici? (Zupanijsko natjecanje 2022.g., 4. razred)

R jes$enje Buduéida je vrijednost novca u kovanicama od 5 i 2 kune jednaka
to znaci da broj kovanica od 2 kune mora biti visekratnik broja 5. Zasto? Ako u
kasici imamo pet kovanica od 2 kn, onda imamo dvije kovanice od 5 kuna jer je tada
vrijednost i jednih i drugih jednaka 10. Kako je broj kovanica od 1 kune jednak
broju kovanica od 5 kn i 2 kn zajedno u ovom slucaju je broj kovanica od 1 kune
jednak 7 pa Frane u kasici ukupno ima 5-2 4+ 2 -5 4 7 = 27 kn §to nije istina.

Radi jednostavnosti prikazimo ostale slucajeve tablicom.

Broj kovanica | Broj kovanica | Broj kovanica Ukupna vrijednost
od 2 kn od 5 kn od 1 kn kovanica
10 4 14 10-24+4-54+14=54
15 6 21 15-246-5+21 =281
20 8 28 20-2+8-5+28 =108
25 10 35 25-2+10-54+35 =135

Kao $to vidimo iz tablice, ako broj kovanica od 2 kune povetamo na 25 povecat
¢e se i ukupan iznos pa se prema tome u Franinoj kasici nalazi 20 kovanica od dvije
kune, 8 kovanica od 5 kuna i 28 kovanica od jedne kune.

2.nacin ,Pogadanjem rjeSenja‘

Ako u kasici ima 8 kovanica od 5 kn, 20 kovanica od 2 kn i 28 kovanica od 1 kn,
tada u kasici ima to¢no 8 - 5 + 20 - 2 4+ 28 = 108 kuna.

Ako smanjimo broj kovanica od 5 kn, moramo smanjiti i broj kovanica od 2 kn (i
obrnuto) jer su njihovi iznosi jednaki. Isto tako ako pove¢amo jednu vrstu kovanica,
moramo povecati i drugu. Ako bismo smanjili broj kovanica od 5 kn i 2 kn, morali
bismo smanjiti broj kovanica od 1 kn (jer njih ima kao od 5 kn i 2 kn zajedno), pa
bi ukupan iznos bio manji od 108.

Analogno, ako pove¢amo broj kovanica od 5 kn i 2 kn, morali bismo povecati
broj kovanica od 1 kn i iznos bi bio ve¢i od 108. Prema tome, postoji samo jedno
rjeSenje, i to ono koje smo naveli na pocetku.

Zadatak 3. Dora ¢e cijeli mjesec srpanj provesti kod bake. Planira neke od tih
dana provesti ¢itajuci, a neke vozeci bicikl. Nakon sto je napravila plan primijetila
je sljedece: kada bi utrostrucila broj dana koje ¢e provesti ¢itajuci, a udvostrucila
broj dana koje ¢e provesti vozeci bicikl zbroj tih brojeva bio bi jednak broju dana
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u mjesecu koji ¢e provesti kod bake. Na koliko je razlic¢itih nacina Dora mogla
isplanirati broj dana ¢itanja i broj dana voznje bicikla? (Zupanijsko natjecanje
2019.9., 4. razred)

R jesenje Srpanjima 31 dan pa ¢e Dora kod bake provesti 31 dan.

Kako broj 31 nije niti dvokratnik niti trokratnik nekog prirodnog broja, Dora ne
moze sve dane ¢itati niti sve dane voziti bicikl. (Ukoliko ova recenica nije napisana
u tablici treba zapoceti planiranje s brojem ¢itanja 0.)

Zbog jednostavnosti prikazimo podatke u tablici.

Broj dana | Broj dana | Trokratnik broja | Dvokratnik broja | Ukupno dana
¢itanja | voznje bicikla dana ¢itanja dana ¢itanja

1 30 3 60 3+ 60 =63
1 15 3 30 3+30=33
1 14 3 28 3+28=31
3 13 9 26 9+26 =35
3 11 9 22 9+22=31
5 10 15 20 15+20 =35
5 8 15 16 15416 =31
7 6 21 12 214+12=33
7 5 21 10 21+10=31
9 2 27 4 27+4 =31
11 1 33 2 33+2=235

Ukoliko je broj dana ¢itanja paran i njegov trokratnik je paran. Dvokratnik bilo
kojeg broja je paran broj pa ¢e u tom slucaju zbroj dva parna broja biti paran i nije
moguce kao zbroj dobiti broj 31. Stoga u tablici prikazujemo samo neparan broj
dana citanja.

Ukoliko je broj dana ¢itanja veci od 9, tada je sam trokratnik vec¢i od broja dana
u srpnju.

Dora je na pet razlicitih nacina mogla isplanirati broj dana citanja i voznje

bicikla.
Zadaci za vjezbu:

Zadatak 4. Ivan skuplja kovanice od 2 kune i od 5 kuna. Skupio je 39 kovanica
i sada ima 144 kune. Koliko ima kovanica od 2 kune, a koliko od 5 kuna? (Opéinsko
natjecanje 2017.g., 4. razred)

Zadatak 5. Roko i Marko imaju jednako duge korake. Medusobno su udaljeni 1
600 koraka. U jednoj minuti Roko napravi 80 koraka, a Marko 60 koraka. Tko od njih
dvojice treba krenuti ranije i koliko ranije da bi se hodajuc¢i jedan prema drugom
sreli toéno na pola puta? Rjesenje izrazi u minutama i sekundama. (Zupanijsko
natjecanje 2021.g., 4. razred)

Zadatak 6. Klokan Skocko trenira skakanje. Skace uzduz ravne ceste na sljedeci
nacin: napravi 100 skokova naprijed, zatim 100 skokova natrag, pa ponovno 100
naprijed i 100 natrag i tako dalje na isti nacin. Svaki skok naprijed ima duljinu 3
metra, a svaki skok natrag 2 metra. Krenuo je iz mjesta A i napravio 1574 skoka.
Na kojoj udaljenosti od mjesta A se nalazi Skocko? (Zupanijsko natjecanje 2017.g.,
4. razred)



Poglavlje 3.

Gaussova dosjetka

Carl Friedrich Gauss je njemacki matematic¢ar o ¢ijoj vaznosti dovoljno govori ¢in-
jenica kako su ga nazvali matematicari - princeps mathematicorum (princ matem-
atike). Gauss je bio sin siromasnih roditelja, a njegovu genijalnost je otkrio ujak koji
se pobrinuo za njegovo Skolovanje. Jos kao djecak bio je vrlo bistar i o§trouman. U
skoli je ¢esto ometao nastavu, jer su svi zadaci koje je ucitelj zadavao za njega bili
prejednostavni pa se dosadivao. Jednom mu je ucitelj, nadajuci se da ¢e se Gauss
zabaviti neko vrijeme, zadao zadatak da zbroji prvih sto prirodnih brojeva.

Gauss je vrlo brzo rijesio zadatak na vrlo jednostavan i efikasan nacin. Tim je
rjeSenjem na ucitelja ostavio poseban dojam i od tada je u njemu stekao prijatelja.
Kako mu je uspjelo tako brzo doc¢i do rjesenja? Odgovor na ovo pitanje kao i na
to kako se koristiti Gaussovom dosjetkom u zadacima s kona¢nim sumama pokazat
¢emo u ovom poglavlju.

Gaussova dosjetka jedna je od nastavnih tema na dodatnoj nastavi matematike
u petom razredu osnovne skole. Ucenicima se jako svida ovakav nacin razmisljanja
i s lakotom rjesavaju zadatke.

Kroz zadatke ucenicima pojasnimo §to je to to¢no Gauss uocio na koji nacin je
rijesio zadatak te kako njegov postupak primjenjujemo u zadacima.

Primjer 1. Zbroji prvih sto prirodnih brojeva.

Rjesenje. Gauss je zadatak rijesio na sljede¢i nacin. Brojeve je zdruzivao u
parove: prvi broj s posljednjim, drugi s pretposljednjim i tako dalje redom. Takvih
je parova ukupno 50:

1424+3+44+...+97+98+99+ 100 = (1 +100) + (24 99) + (3+98) + ... +
(49 4 52) 4 (50 + 51).

Buduci da je zbroj svakih dvaju ¢lanova u paru 101, konacan je rezultat jednak
50 - 101. Djeluje vrlo jednostavno, zar ne?!

Zadatak mozemo rijesiti i na sljede¢i nac¢in. U prvom retku napiSemo redom
zbroj prvih sto prirodnih brojeva 1 + 2 + 3 4+ --- 4+ 98 + 99 + 100,a nakon toga u
drugom redu ispod njih napisemo tu istu sumu brojeva, ali u obrnutom redoslijedu
100+99+98 + ... +3+ 2+ 1.

Odnosno,

1+24+3+---+98+99+ 100
100+99+98 +---+3+2+1

11
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Zbrojimo li svaka dva broja zapisana jedan ispod drugog 14100, 2499, 3498, ... , 99+
2,100 + 1 zbroj ¢e uvijek biti 101.

Jedini problem koji nam je preostao za rijesiti je koliko ima takvih parova brojeva
kojima je zbroj 1017 Medutim, to ne bi trebao biti problem, jer smo na pocetku
krenuli sa sto prirodnih brojeva pa onda imamo 100 parova brojeva ¢iji je zbroj
101. Zbroj svih tih parova (zbog jednostavnosti zapisan pomoéu umnoska) iznosi
100 - 101 = 10100.

Dobili smo zbroj dvaju redaka pa je taj zbroj dvostruko ve¢i od onoga koji smo
trebali izracunati, zato ga jo§ moramo podijeliti s 2 i tada dobivamo trazeni rezultat
5050.

Primjer 2. Izracunaj zbroj prvih 67 prirodnih brojeva.

Rjesenje. Zadatak temo rijesiti koriste¢i se Gaussovom dosjetkom. U prvom
retku zapisemo zbroj prvih 67 brojeva od 1 do 67, a u drugom retku ¢emo zapisati
taj isti zbroj, ali od 67 do 1:

14+2+3+...+66+67
67 +66+65+...+2+ 1.

Zbrojimo li svaka dva broja zapisana jedan ispod drugog: 1+ 67,2 + 66,...,66 +
2,67 + 1, zbroj nam je uvijek isti i iznosi 68.

Takvih parova ima 67, pa zbroj 68+68+4... 468 iznosi 67-68 = 4556. Sada nam
jos preostaje taj rezultat podijeliti s brojem 2, jer smo svaki broj u zbroju racunali
dvaput. Dakle, zbroj prvih 67 prirodnih brojeva iznosi 2278.

Primjer 3. Izracunaj zbroj svih prirodnih brojeva od 23 do 107.

Rjesenje. Zadatak mozemo rijesiti na dva nacina koristec¢i u oba Gaussovu dos-
jetku.

1. nacin. Koristimo Gaussovu dosjetku na do sada pokazani nac¢in. U prvom
retku ispi§emo zbroj prirodnih brojeva od 23 do 107, a u drugom retku zbroj od 107
do 23:

23 +24+25+---+ 106 + 107
107 + 106 + 105 + - - - + 24 + 23.

Prvo izra¢unamo koliko ima brojeva od 23 do 107. Kada bismo imali sve brojeve od
1 do 107, bilo bi ih 107. Medutim, nemamo prva 22 broja, jer poc¢injemo od broja
23. Dakle, imamo 107 — 22 = 85 brojeva.

Zbrojimo li svaka dva broja zapisana jedan ispod drugog 23 + 107, 24 4+ 106, ...,
106 4 24, 107 4 23 zbroj nam je uvijek isti i iznosi 130.

Dakle, (85-130) : 2 = 11050 : 2 = 5525 pa zbroj brojeva od 23 do 107 iznosi
5525.

2. nacin. U ovom slucaju najprije izracunamo zbroj 1+2+3+...4106+107 , pa
od tog zbroja oduzmemo zbroj 1 +2+3+...421+22. U ovakvom nacinu rjesavanja
zadatka Gaussovu dosjetku koristimo dva puta. Za zbroj prvih 107 prirodnih brojeva
u prvom retku napisemo zbroj brojeva od 1 do 107, a u drugom retku isti taj zbroj
obrnutim redoslijedom. Imamo:

1+2+3+---+106 + 107
107 + 106 + 105 + - -- + 2 + 1.
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Zbrojimo li svaka dva broja zapisana jedan ispod drugog, 14107, 24106, ...,106+2,
107+1 zbroj nam je uvijek isti i iznosi 108. Takvih parova brojeva ima ukupno 107.
Dakle, (107 -108) : 2 = 11556 : 2 = 5778.
Sada racunamo zbroj 1 + 2 + 3 + ... + 21 4+ 22. U prvom retku napiSemo zbroj
brojeva od 1 do 22, a u drugom retku isti taj zbroj, ali u obrnutom poretku.

1+2+3+-+21+22
22+21+---+3+2+1.

Zbrojimo li svaka dva broja zapisana jedan ispod drugog, 1422, 2421, ..., 2241
zbroj nam je uvijek isti i iznosi 23.Takvih parova brojeva ukupno ima 22.
Dakle, suma prvih 22 prirodna broja iznosi (23 - 22) : 2 = 506 : 2 = 253.
Konacno rjesenje zadatka dobijemo kada oduzmemo te dvije sume tj. 5778 —
253 = 5525

3.1. Poopcenje Gaussove dosjetke i primjena

PokuSajmo izracunati sumu prvih n prirodnih brojeva. Pogledajmo $to smo imali
do sada.

Prvo smo racunali za n = 100, zbroj prvih 100 prirodnih brojeva i dobili dmo da
iznosi (100 - 1001) : 2.

Zatim smo za n = 67 dobili (67 - 68) : 2.

Stoga, ¢ini se da bi izra¢unali sumu prvih n prirodnih brojeva, da broj n moramo
pomnoziti s njegovim sljedbenikom i dobiveni umnozak podijeliti s 2. Dakle, imamo:

n(n+1)

Tvrdnja 3.1. Zbroj S prvih n prirodnih brojeva iznosi S = ===

Ovdje treba istaknuti da ucenici u petom razredu nisu ucili razlomke na ovakvoj
razini, pa im formulu treba zapisati na sljedeéi na¢in: S =n(n+1) : 2.
Dokaz. Neka je n bilo koji prirodan broj. Ozna¢imo sa S zbroj svih brojeva od 1
don. Dakle, S=1+2+4+3+..+(n—1)+n.

Koriste¢i do sada pokazanu Gaussovu metodu, u prvom retku napisimo zbroj
brojeva od 1 do n, a u drugom retku isti taj zbroj samo u obrnutom poretku.

S = 14243+...+n
S =n+n-1)+n-2)+...+1

Istaknimo da je broj n — 1 za 1 manji od broja n, a n — 2 za 1 manji od n — 1, itd.
Zbrojimo ova dva retka i dobijemo

2S=m+1)+(n+1)+...+(n+1).

n 4+ 1 nam se u zbroju ukupno pojavljuje n puta pa imamo 25 = n (n + 1) i slijedi
G =nintl) g
2

Naime, zbroj prvih n prirodnih brojeva dobit ¢emo tako da posljednji broj pom-
nozimo s brojem koji je od njega veti za 1, te dobiveni umnozak podijelimo s 2.
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Primjer 4. Izracunaj zbroj svih parnih brojeva do 68.

Rjesenje. Zadatak mozemo rijeSiti na vise nacina.

1. nacin. Koristimo do sada opisanu metodu. U prvom retku napisemo zbroj
brojeva od 2 do 68, a u drugom retku isti taj zbroj obrnutim redoslijedom.

24+4+6+4+...+66+68
68 +66+64+...+4+2

Koristeci do sada opisani racun, primjecujemo da je zbroj svaka dva broja zapisanih
jedan ispod drugog uvijek 70. Pitanje na koje nam jo§ preostaje odgovoriti je koliko
tih zbrojeva imamo. Prirodnih brojeva od 1 do 68 ima 68. Parnih brojeva medu
njima je dvostruko manje, 68 : 2 = 34, jer je svaki drugi broj paran. Tada vrijedi,
(70-34) : 2 =2380: 2 = 1190.

Dakle, 24+4+6+ ...+ 68 = 1190.

2. nacin. Primijetimo da je svaki od pribrojnika djeljiv brojem 2 pa tada zbroj
mozemo napisati na sljedeci nacin

244 +6+ - +66+68=2(1+2+3+ -+ 33+ 34).

Zbroj u zagradama rijesimo na do sada pokazani nacin. U prvom retku napisemo
zbroj brojeva od 1 do 34, a u drugom retku napisemo isti taj zbroj, ali obrnutim
redoslijedom.

14+24+3+...+33+34
34+33+32+...+2+1

Zbrojimo li svaka dva broja napisana jedan ispod drugog; 1+ 34,2+ 33,...,34+ 1,
dobijemo uvijek isti zbroj koji iznosi 35. Takvih parova ukupno ima 34 pa zbroj
svih parnih brojeva do 68 iznosi 2 - 3435 = 34 . 35 = 1190.

Zbroj u zagradama mozemo rijesiti i primjenom formule S = zan = 34.

n-(n+1)
2
Sada ucenicima za samostalnu vjezbu zadamo sljedeci zadatak.

Primjer 5. Izrac¢unaj zbroj prvih 30 neparnih brojeva.
Rjesenje. Zadatak rjeSsavamo potpuno analogno kao u prethodnom primjeru.

Primjer 6. Izracunaj zbroj 1 +4+ 74 --- + 82 + 85 + 88.

Rjesenje. Uocimo da se u trazenom zbroju trazi svaki tre¢i broj od 1 do 88. Isto
tako uoc¢imo da svaki pribrojnik u danoj sumi podijeljen brojem 3 daje ostatak 1.

Ako svaki od danih pribrojnika uvetamo za 2 (1 +2 =3,4+2 = 6,7+ 2 =
9,...,88 +2 = 90) dobit ¢emo zbroj 3 +6 + 9 + --- + 87 4+ 90. Na ovaj nac¢in
dobijemo zbroj u kojem je svaki pribrojnik djeljiv brojem 3, a ima jednako mnogo
pribrojnika kao i zbroj 1+4+7+---482+85488. U zbroju34+6+9+---+874+90
lako odredimo broj pribrojnika i to na sljedeci nacin: 90 : 3 = 30. Zaklju¢ujemo da i
uzbroju 14447+ --- 482+ 85+ 88 ima 30 pribrojnika, pa Gaussovim postupkom
dobivamo rjesenje zadatka 30 - 89 : 2 = 1335 (30 parova ¢iji je zbroj 89).
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Postoje li formule kojima na brzi i jednostavniji na¢in mozemo izra¢unati zbroj
n parnih te n neparnih prirodnih brojeva? Postoje! Pokazimo ih.

Zbroj prvih n parnih prirodnih brojeva mozemo izracunati na sljedeci
nacin:
24+4+6+---+2n = 2-(1+2+---+n)
= 2n-(n+1):2=n-(n+1)
Zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva mozemo napisati na sljedeci nacin:

143+5+---+2n-1) = 2-1-DH)+2-2-1)+2-3-1)+---+(2-n—1)
= 2-1+2-24+2-3+---4+2-n)—(1+14+1+---+1)
2-14+2434+---4+n)—n
= n(n+1)—n=n-n=n’

Primjer 7. Koliki je zbroj svih brojeva u tablici mnozenja 10 x 10 prvih 10
prirodnih brojeva 7

Rjesenje. Razmotrimo tablicu mnozenja 5 x 5 prvih 5 prirodnih brojeva pa onda
taj rezultat prosirimo na bilo koju tablicu mnozenja u sustavu brojeva s bazom 10.

X|1[2[3]4]5
1/1 2 3 4 5
212 4 6 8 10
3/3 6 9 12 15
414 8 12 16 20
5|5 10 15 20 25

Lako uoc¢imo da je:

Sn o= (1+243+4+5)+2(1+2+34+4+5)+3(1+2+3+4+5)+
414+24+34+445)+5(1+2+3+4+5)
= (1+2+3+4+5)(1+2+3+4+5)=(1+2+3+4+5)>=225.

Potpuno analogno naci ¢emo da je zbroj svih brojeva u tablici mnozenja 10 x 10
jednak (1+2+3+--- 494 10)% = 3025.

3.2. Zadaci s natjecanja

Zadatak 1. Zbroj nekih 20 uzastopnih prirodnih brojeva je 2590. Koji su to
brojevi? (Opéinsko natjecanje 2008. g., 5. razred)

R jesenje 20 uzastopnih brojeva mozemo definirati na sljede¢i nacin:
r,x+1,2+2,...,24+19. Tada njihov zbroj mozemo zapisati kao z + (z+1) + (z +
2) 4+ -+ + (z + 19) = 2590. Odavde slijedi, 20x 4+ (1 + 2 + - -- + 18 + 19) = 2590.

Zbroj u zagradama izracunamo pomocu Gaussove dosjetke:

1+2+3+...+184+19
19+18+17+...+2+1
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U prvom retku napisemo zbroj od 1 do 19, a u drugom isti taj zbroj samo u obrnutom
poretku. Zbroj dvaju brojeva zapisanih jedan ispod drugog je uvijek 20. Takvih
parova brojeva ima 19, a svaki broj u zbroju smo ra¢unali dvaput.

20z + (19-20+2) = 2590
20z + (380 +2) = 2590
20z +190 = 2590
20x 2400

r = 120

Trazeni brojevi su 120,121,122, ...,138 i 139.

Zadatak 2: Odredi zbroj 5+ 10+ 15+ - - - + 2000 + 2005. (Opéinsko natjecanje
2005. g.,5.razred)
R je§enje Zbrojnapisimo ovako:

5410+ 15+ --- 42000 + 2005 = 5(1 +2 + 3 + - - - + 400 + 401)

Zbroj u zagradi rijesimo Gaussovom dosjetkom tako da ispisemo u prvi redak
zbroj brojeva od 1 do 401, a u drugi redak isti zbroj, ali od 401 do 1. Zbrojimo ta
dva retka. Ukupno imamo 401 par brojeva ¢iji je zbroj 402. Svaki broj u zbroju
smo racunali dvaput pa moramo i podijeliti s 2.

Zadatak mozemo rijesiti i na nac¢in da na zbroj u zagradama primijenimo formulu
za zbroj prvih 401 prirodnih brojeva, tj. Sy = (401-402) : 2 = 161202 : 2 = 80601.

Slijedi: 5+ 10 + 15+ --- + 2000 + 2005 = 5 - (401 - 402) : 2 = 403005.

Zadatak 3. Ako je p prost broj, onda je p+ (p+1)+(p+2)+---+ (p+2012) +
(p + 2013) slozen broj. Dokazi. (Zupanijsko natjecanje 2013.g., 5. razred)
Rjesenyje Vrijedi:

p+@+1)+{@+2)+- -+ (p+2012) + (p+ 2013) =

=(p+--+p) +(1+2+---42013)

p nam se u prvoj zagradi pojavljuje 2014 puta. Drugu zagradu rijesimo pomoéu
Gaussove dosjetke tako da navedeni zbroj napisemo u dva retka. U prvome zbrojimo
brojeve od 1 do 2013, a u drugom retku zbrojimo iste brojeve samo od 2013 do 1
dobijemo 2013 parova ¢iji je zbroj 2014. Svaki broj u navedenom zbroju smo rac¢unali
dvaput pa moramo podijeliti s 2.

Sada iz navedenog slijedi:

(p+...+p)+(1+2+...42013) = 2014-p+ (2013 -2014) = 2
— 1007 - 2p + 2013 - 1007
— 1007 - (2p + 2013)

Naime, zbroj p+ (p+1) + (p+2) + - - + (p + 2012) + (p + 2013) je djeljiv sa 1007
pa je slozen.
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Zadatak 4. Ivica stanuje u Dugoj ulici 36. U skolu ide Dugom ulicom onom
stranom na kojoj su kuée oznacene parnim brojevima. Skola ima ku¢ni broj 168.
Na putu do skole Ivica se zabavlja zbrajajuci ku¢ne brojeve. Koliki je ukupan zbroj
svih kuénih brojeva na parnoj strani od kuée do skole (Ivica je pribrojio i kuéni broj
svoje kuce i skole)? (Zupanijsko natjecanje 2012.g., 5. razred)

R je s enje. Zbrojsvih kuénih brojeva na parnoj strani od kuce do skole je:

36 +38+40+---4 166+ 168 =2(18 + 19 + - - - + 83 + 84).

Ispisimo u prvi redak zbroj brojeva od 18 do 84, a u drugi redak isti zbroj, ali od
84 do 18.

18+19+20+...+83+ 84
84 +83+82+...+19+18

Zbrojimo oba retka i dobijemo:
102+ 1024 --- + 102 = 102(84 — 17) = 102 - 67 = 6834

Parova ukupno ima 84 — 17 = 67, a zbroj ¢lanova u svakom paru iznosi 102.
Dakle, 36 + 38 + 40 + - - - 4 166 + 168 = 6834.
Ukupan zbroj svih ku¢nih brojeva na parnoj strani od kuc¢e do skole je 6834.

Zadatak 5. Za koliko je zbroj 100 4+ 101 4 102 + - - - + 299 manji od zbroja
300 + 301 + 302 + - - - + 4997 (Zupanijsko natjecanje 2003. g., 5. razred)

R je §enje Sume izracunamo pomocu Gaussove dosjetke.

Kod prve sume, u prvi redak napisemo zbroj brojeva od 100 do 299, a u drugi
redak isti zbroj samo od 299 do 100. Ukupno imamo 200 parova ¢iji je zbroj 399, a
svaki broj se u sumi pojavljuje dva puta. Kod druge sume u prvi redak napisemo
zbroj brojeva od 300 do 499, a u drugi isti zbroj, ali od 499 do 300. Ukupno opet
imamo 200 parova ciji je zbroj 799, a svaki broj se pojavljuje dva puta pa ukupan
zbroj moramo jo§ podijeliti s dva.

Sada je konac¢no rjeSenje,

799 - 200 : 2 — 399 - 200 + 2 = (799 — 399) - 200 = 2 = 400 - 200 = 2 = 40000.
Prvi zbroj je za 40000 manji od drugoga.

Zadatak 6. Koliki je zbroj svih brojeva manjih od 1000 koji pri dijeljenju s 5
daju ostatak 4?7 (Regionalno natjecanje 2008.g., 5. razred)
R je§enje Trazeni brojevi su 4,9,14,19,24,...,994,999.
Kakojed4d=5-0+4,9=5-14+4,14=5-24+4,19=5-3+4,...,999 = 5-199+4,
vrijedi
44+94+14+...+999 = 5:04+4)+GB-1+4)+B-2+4)+...+(5-199+4)
= 5-(0+14+2+...4199)+(44+4+...+4).

Sada vrijedi:

4+94+14+...4+999 = 5-199-200: 2+ 200 -4
= 99500 + 800 = 100300.
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Zbroj svih brojeva manjih od 1000 koji pri dijeljenju s 5 daju ostatak 4 je 100300.
Zadatak 7. Odredi zbroj svih troznamenkastih brojeva koji pri dijeljenju s 3
daju ostatak 2, pri dijeljenju s 4 ostatak 3, a pri dijeljenju s 5 ostatak 4. (Regionalno

natjecanje 2003.g., 5. razred)
R je s enje. Sljedbenik troznamenkastog broja koji zadovoljava uvjete zadatka

djeljiv je s 3,4 1 5 tj. visekratnik je broja 60.

Troznamenkasti visekratnici broja 60 su 120, 180, ... 960.

Njihovi prethodnici su 119,179, ...,959. Vrijedi:

11941794 ...4+4959 = (2:60—1)+(3-60—1)+...+(16-60—1)
= 60-(2+3+... +16)—(1+1+4+... +1)

Zbroj unutar prve zagrade rjeSavamo Gaussovom metodom. U prvom retku
napisemo zbroj brojeva od 2 do 16, a u drugom retku isti taj zbroj samo u obrnutom
poretku

24+34+4+4...+15+16
16 +15+14+ ... +3+ 2.

Zbroj svaka dva broja zapisanih jedan ispod drugog iznosi 18. Broj 1 nam nije
¢lan zbroja pa ukupno takvih parova imamo 16 — 1 = 15. Svaki broj u zbroju smo
racunali dvaput. U drugoj zagradi nam se broj 1 pojavljuje 15 puta.

Sada imamo:

119+ 1794 ... 4959 = 60-(18-15+2)—15
= 60-(270+2)—15
= 60-135—-15
= 8100 — 15 = 8085.

Jos nekoliko zadataka za vjezbu:

Zadatak 8. Gea je zamislila broj. Kad bi oblikovala niz koji ima 2021 ¢lan tako
da je prvi ¢lan zamigljeni broj, a svaki je sljede¢i clan veci za 20.21 od prethodnog,
zbroj svih brojeva tog niza bio bi 11.1 puta veci od 2021 - 2021.

Koji je broj zamislila Gea? (Drzavno natjecanje 2021.g., 5. razred)

Zadatak 9.Zbrojimo li sve prirodne brojeve koji su vec¢i od 55 i manji od 107,
dobit ¢emo isto kao da nepoznatom broju dodamo 2 112. Odredimo nepoznati broj.
(Skolsko natjecanje 2019.g., 5. razred)

Zadatak 10. Na slici je tablica mnozenja 12 x 12.

1 2 ... 10 11 12
1 1 2 e 10 11 12
2 2 4 ... 20 22 24
10 10 20 .- 100 110 120
11 11 22 " 110 121 132
12 12 24 .- 120 132 144

Koliki je zbroj svih 144 umnozaka iz tablice? (Zupanijsko natjecanje 2018.g., 5.
razred)



Poglavlje 4.

Dirichletov princip

Dirichletov princip jedan je od najjednostavnijih elementarnih kombinatornih prob-
lema. Formulirao ga je i prvi koristio sam Dirichlet otprilike 1834. godine. Koristimo
ga za rjeSavanje najraznovrsnijih zadataka s kojima se susrecemo u svakodnevnom
zivotu, npr. postoji li u Hrvatskoj barem dvoje ljudi s istim brojem vlasi na glavi,
postoji li u razredu barem dvoje ucenika koji su rodeni u istom mjesecu, ako imamo
4 kuglice i 3 posude postoji li barem jedna posuda u kojoj se nalaze dvije kuglice, . ..
Vrlo cesto iz samog zadatka mozemo zakljuciti da se zadatak moze rijesiti pomocu
ove metode. Pri donoSenju zakljucka pomazu nam rije¢i barem, najmanje, postoji.

Dirichleov princip pogoduje logickom misljenju i jo§ je poznat kao ,,princip preti-
naca (kutija)“ ili kao ,princip golubinjaka“. Kao takav vrlo je jednostavan za prim-
jenu u svakodnevnom zivotu, kao i onom matematickom. Jedino §to je vazno je
definirati §to su golubovi odnosno golubinjaci te koje je pravilo pridruzivanja. Vazno
je primijetiti da golubova uvijek mora biti vise nego golubinjaka. Isto vrijedi za pret-
ince i stvari koje u njih stavljamo. Stvari uvijek mora biti vise od broja pretinaca.
Kada jednom odredimo &to je $to direktnom primjenom Dirichletova principa dolaz-
imo do vrlo elegantnog rjesenja.

Zadaci s Dirichleovim principom se pojavljuju u petom i Sestom razredu na
drzavnom natjecanju, a u sedmom i osmom razredu ve¢ na zupanijskoj razini nat-
jecanja.

4.1. Slaba forma Dirichletova principa

Teorem 4.1. (slaba forma) Ako n+1 predmeta bilo kako rasporedimo u n kutija
(pretinaca), onda postoji barem jedna kutija koja sadrzi barem dva predmeta.
Dokaz. Tvrdnju dokazujemo kontradikcijom.

Dakle, pretpostavimo da svaka kutija sadrZzi najvise jedan predmet. To znaci da
svaka kutija sadrzi nijedan ili jedan predmet. Ako sa m oznacimo broj praznih kutija
vrigedi da je m > 0. Tada je broj kutija koje sadrze tocno jedan predmet n — m.
To znaci da je ukupan broj predmeta, koji je n — m, smjesten u n kutija, $to je
u kontradikcigi s pretpostavkom da Zelimo smjestiti n + 1 predmet u n kutija, jer
n—m <n <n-+1. Dakle, pretpostavka da svaka kutija sadrzi najvise jedan predmet
je bila pogresna. m

19
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Vazno je primijetiti da nam Dirichletov princip ne daje algoritam kako pronaci
kutiju s barem dva predmeta. On nam samo garantira da takva kutija postoji.

Zapisan strogo matematicki taj princip glasi:

Teorem 4.2. Neka su S i T konaéni skupovi, takvi da je |S| > |T|, a f : S — T
neko preslikavanje. Tada f nije injekcija, tj. postoje x,x! € S,z # x!, tako da je
F) = f(or).
Dokaz. Tvrdnju dokazujemo kontradikcijom.

Pretpostavimo da je f : S — T injekcija. To znaci da vrijedi |S| < |T| $to je u
kontradikciji s tvrdnjom da je |S| > |T'|. =

Propozicija 4.1. Neka su S i T konacni skupovi i |S| =|T| =n, a f: S — T
neko preslikavanje. Tada je f injekcija <= f surjekcija.
Dokaz. = Ako je f injekcija, onda je je |S| = |f(S)|. Po pretpostavci je |S| = |T),
a kako je f(S) C T, te zbog |f(S)| = |T| slijedi da je f(S) =T, jer je T konatan
skup. Dakle, f je surjekcija.

< Neka je f surjekcija. Za svako preslikavanje g : X — Y medu konatnim
skupovima je |g(X)| < |X|.Neka su z,x! € S,z # x!. Pretpostavimo da je f(x) =
f(xr). Promotrimo restrikciju g : S\{z} — T od f, tj. g = f|s\(z} - Ocito je tada
i z surjekcija, pa je zbog gornje napomene tada n = |g(S\{z})| < |S\{z}| =n —1,
Sto je nemoguce. W

Kako navedene teoreme koristimo u osnovnoj skoli?

U osnovnoj skoli ne koristimo pojam teorema kao ni dokaza pa samim time ne
moZzemo ucenicima ni pokazati ove teoreme i dokaze, ali mozemo ih pokazati na vrlo
jednostavan i logican nacin. Koristimo se prvim navedenim teoremom.

Dakle, ako imamo n kutija i n + 1 predmet tada postoji kutija u kojoj su barem
dva predmeta.

Umjesto predmeta i kutija mozemo koristiti pojmove kuglica i pretinaca, zeceva
i kaveza, ...

Evo i nekoliko primjera koje radimo u ucionici i pomocu njih pojasnjavamo
Dirichletov princip.

Primjer 1. Medu 13 ucenika najmanje dvoje uc¢enika je rodeno u istom mjesecu.

Rjesenge.

Prvi nac¢in. Odredimo §to su nam predmeti, a sto kutije. Predmeta uvijek mora
biti vige.

Ucenici predstavljaju predmete, a mjeseci u godini kutije. Ako imamo 13 ucenika
(predmeta), a 12 mjeseci (kutija), onda mora postojati mjesec u kojem je rodeno
barem dvoje ucenika (kutija sa barem dva predmeta).

Drugi nacin. 13 =12-1+4 1, gdje je 12 broj mjeseci. Po Dirichletovu principu u
barem jednom mjesecu je rodeno barem dvoje ucenika.
Tre¢i nacin. Pretpostavimo suprotno, tj. da ne postoje dva ucenika koji su

rodeni u istom mjesecu. Buduci da je broj mjeseci u godini 12, ukupan broj ucenika
ne moze biti ve¢i od 12 §to je u suprotnosti s uvjetom zadatka.
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Primjer 2. Jednu skolu pohada 905 ucenika. Dokazite da postoje barem dva
ucenika koji imaju iste inicijale.

Rjesenje. Pretpostavimo suprotno, tj. da u skoli ne postoje dva ucenika s istim
inicijalima. Kako je ukupan broj slova nase abecede 30, a treba nam inicijal i za
ime i za prezime to je ukupan broj razlic¢itih inicijala 30 - 30 = 900. Iz ovoga slijedi
da je u skoli najvise 900 ucenika $to nije to¢no, jer u uvjetu zadatka pise da skolu
pohada 905 ucenika. Dakle, u danoj skoli postoji barem dvoje ucenika koji imaju
iste inicijale.

Primjer 3. Unutar jedini¢nog kvadrata dano je pet tocaka. Dokazite da postoje
barem dvije tocke ¢ija je udaljenost manja od \/75

Rjesenje. Spojimo polovista nasuprotnih stranica i tako podijelimo jediniéni
kvadrat na 4 kvadrata ¢ije su stranice duljine % = 0.5. Po Dirichletovom principu
¢e se u barem jednom "malom" kvadratu nalaziti barem dvije tocke (kvadrati —

kutije, tocke — predmeti). Kako je dijagonala "malog" kvadrata duljine \/75 , NOZemo

zakljuciti da postoje barem dvije tocke ¢ija je udaljenost manja od @

Primjer 4. Dano je 15 prirodnih brojeva. Dokazite da medu njima postoje
barem 2 broja ¢ija je razlika djeljiva s 14.

Rjesenje. U ovom zadatku koristimo se Propozicijom 4.1. tj. koristimo se Dirich-
letovim principom u kojem se govori o kona¢nim skupovima. Trebamo odrediti koja
dva skupa imamo. Skup P oé¢ito tvore dani prirodni brojevi. Sto se onda nalazi u
drugom skupu R? U skupu R se nalaze svi ostatci pri dijeljenju s brojem 14. Dakle,
skup R ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12, 13}.

Budué¢i da imamo 15 brojeva u skupu P, a 14 brojeva u skupu R (ostatci) postoje
barem dva prirodna broja medu pocetnih 15 koji daju isti ostatak pri dijeljenju sa
14. Njihova je razlika djeljiva sa 14.

4.2. Jaka forma Dirichletova principa

Dirichletov princip mozemo i poopc¢iti. Primijetimo da ako 2n 4 1 predmeta treba

rasporediti u n kutija, tada ¢e u barem jednoj kutiji biti najmanje 3 predmeta.

Nadalje, ako 3n + 1 predmeta trebamo rasporediti u n kutija, tada ¢e u barem

jednoj kutiji biti najmanje 4 predmeta. Opcenito, ako je n(r — 1) + 1 predmeta

razmjesteno u n kutija, tada ¢e u bar jednoj kutiji biti najmanje r predmeta.
Dakle, vrijedi sljedeéi teorem:

Teorem 4.3. Ako je m predmeta razmjesteno u n kutija, onda barem jedna kutija
sadrzi LmT’lJ + 1 predmet.

Dokaz. Najveci visekratnik broja n, koji je mangi od m nademo tako da n redom
mnozimo s 1,2, 3, ..., sve dok ne dodemo do m —1. Ostatak odbacimo. Najveti takav
visekratnik koji nije veéi od m — 1 je |™=1]. Kada bi bilo totno n - |Z=2| +1 <
m — 1 < m predmeta, stavili bismo LmT_lj ngih v svaku kutiju, ali kako tmamo m

predmeta u najmange jednoj kutiji bit ¢e bar jedan predmet vise. m
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Primjer 5. Medu 55 ljudi barem je 5 ljudi rodeno u istom mjesecu.

Rjesenje. Koristeci se jakom formom Dirichletova principa vrijedi:
55 —1
12

J+1:L4.5J+1:5.

Dakle, barem 5 ljudi rodeno je u istom mjesecu.

Skolski nac¢in rjesavanja. 55 ljudi (predmeta) stavljamo u 12 mjeseci (kutija).

Vrijedi: 55 =4 - 12 + 7. Prema Dirichletovom principu barem 1 kutija (mjesec)
sadrzi barem 5 predmeta (ljudi) tj. medu 55 ljudi barem je 5 ljudi rodeno u istom
mjesecu.

Vazno je napomenuti da je dovoljno imati 49 ljudi jer je 49 =412 + 1.

Dirichleov princip mozemo jo§ poopciti.

Teorem 4.4. Neka jen € N iry,ro,...,7, € N. Akojery+ro+---+r,—n+1
predmeta razmgjesteno u n kutija Ky, Ky, ..., K,, tada barem jedna kutija K; sadrzi
nagmange r; predmeta (> r;), tj. ili Ky sadrzi najmange vy predmeta ili Ko sadrZi
najmange ro predmeta,..., ili K, sadrzi najmanje r, predmeta.
Dokaz. Dokazujemo kontradikcijom.

Pretpostavimo da svaka kutija K; sadrzi manje od r; predmeta. Tada bi ukupan
broj predmeta bio najvise

(rm—=—1)+@—1)+...+(r,—1)=r+..+r, —n, §o ne moZe biti. m

Treba napomenuti da je je 71 + 79 + - - - + 7, — n predmeta moguce rasporediti u
n kutija tako da svaka kutija K; sadrzi manje od r; predmeta: r — 1 u Ky, —1 u
Ky ..orp — 1 u K,.

Primijetimo da za r, = r9 = -+ = r, = r dobivamo jaku formu Dirichletova
principa, a ako je jo§ i r = 2, dobivamo slabu formu Dirichletova principa.

Primjer 6. U koSari se nalaze narance, mandarine i limuni. Valja odrediti
minimalni broj agruma u kosari tako da u njoj bude ili najmanje 5 naranci ili
najmanje 6 mandarina ili najmanje 4 limuna.

Rjesenje. Direktnom primjenom opceg Dirichletova principa dobivamo 5 + 6 +
4-3+1=13.

Dirichletov princip se moze poopciti do neslucenih razmjera. Prvi je to uc¢inio
Frank P. Ramsey pa se po njemu osnovni teorem koji je dokazao zove Ramseyev
teorem, a cijela teorija koja se time bavi Ramseyeva teorija.

Teorem 4.5. Za sve r,m € N 1 sve prirodne brojeve ri,7ry,...,7y, > 1 postoji naj-
mangi prirodni broj N = R(ry,ra, ..., ;1) tako velik da ako imamo skup od n > N
elemenata i ako u tom skupu razvrstamo sve r-podskupove u m klasa K1, Ko, ..., K,,,
onda postoji

ilt vy elemenata ¢t su svi r-podskupovi u klasi Ky,

ilt 7o elemenata ¢iji su svi r-podskupovi u klast Ko

il Ty, elemenata ¢igi su svi r-podskupovi u klasi K,,.
Broj R(r1,79,...,Tm;T) zove se (opti) Ramseyev broj.
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Dokaz zbog slozenosti i duljine netcemo ovdje navoditi. Provodi se indukcijom
po r (za r = 1 to je opéi Dirichletov princip), pa onda indukcijom po m (i po

svim brojevima 71,79, ..., 7, > r) se dokazu izvjesne nejednakosti koje induktivno
osiguravaju egzistenciju Ramseyevih brojeva.
Ako bismo stavili » = 1, tada je N = R(ry,79, ..., n;)najmanji broj sa svo-

jstvom da ako imamo npr. n kuglica, n > N koje trebamo staviti u m kutija
Ky, Ky, ..., K, onda je ili u kutiji K; barem r; kuglica, ili je u kutiji Ky barem ry
kuglica, ..., ili je u kutiji K,, barem r,, kuglica. Vidimo, dakle, da je Dirichletov
princip jedan poseban slucaj Ramseyeva teorema.

Primjer 7. U skupini od 6 ljudi postoje ili tri medusobna poznanika, ili postoji
troje ljudi od kojih se nijedna dva ¢ovjeka medusobno ne poznaju.

Pomoéu Ramseyeva teorema bi to napisali ovako: R(3,3;2) = 6.

Rjesenje. Ljude oznac¢imo brojevima od 1—6 (zbog lakSeg snalazenja). Obzirom
na prvog ¢ovjeka (1) ostale podijelimo u dvije skupine P = {poznanici od 1}, N =
{nepoznati od 1}. Vrijedi PU N = {2,3,4,5,6}. Tih pet osoba rasporedeno je
u dvije skupine (poznanici i nepoznanici) pa po jakoj formi Dirichletova principa
barem jedna skupina sadrzi L%J +1=2+1=3ljudi. Ako P sadrzi troje ljudi,
onda su oni svi medusobno neznanci ili postoji par poznanika. Ako postoji par
poznanika, njih dvoje zajedno s osobom 1 daju troje poznanika.

Ako N sadrzi troje ljudi, onda su oni ili poznanici, ili medu njima postoji par
neznanaca. Medutim, u tom sluc¢aju njih dvoje s osobom 1 daju 3 neznanca.

4.3. Zadaci s natjecanja

Zadatak 1. Tri medusobno paralelna pravca sijeku se sa sedam na njih okomitih
pravaca u 21 tocki. Sjecista tih pravaca nalaze se u tri reda i sedam stupaca. Neke
od tih tocaka su obojane crveno, a neke plavo. Dokazi da se uvijek mogu odabrati
cetiri tocke iste boje koje su vrhovi pravokutnika. (Drzavno natjecanje 2019. g., 7.
razred)

R jesenje DBezsmanjenja opcenitosti pretpostavimo da je vise crvenih
tocaka. Dakle, medu 21 tockom, barem ih je 11 crvenih.

Razlikujemo dva slucaja:

1) Postoji stupac s 3 crvene tocke.

Kako preostalih 8 crvenih tocaka treba rasporediti u 6 stupaca, postoji barem
jedan stupac u kojemu su dvije crvene tocke. Te su dvije crvene tocke, zajedno s
crvenim tockama na odgovaraju¢im pozicijama iz stupca s 3 crvene tocke, vrhovi
pravokutnika.
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Na primjer:
@ e *—e
B A
L 2 e

Slika 4.1: Moguéi raspored totaka sa 3 crvene tocke u stupcu

2) Ne postoji stupac s 3 crvene tocke.

To znaci da 11 crvenih tocaka treba rasporediti u 7 stupaca s maksimalno dvije
crvene tocke pa zaklju¢ujemo da postoje barem 4 stupca s po dvije crvene tocke.
U svakom od ta 4 stupca dvije crvene tocke mogu zauzeti 3 razlicite pozicije (prvi
i drugi redak, prvi i treéi redak ili drugi i treéi redak), stoga postoji barem jedan
raspored s odgovaraju¢im pozicijama crvenih tocaka koje su vrhovi pravokutnika.

Na primjer:

® o o o o o
® L o -+ & Lt
o o iy ey - @

Slika 4.2: Moguci raspored tocaka bez 3 crvene tocke u stupcu

Zadatak 2. Na zupanijskom natjecanju iz matematike od 4. do 8. razreda
sudjelovalo je 2018 ucenika. Svaki je natjecatelj roden jedne od ovih godina: 2007.,
2006., 2005., 2004. i 2003. (2004. godina je bila prijestupna.)

a) Dokazi da postoje barem dva natjecatelja rodena iste godine, istog mjeseca u
toj godini i istog dana u tom mjesecu.

b) Dokazi da postoji najmanje 6 natjecatelja koji su rodeni istog mjeseca i istog
dana u tom mjesecu. (Drzavno natjecanje 2018. g., 6. razred)

Rjesenje

a) Od navedenih godina sve su imale 365 dana osim 2004. godine koja je imala
366 dana. To je ukupno 365 -4 + 366 = 1460 + 366 = 1826 dana. Imamo 2018
natjecatelja i 1826 moguc¢ih datuma rodenja §to znaci da je barem dvoje ucenika
rodeno istog dana, mjeseca i godine.
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b) U jednoj godini postoji (najvise) 366 mogué¢ih datuma rodenja. Stoga prema
danu i mjesecu rodenja natjecatelje mozemo razvrstati u 366 grupa. Kako je 2018 =
5 - 366 + 188, postoji barem jedna grupa u kojoj je najmanje 6 natjecatelja. (Obra-
zlozenje: U najgorem slucaju, ako u svakoj od 366 grupa ima po 5 natjecatelja, bilo
koji od preostalih 188 natjecatelja je roden istog dana i mjeseca kao i netko iz tih
366 grupa.)

Zadatak 3. Na nekom Drzavnom natjecanju sudjelovalo je 290 ucenika. Dokazi
da se moze odabrati 18 ucenika medu njima koji zive u istom naselju ili zive u 18
razlicitih naselja. (Drzavno natjecanje 2016. g., 6. razred)

Rjesenje.

Prvi na¢in. U prvom mogucem slucaju natjecatelji zive u 18 ili vige razli¢itih
naselja. Tada iz nekih 18 razli¢itih naselja u kojima zive odaberemo po 1 ucenika i
time smo izvr§ili trazeni odabir.

U drugom moguc¢em slucaju natjecatelji zive u 17 razlic¢itih naselja. U tom
sluéaju nije moguce odabrati 18 ucenika koji zive u 18 razli¢itih naselja. Kada bi u
svakom od tih naselja bilo najvise po 17 ucenika, tada bi u tih 17 naselja bilo najvise
17 - 17 = 289ucenika. Kako je ukupan broj ucenika 290, u nekom od tih 17 naselja
zivi barem 18 ucenika. Iz takvog naselja odaberemo 18 ucenika i time smo izvrsili
trazeni odabir.

U tretcem mogucem slucaju natjecatelji zive u 16 ili manje razlicitih naselja. U
tom slucaju (analogno kao u drugom slucaju ) u nekom od tih naselja zivi barem 18
ucenika pa iz takvog naselja odaberemo 18 ucenika i imamo trazeni odabir.

Drugi nacin. Pretpostavimo da se ne moze odabrati 18 ucenika koji zive u istom
naselju niti 18 ucenika koji dolaze iz 18 razli¢itih naselja. To znaci da svi ucenici
dolaze iz najvise 17 naselja i iz svakog naselja dolazi najvise 17 ucenika. U tom
slucaju bi najve¢i moguci broj ucenika bio 17 - 17 = 289, a na natjecanju je 290
ucenika (jedan vise). Dakle, pretpostavka je bila neto¢na pa iz jednog naselja dolazi
(barem) 18 ucenika ili se moze odabrati 18 ucenika iz 18 razli¢itih naselja, $to je i
trebalo dokazati.

Zadatak 4. Dokazi da medu bilo koja 502 prirodna broja postoje dva ¢iji su ili
zbroj ili razlika djeljivi s 1000. (Drzavno natjecanje 2013. g., 7. razred)

R jesenje. Brojjedjeljivs 1000 ako je njegov troznamenkasti zavrsetak 000.

U prvom mogucem sluc¢aju medu ova 502 broja postoje dva s jednakim trozna-
menkastim zavrsetkom. Tada je njihova razlika djeljiva s 1000 i time smo utvrdili
postojanje trazenih brojeva.

U drugom mogucem sluc¢aju medu ova 502 broja ne postoje dva s jednakim troz-
namenkastim zavrSetkom. Primijetimo da ima 499 parova troznamenkastih zavrse-
taka ¢iji je zbroj 10001 to su (001, 999), (002,998), (003,997), ..., (498, 502), (499, 501)
i postoje jo§ 2 troznamenkasta zavrSetka: 000 i 500. Ako je medu ova 502 broja
jedan broj sa zavrsetkom 000 i jedan broj sa zavrsetkom 500, preostane jos 500 bro-
jeva s nekim drugacijim zavrSetkom. Tada postoje dva broja koji pripadaju istom
paru ¢iji je zbroj 1000 te smo time utvrdili postojanje trazenih brojeva. Ako medu
ova 502 broja samo jedan broj ima zavrsetak ili 000 ili 500 ili niti jedan, analogno
slijedi da postoje dva broja koji pripadaju istom paru ¢iji je zbroj 1000 te smo time
utvrdili postojanje trazenih brojeva.
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Zadatak 5. Unutar kvadrata cija je stranica duljine 1 dm nalazi se 110 tocaka.

Dokazi da postoji krug polumjera % dm unutar kojeg se nalaze barem 4 zadane

tocke. (Drzavno natjecanje 2013. g., 8. razred)
R je senje Razdijelimo kvadrat na sljedec¢i nacin:

"dm

dm

Slika 4.3: Graficki prikaz podijeljenog kvadrata

Tako se dobije 36 kvadrata sa stranicama duljine % dm.

Kako je 110 = 36 -3+ 2, onda postoji kvadrat stranice duljine % dm unutar kojeg
se nalaze barem 4 tocke.

Neka je d duljina dijagonale kvadrata unutar kojeg se nalaze barem 4 tocke.

Tada d? = (%)2 + (%)2 odnosno d = ‘/?5 dm.

To znaci da opisana kruznica kvadrata unutar kojeg se nalaze barem 4 tocke ima
polumjer r = % = \1/—25 dm.
Obzirom da je *1/—25 < %, jer je ﬁ < 6%1, onda koncentri¢na kruznica s opisanom
kruznicom, a ¢iji je polumjer % dm, omeduje krug u kojem se nalaze barem 4 tocke.

Zadaci za vijezbu:

Zadatak 6. Nadite najmanji prirodan broj n takav da za svaki skup od n tocaka
s cjelobrojnim koordinatama, od kojih nikoje tri ne leze na istom pravcu, postoji
trokut s vrhovima iz tog skupa za kojeg vrijedi da polovista njegovih stranica takoder
imaju cjelobrojne koordinate. (Drzavno natjecanje 2021. g., 7. razred)

Zadatak 7. Dan je prirodni broj n i konveksan mnogokut s n vrhova. Svaka od
stranica i dijagonala tog mnogokuta obojana je plavom ili crvenom bojom. Odredite
najmanji n takav da, za svako takvo bojanje, postoje tri vrha promatranog mno-
gokuta koja su medusobno spojena duzinama iste boje. (Drzavno natjecanje 2020.
g., 8. razred)



Poglavlje 5.

Diofantske jednadzbe

Gledajuci teme koje se pojavljuju na natjecanjima vidljivo je da su Diofantske jed-
nadzbe jedna od nezaobilaznih. U redovnoj nastavi matematike se kao takve ne
spominju, pa je to jedna od tema za obradu na dodatnoj nastavi matematike. Sto
su to diofantske jednadzbe?

Diofantska jednadzba je polinomna jednadzba s dvije ili vise nepoznanica s cjelo-
brojnim koeficijentima za koje se traze cjelobrojna rjesenja. Postoje linearne i ne-
linearne diofantske jednadzbe.

Nekoliko primjera diofantskih jednadzbi:

o2x+3y = 0,52 —3y—8 = 5 (linearne diofantske jednadzbe s dvije nepoznanice

T iy)
ox+y=2z3c—5y+ 7z =5 (linearne diofantske jednadzbe s tri nepoznanice
T,y 1iz2)

o 2x? —y? = 1,22y — 5x +y = 4 (diofantske jednadzbe drugog stupnja s dvije
nepoznanice i y)

Cesto se kod rjesavanja matematickih zadataka rjesenje svodi na rjesavanje dio-
fantskih jednadzbi. Medutim, da bi ih mogli ispravno rjesavati ucenici bi trebali
koristiti razne ¢injenice o brojevima. Vecina tih ¢injenica ucenicima je poznata iz
redovne nastave, ali nije naodmet prisjetiti ih se. Evo nekih od njih:

o Paran prirodan broj je oblika 2k, a neparan oblika 2k — 1, za k € N.

o Prirodan broj je djeljiv s 3 ako mu je zbroj znamenki djeljiv s 3.

o Prirodan broj je djeljiv s 9 ako mu je zbroj znamenki djeljiv s 9.

o Ako je svaki pribrojnik u zbroju djeljiv s nekim brojem, onda je i zbroj djeljiv
s tim brojem. (Isto vrijedi i za razliku.)

o Umnozak tri uzastopna prirodna broja djeljiv je s 6.

o Umnozak dva uzastopna parna prirodna broja djeljiv je s 8.

o Kvadrati prirodnih brojeva ne mogu zavrsavati s 2, 3, 71 8.

o Kvadrat svakog parnog prirodnog broja oblika je 4m, za m € N.

o Kvadrat svakog neparnog prirodnog broja je oblika 8m + 1, za m € N.

o Svaki prost broj veci od 3 je oblika 6m — 11ili 6m + 1, za m € N.

o Kvadrat svakog prostog broja veteg od 3 je oblika 12m + 1, za m € N.

o Ako je n? paran broj, onda je i n paran broj, za n € N.

o Ako je n? neparan broj onda je i n neparan broj, za n € N.

o Zbroj i razlika dvaju cijelih brojeva iste je parnosti.

27
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Svaku od navedenih tvrdnji mozemo i dokazati sa ucenicima, ali ve¢inu toga tek
u osmom razredu kada ucenici uce kvadriranje racionalnih brojeva.

Tvrdnja 5.1. DokaZimo tvrdnju da je kvadrat svakog parnog prirodnog broja oblika
dm, zam € N.

Dokaz. Svaki paran prirodan broj a je oblika a = 2k, k € N. Njegov kvadrat je
onda oblika a* = (2k)? = 4k*. Odavde slijedi da je kvadrat parnog broja oblika 4m,
pri cemujem =k*mec N.m

Tvrdnja 5.2. Dokazimo da je svaki prost broj veti od 3 oblika 6m — 1 ili 6m + 1
zam € N

Dokaz. Prirodan broj pri dijeljenju sa 6 daje jedan od ostataka0,1,2,3,4,5. Brojevi
oblika 6k, 6k + 2,6k + 3,6k + 4 su sloZzeni pa su nam jedine preostale mogucnosti za
proste brojeve vete od 3 brojevi oblika 6k + 1 ¢ 6k + 5. Primijetimo da broj oblika
6k + 5 moZzemo zapisati i kao 6k +5 =6k +6 —1 =6(k+ 1) — 1, pa je on oblika
6m —1 (pri cemujek+1=m). m

S obzirom da se na natjecanjima ¢esto pojavljuju zadaci koji se rjesavaju pomocu
diofantskih jednadzbi bilo bi dobro da se u¢enicima pokaze svaka pojedina metoda
rjeSsavanja buduc¢i da se na natjecanju susrec¢u s potpuno nepoznatim zadacima i
poznavanje razlic¢itih nacina rjeSsavanja im moze pomoc¢i u pronalazenju ideje za
rjeSsavanje zadatka.

U nastavku ¢emo pojasniti razli¢ite metode rjesavanja te ¢emo kod svake metode
pokazati i nekoliko primjera za obradu na dodatnoj nastavi.

5.1. Metoda umnoska (faktorizacije)

Ova metoda se moze primijeniti kod diofantskih jednadzbi najmanje drugog stup-
nja. Onu stranu jednadzbe (najcesée lijevu) u kojoj se nalaze nepoznanice najprije
nizom transformacija svedemo na oblik umnoska, dok se na drugoj strani (najcesée
desnoj) nalazi samo broj. Nakon $to dobijemo takav oblik jednadzbe promatramo
sve moguce slucajeve.

Kod razlikovanja slucajeva stranu jednadzbe na kojoj se nalazi samo broj za-
pisemo u obliku umnogka tog broja i broja 1.

Kako ¢emo transformirati jednadzbu x? — 2xy = 5 u trazeni oblik, tj. u ob-
lik u kojem mozemo primijeniti danu metodu? Pogledamo lijevu stranu jednadzbe i
pitamo se kako éemo je zapisati u obliku umnogka. O¢ito je da 2?2 i 22y sadrze nepoz-
nanicu x, pa im je ona zajednicki faktor. Primijenimo li distributivnost mnozenja
prema zbrajanju (,izlu¢imo* zajednicki faktor x) dobit ¢emo z(x — 2y) = 5 te sada
mozemo primijeniti danu metodu.

Rijesimo nekoliko zadataka danom metodom.

Primjer 1. Rijesimo u skupu cijelih brojeva gornju jednadzbu z? — 22y = 5.

Rjesenje. Kada lijevu stranu zapisemo u obliku umnoska dobijemo jednadzbu
oblika z(z — 2y) = 5. Sada se pitamo kada je umnozak dva cjelobrojna izraza x i
x — 2y jednak 5.



5. Diofantske jednadZbe 29

Sve moguce slucajeve nam je najlakse prikazati pomocu tablice.

x 1/5|-11]-5
x—2y||5|1]|-5]-1

Jos nam preostaje odrediti koliki su z i y.

2 1][5]-1]-5
yl 27222

Rjesenja mozemo zapisati i u obliku uredenih parova:

(113, y) S {(17 _2)7 (57 2)7 (_17 2)7 <_57 _2)}

Primjer 2. Rijesimo jednadzbu zy + x — 3y — 6 = 0 u skupu cijelih brojeva.
Rjesenjge. Lijevu stranu trebamo napisati u obliku umnogka pa je prvo rastavimo
na faktore

(zy+2)+(-3y—3)—3 =
z(y+1)—3y+1)
)

(y+1)(z—3) = 3

Sada se pitamo kada je umnozak dva cjelobrojna izraza y + 1 i x — 3 jednak 3.
Znamo da su y + 1 i  — 3 istog predznaka (umnozak pozitivan), pa razlikujemo
sljedece slucajeve (ovog puta prikazimo bez tablice):
l.z—3=1,y+1=3 iz cegaslijedidajex =4, ay=2.
2.x—3=3,y+1=11iz cegaslijedida jex =6, ay = 0.
3. x—3=-1,y+ 1= -3 iz Cega slijedi da je x = 2, a y = —4.
4. r—3=-3,y+1=—11iz cegaslijedidajex =0,ay = —2.
Rjesenje zapisimo u obliku uredenih parova: (z,y) € {(4,2),(6,0), (2,—4), (0, —2)}.

Primjer 3. Rijesimo u skupu cijelih brojeva jednadzbu 22 — y? = 997.

Rjesenje. Faktorizacijom lijeve strane jednadzbe (razlika kvadrata) dobijemo
umnozak (z —y)(z +y) = 997.

Ono sto sada trebamo primijetiti je to da je broj 997 prost broj. Takoder,
umnozak dva cijela broja mora biti 997 (ili su oba pozitivna ili su oba negativna).

Sve moguce slucajeve prikazimo pomocu tablice.

r—y| 1 -1 | 997 | -997
r+y | 997 | -997 | 1 -1

Jo$ nam preostaje odrediti koliki su x i y.

U osmom razredu ucenici uce sustave jednadzbi, pa ostatak zadatka mozemo
rijeSiti na taj nacin. Pogledajmo prvi stupac u tablici. Matematicki zapisano su to
dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:

r—y = 1
r+y = 997
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Rjesavajuci ih metodom suprotnih koeficijenata dobijemo: 2z = 998, pa je © = 499,
odnosno y = 498. Tako napravimo za sve preostale slucajeve.

Rjesavajuci drugi stupac pomocu danih jednadzbi v —y = —11i x4+ y = —997,
dobijemo 2x = —998, pa je x = —499, odnosno y = —498.

Analogno, iz treteg stupca proizlazi da je 2x = 998, tj. x = 499,i y = —498.

I iz posljednjeg stupca slijedi da je 2x = —998, pa je v = —499, odnosno y = 498.

Rjesenje zapisimo u obliku uredenih parova:

(z,y) € {(499,498), (—499, —498), (499, —498), (—499, 498)}.

Primjer 4. Koliko ima pravokutnih trokuta ¢ije su sve stranice cjelobrojne, a
jedna kateta je 6 cm?

Rjesenje. U ovom zadatku trebamo primijeniti Pitagorin poucak a? + b* = ¢2,
pri ¢emu su a i b katete te ¢ hipotenuza pravokutnog trokuta. Oznacimo s a zadanu
duljinu katete tj. neka je a = 6 cm.

Iz Pitagorina poucka vrijedi da je ¢* — b = a? tj. da je ¢* — b* = 36 te nakon
faktorizacije lijeve strane dobijemo (¢ — b)(c + b) = 36.

Ovdje trebamo uociti i da je duljina hipotenuze veta od duljine katete te ne
moramo razmatrati sve moguce slucajeve ve¢ samo one gdje je c — b < ¢+ b. Isto
tako u obzir dolaze samo pozitivni cijeli brojevi (jer duljina stranice ne moze biti
negativna).

Prikazimo moguce slucajeve pomocu tablice:

lc—b] c+b]2c (kao pomot) | c [ b |
1 36 37 nije cijeli broj
2 18 20 10 8
3 12 15 nije cijeli broj
4 9 13 nije cijeli broj

Napomena: 2c¢ dobijemo kada rijesimo sustav jednadzbi ¢ —b =11 c+ b = 36, kao
$to smo pokazali u gornjem primjeru. (Umjesto 1 i 36 moze stajati bilo koja druga
kombinacija brojeva iz prvog i drugog stupca).

Kao sto vidimo iz tablice postoji samo jedan pravokutan trokut s katetom duljine
6 cm cije su sve stranice cjelobrojne. Duljine stranica tog pravokutnog trokuta
iznose: 6 cm, 8 cm i 10 cm.

5.2. Metoda dijeljenja (kvocijenta)

Metoda se sastoji u tome da se jednadzba transformira tako da se jedna nepoznanica
prikaze kao racionalna funkcija druge nepoznanice. Potom se prikaze u obliku zbroja
cijele i racionalne funkcije druge nepoznanice (ukoliko je to moguce) te se potom
gledaju svi moguéi slucajevi analizom druge funkcije.

Kod linearnih diofantskih jednadzbi metodu kvocijenta mozemo primijeniti bez
poteskoca. Medutim kod onih viSeg stupnja to nece uvijek biti moguce.
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Primjer 5. Rijesimo jednadzbu 2z + 7y = 0.

Rjesenje. Prikazimo jednu nepoznanicu pomocu druge: x = ’773/ . Bududi da je
x cijeli broj, y mora biti djeljiv s 2, tj. y mora biti oblika y = 2b, gdje je b neki cijeli
broj. Odatle slijedi da je x = —7b. Prema tome, dobili smo da su rjeSenja pocetne
jednadzbe svi uredeni parovi oblika (—7b,2b),b € Z.

Primjer 6. Rijesimo jednadzbu xy + 2y = x u skupu cijelih brojeva.

Rjesenje. Prvo transformiramo jednadzbu: y(x+2) = x, paje y = o3 = 5

-1 _ 2
odnosno y =1 — .

Budu¢i da nam x i y moraju biti cijeli brojevi, pitamo se u kojim slucajevima
to vrijedi. Vrijedit ¢e samo onda kada je izraz ziw cijeli broj, tj. samo onda kada je

izraz x + 2 djelitelj broja 2. To ¢e vrijediti samo za x + 2 € {—2,—1,1,2}, a odatle
slijedi da je z € {—4,-3,—1,0}.
Prikazimo tabli¢cno dane moguc¢nosti:

et2] e gy ly=1-45

2 -4 -1 2
-1 -3 | -2 3
1 -1 2 -1
2 0 1 0

Dakle, (z,9) € {(—4,2), (=3,3), (—1, 1), (0,0)}.

Primjer 7. Rijesimo jednadzbu xy + 3y? = 11 u skupu cijelih brojeva.

Rjesenje. Buduci da u zadatku imamo kvadratnu diofantsku jednadzbu trans-
formiramo onu nepoznanicu koja nam je linearna tj. u ovom slu¢aju ¢emo nepoz-
nanicu x prikazati kao racionalnu funkciju nepoznanice .

vy = -3y’ + 1l pajex = #, odnosno r = —3y + %

Kada nam je x cijeli broj? Samo onda kada je razlomak 1?1 cijeli broj, a to vrijedi
u slucajevima kada je y € {—11,—1,1,11}.

Prikazimo podatke tabli¢no:

RSO

-11| -1 | 33 32
-1 |11 3 -8
1 |11 -3 8
11 | 1 | -33 -32

Dakle, (z,y) € {(32, —11), (=8, —1), (8,1), (=32,11)}.

Primjer 8. Odredi sve parove cijelih brojeva x i y ¢iji je umnozak pet puta veci
od njihova zbroja.

Rjesenje. Zapisimo tekstualni zadatak matematicki: zy = 5(z+vy). Sada vidimo
da imamo diofantsku jednadzbu — jednu jednadzbu s dvije nepoznanice i primijen-
imo metodu kvocijenta za njeno rjesavanje. Izrazimo transformacijama y pomocu
racionalne funkcije koja sadrzi z.

xy — by = 5z, tj. y(x — 5) = bz, odnosno y = 2.



5. Diofantske jednadZbe 32

Sredimo i zapisimo desnu stranu jednakosti u obliku zbroja cijele i racionalne
funkcije druge nepoznanice. y = =242 pa je y =5 + 2

Kadaje djelJIVO s 257 U slucajevima kada nam je z—5 € {1, —1,5, —5,25, —25}.
lee51m0 zadata,k bez tablice, razlikovanjem slucajeva:

1. Zax—5:1,x:6,paje%:2513/:5—1—%:5—1—25’5}y:30.

2. Zar—5=—-1x=4, paje 2 —25iy—5+ 25 =5— 25 tj. y = —20.
3. Zax —5=05,x=10, pa je =% —51y—5+ —5+5tj.y:10.

4. Zax—5=-5x=0,paje = —51y—5—|— 25 ==5-51. y=0.

5. Za x —5 =25, x=30, pa je =% —11y—5—|— 35 —5+1tJ y = 6.

6.

Zax—5=—-25x= 20,paJe x_5 —11y_5—|—x_5 =5—-1tj. y=4.
Dakle (ﬁay) S {(6730)a (47 _20)7 (107 10)7 (Oa0)7 (3076>a (_20>4)}

5.3. Metoda posljednje znamenke

Metoda posljednje znamenke je vrlo jednostavna ukoliko se poznaju osnovna pravila
o brojevima koja su medu ostalim navedena na pocetku ovog poglavlja.

Metoda se sastoji u tome da se odrede posljednje znamenke brojeva na lijevoj i
desnoj strani jednadzbe te da se onda na temelju toga zakljucuje ima li jednadzba
cjelobrojno rjesenje ili ne. Znamenka jedinica zbroja dva broja jednaka je zbroju
znamenki jedinica tih brojeva. Sli¢no vrijedi i za umnozak, tj. znamenka jedinica
umnoska dva broja jednaka je umnosku znamenki jedinica tih brojeva.

Ukoliko je zbroj (umnozak) zadnjih znamenki brojeva na lijevoj i desnoj strani
jednadzbe jednak, jednadzba ¢e imati cjelobrojno rjesenje.

Primjer 9. Dokazi da jednadzba 20x + 30y = 10009 nema rjesenje u skupu
cijelih brojeva.

Rjesenje. Zmamo da su brojevi 20z i 30y djeljivi s deset pa im je posljednja
znamenka 0. Njihov zbroj ¢e takoder zavrsavati s 0 (ako su dva broja djeljiva nekim
brojem onda je i njihov zbroj djeljiv tim istim brojem). Na desnoj strani imamo
broj 10009 koji nije djeljiv s 10 jer zavrsava sa znamenkom 9, a ne 0. Prema tome
jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.

Primjer 10. Dokazi da jednadzba y(y +3) = 2023 nema rjesenje u skupu cijelih
brojeva.

Rjesenje. Pogledajmo sve moguénosti zadnje znamenke umnoska y(y + 3).

Zbog jednostavnosti prikazimo ih tabliéno (pisemo samo posljednju znamenku
zbroja odnosno umnoska u tablicu).

y 0[1]2[3[4[5[6]7[8]9
y+3 | 3|4[5(6|7|8[9[0]1]2
yiy+3)[[o[4]0[8[8]0[4]0|8]8

—_

Mozemo vidjeti da na lijevoj strani jednakosti brojevi zavrsavaju znamenkom 0, 4
ili 8, dok na desnoj strani imamo broj 2023 koji zavrsava znamenkom 3, pa dana
jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.
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Primjer 11. Rijesi u skupu cijelih brojeva jednadzbu 5z + y? = 9876543.
Rjesenje. Pogledajmo koju sve posljednju znamenku mogu imati kvadrati cijelih
brojeva.

y [O[1[2[3[4[5[6]7[8]9
v2[0[1[4[9]6[5]6]9]4]1

Iz tablice vidimo da kvadrat cijelog broja moze zavrsavati jednom od znamenki 0,
1,4, 5, 6 ili 9. S obzirom da je broj 5z djeljiv brojem 5 moze zavrsavati samo
znamenkom 0 ili 5. Pogledajmo sada koje su sve moguc¢nosti koje mozemo dobiti
zbrajanjem posljednje dvije znamenke brojeva na lijevoj strani jednakosti.

Ako broj 5z zavrsava znamenkom 0 zbrajanjem tog broja (nule) s posljednjom
znamenkom kvadrata cijelog broja y? (pro¢itamo ih iz tablice) dobit ¢emo 0, 1, 4,
5, 6 ili 9 kao mogucu posljednju znamenku.

Ukoliko pak broj 5x zavrsava znamenkom 5 zbrajanjem tog broja (broja 5) s
posljednjom znamenkom kvadrata cijelog broja 3? dobit ¢emo 5, 6, 9, 0,1 ili 4 kao
mogucu posljednju znamenku (prvi broj zavrsava znamenkom 5, drugi znamenkom
0 — njihov zbroj zavrsava znamenkom 5 i tako za svaki slucaj).

Kako broj s desne strane jednakosti zavrsava znamenkom 3, a izraz na lijevoj
strani zavrsava jednom od znamenki 0, 1, 4, 5, 6, 9 zaklju¢ujemo da jednadzba nema
cjelobrojnih rjesenja.

Sto da nam je zadatak bio zadan na sljede¢i nacin:

Rijegi u skupu cijelih brojeva jednadzbu 5z + 10y? = 98765437 Do rjeenja
dodemo vrlo jednostavno. Izraz 10y? je djeljiv brojem 10 pa mu je posljednja zna-
menka uvijek nula i zbrojena s bilo kojom drugom znamenkom ne mijenja rezultat.
Stoga gledamo samo izraz 5z koji je djeljiv brojem 5 pa moze zavrsavati samo zna-
menkom 0 ili 5. Budu¢i da na desnoj strani broj zavrsava znamenkom 3 jednadzba
nema cjelobrojnih rjesenja.

5.4. Metoda parnosti

Metoda parnosti se svodi na to da se u danoj diofantskoj jednadzbi odredi parnost
jedne od nepoznanica i na temelju toga se zakljucuje ima li jednadzba cjelobrojno
rjeSenje ili ne. Ako je parnost na obje strane ista onda ga ima.
Primjer 12. Postoje li cjelobrojna rjesenja jednadzbe x? + 16y = 13737
Rjesenje. Razlikujemo dva slucaja.
1. Ako pretpostavimo da je x paran broj onda je cijela lijeva strana jednakosti
parna, pa u tom slucaju rjesenje ne postoji (jer je desna strana jednakosti neparna).
2. Pretpostavimo da je x neparan, odnosno da je oblika x = 2k + 1. Primijenimo
to u jednadzbi. Sada je

(2k +1)*+16y = 1373
4k* + 4k +1+16y = 1373
4k* 4+ 4k + 16y = 1372
4K+ k+4y) = 1372
K>+ k+4y = 343
k(k+1)+4y = 343
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Pogledajmo sada $to imamo na lijevoj strani jednadzbe. Broj k(k + 1) kao umnozak
dva uzastopna cijela broja je uvijek paran broj, a i 4y je paran broj pa iz toga slijedi
da je lijeva strana jednadzbe uvijek paran broj i nikada ne moze biti jednaka 1373.
Iz ovoga slijedi da jednadzba nema cjelobrojna rjesenja.

Primjer 13. Dokazite da jednadzba (n? + n + 2)z + 2y = 1 nema cjelobrojno
rjesenje (x,y) ni za jedan cijeli broj n.

Rjesenje. Pretpostavimo da je n paran broj i zapis§imo ga u obliku n = 2m, pri
¢emu je m cijeli broj. Tada vrijedi ((2m)? + 2m + 2)z + 2y = 1 tj. (4m? + 2m +
2)r 42y = 1.

Odavde vidimo da je cijeli izraz 4m? + 2m + 2 djeljiv s 2, §to je paran broj
kao i 2y pa je cijela lijeva strana jednadzbe paran broj. Medutim, kako je desna
strana jednadzbe jednaka 1, $to je neparan broj ne postoji cjelobrojno rjesenje dane
jednadzbe.

Ako pak pretpostavimo da je n neparan broj tj. da je n oblika n = 2m + 1,
pri ¢emu je m cijeli broj dobijemo ((2m + 1) + 2m + 1 + 2)x + 2y = 1, odnosno
(4m? +4m +1+42m+ 1+ 2)z + 2y = 1 pa je (4m? + 6m + 4)z + 2y = 1.

Na lijevoj strani jednadzbe imamo izraze 4m? + 6m + 4 i 2y koji su oba djeljivi
s 2. Prema tome, ni ako je n neparan broj jednadzba nema rjeSenje u skupu cijelih
brojeva.

5.5. Metoda zbroja kvadrata

Metoda zbroja kvadrata se sastoji u tome da se dana diofantska jednadzba svede na
zbroj kvadrata na jednoj strani te da se ispitaju sve mogucnosti zbroja kvadrata i
na temelju toga donese zakljucak ima li jednadzba cjelobrojno rjeSenje i koliko njih.

Primjer 14. Koliko rjesenja u skupu cijelih brojeva ima jednadzba 2% +y? = 57

Rjesenje. Pitamo se kada je zbroj kvadrata dva cijela broja jednak 57 Zbroj dva
kvadrata jednak je 5 samo ako su to brojevi 11 4.

Prikazimo mogué¢nosti pomocu tablice.

2 [y’ [ x [y ]
1 4 1 2
1 4 1|-2
114 1|-1] 2
1 4 | -11-2
4 1 2 1
4 1 2 | -1
4 1 -2 1
4 1 -2]-1

Jednadzba ima 8 rjeSenja u skupu cijelih brojeva:

(ZE,y) € {(172)7 (17 _2)7 <_1v 2)’ <_1’ _2)7 (2’ 1)7 (27 _1)7 (_27 1)7 (_27 _1)}'
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Primjer 15. Rijesimo u skupu cijelih brojeva jednadzbu: n? —4n +3+m? = 0.

Rjesenje. U ovom primjeru prvo izraz na lijevoj strani zapisimo u obliku zbroja
dva kvadrata. Vrijedi: n? —4n +4 — 1+ m? = 0.

Buduéi da je n? — 4n + 4 = (n — 2)? dobijemo jednadzbu (n — 2)* + m? = 1.

Zbroj dva kvadrata je 1 samo u slucaju kada su ti kvadrati 0 i 1.

Rijesimo jednadzbu pomocu tablice.

m?’ | (n—=2)*[m|[n—2]n]
0 1 0 1 3
0 1 0 -1 1
1 0 1 0 2
1 0 -1 0 2

Rjesenje zadatka: (m,n) € {(0,3),(0,1),(1,2),(—1,2)}.

5.6. Zadaci s natjecanja

Zadatak 1. Odredite sve tocke s cjelobrojnim koordinatama (x,y) za koje vrijedi
z-(y — 1) = 8. Tocke nacrtajte u koordinatnom sustavu u ravnini. (Zupanijsko
natjecanje 2021.g., 6. razred)

R j e s enje Zadatak najjednostavnije rijesimo pomocu diofantske jednadzbe
metodom umnogka. Pitamo se kada je umnozak dva broja jednak 87 S obzirom da
se radi o cijelim brojevima, a ne samo o prirodnim trebamo u obzir uzeti i negativne
brojeve. Pogledajmo sve moguénosti.

Lz [y—1]y ]
1 8 9
2 4 5
4 2 3
8 1 2
-1 -8 -7
-2 -4 -3
-4 -2 -1
-8 -1 0

Sve tocke za koje vrijedi uvjet zadatka su:

(CL’, y) € {(17 9)7 (2’ 5)7 (47 3)7 (87 2)’ (_1’ _7>7 (_2’ _3>7 (_47 _1)7 (_87 O>}

Prikazimo toc¢ke u koordinatnom sustavu:
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Slika 5.1: Graficki prikaz tocaka u koordinatnom sustavu

Zadatak 2. Odredite sve prirodne brojeve a takve da je broj % takoder

prirodan broj (Zupanijsko natjecanje 2018.g., 8. razred)

R je senje. Gledajuéi zadatak na prvi pogled nam mozda nece pasti ideja da
ga rijesimo pomocu diofantskih jednadzbi. Ono §to je kljuc¢no je to da se sjetimo da
ako je korijen prirodan broj i broj pod korijenom takoder mora biti prirodan broj.
Prema tome vrijedi:

a—|—64_a—64+128_1+ 128
a—64 a — 64 N a — 64

Sada se pitamo kada je izraz a — 64 djelitelj broja 128. Negativne djelitelje ne
trebamo gledati jer ¢e za njih dani broj biti negativan ili jednak nuli, pa je onda i
korijen negativan ili jednak nuli §to nije prirodan broj (uvjet zadatka).

Rastavimo broj 128 na proste faktore, 128 = 25 pa su djelitelji broja 128 :
1,2,4,8,16,32,64, 128.
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Prikazimo podatke pomocu tablice:

’a—64‘ a ‘alf&‘ 1+alfg4
1 65 | 128 | 1+ 128 =129
2 66 | 64 1464 =065
4 68 | 32 14+32=33

8 72 | 16 1+16 =17

16 80 8 1+8=9
32 96 4 14+4=5
64 128 | 2 1+2=3
128 | 192 | 1 1+1=2

Sto mi trazimo? Trazimo kvadrat nekog prirodnog broja, jer ée samo takav broj kad
se korjenuje imati kao rjesenje prirodan broj. Jedini kvadrat prirodnog broja ovdje

a+64

je broj 9, pa ¢e samo za a = 80 izraz p—

biti prirodan broj.

Zadatak 3. Dokazite da jednadzba n(n—>5) = 408408408 nema rjesenje u skupu
cijelih brojeva. (Zupanijsko natjecanje 2013.g., 7. razred)

R je senje Zadatak rjesavamo metodom posljednje znamenke. Znamenka
jedinica umnoska dva broja jednaka je umnosku znamenki tih brojeva pa primjen-
jujuci to pravilo pitamo se je li umnozak znamenki jedinica brojeva na lijevoj strani
jednadzbe jednak 8 (znamenka jedinica na desnoj strani jednadzbe).

Pogledajmo moguénosti.

n 011123456789
n—>5 516|7(8]9(0]1]2]|34
nn—>5)10[6[4]4|6]0/6[4[4|6

Budué¢i da broj na desnoj strani jednadzbe zavrsava znamenkom 8 (znamenka je-
dinica), a izraz na lijevoj strani zavrsava jednom od znamenki 0, 4 ili 6 zaklju¢ujemo
da jednadzba nema cjelobrojnih rjesenja.

Zadatak 4. Umnozak dva razlic¢ita prirodna broja je 15 puta veci od njihova
zbroja. Koje sve vrijednosti moze poprimiti razlika veteg i manjeg broja? (Drzavno
natjecanje 2021.g., 7. razred)

R jesenje Oznatimo trazene brojeve s m i n i neka je m > n. Zapisimo
trazenu tvrdnju pomocu jednadzbe, mn = 15(m + n). Prikazimo danu jednadzbu u
obliku umnosgka dva broja na lijevoj strani te broja na desnoj (rjesavamo metodom
umnoska).

mn — 15m — 15n + 225 —-225 = 0
m(n —15) —15(n — 15) = 225
(m—15)(n—15) = 225

Pitamo se kada je umnozak dva broja jednak 2257 Moguci slucajevi su: 11 225,
15115, 9125,3175teb5i45. (Dobijemo ih rastavom broja 225 na proste faktore).
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S obzirom da po uvjetu zadatka mora vrijediti da je m > n, slucaj kada su oba broja
jednaka ni ne promatramo. Prikazimo tabli¢no dane mogucnosti.

’m—15‘ m ‘n—15‘n ‘m—n‘

225 240 1 16 | 224
75 90 3 18 72
45 60 5) 20 40
25 40 9 24 16

Dakle vrijednosti koje moze poprimiti razlika dva broja (od kojih je prvi veéi od
drugog) i ¢iji je umnozak 15 puta veti od njihova zbroja su: 224, 72, 40 i 16.
Ovdje treba napomenuti da se zadatak mogao rijesiti i metodom kvocijenta pri
¢emu vrijedi:
mn — 15m = 15n, tj. m(n — 15) = 15n pa je m = %7115 Jos trebamo zapisati
desnu stranu jednadzbe u obliku zbroja broja i prave racionalne funkcije druge
nepoznanice pa vrijedi

15(n — 15) + 225 225
m = =15+ .
n—15 n—15
Jednadzbu m = 15+ % rjeSsavamo pomocu tablice i pitamo se kada je sve 225

djeljiv s razlikom (n — 15) pri ¢emu mora vrijediti m > n.

Zadatak 5. Nadite sve parove prirodnih brojeva (m,n) koji zadovoljavaju jed-
nadzbu 2mn — 5m + 3n = 130. (Drzavno natjecanje 2018.g., 7. razred)

R je senje Danu jednadzbu ¢emo ponovno rijesiti na dva nacina. Prvo
koristimo metodu umnoska pa transformirajmo lijevu stranu jednadzbe tako da je
zapisemo kao umnozak dva broja. Prvo pomnozimo cijelu jednadzbu brojem 2 (da
bi imali zajednicki faktor na lijevoj strani) pa dobijemo 4mn — 10m + 6n = 260.
Zatim oduzmemo 15 na obje strane jednadzbe pa imamo

4mn — 10m + 6n — 15 = 245.

Uocimo zajednicke faktore 2m i 3 Vrijedi 2m(2n — 5) + 3(2n — 5) = 245.

I kona¢no (2m + 3)(2n — 5) = 245. Sada se pitamo umnozak koja dva broja
je 2457 Rjesenje najlakse dobijemo tako da broj 245 rastavimo na proste faktore i
pogledamo sve moguée kombinacije: 245 = 5 - 72. Prema tome djelitelji broja 245
su: 1, 5, 7, 35, 49 i 245.

Buduéi da je 2m + 3 > 5 (jer rjeSenje mora biti prirodan broj, a za m = 1 je
2.1+ 3 =5) prvi je slucaj nemogué.

Pogledajmo ostale mogucnosti.

’2m+3\m\2n—5\n‘
5 1 49 27
7 2 35 20
35 16 7 6
49 23 5 5
245 121 1 3
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Parovi prirodnih brojeva koji zadovoljavaju pocetnu jednadzbu su:
(m,n) € {(1,27), (2,20), (16,6), (23,5), (121,3)}.

Pocetnu jednadzbu smo mogli transformirati i na nac¢in da jednu nepoznanicu napisemo
pomocu druge. Prikazimo m kao zbroj prirodnog broja i prave racionalne funkcije
druge nepoznanice n.

2mn + 3n = 130 + 5m pa je n(2m + 3) = 130 + 5m iz cega slijedi n = 1395

2m+3
_ 10m+260 __ 10m+154245 __ 5(2m+3)+245 __ 245

dn = S = B = T e =5t

Sada se pitamo kada je broj 245 djeljiv izrazom 2m + 37

Rastavimo broj 245 na proste faktore i dobijemo da su djelitelji broja 245: 1, 5,
7, 35, 491 245.

Pogledajmo sve moguc¢nosti.

2m + 3 m % ‘ 2n =5+ % n
1 -1 to ne moze biti rjeSenje jer m nije prirodan broj

5 1 49 5449 =54 27

7 2 35 5+ 35 =140 20

35 16 7 547=12 6

49 23 5 5+5=10 5

245 121 1 54+1=6 3

I ponovno dobivamo rjesenja: (m,n) € {(1,27), (2,20), (16,6), (23,5), (121, 3)}.

Zadatak 6. Odredi sve parove cijelih brojeva x i y za koje vrijedi 22 —2x+y* = 0.
(Zupanijsko natjecanje 1994.g., 8 razred)

R j e §enje. Transformirajmo lijevu stranu jednadzbe tako da dobijemo zbroj
dva kvadrata.

Dodamo 1 na lijevu i desnu stranu pa imamo 2% — 2z + 1 + y?> = 1, odnosno
(x—1)+y* =1

Sada primijenimo metodu zbroja kvadrata pa se pitamo kada zbroj dva kvadrata
iznosi 17 Znamo da je jedini moguci slucaj kada su ti kvadrati 0 i 1.

Pogledajmo moguénosti:

D e—1]ely ]y |
1 I [2]0]0
1 T [0[0]0
0 0 (1|11
0 0 (1|1 -1

Rjesenje jednadzbe: (z,y) € {(2,0),(1,1),(1,—1),(0,0)}.

Jos zadataka s natjecanja:

Zadatak 7. Odredite sve parove prirodnih brojeva (a, b) takve da je (a+6)(b+
5) = 3ab. (Zupanijsko natjecanje 2022.q., 7. razred)

Zadatak 8. Koliko ima uredenih parova (m,n) prirodnih brojeva za koje je
mn + 2m — 2n = 2020? (Zupanijsko natjecanje 2020.g., 8. razred)



5. Diofantske jednadZbe 40

Zadatak 9. Odredite sve cijele brojeve n za koje je razlomak 52’;?;69 cijeli broj.

(Zupanijsko natjecanje 2016.g., 8. razred)
Zadatak 10. U skupu cijelih brojeva rijesite jednadzbu zy — 3z +vy = 5 (Zu-
panijsko natjecanje 2014.g., 7. razred)

Zadatak 11. Odredite sve parove cijelih brojeva (z,y) koji zadovoljavaju jed-
nadzbu: xy + 3y = x? + 6x + 12. (Drzavno natjecanje 2012.g., 8. razred)



Poglavlje 6.

Logicko-kombinatorni zadaci

Logicko-kombinatorni zadaci pojavljuju se u svim razredima na svim razinama nat-
jecanja. Takvi zadaci spadaju medu najteze i najslabije rijeSene zadatke na natje-
canjima. Buduci da je za njihovo rjesavanje potrebno minimalno poznavanje gradiva
postavlja nam se pitanje zasto je onda takvim tipovima zadataka jako loSa rijeSenost.
Odgovor je zapravo prilicno jednostavan. Ucenici su navikli na ,poznate* metode
i tehnike rjesavanja zadataka odnosno problema koje ovdje ne mogu primijeniti, a
isto tako jedna od poteskoca je velika kolicina teksta u takvim zadacima. To je
problem sam po sebi u svim predmetima buduc¢i da ucenici sve manje ¢itaju i sve
manje razumiju Sto se od njih trazi. Stoga, iako naizgled jednostavni, ovakvi zadaci
zahtijevaju dodatan rad s ucenicima, posebno zbog toga sto se u redovnoj nastavi
ne rade.

6.1. Logicki zadaci

Logicki zadaci su oni zadaci u kojima prevladava logicki element. Oni se ne mogu
rijesiti samo pomocu brojeva i racunskih radnji ili pak pomocu geometrijskih likova
ve¢ zahtijevaju malo promigljanja. To su oni zadaci u kojima nalazimo price iz
svakodnevnog Zivota sa osobinama Zivih bi¢a te odnosima medu njima. Cesto se
radi o njihovim poznanstvima, rasporedima, igrama, natjecanjima,. .. Logicki zadaci
pridonose prije svega razvoju logickog misljenja, ali osim toga, zbog matematickih
elemenata u njemu, ucenicima mogu pomoci u razvoju interesa za matematiku.
Razne su metode i nacini rjesavanja takvih zadataka. Ponekad do rjesenja dodemo
samo promisljanjem. Nekada nam treba neka dodatna pomoéna pretpostavka ili
graficki prikaz — tablica ili slika, a moze nam pomo¢i i metoda isklju¢ivanja onoga
§to sigurno znamo da nije rjesenje. Pogledajmo kako to izgleda na nekoliko primjera.

Primjer 1. Tri prijateljice Doris, Petra i Marina su otigle u slasticarnicu na
kolace i odlucile su probati svaka jedan od tri razlicita kolaca: bijelu pitu, krempitu
ili baklavu. Koja prijateljica je pojela koji kola¢ ako je samo jedna od navedenih
tvrdnji istinita:

a) Doris je pojela baklavu, b) Petra nije pojela baklavu, ¢) Marina nije pojela
bijelu pitu?

Rjesenje. Kada bi bila istinita prva tvrdnja, tj. da je Doris pojela baklavu, tada
bi druga tvrdnja bila neistinita, §to je suprotno tvrdnji da su sve prijateljice pojele
razliciti kola¢ (jer je onda i Petra pojela baklavu).

41
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Kada bi bila istinita druga izjava da Petra nije pojela baklavu, tada bi bila
neistinita prva i treca tvrdnja — Doris nije pojela baklavu, a Marina je pojela bijelu
pitu, pa onda nijedna prijateljica nije pojela baklavu sto je u suprotnosti s polaznom
pretpostavkom.

I u posljednjem slucaju ako je istinita treca tvrdnja tj. da Marina nije pojela
bijelu pitu, druge dvije tvrdnje su neistinite, pa je Petra pojela baklavu, a Doris je
nije pojela. Iz ovoga proizlazi da je Doris pojela krempitu pa su sve tri prijateljice
pojele razlicite kolace.

Primjer 2. U jednom drustvu bilo je dvadeset ljudi koji su zavrsili osnovnu
skolu, 16 je zavrsilo srednju a 5 fakultet. Imali su 20 ¢okolada i svatko od njih je
pojeo po jednu. Kako je to moguce?

Rjesenje. Osoba koja je zavrsila fakultet sigurno je zavrsila i osnovnu i srednju
skolu (preduvjet upisa), a ona koja je zavrsila srednju je zavrsila i osnovnu skolu.
Prema tome vrijedi:

5 osoba je zavrsilo fakultet, 11 osoba je zavrsilo srednju skolu (16-5 onih koji su
zavrsili fakultet) i 4 osobe su zavrsile samo osnovnu skolu (20-5-11).

Prema tome, ukupno je bilo 20 ljudi i svatko od njih je dobio jednu ¢okoladu.

Primjer 3. Na ulici su se srela dva poznanika i budu¢i da se dugo nisu vidjeli
jedan pita drugoga koliko ima djece. ,Imam kéer i dva sina i danas im je rodendan.
Zajedno imaju devet godina.“ Drugi poznanik malo razmislja i kaze: ,Ali to mi
nije dovoljno da zaklju¢im tko je stariji i koliko imaju godina.“. ,,U pravu si“, kaze
poznanik“,  kéer je najmlada, a sinovi su blizanci“. Koliko godina ima koje dijete?

Rjesenje. Bududi da je djeci danas rodendan, radi se o cijelim brojevima i
pitamo se koja tri prirodna broja (jer djeca ne mogu imati negativan broj godina)
daju zbroj 9, pri cemu su dva broja jednaka (uvjet blizanaca). Jedini moguéi zbroj
jer 14+4+4=9 jer u slucaju 34+3+3=9 djeca bi bila trojke. Prema tome, kéer ima
jednu godinu, a sinovi cetiri.

Primjer 4. Tri uciteljice — Jelena, Ivana i Marijana predaju tri razli¢ita premeta
— hrvatski jezik, matematiku i informatiku i to u tri razli¢ita odjeljenja — 7.a,5.0 i
8.c.

(1) Uciteljica Jelena ne predaje 7.a, a uciteljica Ivana ne predaje 5.b

(2) Uciteljica koja predaje 7.a ne predaje informatiku

(3) Uciteljica koja predaje 5.b predaje hrvatski jezik

(4) Uciteljica Ivana ne predaje matematiku

Sto i u kojem razredu predaje uciteljica Marijana?

Rjesenje. Ovakvu vrstu zadatka najlakse nam je rijesiti pomocu tablice.

Iz prvog uvjeta znamo da uciteljica Jelena ne predaje 7.a pa u tablici na tom
mjestu stavimo z, isto kao i za uciteljicu Ivanu i 5.0. Jedino §to jos sigurno znamo
je da uciteljica Ivana ne predaje matematiku pa i tu stavimo z.

71.a 5.b 8.c hrvatski jezik | matematika | informatika
Jelena 83 Jelena

Ivana 23 Ivana Qg

Marijana Marijana
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Nakon toga iz (3) slijedi da uciteljica Ivana ne predaje hrvatski jezik, jer ne
predaje 5.b pa prema tome uéiteljica Ivana predaje informatiku. Sada iz (2)

slijedi da uciteljica Ivana predaje 8.c.

7.a 5.b 8.c
Jelena 23
lvana % 3 w
Marijana

hrvatski jezik| matematika | informatika
Jelena
Ivana & 2 *
Marijana

U tablicu stavimo z kod uciteljice Jelene i Marijane i 8.¢ (jer im predaje uciteljica
Ivana) kao i kod informatike i navedenih uciteljica.
Sada iz tablice mozemo zakljuciti da uéiteljica Marijana predaje 7.a buduci
da tom razredu ne predaju ni uciteljica Jelena ni uéiteljica Ivana. (Stavimo x kod
uciteljice Marijane i 5.b)

7.a

5b

8.c

Jelena

&

&3

Ivana

X

&

)

Marijana

%

X

hrvatski jezik| matematika | informatika
Jelena 3
Ivana % % *
Marijana §2

1z (3) i do sada poznatih podataka u tablici slijedi da uéiteljica Jelena predaje

5.b i da im predaje hrvatski jezik.

7.a

5.b

8.c

Jelena

&

R

&

Ivana

X

X

.

Marijana

®

&

&

hrvatski jezik | matematika | informatika
Jelena W 3
Ivana % 3 *
Marijana $3

Jos nam je jedino preostalo otkriti §to predaje uciteljica Marijana (znamo ve¢ da
predaje 7.a). Buduéi da uciteljica Jelena predaje hrvatski jezik, a uciteljica Ivana
informatiku uciteljica Marijana predaje matematiku.

hrvatskijezik | matematika

informatika

7.2 5.b 8.c
Jelena 2 ﬁ %
lvana ) X %
Marijana | Yy £3 £

Jelena W % §
Ivana & & W
Marijana| ~ ¢3 W X
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6.2. Kombinatorni zadaci

Kombinatorika je grana matematike koja se bavi odredivanjem broja elemenata kon-
acnog skupa. Sam pojam kombinatorike se ucenicima u osnovnoj skoli ne spominje,
ali kombinatorni zadaci se pojavljuju na natjecanjima ve¢ u petom razredu. Tada
se na redovnoj nastavi matematike rade skupovi, pa o njima ovdje necemo poblize
pisati, medutim unija i presjek skupova se prikazuju graficki tj. slikovnim prikazom,
a pojam komplementa se ne spominje.

S kombinatorikom se ¢esto susre¢emo u svakodnevnom zivotu iako mozda toga
nismo ni svjesni. Pitanja poput: Koliko ima mogucih sifri za otvaranje lokota na
bicikli ako sifra ima 3 znamenke, koliko ima razli¢itih registarskih tablica u Hrvatskoj
ako svaka ima 3 brojke i 2 slova, kako od 11 ljudi izabrati trojicu, samo su neka
od kombinatornih pitanja na kojem ¢emo u ovom dijelu dati odgovor. Zadaci su
ucenicima svakodnevni, zanimljivi i rado ih rjesavaju.

Na redovnoj nastavi ucenici su naucili da je skup cjelina sastavljena od dijelova
(elemenata). Skupove oznacavamo velikim latiniénim slovima, a njihove elemente
navodimo unutar viticastih zagrada i piSemo ih malim slovima.

A=1{1,35,79} B ={2,4,6,8}

Skup A ¢ine svi neparni prirodni brojevi od 1 do 10, a skup B svi parni.

Broj elemenata skupa S oznacavamo s |S| ili card S i nazivamo ga kardinalnim
brojem skupa S.

U nasem primjeru, |A| = 5,|B|] = 4, odnosno skup A ima 5 elemenata, a skup B
cetiri.

Ucenicima treba pokazati i pojam produzene nejednakosti pri zapisu skupova.

Kako ¢emo pomocu skupova zapisati skup D ¢iji su elementi svi prirodni brojevi
veti od 2, a manji od 10?7 D = {xr € N: 2 <z < 10}.

A kako ¢emo zapisati skup E ¢iji su elementi svi prirodni brojevi koji su veéi ili
jednaki 2, a manji od 107 F = {r € N:2 <z < 10}.
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Primjer 5. Neka su zadani skup K ¢iji su elementi brojevi 1, 2, 3, 41 5 te skup L
s elementima 4, 6, 71 8. Zapisimo matematicki elemente svakog skupa te odredimo
uniju i presjek skupova te njihovu razliku. Odredimo i broj elemenata skupova K i
L i njihovu uniju.

Rjesenge.

K = {1,2,3,4,5}i L ={4,6,7,8}
KUL = {1,2,3,4,5,6,7,8} i KN L= {4}
K\L = {1,2,3,5}i L\ K = {6,7,8}

Dakle, razlika dva skupa je skup kojeg ¢ine oni elementi koji se nalaze u prvom
skupu i ne nalaze se u drugom skupu.

K L

K\L
KNL

Sada si postavimo pitanje koliko elemenata ima u skupu K U L ili pak u skupu
KNL? Sobzirom da imamo graficki prikaz elemente mozemo jednostavno prebrojiti.

Mozemo li to i izra¢unati? Cemu je jednako K U L? Znamo da je unija zbroj
svih elemenata u oba skupa, pa zbrojimo elemente skupa K i elemente skupa L.
Ukupno ¢emo dobiti 9 elemenata. Medutim, je li nam to konac¢no rjesenje? Nije, iz
razloga §to smo jedan element brojili dvaput i to broj 4 iz razloga $to se on nalazi i u
skupu K i u skupu L, pa ukupnom zbroju elemenata svakog skupa moramo oduzeti
element(e) koji se nalazi u oba skupa, u ovom slu¢aju samo jedan element (broj 4),
pa vrijedi |[K U L| = 8.

Prikazimo to matematicki: |[K UL| = |K|+|L|—|KNL =5+4—1=38.
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Primjer 6. U 7.b razredu su 24 ucenika od kojih 20 ucenika trenira neki sport.
Koliko uc¢enika ne trenira nijedan sport?

Rjesenje. Odgovor na ovo pitanje dobit ¢emo tako da od ukupnog broja ucenika
oduzmemo broj onih koji treniraju pa dobijemo 24 —20 = 4 tj. 4 ucenika ne treniraju
nijedan sport.

Kako bi ovo matematicki interpretirali? Ako nam je broj ucenika 7.b razreda neki
univerzalni skup (oznac¢imo ga sa U), a skup u¢enika koji treniraju neki sport njegov
podskup (ozna¢imo ga sa A), onda je skup ucenika takoder podskup univerzalnog
skupa jer se i ti uenici nalaze u 7.b razredu (ozna¢imo ga sa A°).

Vrijedi: A¢ = U\ A, pri ¢emu A° nazivamo komplementom skupa A. Komple-
ment skupa mozemo oznagiti i A.

Graficki prikaz:

Primjer 7. Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 100 koji nisu djeljivi s 57

Rjesenje. Zadatak rjesavamo pomocu komplementa skupa jer nam je puno jed-
nostavnije izra¢unati broj elemenata skupa u kojem su brojevi koji su djeljivi brojem
5. Oznacimo sa U skup svih prirodnih brojeva manjih od 100. Vrijedi |U| = 99.

Sa A oznatimo sve one elemente skupa U koji su djeljivi brojem 5. Tada skup
A€ ¢ine svi oni elementi skupa U koji se ne nalaze u A, tj. to su svi prirodni brojevi
manji od 100 koji nisu djeljivi s 5. U skupu U ukupno ima 19 brojeva koji su djeljivi
S 9,

A = {5,10, 15,20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85,90, 95} pa je |A| =
19 i vrijedi |A°| = |U| — |A] =99 — 19 = 80.

Dakle, ima 80 prirodnih brojeva manjih od 100 koji nisu djeljivi s 5.

Primjer 8. Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 100 koji nisu djeljivi ni sa
3 ni sa 10?7

Rjesenje. Zadatak rjesavamo pomocéu komplementa skupa. Oznacimo sa U skup
svih prirodnih brojeva manjih od 100. Vrijedi |U| = 99.

Sa A oznacimo sve one elemente skupa U koji su djeljivi brojem 10. U skupu U
ukupno ima 9 brojeva koji su djeljivi s 10 pa je |A| = 9.

Sa B oznacimo sve one elemente skupa U koji su djeljivi brojem 3. Takvih
brojeva je 33. Medutim, postoje i elementi koji se nalaze i u skupu A i u skupu B.
To su brojevi koji su djeljivi i sa 3 i sa 10 (30, 60 i 90) pa je |AN B| = 3.
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Sada vrijedi:
|[A°N B =|U| - (|JA|+ |B| - |ANB|) =99 —(9+33—3) =60

U prvih sto prirodnih brojeva nalazi se 60 brojeva koji nisu djeljivi ni sa 3 ni sa
10.

Sto ako imamo tri skupa A, B i C? Sto se nalazi u njihovom presjeku?

Pogledajmo na jednom primjeru.

Primjer 9. U nekom razredu 12 ucenika voli matematiku, 13 hrvatski jezik, 10
engleski jezik, 5 ucenika voli matematiku i hrvatski jezik, 4 ucenika voli engleski i
hrvatski jezik, 4 u¢enika matematiku i engleski jezik, a 1 ucenik voli sva tri predmeta.
Koliko je ukupno u¢enika u tom razredu?

Rjesenje. Oznacimo sa M, H i F skupove ucenika u razredu koji vole matem-
atiku, hrvatski i engleski jezik. Pogledajmo koliko je elemenata u svakom skupu.

|M| =12,|H| = 13,|E| = 10

Kada kazemo da ucenik voli i matematiku i hrvatski jezik to znaci da se taj
ucenik nalazi i u skupu ucenika koji vole matematiku i u skupu ucenika koji vole
hrvatski jezik tj. u presjeku ta dva skupa.

Matematicki zapisemo: |M N H| =5 i za preostale slu¢ajeve analogno dobijemo:
|[ENH|=4, |MNE|=4.

Preostaje nam jos slucaj 1 ucenika koji voli sva tri predmeta — nalazi se u sva tri
skupa pa je | MNHNE| = 1.
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Graficki rijesimo zadatak pomocu Vennovog dijagrama.

M
[M[=12
|MnH|=5 |MNE[=4
|IMAHNE|=1
_ [E|=10
IH[=13 |[ENH|=4

Prema prethodnom primjeru (za dva skupa), ukupan broj ucenika tog razreda
dobit cemo kao zbroj elemenata sva tri skupa od kojeg moramo oduzeti elemente u
svakom pojedinom presjeku od dva skupa, ali na kraju tom broju moramo dodati
broj elemenata koji se nalaze u sva tri skupa. Razlog je jednostavan — oduzimanjem
pojedinih elemenata presjeka oduzeli smo tri puta i ono $to se nalazi u sva tri skupa.

Zapisano matematicki:

IMUHUE| = |M|+|H|+|E|—(|MnH|+|ENH|+|MNE|)+|MNHNE|
124+13+10—-(5+4+4)+1
35-13+1=22+1=23.

U tom razredu je ukupno 23 ucenika.
Pogledajmo jo$ jednu varijantu danog zadatka.

Primjer 10. U nekom razredu od 27 ucenika, 12 ucenika voli matematiku, 13
hrvatski jezik, 10 engleski jezik, 5 ucenika voli matematiku i hrvatski jezik, 4 ucenika
voli engleski i hrvatski jezik, 4 ucenika matematiku i engleski jezik. Koliko ucenika
ne voli niti jedan od navedenih predmeta?

Rjesenje. Ukupan broj ucenika tog razreda nam je univerzalni skup. Oznacimo
ga sa U. Vrijedi |U| = 27.

Oznacimo sa M, H i E skupove ucenika u razredu koji vole matematiku, hrvatski
i engleski jezik. Pogledajmo koliko je elemenata u svakom skupu: |M| = 12,|H| =
13,|E| = 10.

Kada kazemo da ucenik voli i matematiku i hrvatski jezik to znaci da se taj
ucenik nalazi i u skupu ucenika koji vole matematiku i u skupu onih uc¢enika koji
vole hrvatski jezik tj. u presjeku ta dva skupa.

Matematicki zapisemo: |M N H| = 5 i analogno ra¢unamo za preostale slucajeve:
|[ENH| =4, |MnNE|=A4.
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Trebamo izracunati |M°N H®N E|odnosno po svojstvu komplementa vrijedi da

je
IMCNH‘NE| = U—|MUHUE|
= U—(|[M|+|H|+|E|—(IMNH|+|ENH|+|MNE|)
+|MNHNE)|)

— 27— (12+413+10)+ (5+4+4)—1
— 27-35+13—-1=4

4 ucenika tog razreda ne voli niti jedan od navedenih predmeta.

Navedeni postupak vrijedi i za vise skupova (ali kona¢no mnogo njih) te vrijedi
opcéenita formula:

Teorem 6.1. (Formula uklju¢ivanja-iskljucivanja) Neka je S konacan skup, a Ay, As, . ..

S. Tada vrijede formule:

[ATUA UL UA | = D JAI= ) JAin4)+
=1

1<i<j<n

+ ) JANAN Al -+ (D) A N LN A

1<i<j<k<n

n

AT UA U UA] = [S|=D JAl+ Y [ANAl-

i=1 1<i<j<n

— Y JANANA+ .+ (D" AN LN A

1<i<j<k<n

U osnovnoj skoli nam navedena formula ne treba jer se rjesavaju zadaci sa najvise
tri skupa.

6.3. Pravila prebrojavanja

Sada spomenimo neka osnovna pravila prebrojavanja.
e Pravilo zbroja — Kod dvaju (ili vige) disjunktnih skupova ukupan broj ele-
menata u njihovoj uniji jednak je zbroju elemenata u svakom pojedinom skupu.

|AUB| = |A[ +|B]
Npr. A ={a,e,i,0,u}, B={b,r},

|A| =5,|B| =2i|AUB| = |A| + |B|=5+2="7

Y

An C
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A
+a
]
.
- u o I
|ANB|=0 i |AuB|=7
e Pravilo mnozenja (umnoska) — Ako imamo kona¢no mnogo skupova S, Ss, ..., .S,

tada je njihov umnozak S; x Sy x ... X S, konac¢an skup i vrijedi
|Sl X S2 X ... X Sn| = |Sl| . |SQ| L |Sn|

S1 X Sy x ... x S, naziva se Kartezijev produkt skupova Si,5,,...,5,.

Za Kartezijev umnozak skupova A i B vrijedi AzB = {(a,b) : a € A;b € B} i
A x B| = |A||B].

Kako bi ovo pravilo mogli jednostavnije izre¢i? Ako imamo dva skupa (n = 2),
od kojih prvi ima m elemenata, a drugi n, onda je broj svih mogucih izbora dva
elementa jednak m - n.

Navedeno pravilo mozemo poopciti pa vrijedi:

Teorem 6.2. Teorem o uzastopnom prebrojavanju: Neka je TC |S; x Sy X ... X Sy
skup uredenih n-torki (ai,as,...,a,) pri ¢emu prou komponentu a; moZemo iz-
abrati na py razlicitih nacina, drugu komponentu as mozemo izabrati na ps razlicitih
nacina, ... , n-tu komponentu a, mozemo izabrati na p, razlicitih nacina. Tada T
imapy-pa- ... p, elemenata, tj. |T| =p1-p2-...  Pn-

Primjer 11. Na koliko se na¢ina izmedu 5 pasa, 7 macaka, 3 papige i 6 ribica
moze izabrati:

a) jedna zivotinja?

b) po jednog psa, jednu macku, jednu papigu i jednu ribicu?

Rjesenje. a) S obzirom da svi navedeni skupovi nemaju zajednicke elemente
(gledamo skup pasa, skup macaka, skup papiga i skup ribica) primijenimo pravilo
zbroja, tj. jednu zivotinju mozemo izabrati na 5+ 7 + 3 + 6 = 21 nacin.

b) Kako od svake zivotinje moramo izabrati po jednu primijenimo pravilo um-
noska tj. po 1 psa, 1 macku, 1 papigu i 1 ribicu mozemo izabrati na 5-7-3-6 = 630
nacina.

Primjer 12. U prvom razredu Luka je dobio krug, pravokutnik i trokut te ih
treba obojiti jednom od 4 boje: plavom, zelenom, narancastom i crvenom. Nakon
sto ih oboji u svaki lik treba napisati slovo M ili A. Na koliko razli¢itih nacina to
Luka moze napraviti?
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Rjesenje. Prikazimo zadatak graficki:

N VN
Q000 I AALA
ol L J H\MHM

MA MA MA MA MA 1

I sada prebrojimo sve mogu¢e kombinacije.

Puno jednostavniji i brzi je matematicki zapis. Geometrijski lik mozemo izabrati
iz tro¢lanog skupa {krug, pravokutnik, trokut}. Boju biramo iz ¢etveroclanog skupa
{plava, zelena, narancasta, crvena}, a slovo iz dvoclanog skupa {M, A}. Ukupan
broj nacina na koje Luka moze obojati likove i u lik napisati slovo jednak je 3-4-2 =
24.

Primjer 13. Marija Zeli svakoj od svoje Cetiri prijateljice kupiti po jedan od 10
razlicitih magneta kao uspomenu s putovanja u Italiju. Na koliko to na¢ina moze
napraviti?

Rjesenje. Za svaku prijateljicu Marija moze izabrati jedan od deset magneta.
Marija moze za sve prijateljice kupiti isti magnet, ali i ne mora, odnosno izbor
jednog magneta (i za jednu prijateljicu) ne utje¢e na izbor drugih. Stoga prema
pravilu mnoZenja vrijedi da je taj broj jednak 10-10 - 10 - 10 = 10* = 10000.

Primjer 14. Na koliko nacina Sest ucenika moze stajati u redu u pekari?

Rjesenje. Na prvom mjestu moze stajati bilo koji ucenik, pa ucenika koji je
prvi u redu mozemo izabrati na 6 nacina. Nakon $to smo izabrali prvog ucenika,
ostalo je njih 5, i bilo koji od njih 5 moze biti na drugom mjestu u redu, pa njega
mozemo izabrati na 5 nacina. Na tretem mjestu moze biti jedan od preostala 4
ucenika, na ¢etvrtom mjestu jedan od preostala 3, na petom jedan od preostala 2,
te na posljednjem Sestom mjestu jedan jedini preostali uc¢enik. Stoga je ukupan broj
nacina na koji Sest uc¢enika moze stajati u redu u pekari jednak 6-5-4-3-2-1 = 720.
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Pogledajmo kako smo to graficki mogli prikazati.

red od 6 uéenika

5 moguénosti 1 mogucnost

jedan od 6 ucenika (6 mogucnosti)

Broj poredaka jednak je: 6-5-4-3-2-1=720.

Primjer 15. Na koliko nacina Sest ucenika i Sest ucenica moze sjesti u klupe po
dvoje, ako u svakoj klupi mora biti jedan ucenik i jedna ucenica i nije vazno tko u
kojoj klupi sjedi nego samo s kim sjedi (ne razlikujemo klupe)?

Rjesenje. Zadatak je vrlo slican prethodnom. Prvog ucenika mozemo izabrati
na jedan od Sest nacina, a ucenicu koja sjedi pored njega takoder na jedan od Sest
nacina. Sljedeteg ucenika biramo izmedu pet preostalih, a isto vrijedi i za ucenice.
Tako nastavljamo postupak dok ne dodemo do jednog ucenika i jedne ucenice. Prema
tome, Sest ucenika i Sest ucenica u klupe moze sjestina 6-6-5-5-4-4-3-3-2-2-1-1 =
518400 nacina.

Zadatak smo mogli rijesiti i na jednostavniji nac¢in. Prvo poredamo sve djecake
i to po prethodnom primjeru mozemo napraviti na 6 -5-4-3-2-1 = 720 nacina.
Potom poredamo djevojcice koje mozemo poredati na isti broj nacina, pa je ukupan
broj nacina u kojem djecak sjedi pored djevojcice u klupi jednak 720 - 720 = 518400.

Primjer 16. Koliko ima razli¢itih registarskih tablica u Hrvatskoj ako svaka
ima 3 brojke i 2 slova?

Rjesenje. Ono sto moramo znati da bi rijesili zadatak je da ukupno imamo 10
znamenki te 30 slova u hrvatskoj abecedi.

Na prvom mjestu moze biti bilo koja od 10 znamenki (¢ak i nula) pa je mozemo
izabrati na 10 razlicitih nacina. Isto vrijedi i za drugo i za trece mjesto pa brojeve
na registraciji mozemo izabrati na 10 - 10 - 10 = 1000 nacina. Na posljednja dva
mjesta moze do¢i bilo koje slovo abecede (mogu se i ponavljati) pa je ukupan broj
mogucnosti za izbor slova na registraciji jednak 30 - 30 = 900. Stoga je ukupan broj
registarskih tablica u Hrvatskoj 1000 - 900 = 900000.

Mogli smo to jednostavnije napisati kao umnozak broja moguénosti na svakom
mjestu na registraciji, pa imamo: 10-10- 10 - 30 - 30 = 900000.

Kod ovog zadatka mozemo povesti i diskusiju s ucenicima. Mozemo ih pitati
nalaze li se zaista sva slova hrvatske abecede na registarskim tablicama? Ako se
ne pojavljuju slova iz skupa {C, C, b, Dz, Z} koliko postoji registarskih tablica u
Hrvatskoj? Ako nula ne smije biti na prvom mjestu koliko onda ima tablica?
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Primjer 17. Koliko ima neparnih ¢etveroznamenkastih brojeva kojima su sve
znamenke razlicite?

Rjesenje. Buduci da broj mora biti neparan znamo da mu je posljednja zna-
menka iz skupa {1,3,5,7,9} pa imamo 5 moguénosti za njen izbor. Kada smo
izabrali zadnju znamenku za prvu imamo jednu od osam moguénosti (ne moze biti
0, jer tada ne bi imali ¢etveroznamenkasti broj, kao ni znamenka koja se nalazi na
posljednjem mjestu). Kako smo ve¢ izabrali dvije znamenke, za izbor znamenke
na drugom mjestu imamo 8 mogué¢nosti, te za znamenku na tre¢em mjestu imamo
jos preostalih sedam mogucnosti. Prema tome, ukupan broj neparnih cetverozna-
menkastih brojeva kojima su sve znamenke razli¢ite je 5 -8 - 8 - 7 = 2240.

Graficki prikazano:

v \\ ~a
. A P
// & mogucnosti \ e{135,79}
B mogucnosti 7 mogacnosti

(bez nule i zaamenke na posljednjem mjestu)

Ukupno: 5-8-8-7 = 2240 neparnih ¢etveroznamenkastih brojeva sa razli¢itim
znamenkama.

Pogledajmo malo drugacije formuliran zadatak.

Primjer 18. Koliko ima parnih ¢etveroznamenkastih brojeva?

Rjesenje. U ovom zadatku je bitno uociti da znamenke ne moraju biti razlicite
te da se mogu ponavljati.

Buduci da broj mora biti paran znamo da mu je posljednja znamenka iz skupa
{0,2,4,6,8} pa imamo 5 moguénosti za njen izbor. Kada smo izabrali zadnju zna-
menku za prvu imamo jednu od devet moguénosti (ne smije biti nula jer onda imamo
troznamenkasti broj) tj. prva znamenka je element skupa {1,2,3,4,5,6,7,8, 9}.
Druga i treéa znamenka moze biti bilo koji broj iz skupa {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Stoga je ukupan broj parnih ¢etveroznamenkastih brojeva jednak: 9-10-10-5 = 4500.

Primjer 19. Na koliko na¢ina mozemo odabrati predsjednika, zamjenika pred-
sjednika i blagajnika u razredu od 24 ucenika, ako ucenik moze obavljati samo jednu
od navedenih duznosti?

Rjesenje. Svejedno je $to ¢emo prvo birati pa recimo da biramo predsjednika.
Predsjednik moze biti bilo koji od 24 ucenika, pa ga mozemo izabrati na 24 nacina.
Nakon $to smo izabrali predsjednika preostalo nam je 23 ucenika (jer jedan ucenik
ne moze obavljati vise duznosti) pa zamjenika predsjednika mozemo odabrati na 23
nacina, a blagajnika onda na 22. Ukupan broj nac¢ina za izbor ucenika za jednu od
navedenih duznosti je: 24 - 23 - 22 = 12144.
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Dva su tipa prebrojavanja koja se ovdje spominju:

Poredak elemenata

je vazan

PERMUTACIJE
ili VARIJACIJE

BEZ

Permutacije

ponavljanja

Koliko se troznamenkastih brojeva (s razli¢itim
znamenkama) mozZe napisati od znamenki {1,2,3}? Znamo da

je odgovor 3 - 2+ 1 = 6 odnosno, krace zapisano 3!

S

Permutacije

ponavljanjem

Koliko se troslovnih 3ifri s razli¢itim slovima moZe napisati
od slova {a, e, i,0,u}?

Na prvom mjestu Sifre moze biti bilo koje od 5 ponudenih
slova, a isto vrijedi 1 za drugo i tre¢e mjesto pa je prema tome

ukupan broj §ifri jednak 5-5- 5 = 5%=125

Poredak

elemenata

Kombinacije
BEZ

ponavljanja

Na koliko nacéina se moze izvuéi 7 brojeva u igri LOTO 7 od 39?7
Prvi broj moZemo izvuéi na 39 naédina, drugi na 38, treci na 37,
¢etvrti na 36, peti na 35, Sesti na 34 i sedmi na 33 nacina, pa je
ukupan broj naéina na koje mozemo izvuci 7 brojeva jednak 39 -
38-37-36-35-34-33. Medutim, buduc¢i da nam nije vazan
poredak izvladenja kuglice taj broj trebamo podijeliti sa brojem
razliéitih rasporeda tih sedam brojeva. 7 brojeva mozemo
rasporediti na 7-6-5-4-3-2-1=5040 nacina. Stoga je

ukupan broj naéina na koje moZemo izvuéi 7 od 39 brojeva

39-38-37-36-35-34-33
7-6-5-4-3-2-1

= 15380 937. Kratiti!!

jednak

nije vazan

KOMBINACIJE

Kombinacije
5

ponavljanjem

U ftrgovini se mogu kupiti jagode, kupine i maline. Na koliko
na¢ina moZemo kupiti kilogram vocéa, ako se navedeno voce
prodaje u pakiranju po pola kilograma? U ovom zadatku moramo
pripaziti — mozemo uzeti po kg istog voca, a i razne kombinacije.
Kilogram od svakog wvoca — jagoda, kupina, malina (3
mogucnosti).

Po pola kilograma — jagoda + kupina, jagoda + malina, malina +
kupina (3 mogucnosti).

Kilogram od navedenog voda moZemo kupiti na Sest nacina (3 +

3 mogucnosti).
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Postoje matematicki pojmovi koji nam mogu puno pojednostavniti neke od gorn-
jih zapisa, medutim ne koriste se u osnovnoj §koli. Uc¢enicima ih mozemo pokazati,
ukoliko Zele, ali ne bi trebali od njih ocekivati da ih i zapamte. Na natjecanjima se
zadaci rjesavaju iskljucivo bez formula.

Skraceni zapis umnogka brojeva u silaznom redoslijedu tj. jedan od umnozaka iz
gornjeg primjera 6-5-4-3-2-1 mozemo zapisati 6!. Taj broj ¢itamo Sest faktorijela.
Opcenito vrijedi: n!=n-(n—1)-...-3-2-1

Broj svih r-permutacija nekog skupa jednak je P = #’r), pri cemu je n broj
elemenata skupa, a r broj permutacija. Broj svih r-permutacija s ponavljanjem
jednak je P: =n!

Broj svih r-kombinacija nekog skupa jednak je K" = (:f) = T,(%r), pri ¢emu je
n broj elemenata skupa, a r broj kombinacija.

Primjer 20. Na nekom sastanku svaki sudionik se rukovao sa svakim od pre-
ostalih sudionika. Ukupno je bilo 78 rukovanja. Koliko je bilo sudionika na sastanku?

Rjesenje. Pogledajmo na pojednostavljenom primjeru sto to zapravo znaci. Neka
je na sastanku bilo 6 osoba. Ozna¢imo ih osobama A, B, C, D, E, F.

Osoba A se rukovala sa jo§ 5 osoba, osoba B isto tako, kao i sve preostale osobe.
Odnosno, svaka osoba je obavila 5 rukovanja. Medutim, osoba A se rukovala s
osobom C, ali se isto tako osoba C rukovala s osobom A, pa smo to rukovanje, kao i
svako ostalo brojali dvaput. Prema tome ukupan broj rukovanja trebamo podijeliti

65

s 2. Za ovaj slucaj imamo ° = 15 rukovanja (6 osoba, svaka se rukovala sa 5

preostalih, i svako rukovanje smo brojali dvaput).

Vratimo se sada na nas zadatak. Oznacimo sa n broj ljudi koji su prisustvovali
sastanku. Rukovanja je ukupno n—1 i svako smo brojali dvaput pa moramo podijeliti
s 2.

Imamo: 78 = @ pa je 156 = n(n — 1) i nakon rastava broja 156 na proste
faktore dobijemo 156 = 12 - 13 pa zakljucujemo da je na sastanku bilo 13 sudionika.

c . . . .. . o 1. (m\ _ n(n—-1) _
Koristeci formulu za broj kombinacija (r = 2) vrijedi (5) = 25— = 78.
Primjer 21. Na koliko nacina od 5 crvenih i 3 ruzic¢aste ruze mozemo sloziti

buket koji se sastoji od tri crvene i dvije ruzicaste ruze?
Rjesenje. Od pet crvenih ruza moramo izabrati 3 ruze. Prvu mozemo izabrati na
pet nacina, drugu na cetiri, a trecu na tri. Ukupan broj mogucnosti za izbor crvene
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ruze je 5 -4 -3 = 60. Medutim, vazno nam je samo koje smo crvene ruze izabrali,
ali ne i po kojem redoslijedu pa broj mogucih izbora crvene ruze treba podijeliti
sa brojem razlic¢itih redoslijeda tih ruza. Tri crvene ruze mozemo rasporediti na
3-2-1 =6 nacina. Dakle, tri crvene ruze mozemo izabrati na 60 : 6 = 10 nacina.

Analogno ra¢unamo izbor 2 ruzicaste ruze od njih 3. Prvu ruzi¢astu ruzu mozemo
izabrati na tri nacina, a drugu na dva, pa je ukupan broj moguc¢nosti za izbor
ruzicaste ruze jednak 3 -2 = 6. S obzirom da nam redoslijed izbora ruzicaste ruze
nije bitan, taj broj trebamo podijeliti s brojem razli¢itih redoslijeda koji je u ovom
slucaju 2 = 2 - 1, pa dvije ruzicaste ruze mozemo izabrati na 6 : 2 = 3 nacina.

I na kraju, bilo koji izbor crvene ruze se moze kombinirati s bilo kojim izborom
ruzicaste ruze pa je ukupan broj nac¢ina na koje mozemo sloziti buket jednak 10-3 =
30.

Koristeci se gore spomenutim matematickim oznakama zadatak je puno jednos-
tavnije napisati na nacin:

5)-6)
A
l Od 3 ruzic¢aste ruze biramo 2

Od 5 crvenih ruZa biramo 3

Primjer 22. Trener Hajduka mora za utakmicu od 22 nogometasa koji su mu
trenutno na raspolaganju izabrati njih 11, ali ve¢ zna koja petorica sigurno igraju (L.
Kalini¢, Krovinovi¢, Melnjak, Biuk i Livaja). Na koliko na¢ina trener moze izabrati
preostale igrace?

Rjesenje. Ovdje je vazno uociti da trener ve¢ zna kojih 5 igraca igra. To znaci
da mora izabrati jo§ samo 6 igraca za pocetnu jedanaestoricu (11 — 5 = 6), od njih
17 (izabrao je 5 od ukupnog broja igraca pa mu je ostalo 22 — 5 = 17 igraca).

Prvog igraca moze izabrati na 17 nacina, drugog na 16, treceg na 15, cetvrtog na
14, petog na 13 i posljednjeg Sestog igraca na 12 nacina, pa je ukupan broj nacina
na koje trener moze izabrati 6 igraca jednak 17-16-15-14-13-12. S obzirom da nije
vazno kojim redoslijedom je birao svakog od Sest igraca, ukupan broj nacina treba
podijeliti sa razli¢itim rasporedom izbora igraca. Rasporeda ukupno ima 6-5-4-3-2-1.

Dakle, ukupan broj nacina da trener Hajduka izabere momcad za utakmicu
jednak je % = 12376.

Ovaj zadatak je jako zgodan za raspravu s ucenicima i postavljanje vise potpi-
tanja. Mozemo ih pitati ako je trener ve¢ izabrao golmana (L. Kalini¢), sto ¢emo
napraviti ako je medu 17 igraca jo$ jedan golman? A $to ako uz Livaju trener zeli
samo jo$ jednog napadaca, a u onih 17 igraca ih ima 37 Ili pak, sto sa obrambenim
igra¢ima ako nam trebaju 3, a ima ih 57
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6.4. Zadaci s natjecanja

Zadatak 1. Koliko ima peteroznamenkastih brojeva kojima su sve znamenke
razlicite, a zbroj znamenaka jedinice i desetice jednak 57 (Skolsko natjecanje 2022.g.,
7. razred)

Rjesenje Neka je abede peteroznamenkasti broj sa znamenkama a, b, ¢, d
ie.

Kako zbroj znamenaka desetice i jedinice mora biti jednak 5 (posljednja dva
mjesta peteroznamenkastog broja) to za d i e imamo moguénosti: 510,015,411,
1i4,31i2te2i3sto je ukupno 6 nacina.

Sada razlikujemo slucajeve:

a) broj je oblika abc05 ili abc50

Znamenku a moZzemo izabrati na jedan od 8 na¢ina (Ukupno deset znamenki,
sve moraju biti razli¢ite, a znamenka ne moze biti ni 0 ni 5), znamenku b na 7, a
znamenku ¢ na 6 nacina pa je ukupan broj peteroznamenkastih brojeva ovog oblika
jednak 8 -7-6-2=672.

b) broj je oblika abcl4 ili abc4l

Znamenku a mozemo izabrati na jedan od 7 nacina (Ukupno deset znamenki,
sve moraju biti razlicite, ali prva znamenka ne smije biti nula, jer bi broj bio
¢etveroznamenkast, a ne moze biti ni 1 ni 4), znamenku b na 7 nac¢ina (ne moze
biti ona znamenka koja se nalazi na prvom mjestu (a), kao ni 1 ni 4), a znamenku
c analogno na 6 nacina pa je ukupan broj peteroznamenkastih brojeva ovog oblika
jednak 7-7-6-2 = 588.

¢) broj je oblika abc23 ili abc32

Postupak je analogan onom u b) dijelu zadatka. Znamenku a mozemo izabrati
na jedan od 7 nacina (Ukupno deset znamenki, sve moraju biti razlicite, ali prva
znamenka ne smije biti nula, jer bi broj bio ¢etveroznamenkast, a ne moze biti ni
2 ni 3), znamenku b na 7 nacina (ne moze biti znamenka koja se nalazi na prvom
mjestu (a), kao ni 2 ni 3), a znamenku ¢ analogno na 6 nac¢ina pa je ukupan broj
peteroznamenkastih brojeva ovog oblika jednak 7-7-6 -2 = 588.

Ukupan broj peteroznamenkastih brojeva s trazenim svojstvom jednak je:

672 4 588 + 588 = 1848.

Zadatak 2. Ante, Bruno, Ciprijan, Davor, Emanuel i Franko se trebaju poredati
u vrstu.

1. Na koliko se razli¢itih nacina djecaci mogu poredati ako Bruno stoji lijevo od
Emanuela?

2. Na koliko se razli¢itih nac¢ina djecaci mogu poredati ako izmedu Ciprijana i
Davora ne stoji niti jedan drugi djecak? (Zupanijsko natjecanje 2022.g., 5. razred)

Rjesenje.

1.) Ako bismo sest djec¢aka poredali bilo kakvim redom, prvog djecaka u redu
mozemo izabrati na 6 nacina, drugog djecaka mozemo izabrati izmedu njih 5, treceg
djecaka u redu izmedu preostalih 4 i tako redom. Stoga je ukupan broj nacina na
koje mozemo poredati djecake jednak: 6-5-4-3-2-1 = 720.
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Sada uoc¢imo da svakom rasporedu u kojem je Bruno lijevo od Emanuela

odgovara raspored u kojem je Emanuel lijevo od Bruna, a da nijedan drugi djecak
ne zamijeni svoje mjesto.

Stoga je ukupan broj nacina na koji Sest djecaka moze stati u red, a da je pri
tome Bruno lijevo od Emanuela jednak: 720 : 2 = 360.

2.) Po uvjetu zadatka izmedu Ciprijana i Davora ne moze biti niti jedan drugi
djecak u redu pa zadatak mozemo pojednostavniti tako da njih dvojicu ra¢unamo
kao jednu cjelinu pri ¢emu nam je svejedno je li Ciprijan Davoru slijeva ili je pak
Davor Ciprijanu. Sada za razmjestaj imamo cetiri djecaka — Antu, Bruna, Emanuela
i Franka te njih dvojicu zajedno. U slucaju da je Ciprijan lijevo od Davora djecake
mozemo poredati u red na 5-4-3-2-1 = 120 nacina, a imamo isto toliko nac¢ina
u slucaju da je Davor lijevo od Ciprijana. Stoga je ukupan broj nacina na koji
se djecaci mogu poredati u vrstu, a da izmedu Ciprijana i Davora nema nijednog
drugog djecaka jednak 120 + 120 = 240.

Zadatak 3. Koliki je zbroj svih ¢etveroznamenkastih prirodnih brojeva kojima
su sve znamenke neparne? (Drzavno natjecanje 2022.g., 5. razred)

R je§enje Kako se radi o ¢etveroznamenkastom broju znamo da on ima
4 dekadska mjesta i da se na svakom mjestu po uvjetu zadatka moze nalaziti jedan
broj iz skupa {1,3,5,7,9}.

Ako na mjestu tisucice stavimo broj 1, na preostala tri mjesta mozemo staviti
bilo koju od navedenih pet znamenki (jer nije re¢eno da moraju biti razlicite, pa se
1 moze i ponoviti) pa imamo 5 -5 -5 = 125 takvih brojeva. Analogno nam vrijedi
i za slucajeve kada je na mjestu tisucice broj 3, 5, 7 ili 9, pa imamo 125 brojeva
kojima je na mjestu tisucica jedna od navedenih znamenki. Stoga nam je zbroj svih
tisucica jednak

125-1-1000 + 125 - 3 - 1000 + 125 - 5 - 1000 + 125 - 7 - 1000 + 125 - 9 - 1000 =
=125-(14+3+5+7+9)-1000 = 125 -25- 1000 = 3125 - 1000 = 3125000

Isto ¢e nam se ponavljati i na svakom sljedecem dekadskom mjestu, tj. ako nam
je na mjestu stotica jedna od znamenki iz skupa {1,3,5,7,9}, na bilo kojem od
preostala tri dekadska mjesta mozemo staviti bilo koju od navedenih znamenki pa
imamo 5 -5 -5 = 125 takvih brojeva. Stoga nam je vrijednost svih stotica jednaka

125-(1+3+5+7+9)-100 = 125-25-100 = 3125 - 100 = 312500.

Analogno dobijemo da je zbroj svih desetica jednak 125-25-10 = 3125-10 = 31250
i svih jedinica 125-25-1 = 3125-1 = 3125.
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Sada je zbroj svih ¢etveroznamenkastih brojeva s neparnim znamenkama jednak
125-25-1000 +125-25-1004+125-25-10+125-25-1 =

= 125-25- (1000 + 100 + 10 + 1) = 3125 - 1111 = 3471875.

2. nac¢in na koji smo to mogli rijesiti je koristeci se uz kombinatoriku i Gaussovom

dosjetkom. Po uvjetu zadatka na svakom dekadskom mjestu — a imamo ih ¢etiri moze
se na¢i jedna od znamenki iz skupa {1,3,5,7,9}. Tih brojeva ima 5-5-5-5 = 625
(moze se pojaviti bilo koja od 5 znamenki, na bilo kojem od ¢etiri mjesta) i to su
brojevi:

1111,1113,1115,1117,1119, 1121, ..., 9991, 9993, 9995, 9997, 9999.

Sada uo¢imo da se odredeni brojevi mogu upariti (prvi i posljednji, drugi i pret-
posljednji,...) te da im je zbroj jednak pa primijenimo Gausssovu dosjetku: 1111+
9999 = 11110, 111349997 = 11110, 111549995 = 11110,. ... Kako znamo da takvih
brojeva ima 625, parova je 312, a 5555 je jedini broj koji nema para. Sada je zbroj
tih brojeva lagano izrac¢unati i iznosi: 312-111104-5555 = 34663205555 = 3471875.

Zadatak 4. Na koliko nacina Iva, Ana i Tea mogu podijeliti 6 razli¢itih nagrada
tako da svaka od njih dobije barem jednu nagradu? (Zupanijsko natjecanje 2022.g.,
6. razred)

R je senje Iz uvjeta zadatka vidimo da svaka ucenica mora dobiti nagradu,
ali ne i da sve djevojcice moraju dobiti jednak broj nagrada.

Razlikujemo tri slucaja. U svakom slucaju trebamo odrediti na koliko nacina
mozemo odabrati koja djevojcica ¢e dobiti koliko nagrada te koje ¢e nagrade dobiti.

1. Dvije ucenice su dobile po jednu nagradu, a jedna je dobila preostale cetiri

Recimo da Iva i Ana dobiju po jednu nagradu, a Tea cetiri nagrade. Ivinu
nagradu mozemo izabrati na 6 nacina (jer ih je ukupno Sest), Aninu na 5 (jer je
preostalo pet nagrada), a Tei tada preostaju 4 nagrade koje ne mozemo odabrati,
tj. moze ih dobiti na jedan jedini nacin (sve Cetiri). Stoga je ukupan broja nacina
6-5-1 = 30. Analogno moramo pogledati i za preostala dva slucaja — kada Iva i Tea
dobiju po jednu nagradu, a Ana Cetiri te slucaj kada Ana i Tea dobiju po jednu, a
Iva Cetiri nagrade. Stoga je ukupan broj nacina u ovom slucaju jednak 30 - 3 = 90.

2. Svaka djevojcica je dobila po dvije nagrade

Recimo da prvo biramo nagrade koje je dobila Iva. Njih mozemo odabrati na
(6 -5) =+ 2 =15 nacina (prvu nagradu biramo na 6 nacina, drugu na 5, a s obzirom
da nam nije bitno koja je prva, a koja druga nagrada izabrana ukupan broj mogucih
izbora podijelimo s 2). Anine nagrade mozemo odabrati na (4 - 3) = 2 = 6 nacina
(analognim postupkom) i na kraju za Teu su nam ostale dvije preostale nagrade
te nemamo $to odabrati. Ukupan broj nacina podijele nagrada u ovom slucaju je
15-6 = 90. S obzirom da sve djevojcice dobivaju po dvije nagrade ne moramo birati

koja dobiva koliko.

3. Jedna djevojcica dobiva jednu, jedna djevojcica dvije, a jedna tri nagrade

Neka Iva dobije jednu, Ana dvije, a Tea tri nagrade. Ivinu nagradu mozemo
izabrati na 6 nacina (jer ih ima Sest), a tada za Anu biramo dvije nagrade od
preostalih 5, pa ih mozemo izabrati na (5-4)+2 = 10 nacina, a za Teu ¢e nam onda
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preostati tri nagrade i mozemo joj ih dodijeliti na jedan jedini nacin. Broj nacina
u kojima ¢e Iva dobiti jednu, Ana dvije, a Tea tri nagrade jednak je 6 - 10 = 60.
Ukupan broj nac¢ina podjele nagrada u ovom slucaju je 60 - 6 = 360.

I na kraju, 6 razlicitih nagrada mozemo Ivi, Ani i Tei podijeliti na 90+ 90+ 360 =
540 nacina, a da pri tom svaka djevojcica dobije barem jednu nagradu.

2. nacin Odredimo ukupan broj svih rasporeda podijele nagrada i od njega
oduzmimo broj rasporeda u kojima neka od djevoj¢ica nec¢e dobiti nagradu.

Svaku od 6 nagrada mozemo dati bilo kojoj od tri djevojcice. Po teoremu o
uzastopnom prebrojavanju, nagrade mozemo raspodijeliti na 3-3-3-3-3-3 = 3% =
27 - 27 = 729 nac¢ina. Znamo da smo tu ubrojili i na¢ine u kojima jedna ili dvije
djevojcice nec¢e dobiti niti jednu nagradu pa taj broj trebamo oduzeti od 729.

Recimo da Iva nije dobila niti jednu nagradu, onda svih 6 nagrada dijelimo Ani i
Tei. To mozemo napravitina 2-2-2-2-2-2 = 26 = 8.8 = 64 na¢ina. Analogno, ako
Ana nece dobiti nijednu nagradu Ivi i Tei ih mozemo podijeliti na 64 nacina, a isto
tako vrijedi i za slucaj da Tea ne dobije niti jednu nagradu. Stoga je ukupan broj
nacina u kojem jedna od djevojcica ne dobije nagradu jednak 3 - 64 = 192. Ovdje
trebamo uociti da smo dvaput prebrojali slucajeve u kojima po dvije djevojcice nece
dobiti niti jednu nagradu. To se moze dogoditi na 3 nacina — da Iva dobije sve
nagrade, da Ana dobije sve ili pak Tea. Dakle, broj na¢ina u kojima jedna ili dvije
djevojcice nete dobiti niti jednu nagradu jednak je 192 — 3 = 189.

I na kraju, ukupan broj nac¢ina na koji mozemo podijeliti 6 nagrada Ivi, Ani i
Tei, a da svaka dobije barem jednu jednak je 729 — 189 = 540.

Zadatak 5. U uzi izbor za drzavno natjecanje iz matematike Povjerenstvo je
predlozilo 7 racunskih i 5 geometrijskih zadataka. Na koliko se nac¢ina od tih pred-
lozenih zadataka moze izabrati 5 zadataka za natjecanje, ako medu njima moraju
biti 3 racunska i 2 geometrijska zadatka? (Napomena: Poredak izabranih zadataka
nije bitan.) (Drzavno natjecanje 2018.g., 7. razred)

R jesenje Odsedam racunskih zadataka biraju se tri zadatka. Prvi se
zadatak moze izabrati na 7 nacina, drugi na 6, a tre¢i na 5. To je ukupno 7-6-5 = 210
mogucnosti.

Buduci da je vazno samo koji su zadaci izabrani, ali ne i njihov raspored, broj
mogucnosti za odabir zadataka treba podijeliti s brojem razli¢itih rasporeda tih triju
zadataka. Tri izabrana zadatka mogu se rasporediti na 3-2-1 = 6 nacina. Dakle, 3
racunska zadatka se mogu izabrati na 210 : 6 = 35 nacina.

Analogno se racuna i za geometrijske zadatke. Od mogucih 5 zadataka trebaju
se izabrati dva. Prvi zadatak se moze izabrati na 5 nacina, a drugi na 4 pa je to
ukupno 5 - 4 = 20 moguénosti. Ponovno taj broj treba podijeliti s brojem razli¢itih
rasporeda dvaju zadataka, a to je 2 (samo dva zadatka — prvi se moze izabrati na 2
nacina, a drugi samo na 1). Prema tome, dva zadatka za geometrijski dio se mogu
izabrati na 20 : 2 = 10 nacina.

I na kraju, bilo koji izbor racunskih zadataka se moze kombinirati s bilo kojim
izborom geometrijskih zadataka pa je ukupan broj nac¢ina na koje mozemo izabrati
zadatke za drzavno natjecanje 35 - 10 = 350 nacina.
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Zadatak 6. Figuricu treba pomicati od polja na kojem se nalazi do cilja u vise
koraka. U svakom koraku figurica se smije pomaknuti na susjedno polje (polje sa
zajednickom stranicom), i to ili u desno ili prema gore. Na koliko razli¢itih nacina
figurica moze biti pomaknuta do cilja? (Drzavno natjecanje 2018.g., 8. razred)

CILJ

—

Rjesenje Odpocetnog polja do cilja figuricu je ukupno potrebno pomaknuti
deset puta od kojih se 7 puta treba pomaknuti desno, a 3 puta prema gore. Radi
jednostavnosti mozemo oznaciti pomak desno sa D, a pomak prema gore sa G.

Sada put od pocetka do cilja mozemo shvatiti kao uredenu desetorku u kojoj
imamo 7 pomaka desno (D-ova) i 3 pomaka gore (G-ova). Pitanje je koliko ima
razli¢itih desetorki sa tim svojstvom? To prebrojavanje mozemo napraviti na dva
nacina.

Prvi naéin. Biramo prvo polozaje G-ova (jer ih je manje pa je jednostavnije).
Polozaj prvog G (pomaka gore) mozemo izabrati na 10 nacina, drugog na 9 i treteg
na 8 nacina, pa polozaj G-ova mozemo izabrati na 10-9-8 = 720 nac¢ina. Kako nam
nije vazno koji G je prvi izabran, koji drugi, a koji tre¢i, ukupan broj nacina treba
podijeliti sa 6 (jer tri pomaka mozemo rasporediti na 3 -2 -1 na¢ina). I kona¢no, do
cilja figurica moze biti pomaknuta na 720 = 6 = 120 nacina.

Drugi nacin. Buduci da imamo deset pomaka sjetimo se da deset razlicitih slova
mozemo poredati na 10-9-8-...-1 nac¢ina. U naSem primjeru nemamo sva razlicita
slova, ve¢ 3 G i 7 D, pa G-ove mozemo rasporediti na 3 - 2 - 1 na¢ina (nije nam
vazno koji je raspored G-ova, ve¢ samo da imamo pomak prema gore), a D-ove na

7-6-...-1 nacina. Stoga je ukupan broj nac¢ina na koje figurica moze biti pomaknuta
do cilja jednak 228l — 120.

Zadatak 7. Na proslavu mature stigli su bivsi ucenici jednog razreda. Svi
su se muskarci medusobno rukovali, dame su se medusobno poljubile (jedna drugu
u obraz), a svaki je muskarac jedanput poljubio svaku damu u ruku. Koliko je
osoba stiglo na veceru ako je ukupno bilo 288 poljubaca i 78 rukovanja? (Drzavno
natjecanje 2016.g., 8. razred)

R je3enje 1z uvjeta zadatka vidimo da nam je lakse odrediti broj muskaraca
jer su se samo oni rukovali. Oznac¢imo broj mugkaraca sa m. Buduéi da se svaki
muskarac rukovao sa svima ostalima obavio je m — 1 rukovanje. Medutim broj
rukovanja treba podijeliti s 2 (jer smo racunali da se prvi mugkarac rukovao s drugim,
ali smo to isto rukovanje racunali i kod tog drugog muskarca). Stoga je ukupan broj
rukovanja muskaraca jednak M = 78 pa je m(m — 1) = 156. Rastavom broja
156 na proste faktore dobijemo m(m — 1) = 13 - 12 pa je broj muskaraca na veceri
13.

Oznacimo sa n broj dama na veceri. Buduéi da je svaki muskarac poljubio svaku
damu broj poljubaca muskaraca i dama je 13n, a medusobni broj poljubaca dama
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je n(n — 1). Sada vrijedi 13n + n(n — 1) = 288 pa je (13 +n — 1)n = 288. Sada
imamo

(124 n)n = 288 irastavom broja 288 na proste faktore dobijemo
(124nn = 2-2-2-2-2-3-3
(124+n)n = 12-24 pa je broj dama na veceri 12.

Na veceri je ukupno bilo 25 osoba.

Zadaci za vjezbu:

Zadatak 8. Kazemo da je prirodni broj palindrom ako se jednako cita slijeva
nadesno i zdesna nalijevo.

a) Koliko ima peteroznamenkastih palindroma djeljivih s 57

b) Koliko ima peteroznamenkastih palindroma djeljivih s 3? (Skolsko natjecanje
2021.g., 8. razred)

Zadatak 9. Ispisite sve peteroznamenkaste brojeve oblika (abeda) djeljive bro-
jem 18, pri ¢emu je znamenka na mjestu stotica najmanji prosti broj. (Razlic¢ita
slova predstavljaju razlic¢ite znamenke.) (Zupanijsko natjecanje 2019.g., 6. razred)

Zadatak 10. Koliko ima peteroznamenkastih prirodnih brojeva vec¢ih od 88888
kojima je zbroj znamenaka 427 Ispisite ih. (Zupanijsko natjecanje 2016.g., 7.
razred)

Zadatak 11. Zbroj prve i zadnje znamenke peteroznamenkastog broja s medu-
sobno razli¢itim znamenkama jednak je umnosku preostale tri znamenke. Koliko
ima takvih brojeva? (Drzavno natjecanje 2022.g., 6. razred)

Zadatak 12. Koliko ima prirodnih brojeva manjih od 2016 koji su djeljivi
brojem 2 ili brojem 3, a nisu djeljivi brojem 57 (DrZavno natjecanje 2016.g., 5.
razred)

Zadatak 13. Koliki je zbroj svih cetveroznamenkastih brojeva napisanih po-

moc¢u znamenki 1,2,3,4,5,6,7,8 1 9 tako da se znamenke ne ponavljaju? (Drzavno
natjecange 2016.qg., 6. razred)



Poglavlje 7.
Zakljucak

Ucitelj matematike je iznimno vazna karika u razvoju kreativnog i stvaralackog
misljenja kod svakog pojedinog ucenika. Njegov zadatak je da medu njima prepozna
one koji zele i trebaju vece izazove od onih na koje nailaze u redovnoj nastavi
matematike te da im iste i pruzi. Nacin na koji ¢e to posti¢i ovisi o ucitelju, a i
uceniku jer ne odgovaraju svim ucenicima isti postupci i metode.

U ovom radu smo mogli vidjeti na koje sve poteskoce ucitelji, a i ucenici nailaze
zbog razlike izmedu sadrzaja obradenih na redovnoj nastavi i onih koji se po-
javljuju na natjecanjima. Medutim, prikazan je i nac¢in na koji pomo¢i ucenicima
da savladaju dodatno gradivo. Vazno je da ucenicima pokazemo §to vise tehnika,
metoda, pravila, uputa kako bi se jednog dana na natjecanju, a i u zivotu opcenito
mogli snac¢i u novoj i nepoznatoj situaciji te primijeniti poznato znanje.

Ono §to na kraju jos jednom treba istaknuti je to da je nuzna bolja edukacija
ucitelja za rad s darovitim/talentiranim ucenicima, tj. onima koji zele vise jer ve¢ina
ucitelja nazalost za to nema motivacije, a i nije adekvatno educirana.
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