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Uvod

Pojam regresije uveo je Sir Francis Galton uoc¢ivsi da visina djece regra-
dira prema prosjeku, odnosno da visoki roditelji imaju visoku djecu, no u
prosjeku nizu od roditelja, dok niski roditelji imaju nisku djecu, u prosjeku
nesto visu od roditelja. Ovaj efekt nazvao je regresija prema prosjeku. Regre-
sijska analiza koristi se za donosenje zakljucaka o slucajnoj varijabli koja ovisi
o nezavisnoj varijabli ili viSe nezavisnih varijabli koje nazivamo prediktorima.
Logisticka regresija ¢esto je koristena u slucajevima kada je zavisna varijabla
dihotomna. Kako je ¢est slucaj da je ishod zavisne varijable dihotoman, u
posljednjem desetlje¢ju logisticka regresija postala je neizostavna metoda u
biomedicini, biomatematici, kemiji, ekonomiji i opéenito u statistici.

U ovom radu upravo ¢emo proucavati logisticku regresiju te njenu
konkretnu primjenu. U prvom poglavlju upoznat ¢emo se sa pojmom ge-
neraliziranih linearnih modela, zatim ¢emo objasniti matematicku pozadinu
modela jednostavne i slozene logisticke regresije, te ukratko objasniti ocjenu
prilagodbe modela. U drugom poglavlju primjenit ¢emo logisticku regresiju

u svrhu modeliranja vjernosti posjetitelja zasti¢enih podrucja.
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Poglavlje 1

Logisticka regresija

1.1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1 Neka je (Q, F) izmjeriv prostor i neka je P familija vjero-
jatnosnih mjera na (2, F). Trojka (2, F,P) zove se statisticka struktura.

Familija vjerojatnosti ¢esto je parametrizirana P = {Py : § € O}, gdje je

0 parametarski prostor, odnosno skup vrijednosti parametara.

Definicija 1.2 Neka je X : Q — R? slucajan vektor i (Q, F,P) statisticka
struktura, P = {Py : 8 € ©}. Za 6 € © oznacimo F(z;0) = Pp(X <
z),r € RY. Tada je F(-;0) funkcija distribucije od X uz vjerojatnost Py € P.
Kazemo da X pripada statistickom modelu P' = {F(-;0) : 0 € ©}.

Definicija 1.3 Slucajan uzorak duljine n ili n-dimenzionalni slucajni uzorak
na statistickoj strukturi (Q, F,P) je konacan niz X1, X, ..., X, sluc¢ajnih va-
rijabli (vektora) na (2, F) tako da VP € P su slucajne varijable X1, X, ..., X,

nezavisne i jednako distribuirane.

Definicija 1.4 Statistika na statistickoj strukturi (2, F,P) je svaka slucajna

varijabla (vektor) T : Q — R? takva da postoji n € N i n-dimnezionalni
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slucagni uzorak (X1, Xa, ..., X,) na (Q,F,P) te izmjerivo preslikavanje t :
R"™ — R? takvo da je T = (X1, Xo,...,X,).

1.2 Generalizirani linearni model

1.2.1 Uvod

Predmet mnogih istrazivanja je utvrdivanje povezanosti izmedu razli¢itih
varijabli. Nadalje, ¢esto je cilj ispitati ovisi li neka varijabla (zavisna varija-
bla) o drugim varijablama (nezavisne varijable ili kovarijati). Cilj je utvrditi
i oblik veze. Analize se provode na temelju prikupljenih podataka.

Podaci ¢e biti predstavljeni matricom podataka u kojem su redci in-
deksirani eksperimentalnim ili istrazivackim jedinicama. U ovom kontekstu,
jedinice su objekti na kojima se provode opazanja, na primjer pacijenti u me-
dicinskom istrazivanju ili klinickom ispitivanju. Stupci matrice podataka su
varijable kao sto su dob pacijenta, tezina, spol i tako dalje. Neke od varijabli
smatraju se varijablama odziva ili zavisnim varijablama, za ¢ije se vrijednosti
vjeruje da su pod utjecajem drugih eksplanatornih varijabli, zvane kovarija-
tima, odnosno nezavisnim varijablama. Kovarijati mogu biti kvantitativne
ili kvalitativne varijable. Kvantitativne varijable poprimaju numericke vri-
jednosti, a kvalitativne varijable poprimaju vrijednosti iz konacnog skupa
nenumerickih vrijednosti. Kvalitativne kovarijate nazivat ¢emo faktorima.
Zavisne varijable mogu biti numericke, kontinuirane ili diskretne, ili mogu
biti kvalitativne.

U matricnom zapisu skup opazanja zavisne varijable oznacen je vek-
torom stupca opazanja Y = (y1,¥s,...,y.)’. Skup kovarijata ili eksplana-
tornih varijabli predstavljen je kao m x p matrica X. Svaki redak matrice

X odnosi se na jednu jedinicu opazanja, a svaki stupac na jednu kovarijatu.
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Najjednostavnija veza izmedu varijable odziva i kovarijata je linearna veza.
Osnovna pretpostavka linearnih modela je pretpostavka o postojanju line-
arne veze izmedu ocekivanja varijable odziva i kovarijata. Svakoj kovarijati
pridruzen je koeficijent ili parametar, obi¢no nepoznat. Skup parametara je
vektor dimenzije p, koji se obi¢no oznacava s 3 = (f1,..., 5).

Model logisticke regresije pripada familiji generaliziranih linearnih
modela koje dobijemo kao prosirenja klasi¢nih linearnih modela. Opisimo
prvo klasiéni linearni model. Neka je vektor opazanja Y = (y1,va, ..., yn)"
realizacija slucajne varijable Y ¢ije su komponente nezavisno distribuirane sa
ocekivanjem p. Sustavni dio modela se sastoji od predstavljenog vektora u

izrazenog preko (malog) broja nepoznatih parametara /i, ..., 5,. U slucaju

klasiénih linearnih modela, ova specifikacija ima oblik

p
p=> ;B
j=1

gdje su 3; nepoznati parametri ¢ije se vrijednosti procijenjuju iz danih po-
dataka, a x; vrijednosti j-te kovarijate. Neka je Y; i-to opazanje, tada se

sustavni dio modela moze zapisati kao
p
j=1

gdje je x;; vrijednost j-te kovarijate za opazanje 7. Prethodni sustav moZemo

zapisati u matri¢cnom obliku kao

p=Xg,

gdje je X matrica modela dimenzija n X p, a 3 vektor parametara dimenzija

p x 1.
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Slucajni dio modela se sastoji od pretpostavke da su greske modela,
definirane kao ¢ = Y — X3, nezavisne i varijanca konstantna. Ovo su jake
pretpostavke i potrebno ih je provjeriti, koliko je to moguce, iz samih poda-
taka. Nadalje, struktura sustavnog dijela pretpostavlja da znamo kovarijate
koje utjecu na srednju vrijednost i mozemo ih u¢inkovito mjeriti bez pogreske,
ovu pretpostavku takoder treba provjeriti, koliko je to moguce.

Daljnju specifikaciju modela dobijemo iz pretpostavke da greske za-
dovoljavaju Gaussovu ili normalnu distribuciju uz konstantnu varijancu o2.

Konaé¢no, klasi¢ni linearni model mozemo opisati kao model u kojem

su komponente slucajne varijable Y nezavisne, normalno distribuirane sa

konstantnom varijancom o? te vrijedi

E(Y) =y, gdieje 1= X8, (L1)

odnosno

p
Y;‘ ~ N(Z .Tijﬂj,(f?).
j=1

1.2.2 Generalizacija

Kako bismo pojednostavili prijelaz sa klasi¢nih na generalizirane linearne

modele, uvodimo podjelu komponenti na sljede¢i nacin:

1. Sluc¢ajna komponenta: komponente od Y su nezavisne, normalno dis-

tribuirane sa E(Y') = p i konstantnom varijancom o?;
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2. Sustavna komponenta: 1 je izrazen preko kovarijata x1,xo, ..., 2, s
P
n= E 553
j=1

3. Trec¢a komponenta daje vezu izmedu slucajne i sustavne komponente:

Ako oznac¢imo sa
ni = g(p),

onda ¢emo ¢(-) nazivati funkcijom poveznicom (link funkcija). Dakle, kod
klasi¢nog linearnog modela pretpostavljamo da slucajna varijabla ima nor-
malnu distribuciju dok za funkciju poveznicu biramo identitetu. Genera-
lizirani linearni modeli dopustaju da slucajna varijabla Y prati bilo koju
distribuciju iz eksponencijalne familije, te dopustaju bilo koju monotonu di-

ferencijabilnu funkciju kao izbor za link funkciju.

1.2.3 Funkcije vjerodostojnosti za generalizirane linerne

modele
Osnovna pretpostavka generaliziranih linearnih modela odnosi se na dis-

tribuciju komponenata slucajnih varijabli Y'; pretpostavljamo da svaka kom-

ponenta slucajne varijable Y ima distribuciju iz eksponencijalne familije.
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Definicija 1.5 Distribucija slucajne varigable Y pripada nekoj eksponenci-

jalnojg familiji ako joj qustoéa ima oblik

Sy (y;0,0) = exp{(yd — b(0))/a(¢) + c(y, 9)} (1.2)

za neke funkcije a(-),b(-) i c(-), pri ¢emu je funckija b dva puta neprekidno

diferencijabilna tako da je V' invertibilna.

Familija ima dva parametra: 6 (prirodni parametar) i ¢ (parametar disper-
zije).Funkcija a parametra ¢ zove se funkcija disperzije te omogucéuje dodatnu
fleksibilnost u modelu, tako da ne moraju svi odzivi imati istu varijancu.
Funkciju ¢ tipi¢no ignoriramo jer nema utjecaja u procesu procjene parame-

tara generaliziranih linearnih modela.

Primjer 1.6 Normalna distribucija pripada eksponencijalnoj familiji. Na-

ime, njezina gustoca ima oblik

1 0
fy(y:6,0) = mew’p{—(y — )" /207}

= exp{(yn — 1*/2)/0” — %@2/ 0% + log(2m0?))},

iz ¢ega slijedi da su 6 = u, ¢ = o2, i

a(p) =¢,  bO)=0%/2,  cly, ) = —%{y?/a2 + log(2m0?)}.

Promotrimo sada funkciju vjerodostojnosti 1(6, ¢;y) = logfy (y; 6, ¢) za
dane 0, ¢ i y unutar neke ekponencijalne familije.

Iz (1.2) imamo

1(6;9) = {y0 = b(0)}/ald) + cly, ),
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Srednju vrijednost i varijancu od Y mozemo dobiti iz relacija

E (%) =0 (1.3)

E (2—;2) +E (%)2 = 0. (1.4)

Vrijedi
=y~ ¥(0)}/a(o) (15
2,
O = —H'(0)/a(o). (16)

Iz (1.3) i (1.5) imamo da je

o:E(%):awww»mwx

stoga,

E(Y)=pu="0'(0).

Kona¢no, iz (1.4), (1.5) i (1.6) imamo da je

pa je
var(Y) = 0"(0)a(o).

Dakle, varijanca od Y je produkt dvije funkcije. Funkcija koja ovisi samo o
parametru 6 i naziva se funkcija varijance te ¢emo je oznaciti s 0”(6), dok

druga ne ovisi o 6, ve¢ ovisi samo o ¢.
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1.3 Model jednostavne logisticke regresije

Kada zavisnu varijablu odziva zelimo opisati pomoc¢u jedne nezavisne va-
rijable, koristimo model jednostavne logisticke regresije. Cilj kod proucavanja
ovog modela je pronaci najprikladniji i najjednostavniji razuman model koji
opisuje odnos izmedu zavisne varijable ishoda (odziva) i skupa nezavisnih
(prediktorskih) varijabli. Najceséi primjer modeliranja je uobicajeni linearni
regresijski model gdje se pretpostavlja da je varijabla ishoda kontinuirana.
Za razliku od toga, u logistickom regresijskom modelu varijabla ishoda je
binarna ili dihotomna, to jest ima dva moguéa ishoda. Ova razlika izmedu
logisticke i linearne regresije odrazava se i u izboru parametarskog modela i
u izboru pretpostavki. Nadalje, metode koje koristimo pri analizi pomocu lo-
gisticke regresije slijede ista opc¢a pravila koja koristimo u linearnoj regresiji.
Stoga, tehnike koje koristimo u linearnoj regresijskoj analizi motiviraju nas
pristup logistickoj regresiji. U daljnjem tekstu uvodimo dvije vazne razlike
izmedu logisticke i linearne regresije.

Prva razlika tice se uvjetne distribucije varijable ishoda. U sva-
kom regresijskom problemu kljuéna veli¢ina je srednja vrijednost varijable
ishoda, s obzirom na vrijednost nezavisne varijable. Ta se veli¢ina naziva
uvjetna srednja vrijednost i bit ¢e oznacena s E(Y|x), gdje Y oznacava
varijablu ishoda, a x vrijednost nezavisne varijable. U modelu linearne
regresije pretpostavljamo da se opazanje varijable ishoda moze izraziti sa
y = E(Y|x) + €. Velicina € naziva se greska i izrazava devijaciju opazenih
vrijednosti od uvjetne srednje vrijednosti. Najc¢esée pretpostavljamo da e sli-
jedi normalnu distribuciju sa srednjom vrijednoséu nula te s varijancom koja
je konstanta za sve vrijednosti nezavisne varijable. Iz prethodnog slijedi da
¢e uvjetna distribucija varijable ishoda, s obzirom na dani x, biti normalna

sa srednjom vrijednoséu E(Y|z) i konstantnom varijancom. S druge strane,
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u slucéaju dihotomne varijable ishoda, mozemo izraziti vrijednost varijable
ishoda sa y = 7(x) + €. U ovom slucaju pogreska e moze poprimiti jednu od
dvije moguce vrijednosti. Ako je y =1, onda je e = 1 — 7(z) s vjerojatnoséu
m(x), a ako je y = 0, onda je € = —m(z) s vjerojatnoséu 1 — 7(x). Dakle,
¢ ima distribuciju sa srednjom vrijednoséu nula i varijancom 7 (z)[1 — 7(z)].
Slijedi da je uvjetna distribucija varijable ishoda binomna distribucija s vje-
rojatnoséu danom sa uvjetnom srednjom vrijednoséu 7(x).

Druga vazna razlika izmedu modela linearne i logisticke regresije se
odnosi na prirodu odnosa izmedu ishoda i nezavisnih varijabli. U linearnoj
regresiji pretpostavljamo da se uvjetna srednja vrijednost varijable ishoda

moze izraziti kao linearna funckija u x, kao sto je
E(Yl|x) = By + Biz.

Ovaj izraz implicira da je moguée da F(Y|z) poprimi bilo koju vrijednost za
r €< —00,+00 >. S druge strane, model koji koristimo logistickoj regresiji
je oblika

Bo+Brx
¢ (1.7)

m(z) = 11 cPothiz
gdje smo uveli oznaku 7(zx) = E(Y|x). Iz prethodnog izraza slijedi da je
0 < 7(z) < 1. To se moze vidjeti na Slika 1.1. gdje je prikazan graf logisticke

funkcije.
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Slika 1.1: Logisticka funkcija

Promjena 7(x) po jedinici promjene x postaje progresivno manja kako se
m(x) priblizava nuli ili jedinici. Za takvu krivulju kazemo da ima S-oblik.
Transformacija funkcije 7(x), koja je od velike vaznosti u proucavanju lo-

gisticke regresije, jest log transformacija te je definirana sa

()

g(z) = lnl_—m

= B + Bz,

izrazena preko mw(z) definiranog kao u (1.7). Dakle, veza izmedu slucajne i
sistemske komponente, odnosno funckija poveznica, je logit g(x). Vaznost
ove transformacije je u tome sto g(z) sadrzi mnoga pozeljna svojstva modela
linearne regresije. Funkcija logit, g(z), je linearna po svojim parametrima,
moze biti neprekidna te ovisno o vrijednostima varijable x moze varirati od

—o00 do +o00.

10
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Konaé¢no, mozemo zakljuciti da u regresijskoj analizi kada je varijabla

ishoda dihotomna vrijedi sljedece:

1. Uvjetna srednja vrijednost mora se formulirati tako da bude u grani-
cama izmedu nule i jedinice. Vidjeli smo da model logisticke regresije

7(x) dan izrazom (1.7) zadovoljava ovo ogranicenje.

2. Distribucija koju koristimo pri statistickoj analizi te opisujemo distri-

buciju pogresaka je binomna distribucija.

3. Opca pravila na kojima temeljimo analizu pomoc¢u linearne regresije,

takoder koristimo pri analizi logistickom regresijom.

1.3.1 Procjena parametara modela

Pretpostavimo da imamo uzorak od n nezavisnih opazanja, (z;,v;), gdje
y; oznacava vrijednost dihotomne varijable ishoda, a x; vrijednost nezavisne
varijable za i-ti subjekt. Nadalje, pretpostavimo da je varijabla ishoda kodi-
rana kao 0 ili 1, sto predstavlja odsutnost, odnosno prisutnost, karakteristike.
Da bismo logisticki regresijski model u izrazu (1.7) prilagodili skupu poda-
taka, potrebno je procijeniti vrijednosti nepoznatih parametara [y i 3.

U linearnoj regresiji metoda koja se najcesce koristi za procjenu ne-
poznatih parametara je metoda najmanjih kvadrata. U metodi najmanjih
kvadrata odabiremo one vrijednosti 5y i $; koje minimiziraju zbroj kvadrat-
nih odstupanja opazenih vrijednosti varijable Y od predvidenih vrijednosti
dobivenih na temelju modela. Koriste¢i uobic¢ajene pretpostavke za linearnu
regresiju, metoda najmanjih kvadrata daje procjenitelje s nizom pozeljnih
statistickih svojstava. No, kada metodu najmanjih kvadrata primijenimo na

model s dihotomnim ishodom, procjenitelji viSe nemaju ista svojstva.

11
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Opéa metoda procjene u modelu linearne regresije (kada su pogreske
normalno distibuirane) koja dovodi do funkcije najmanjih kvadrata naziva se
metoda maksimalne vjerodostojnosti. Na toj metodi temeljimo nas pristup u
modelu logisticke regresije. Opcenito, metoda maksimalne vjerodostojnosti
daje vrijednosti nepoznatih parametra koji maksimiziraju vjerojatnost do-
bivanja promatranog skupa podataka. Kako bismo primijenili ovu metodu
na nas problem, prvo moramo konstruirati funkciju, koja se zove funkcija
vjerodostojnosti. Ova funkcija izrazava vjerojatnost opazenih podataka kao
funkciju nepoznatih parametara. Procjenitelji maksimalne vjerodostojnosti
parametara odabrani su tako da maksimiziraju ovu funkciju. Stoge se dobi-
veni procjenitelji najviSe slazu s promatranim podacima. U daljenjem tekstu
¢emo opisati kako pronaci te vrijednosti iz modela logisticke regresije.

Izraz za mw(x) dan u jednadzbi (1.7) daje uvjetnu vjerojatnost da je
Y jednako 1 za dani z. Ovo ¢ée biti oznaceno kao P(Y = 1]z). Slijedi da
veli¢ina (1 — m(x)) daje uvjetnu vjerojatnost da je Y jednako nuli za dani x,
P(Y = 0]z). Dakle, za one parove (x;,y;), gdje je y; = 1, doprinos funkciji
vjerodostojnosti je m(z;), a za one parove gdje je y; = 0, doprinos funkciji vje-
rodostojnosti je (1 —m(x;)). Najprikladniji nacin za izraziti doprinos funkeciji

vjerodostojnosti za dani par (z;,y;) je dan sljede¢im izrazom:

(s )V [1 — ()] Y (1.8)

Zbog pretpostavke da su opazanja nezavisna, funkcija vjerodostoj-

nosti dobiva se kao produkt od n ¢lanova danih sa (1.8) na sljedeéi nacin:
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1.3. Model jednostavne logisticke regresije

I(B) = HW(%)MH — ()] (1.9)
i=1
Nacelo maksimalne vjerodostojnosti nam sugerira da za procjenu od
B koristimo vrijednost koja maksimizira izraz u jednadzbi (1.9). Medutim,
radi matematicke jednostavnosti proucavat ¢emo logaritam od (1.9) kojeg

nazivamo log vjerodostojnost te je dan
LW%ZmWﬁHIE:wmﬂﬂ%ﬂ+U—yﬂmU—ﬂ®M} (1.10)

Iz nuznih uvjeta ekstrema za L(3) slijede jednadzbe vjerodostojnosti:

n

S fgs = w(a)] = 0 (L.11)

=1

in{yi —7(z;)] =0 (1.12)

Kod linearne regresije jednadzbe vjerodostojnosti su linearne u ne-
poznatim parametrima i stoga se lako rjesavaju. S druge strane, za logisticku
regresiju izrazi u (1.11) i (1.12) su nelinearni u Gy i f1, te stoga zahtijevaju
posebne metode za njihovo rjesavanje. Takve metode su iterativne prirode i
programirane su u dostupnom softveru za logisticku regresiju.

Vrijednost procijenjenog parametra 3 dobivena rjesavanjem jednadzbi
(1.11) i (1.12) naziva se procjena maksimalne vjerodostojnosti i oznacava se
kao B Nadalje, 7(z;) je procjena maksimalne vjerodostojnosti za m(z;).

Ova veli¢ina daje procjenu uvjetne vjerojatnosti E[Y = 1|z], te predstavlja
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1.3. Model jednostavne logisticke regresije

prilagodenu ili predvidenu vrijednost za model logisticke regresije. Posljedica

jednadzbe (1.11) je

n

2y =D R,
i=1 i=1
to jest, zbroj opazenih vrijednosti y jednak je zbroju predvidenih (o¢ekivanih)

vrijednosti.

1.3.2 Testiranje znacajnosti parametara modela

Nakon procjene koeficijenata modela, od interesa je ispitati znacajnost
varijabli u modelu. Nas$ pristup testiranju znacajnosti koeficijenta varijable
je vezan uz pitanje da li nam model koji ukljucuje predmetnu varijablu govori
viSe o varijabli ishoda od modela koji ne ukljuc¢uje tu varijablu.

Primjena opée metode za procjenu znacajnosti varijabli na linear-
nom regresijskom modelu nas motivira za pristup koji koristimo u logistickoj
regresiji.

Procjeni znacajnosti regresijskog koeficijenta u linearnoj regresiji pris-
tupa se formiranjem i analizom tablice varijance. Ova tablica razdvaja
ukupni zbroj kvadratnih odstupanja opazenih vrijednosti od njihove sred-
nje vrijednosti na dva dijela: (1) zbroj kvadratnih odstupanja opazanja od
regresijskog pravca SSE (ili rezidualni zbroj kvadrata), i (2) zbroj kvadrata
predvidenih vrijednosti, temeljenih na regresijskom modelu, od srednje vri-
jednosti zavisne varijable SSR, (ili zbog regresijskog zbroja kvadrata). Ako
y; oznacCava opazenu vrijednost, a y; oznacava predvidenu vrijednost za i-to

opazanje u modelu, onda

n

SSE = 3 (y; — 51)%

i=1
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1.3. Model jednostavne logisticke regresije

U modelu koji ne sadrzi nezavisnu varijablu, jedini parametar je Sy i By =¥
(7 je srednja vrijednost varijable odgovora). U ovom slucaju, ¢; = 7 i SSE
je jednak varijanci varijable odgovora. Kada u model uklju¢imo nezavisnu
varijablu, svako smanjenje SSE bit ¢e posljedica ¢injenice da je koeficijent
nagiba [ razlicit od nula. Promjena vrijednosti SSE je nastala zbog regre-

sijskog izvora varijabilnosti, oznacenog kao SSR,

n n

SSR = (i =) — > (i — %)

i=1 =1

U linearnoj regresiji nas interes je usmjeren na veli¢inu SSR-a. Velika
vrijednost SSR-a sugerira da je nezavisna varijabla vazna, dok mala vrijed-
nost sugerira da nezavisna varijabla nije od pomo¢i u predvidanju varijable
odziva.

Isti princip koristimo i kod logisticke regresije, to jest, usporedujemo
promatrane vrijednosti varijable odgovora kako bismo predvidjeli vrijednosti
dobivene iz modela sa i bez promatrane varijable. U logistickoj regresiji,
usporedba opazenih s predvidenim vrijednostima temelji se na logaritamskoj
funkciji vjerodostojnosti definiranoj u jednadzbi (1.10). Za bolje razumije-
vanje ove usporedbe, korisno je razmisljati o opazenoj vrijednosti varijable
odgovora kao o predvidenoj vrijednosti koja proizlazi iz saturiranog modela.
Saturirani model je model koji sadrzi tocno onoliko parametara koliko ima
opazenih vrijednosti.

Usporedba opazenih s predvidenim vrijednostima pomoc¢u funkcije

vjerodostojnosti dana je sa sljede¢im izrazom:

vjerodostojnost procijenjenog modela

D=-2In

: 1.13
vjerodostojnost saturiranog modela ( )
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1.3. Model jednostavne logisticke regresije

Velicina unutar zagrada u gornjem izrazu naziva se omjer vjerodostojnosti.
Potrebno je umetnuti minus dva puta unutar logaritma za dobivanje velic¢ine
Cija je distribucija poznata i moze se koristiti u svrhu testiranja hipoteza.
Takav test naziva se test omjera vjerodostojnosti. Koristenjem jednadzbe

(1.10), jednadzba (1.13) postaje

D:—2é{yiln <g>+(1—yi)ln(1:7;j>}, (1.14)

gdje je m; = 7(x;).

Statistika D u jednadzbi (1.14) se naziva devijancom ili statistikom
odstupanjaiigra sredisnju ulogu u nekim pristupima ocjenjivanja uskladenosti
modela. Devijanca za logisticku regresiju ima istu ulogu kao i rezidualni
zbroj kvadrata u linearnoj regresiji. Zapravo, devijanca dana sa (1.14), kada
se izracuna za linearnu regresiju, identi¢na je SSE-u.

Nadalje, u modelu gdje su vrijednosti varijable ishoda 0 ili 1, vjero-
dostojnost saturiranog modela je 1. Posebno, iz definicije saturiranog modela

slijedi da je 7; = y;, a vjerodostojnost je dana sa
[(saturirani model) = ﬁ Yl x (1 —y) v =1.
i=1
Nadalje, iz jednadzbe (1.13) slijedi da je devijanca
D = —21n (vjerodostojnost procijenjenog modela). (1.15)

Za potrebe ocjene znacajnosti nezavisne varijable promatramo pro-

mjenu u D kao posljedicu uklju¢ivanja nezavisne varijable u model. Spome-

16



1.3. Model jednostavne logisticke regresije

nuta promjena dobiva se kao:

G = D(model bez varijable) — D(model s varijablom).

Ova statistika ima istu ulogu u logistickoj regresiji kao brojnik parcijalnog F
testa u linearnoj regresiji. Budu¢i da je vjerodostojnost saturiranog modela
zajednicka za obje vrijednosti D koje se razlikuju za izracun G, moze se
izraziti kao

vjerodostojnost modela bez varijable
G=-2n

) 1.16
vjerodostojnost modela s varijablom ( )

Posebno, u slucaju jedne nezavisne varijable moze se pokazati da
kada varijabla nije u modelu, maksimalna procjena vjerodostojnosti 3, je
In (ny/no) gdjejeny = o yiing =Y . (1 —y;), a predvidene vrijednosti

su konstantne, ny/n. Ovdje vrijednost od G je:

)G -

H 7?1'%(1 _ ﬁ.\i)(lfyi)
=1

G’:—2ln[

G = z{i [yi In (7)) +(1—y;) In (1 — a)] - [nl In (n1)-+no In (no)—n In (n)] }
(1.18)

Ako pretpostavimo istinitost nul hipoteze (to jest, Hy : f; = 0),
onda statistika G slijedi x? distribuciju s jednim stupnjem slobode. Za ve-

like vrijednosti statistike G odbacit ¢emo nul hipotezu , a to nas upucuje na
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1.3. Model jednostavne logisticke regresije

zakljucak da je varijabla znacajna. Takoder, potrebne su i dodatne mate-
maticke pretpostavke, ali, za gornji slucaj one su nerestriktivne i zahtijevaju
veliku koli¢inu uzorka, n.

Izracun logisticke vjerodostojnostii test omjera vjerodostojnosti stan-
dardni su dio svih racunalnih alata za logisticku regresiju. To nam olaksava
provjeru vaznosti dodavanja novih varijabli u model. U jednostavnom slucaju
jedne nezavisne varijable, prvo promatramo model koji sadrzi samo kons-
tantni clan. Zatim promatramo model koji sadrzi nezavisnu varijablu za-
jedno s konstantom. To dovodi do nove log vjerodostojnosti. Test omjera
vjerodostojnosti dobiva se mnozenjem razlike izmedu ove dvije vrijednosti s
-2.

Predlozena su jos dva slicna, statisticki ekvivalentna testa. To su
Wald test i Score test. Pretpostavke koje su nam potrebne za ove testove
iste su kao one za test omjera vjerodostojnosti u (1.17). Opsirnije znacajke
o ovim testovima i njihovim pretpostavkama mogu se naéi u Rao (1973).

Waldov test se temelji na usporedbi procjene maksimalne vjerodos-
tojnosti parametra B\l i procjene njegove standardne pogreske. Rezultirajuci
omjer, uz pretpostavku istinitosti nul hipoteze ($; = 0), pratit ¢e standardnu
normalnu distribuciju. Hauck i Donner (1977.) ispitali su izvedbu Waldovog
testa i otkrili da cesto ne uspijeva odbacili nul hipotezu kada je koeficijent
znacajan te su preporucili koriStenje testa omjera vjerodostojnosti.

Test znacajnosti varijable koji ne zahtijeva izracunavanje procjene
maksimalne vjerodostojnosti za [3; je Score test. Zagovornici Score testa
navode smanjeni racunalni napor kao njegovu glavnu prednost. Koristenje
testa ograniceno je time $to se ne moze dobiti iz nekih programskih paketa. U
univarijantnom slucaju, ovaj se test temelji na uvjetnoj distribuciji derivacije

u jednadzbi (1.12), s obzirom na derivaciju u jednadzbi (1.11). U tom slucaju
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1.3. Model jednostavne logisticke regresije

mozemo zapisati izraz za Score test. Test koristi vrijednost jednadzbe (1.12),
izracunatu pomocu By = In (ny/ng) i 1 = 0. Kao sto je ranije navedeno za
te vrijednosti parametara 7 = ni;/n = y. Stoga, lijeva strana jednadzbe
(1.12) postaje > | x;(y; —¥). Moze se pokazati da je procijenjena varijanca

jednaka (1 —7) > ,(z; — T). Testna statistika za Score test (ST) je

Z zi(yi —Y)
i=1

Y1 —79)) (x;—T)

i=1

ST =

1.3.3 Procjena pouzdanim intervalom

Vazan dodatak testiranju znacajnosti modela je izracun i interpretacija
intervala pouzdanosti za parametre od interesa. Kao u sluc¢aju linearne re-
gresije, mozemo ih odrediti za koeficijent nagiba, slobodni koeficijent i logit.
U nekim slucajevima, moglo bi biti od interesa pruziti procjene intervala za
predvidene vrijednosti.

Osnova za konstrukciju intervalnih procjenitelja je ista statisticka
teorija koju smo koristili za formuliranje testova znacajnosti modela. Kon-
kretno, procjenitelji intervala pouzdanosti za koeficijent nagiba i slobodnog
koeficijenta povezani su s Waldovim testovima. Rubne tocke 100(1 — a/2)%

pouzdanog intervala za koeficijent nagiba su
B £ 212025 E(B1), (1.19)
a za slobodni koeficijent su

Bo £ 21_a/sSE(fo), (1.20)
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gdje je z1-q/2 (1 —a/2) kvantil standardne normalne distribucije, to jest gor-
nja rubna tocka od 100(1 — «/2)% pouzdanog intervala standardne normalne
distribucije, dok SE () oznacava procjenitelje standardne pogreske procjeni-
telja parametra.

Logit je linearni dio modela logisticke regresije. Procjenitelj logita je
9(x) = Bo + B, (1.21)

dok je procjenitelj varijance procijenjenog logita dan sa
Varl3(w)] = Var(fo) + 2*Var(3h) + 20000 (Ao ). (122)
Rubne tocke 100(1 — a/2)% intervala pouzdanosti dane su s

g(z) £ Z1—a/2§E[§($)]v (1.23)

gdje je

SE[G(z)] = \/ Var[g(z)).

Procjenitelj logita i pripadni interval pouzdanosti pruzaju osnovu za
procjenu prilagodene vrijednosti, u ovom slucaju logisticke vjerojatnosti, i
procjenu intervala pouzdanosti. Posebno, koristenjem (1.12), ako je z vrijed-

nost nezavisne varijable onda je procijenjena logisticka vjerojatnost

(9()

a rubne tocke 100(1 — a/2)% intervala pouzdanosti dobivene su iz odgova-

rajuc¢ih rubnih tocaka intervala pouzdanosti za logit. Krajnje tocke intervala
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pouzdanosti dane su s

o9(@)£21—a/25EG(@)]

= ——. (1.25)
1 4+ ed@)*21-a/2SEG@)]
Prilagodena vrijednost izra¢unata u (1.24) analogna je odgovarajucoj
tocki na regresijskom pravcu dobivenoj linearnom regresijom. U linearnoj re-
gresiji svaka tocka na procijenjenom regresijskom pravcu daje procjenu sred-
nje vrijednosti zavisne varijable u populaciji subjekata s vrijednos¢u kova-
rijata x. Stoga je vrijednost 7(z) u (1.24) procjena srednje vrijednosti (tj.
udjela) subjekta s kovarijantnom vrijednoséu = u uzorku populacije koja ima
dihotomnu varijablu ishoda kodiranu s 1. Svaki pojedini ispitanik u uzorku
kovarijantnom vrijednoséu z ili ima dihotomnu varijablu ishoda kodiranu s 1

ili s 0. Interval pouzdanosti sugerira da se ta srednja vrijednost krece izmedu

§(@)+21_0/2SE[G(2)]

< . (1.26)
14+ 69(1)+21—a/25E[9($)]
i _
e/g\(x)_zlfa/ZSE[.a(x)}
(1.27)

1 4 8@ —21-a/25E[@)]

s pouzdanoséu od 100(1 — «/2)%.

1.3.4 Interpretacija parametara modela

Tumacenje bilo kojeg modela zahtijeva da budemo u moguénosti do-
nijeti prakticne zakljucke iz procijenjenih koeficijenata u modelu. Pitanje
kojim se bavimo je: ”Sto nam procijenjeni koeficijenti u modelu govore o
istrazivackim pitanjima koja su motivirala studiju?” Procijenjeni koeficijenti

za nezavisne varijable predstavljaju promjenu funkcije zavisne varijable po

21



1.3. Model jednostavne logisticke regresije

jedinici promjene u nezavisnoj varijabli. Stoga, interpretacija ukljucuje dva
problema: odredivanje funkcionalnog odnosa izmedu zavisne varijable i ne-
zavisne varijable i odgovarajuce definiranje jedinice promjene za nezavisnu
varijablu.

Prvi korak je odrediti koja funkcija zavisne varijable daje linearnu
funkciju nezavisnih varijabli. To se zove link funkcija. U modelu logisticke

regresije link funkcija je logit transformacija

g(a) = Inf{m(z)/[1 = w(2)]} = o + Pr.

Koeficijent nagiba predstavlja promjenu u logit koja odgovara promjeni jedne
jedinice u nezavisnoj varijabli (tj. 1 = g(z+1) —g(z)). Ispravno tumacenje
koeficijenta u logistickom regresijskom modelu ovisi o moguénosti pripisivanja
znacenja razlici izmedu dva logita. Tumacenje ove razlike drugacije je od
slucaja do slucaja jer se odnosi izravno na definiciju i znacenje promjene
jedne jedinice u nezavisnoj varijabli.

Nadalje, razmotrit ¢emo i interpretaciju koeficijenata logisticke re-
gresije u slucaju kad je nezavisna varijabla nominalne ljestvice i dihotomna.
Ovaj slucaj predstavlja konceptualni temelj za sve ostale situacije.

Pretpostavljamo da je nezavisna varijabla x kodirana kao nula ili kao

jedan. Razlika u logitu za subjekt z =11z =0 je

9(1) = g(0) = [Bo + B1] — [Bo] = B
U ovom slucaju logit razlika jednaka je ;. Kako bismo protumacili ovaj

rezultat, moramo uvesti i raspraviti mjeru povezanosti koja se naziva omjer

izgleda, te definirati izglednost dogadaja.
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Tablica 1.1: Vrijednosti modela logisticke regresije s dihotomnom nezavisnom

varijablom

nezavisna varijabla (X)

varijabla odziva (Y) x=1 x=0

Bo+pP1 Bo
_ _ & _ &
y=1 ﬂ-(l) - 14+ 650+,31 7T(O) 1 + eﬂo
y=0 1r(l) = —2L | 1-7(0) = —L
1+ 6504—,31 14+ 6,30

Definicija 1.7 Neka je A dogadaj. Izglednost dogadaja A definiramo sa

P(A)
1-P(A)"

Moguce vrijednosti logistickih vjerojatnosti mogu se prikladno pri-
kazati u tablici 2 x 2 kao Sto je prikazano na Tablici 1.1.

Izglednost da ¢e ishod biti prisutan medu pojedincima s x = 1 defi-
niran je kao 7(1)/[1 —7(1)]. Sli¢no tome, izglednost da ¢e ishod biti prisutan
medu pojedincima za koje je z = 0 definiran je kao 7(0)/[1 —m(0)]. Omjer iz-
gleda, oznacen s OR, definiran je kao omjer izglednosti za x = 1 i izglednosti

za x = 0, a dan je sa

_m(1)/[1 —w(1)]
OR = NP . (1.28)
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Uvrstavajudéi izraz za logisticki regresijski model prikazan u Tablici 1.1 u

(1.28) dobivamo
660+51 1
(1 + ebotbi ) <1 + eBot+b )
e 1
<1—{—650) <1+e/30)

eﬁo +ﬁ1

OR =

650
— eBo+B1)=Fo
=M.

Dakle, za logisticku regresiju s dihotomnom nezavisnom varijablom kodira-

nom s 1 i 0, odnos izmedu omjera izglednosti i regresijskih koeficijenata je
OR = €. (1.29)

Ovaj jednostavan odnos izmedu koeficijenta i omjera izglednosti temeljni
je razlog zasto se logisticka regresija pokazala tako moénim analitickim is-
trazivackim alatom.

U slucaju kada je OR = 1 izglednost prisutnosti ishoda jednaka je
za objekte za koje je x = 112 = 0. U suprotnom, kazemo da je izglednost
prisutnosti ishoda ve¢a OR puta (OR > 1) ili manja OR puta (OR < 1) u
skupini objekata za koje je x = 1 u odnosu na skupinu za koju je z = 0.

U mnogim slucajevima OR aproksimira veli¢inu koja se naziva rela-
tivni rizik. Ovaj parametar jednak je omjeru 7(1)/m(0).

Zbog jednostavnog tumacenja, OR obi¢no uzimamo za parametar od
interesa u logistickoj regresiji. Medutim, njegova procjena, 61\%, ima distribu-
ciju koja je asimetri¢na dok je u teoriji, za dovoljno velike uzorke, distribucija

OR normalna. Nazalost, ovaj zahtjev za veli¢cinom uzorka obi¢no premasuje
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zahtjev vecine studija. Stoga se zakljucci obicno temelje na distribuciji uzorka
ln(éﬁ) = B\l, koja slijedi normalnu distribuciju za mnogo manje uzorke. Pro-
cjenu 100(1—«/2)% intervala pouzdanosti za omjer izgleda dobijemo tako da
prvo izracunamo rubne toce intervala pouzdanosti za koeficijent 51, a zatim

a zatim ih eksponenciramo. Opcenito, krajnje tocke dane su izrazom

exp [B\l + 21_a/2 X @(B\l)]

Prije zaklju¢ivanja sluc¢aja dihotomne varijable, vazno je uzeti u obzir
ucinak koji kodiranje varijable ima na izra¢un procijenjenog omjera izgleda.
Veé smo zakljucili da je procjena omjera izgleda OR = exp(BAl). Ovo je tocno
kada je nezavisna varijabla kodirana kao 0 ili 1. Drugacije kodiranje moze
zahtijevati da izracunamo vrijednost razlike logita za specificno kodiranje
koje smo koristili, a zatim potenciramo tu razliku kako bismo procijenili

omjer izgleda.

1.4 Model slozene logisticke regresije

U ovom poglavlju ¢emo opisati kako generalizirati model logisticke re-
gresije u slucaju kada zavisnu varijablu odziva Zelimo opisati pomocu vise ne-
zavisnih varijabli. Promotrimo kolekciju od p nezavisnih varijabli oznacenih
s vektorom X = (Xl,XQ, e ,Xp). Nadalje, pretpostavimo, za sada, da
je svaka od ovih varijabli na intervalnoj skali. Uvjetnu vjerojatnost pri-
sutnosti nekog ishoda ozna¢imo s w(X) = P(Y = 1|X = x), gdje je

x = (x1,29,... ,xp). Logit multivarijatne logisticke regresije dan je s

g(x) = Bo+ Prxr + ... + By, (1.30)
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Tablica 1.2: Primjer dummy varijable koja ima tri razlicita levela

X; | Dy D,
0|0 o0
11 0
210 1

a model logisticke regresije dan je s

e9(@)

(1.31)

Opcenoti, u model mozemo ukljuciti prediktore mjerene na razlicitoj
skali. Ako su neke od nezavisnih varijabli diskretne nominalne skale , kao sto
su primjerice rasa ili spol, nije ih prikladno ukljuc¢iti u model kao da su varija-
ble intervalne ljestvice. Brojevi koje koristimo za reprezentaciju diskretne va-
rijable na razli¢itim nivoima samo su indifikatori i nemaju numericki znacaj.
U ovoj situaciji metoda izbora je koristenje dizajna varijabli (ili dummy vari-
jable). Ako nominalno skalirana varijabla X; poprima k; razlicitih vrijednosti
(odnosno, ima k; kategorija), onda uvodimo k; — 1 dummy varijabli. Napri-
mjer, u slucaju k; = 3 uvodimo dvije varijable D; i Dy, dok jedna kategorija
uvijek sluzi kao referentna. Dizajn u ovom slucaju mozemo prikazati kao u
Tablici 1.1.  Stoga bi logit za model s p varijabli u slucaju kada je j-ta
varijabla diskretna (uz pretpostavku da su ostale varijable numericke) bio
oblika

kj—1

g(x) = Bo+ Brrr + ...+ Bj1xj 1 + Z BiDi+ Bjr1Zjta + -+ By,
=1
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1.4. Model slozene logisticke regresije

1.4.1 Procjena parametara modela

Pretpostavimo da imamo uzorak od n nezavisnih opazanja (x;,1y;) =
(T, Tig, - -, @iy, ¥i), 4 = 1,2,...,n. Kao i u univarijatnom sluc¢aju, da bismo
mogli kontruirati model za dana opazanja moramo prvo dobiti procijenjene
parametre 37 = (B, B4, . .. . Bp). Metoda procjene koristena u slucaju vise
varijabli bit ¢e ista kao u modelu jednostavne logisticke regresije, to jest ko-
ristit ¢emo metodu maksimalne vjerodostojnosti. Funkcija vjerodostojnosti
je gotovo identi¢na funkciji danoj sa (1.9). Jedina razlika je sto je sada
7(x) definiran sa izrazom (1.31). U ovom sluc¢aju ¢emo imati p + 1 jed-
nadzbi vjerodostojnosti koje se dobivaju deriviranjem logaritamske funkcije
vjerodostojnosti s obzirom na p + 1 koeficijenata. Rezultirajuce jednadzbe

vjerodostojnosti mozemo izraziti na sljedec¢i nacin:

n

> lyi—m(@)] =0

=1

n
> wilyi — m(@:)] =0
i=1

za j=1,2,...,p.

Kao i u modelu jednostavne logisticke regresije, rjeSavanje jednadzbi
vjerodostojnosti zahtijeva poseban softver koji je dostupan u veéini, ako ne
i u svim statistickim paketima. Oznac¢imo sa B\ rjeSenja gornjih jednadzbi.
Stoga, vrijednosti koje ra¢unamo su 7(x;), to jest vrijednosti izraza (1.31)
dobivene uvrstavanjem ,[3 ix;.

Sada kada smo model logisticke regresije generalizirali za slucaj vise
varijabli, potrebno je detaljnije ramotriti procjenu standardne pogreske.

Metoda procjene varijanci i kovarijanci procijenjenih koeficijenata
slijedi iz dobro razvijene teorije metode maksimalne vjerodostojnosti. Pro-

cjenitelji su dobiveni iz matrice drugih parcijalnih derivacija logaritamske
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1.4. Model slozene logisticke regresije

funkcije vjerodostojnosti. Ove parcijalne derivacije imaju op¢i oblik

82
%2 wam i) (1.32)
i
0*L
95 3/31 waxzﬂrz i) (1.33)
J i=1
za j,l = 0,1,2,...,p, gdje m; oznacava mw(x;). Neka je s I(3) oznaCena

(p+1) x (p+ 1) matrica koja sadrzi clanove _028%(5/8) i —g;l;é%?, to jest
1) = 0°L(B)

~ 98,08, Matricu I(8) nazivamo opazenom informacijskom

matricom. Varijance i kovarijance procijenjenih koeficijenata su dobivene
iz inverza matrice I(3) kojeg oznacavamo s Var(3) = I '(83). Elemente
matrice I(3) nije moguée eksplicitno izraziti osim u malom broju posebnih
slucajeva. Stoga, j-ti dijagonalni element matrice ¢emo oznaciti sa Var(f;),
sto je varijanca od ﬁAj, a proizvoljni nedijagonalni element sa Cov(f;, f),
Sto je zapravo kovarijanca od B\] i B\l Procijenitelje varijanci i kovarijanci,
koje ¢emo oznaciti s \//a\r(B), dobivamo rac¢unanjem Var(3) za B Dakle,
za vrijednosti elemenata matrice koristit ¢emo oznake \//a;(@) i 6()\\7(@, B\l),
7,0=0,1,2,...,p. U veéini slucajeva ¢emo koristiti samo procijenjene stan-

dardne pogreske procijenjenih koeficijenata, koje ¢emo oznaciti sa

SE(B;) =/ [Var(B;)] (1.34)
za j = 0,1,2,...,p. Danu notaciju ¢emo koristiti i u razvoju metoda za

testiranje koeficijenata i procjenu intervala pouzdanosti.
U daljnim razmatranjima bit ¢e nam koristan sljedeci oblik informa-
cijske matrice:

1(8) = XTVX,
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1.4. Model slozene logisticke regresije

gdje je X matrica dimenzije n x (p+1) koja sadrzi podatke za svakog ispitava-
nika, a 'V je dijagonalna matrica dimenzije n X n sa dijagonalnim elementima

mi(1 — 7;). Odnosno, matrica X je

Iz x99 T1p
X — 1 2o w2 -+ Tap 7
1 Tnl Tp2 -~ Tpp
a matrica V je
(1l —7) 0 0
v_ 0 (1 — ) 0
0 0 m(l-7,)

1.4.2 Testiranje znacajnosti parametara modela

Test omjera vjerodostojnosti za znacajnost modela s ukljuc¢enih p para-
metara provodi se kao u univarijatnom slu¢aju. Osnova testa je ista: uspo-
rediti log vjerodostojnost procijenjenog modela i log vjerodostojnost modela
koji sadrzi samo [y (takozvani nul model). Test se temelji na statistici G
navedenoj izrazom (1.16). Jedina je razlika sto su izrac¢unate vrijednosti 7 za
model bazirane na vektoru koji sadrzi p + 1 parametara B Uz pretpostavku
istinitosti nul hipoteze, to jest da je p koeficijenata nagiba za kovarijate u mo-
delu jednako nula (Hy : 81 = 8 = ... = 8, = 0), G ¢e imati x? distribuciju
s p stupnjeva slobode. P-vrijednost tada racunamo kao p = P(x%(p) > g),
gdje g oznacava opazene vrijednosti testne statistike na temelju naseg uzorka.
Ako je p-vrijednost jako mala onda odbacujemo nul hipotezu i zaklju¢ujemo

da je barem jedan koeficijent razlicit od nula, odnosno, model je znacajan.
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1.4. Model slozene logisticke regresije

Test znacajnosti pojedinih prediktora takoder provodimo na isti nacin
kao u univarijatnom slu¢aju. Ako promatramo znacajnost j-tog prediktora,

onda nul i alternativna hipoteza glase:

HO:ﬂjzoa
Hlﬁj%()

~

Nadalje, racunamo testnu statistiku W = SEﬁ(]B\) & N(0,1) (Waldov test) i
J

pripadnu p-vrijednost p = P(Z > |w|), gdje je w opazena vrijednost testne

statistike na temelju naseg uzorka. Ako je p-vrijednost jako mala, odbacu-
jemo nul hipotezu i zakljucujemo da je j-ti prediktor znacajan. Isto tako

mozemo testirati znacajnost prediktora pomocu testne statistike
G = model bez varijable — model s varijablom

Uz pretpostavku istinitosti nul hipoteze (varijabla nije znacajna) G ¢e imati
x? distribuciju s 1 stupnjem slobode.

Ako je nas cilj dobiti najprikladniji model uz minimiziranje broja
parametara, onda je idu¢i korak procijeniti jednostavniji model koji sadrzi
samo one varijable za koje se smatra da su znacajne i usporediti ga sa punim
modelom koji sadrzi sve varijable. Usporedba modela takoder se provodi
usporedivanjem log vjerodostostojnosti modela sa i bez uklju¢enim podsku-
pom varijabli, kao i u (1.16). U ovom sluc¢aju ¢e sad G imati x? distribuciju s
onoliko stupnjeva slobode koliko smo iskljucili varijabli. Nadalje, ukljucivanje
i isklju¢ivanje varijabli ne vrsi iskljucivo na temelju rezultata testova. Od-
luka o ukljucivanju i isklju¢ivanju varijabli donosi se u skladu s teorijskim
postavkama u ovisnosti o prirodi modela.

Ukoliko je kategorijalna varijabla ukljucena u model, tada svi njeni

leveli moraju biti ukljuceni. Dakle, ako zadrzimo varijablu zbog znacajnosti
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1.4. Model slozene logisticke regresije

barem jednog levela, onda ostavljamo i sve druge. Inace, podrazumijeva se
da smo rekodirali varijablu, a to (nekad) nema smisla.

Za univarijantni model smo opisali dva testa ekvivalentna testu omjera
vjerojatnosti za procjenu znacajnosti modela. To su Wald i Score testovi.
Ukratko ¢emo navesti multivarijatne verzije ovih testova. Ovi testovi dos-
tupni su u mnogim programskim paketima.

Multivarijatni analog Waldovog testa dobiva se iz sljedeceg izracuna:

Uz pretpostavku istinitosti nul-hipoteze da je svaki od p + 1 koeficijenata
jednak nuli (Hy : 8o = 1 = ... = B, = 0), W prati x* distribuciju s
p + 1 stupnjeva slobode. Testovi za samo p koeficijenta koji se nalaze uz
prediktorske varijable modela dobivaju se eliminacijom BAO iz B i relevantnog
retka (prvog ili zadnjeg) i stupca (prvog ili zadnjeg) iz XTVX.
Multivarijatni analog Score testa za znacajnost modela temelji se na
distribuciji derivacija funkcija vjerodostojnosti u odnosu na 3. Izracun ovog
testa je jednako kompliciran kao i Waldov test jer je za njegovo detaljno
definiranje potrebno uvodenje dodatnih notacija koje kasnije ne bismo ni

koristili.

1.4.3 Procjena pouzdanim intervalom

Metode koristene za procjene pouzdanim intervalima u slu¢aju multiva-
rijatne logisticke regresije slicne su kao u sluc¢aju univarijatne regresije kako
je prikazano u poglavlju 1.2.3.

Rubne tocke 100(1 — «/2)% intervala pouzdanosti za koeficijent do-

bivaju se iz (1.19) za koeficijente nagiba i iz (1.20) za slobodni koeficijent.
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1.4. Model slozene logisticke regresije

Njihova interpretacija bi glasila da s pouzdanoséu od 100(1 — «/2)% pro-
cijenjujemo kako se porastom vrijednosti nezavisne varijable z; za jednu
jedinicu logaritam omjera izglednosti mijenja izmedu BA] - zl,a/gé/'E (B\]) i
ﬁAj + 210 /25/'E (BAJ) uz fiksne vrijednosti ostalih varijabli.

Procjenitelj intervala pouzdanosti za logit je malo kompliciraniji za
model s vise varijabli od rezultata prikazanog u (1.23). Osnovna ideja je ista,
samo $to je sada ukljuceno vise izraza. Iz (1.30) slijedi da je opdéi izraz za

procjenitelj logit modela koji sadrzi p kovarijata dan sa
9(x) = Bo+ Py + ...+ Bozy. (1.35)

Alternativni na¢in da se izrazi procjenitelj logita u (1.35) je koristenjem
vektorskog zapisa kao g(x) = 2T, gdje vektor BT = (307317327 e ,@,)
oznacava procjenitelje p + 1 koeficijenata i vektor & = (xg, 21, 72,..., 7))
koji predstavlja konstantu i skup vrijednosti p kovarijabli u modelu, gdje je
To = 1.

Iz (1.22) slijedi da je izraz za procjenitelja varijance procijenjenog

logita iz (1.35) dan sa

Var ZmQVar +Z Z 2x]kaov ﬁj,ﬁk) (1.36)

J=0 k=j+1

Prethodni rezultat mozemo izraziti u krac¢oj formi koristenjem ma-
tricnog izraza za procjenitelj varijance procjenitelja koeficijenata. Iz izraza

za opazenu informacijsku matricu imamo

-1

Var(8) = (XTVX) (1.37)
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1.5. Ocjena prilagodbe modela

Sada iz (1.37) slijedi da je izraz za procjenitelja u (1.36) ekvivalentan izrazu

Var((300)] = " Var(B)x (153
=xT(X'VX) 'x.

1.5 Ocjena prilagodbe modela

Postoji vise metoda ocjene prilagodbe modela. Ukratko prikazat ¢emo
ocjenu prilagodbe temeljem klasifikacijske tablice sto ukljucuje pokazatelje
osjetljivosti i specificnosti, ROC krivulje, odnosno AUC mjere, AIC kriterija
i HL testa buduéi da su iste korisStene u poglavlju gdje je provedena primjena.

Klasifikacijska tablica jedan je od nacina da prikazemo procijenjenu
snagu dihotomnog regresijskog modela. U tablici se klasificira dihotomna
varijabla ishoda s obzirom na predikcije. U slucajevima kada je zavisna
varijabla kategorijalna sa vise od dvije kategorije ili kontinuirana varijabla,
potrebno je odrediti grani¢nu vrijednost na temelju koje ¢e se vrijednost va-
rijable ishoda klasificirati kao jedan, odnosno nula. Predvidena vrijednost
varijable ishoda je nula (to jest Y = 0) kada je 7; > mp, a predvidena vri-
jednost varijable ishoda je jedan (to jest Y = 1) kada je m; < m za neku
odredenu granicu 7. Razli¢ite grani¢ne vrijednosti daju razlicite klasifika-

cijske tablice.

Definicija 1.8 Osjetljivost (Sensitivity) modela je vjerojatnost da model pre-
dvidi pozitivan ishod opaZanja kada je vrijednost varijable ishoda doista po-

zitivna, to jest predstavlja sposobnost modela da ispravno prepozna pozitivne

(Y = 1) ishode.

Definicija 1.9 Specificnost (Specificity) modela je vierojatnost da model predvida

negativan ishod promatranja kada je vrijednost varijable ishoda doista nega-
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1.5. Ocjena prilagodbe modela

tivna, to jest predstavija spospobnost modela da ispravno prepozna negativne

(Y = 0) ishode.

U svrhu boljeg objasnjena promotrimo model u kojem Sirina i boja ok-
lopa zenke raka predstavljaju nezavisne varijable, dok prisutnost muzjaka u
njezinoj blizini predstavlja dihotomnu varijablu ishoda. Na temelju opisanih
varijabli procijenjen je logisticki model M;. U tablici je prikazana klasifika-

cijska tablica koristec¢i granice my = 0.5 i my = 0.642.

Tablica 1.3: Klasifikacijska tablica za podatke o zenki raka

T = 0.64 mo = 0.5
Y =1 Y =0 Y =1 Y =0 Ukupno
Y =1 74 37 94 17 111
Y =0 20 42 37 25 62

Iz Tablice 1.3 mozemo vidjeti da razli¢ite granicne vrijednosti daju i
razlic¢ite vrijednosti osjetljivosti i specificnosti. Naime, kada je myg = 0.642
procijenjena osjetljivost je jednaka 74/111 = 0,667 i procijenjena specificnost
je jednaka 42/62 = 0,667 , a kada je m9 = 0.5 procijenjena osjetljivost je jed-
naka 94/111 = 0,847 i procijenjena specificnost je jednaka 25/62 = 0, 403.

Jedan od nacina vizualizacije osjetljivosti i specificnosti modela je crtanje

ROC krivulje.

Definicija 1.10 ROC (Receiver operating characteristic) krivulja je graficki
prikaz osjetljivosti kao funkcije (1 — specificnost) za sve moguce granicne
vrijednosti .

ROC krivulja nam prikazuje vise informacija od klasifikacijske tablice jer

sadrzi ocjenu prilagodbe modela za sve moguce granic¢ne vrijednosti my. Za
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1.5. Ocjena prilagodbe modela

odredenu specifi¢nost, ve¢a ocjena prilagodbe modela odgovara vecoj osjet-
ljivosti. Dakle, sto je veca snaga predvidanja, to je ROC krivulja visa. Slika

prikazuje ROC krivulju za model M;.
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Slika 1.2: ROC krivulja za logisticki regresijski model M;

Definicija 1.11 Powrsina ispod krivulje ( ”area under ROC curve”) ili krace
AUC' je mjera sposobnosti modela da uspjesno klasificira podatke, to jest vje-
rojatnost da ¢e model rangirati slucajno odabrani ishod koji je jednak jedinict
(Y = 1) wvisim nego $to ée rangirati slucajno odabrani ishod koji je jednak

nuli (Y =0), uz pretpostavku da ishodi Y =1 imaju veéi rang.

AUC moze poprimiti vrijednosti izmedu nula i jedan. Sto je vrijednost
AUC veca, to je prediktivna sposobnost modela ve¢a. Uobi¢ajno interpreti-

ramo vrijednost AUC' na sljedeéi nacin:

AUC = 0.5 model je bezvrijedan,
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1.5. Ocjena prilagodbe modela

AUC € [0.7,0.8 > model je prihvatljiv,
AUC € [0.8,0.9 > jako dobra ocjena modela,
AUC > 0.9 izvrsna ocjena modela.

Jedan od ¢esto koristenih informacijskih kriterija je AIC' (” Akaike
information criterion”) koji ocjenjuje prilagodbu modela ra¢unanjem koliko
su njegove prilagodene vrijednosti bliske pravim ocekivanim vrijednostima.
Optimalni model je onaj koji nastoji imati svoje prilagodene vrijednosti naj-
blize stvarnim vjerojatnostima ishoda, kaznjavajuéi model s veé¢im brojem

procijenjenih parametara, to jest model koji minimizira
AIC = —2(log vjerodostojnost — broj procijenjenih parametara u modelu).

Hosmer- Lemeshow test (HL test) ispituje u kojoj mjeri stvarni po-
daci odgovaraju onima predvidenim modelom. Ukratko, HL test ispituje
odgovaraju li opazene stope dogadaja ocekivanim stopama dogadaja u pod-
skupovima populacije u istrazivanju. Potrebno je odrediti broj podskupina
te rezultat testa moze varirati s obzirom na odabrani broj grupa u smislu da

nas dovodi do suprotnih zakljucaka.
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Poglavlje 2

Primjena

2.1 Opis problema

Modeliranje vjernosti potrosaca aktivno je istrazivacko podrucje. Vjer-
nost potrosaca usko je vezana sa zadovoljstvom potrosaca. Logisticka re-
gresija jedna je od najpopularnijih metoda koristenih za analizu povezanosti
vjernosti i zadovoljstva potrosaca, te opcenito izgradnju prediktivnih mo-
dela koji se bave pitanjem vjernosti potrosaca. U ovom radu logisticka re-
gresija primijenjena je u svrhu modeliranja vjernosti posjetitelja zasti¢enih
podrucja. Vjernost je promatrana kroz namjeru ponovne posjete. Osim pri-
kaza primjene logisticke regresije, cilj analize bio je ispitati mozemo li vjernost
posjetitelja predvidjeti na temelju njihovog zadovoljstva. Takoder, u svrhu
prikaza izgradnje modela sa razli¢itim vrstama varijabli, odnosno prediktora,
vjernost modeliramo i uz jednu kategorijalnu varijablu koja separira domace

1 strane goste.



2.2. Uzorak

2.2 Uzorak

Populaciju u ovom istrazivanju ¢ine svi posjetitelji koji su tijekom ko-
lovoza, rujna i listopada 2019. godine posjetili NP Krka. Ispitanik je osoba
starija od osamnaest godina koja je u individualnom posjeti NP Krka bila
pred krajem svog boravka. U dizajnu uzorka koristen je stratificirani slucajni

uzorak prema:
1. Lokaciji izlaza,
2. Kalendarskom mjesecu posjete,
3. Vremenu posjete.

Stratifikacija prema lokaciji i prema mjesecu posjete provedena je na osnovu
podataka u broju prodanih karata u razdoblju 2015- 2017. Obradena su
ukupno 2053 anketna upitnika. Anketiranje posjetitelja se provodilo na izla-
zima na 4 lokacije nacionalnog parka: izlaz Lozovac (lokacija gdje posjetitelji
¢ekaju prijevoz do Lozovca), izlaz Skradin (lokacija gdje posjetitelji ¢ekaju
prijevoz brodom do Skradina), izlaz Skradin-most i izlaz Roski slap. Kvote
ispitanike prema mjestu i vremenu prikupljanja bile su unaprijed odredene.
Struktura prikupljenih upitnika prema lokaciji prikupljanja prikazana je na
slikama 2.1., dok je struktura prema mjesecu prikupljanja prikazana na sli-

kama 2.2..
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M Lozovac M Roski slap M Skradin brod B Skradin most Mkolovoz Mrujan M listopad

Slika 2.1: Lokacija prikupljanja Slika 2.2: Mjesec prikupljanja
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Slika 2.3: Vrijeme anketiranja

2.3 Opis varijabli

Kako je naglaseno u uvodu, u ovoj analizi ogranicili smo skup prediktora
na varijable vezane uz porijeklo i zadovoljstvo posjetitelja. Vrijabla Zemlja
porijekla posluzila je kao primjer izgradnje modela sa kategorijalnom neza-
visnom varijablom. Nezavisna varijabla Zemlje porijekla kodirana je s dvije

kategorije, a to su ”1” za domace posjetitelje, te 70" ako je ispitanik stranog
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porijekla.

Zadovoljstvo posjetitelja ponudom Parka analizirano je za 19 ele-
menata turisticke ponude, a to su: Struc¢nost osoblja nacionalnog parka,
Ljubaznost osoblja nacionalnog parka, Signalizacija do parka, Signalizacija
u parku, Korisnost vodica i karata za posjetitelje koji su dostupni u parku,
Dostupnost informacija o biljkama i zivotinjama u parku, Informacije o lo-
kalnim obicajima i tradiciji, Sirina spektra dostupnih aktivnosti, Rekreativni
sadrzaji, Edukativni sadrzaji, Dostupnost lokalnih proizvoda, Ponuda suve-
nira, Kvaliteta i odrdavanost staza i Setnica, Sanitarni ¢vorovi, Visina cijene
ulaznice, Vrijednost za novac posjeta parku, Ukupno zadovoljstvo parkom,
Zadovoljenost motiva dolaska, te Guzva.

Ispitanici su svaki element ponude ocjenjivali ocjenama od 1 (izrazito
nezadovoljan) do 5 (izrazito zadovoljan). Buduéi da modeli logisticke regre-
sije s visoko koreliranim nezavisnim varijablama mogu dovesti do netocnih
rezultata, i budué¢i da prvi i drugi element zadovoljstva zapravo govori o
zadovoljstvu osobljem, za potencijalnu prediktorsku varijablu modela (zado-
voljstvo osobljem) izracunata je aritmeticka sredina ocijena prvog i drugog
elementa. Zbog istih argumenata promatraju se aritmeticke sredine treceg
i cetvrtog, petog, Sestog i sedmog, osmog, devetog i desetog, jedanaestog i
dvanaestog, trinaestog i cetrnaestog i petnaestog i Sestanestog elementa kao
potencijalne prediktorske varijable signalizacije, informiranosti, aktivnosti,
ponude proizvoda, in