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Ivan Popari¢: Gross-Pitaevskiijeva jednadzba

1 Uvod

U kvantnoj fizici ne razlikujemo identi¢ne Cestice, a s obzirom na ponasanje valne funkcije
kada zamijenimo Cestice, Cestice moZemo podijeliti na fermione i bozone. Bozoni su Cestice s
cjelobrojnim spinom 1 opisuje 1h Bose-Einsteinova statistika, dok fermioni imaju
polucjelobrojan spin i opisani su Fermi-Diracovom statistikom. Valna je funkcija bozonskog
sustava simetri¢na, pa bozoni ne podlijeZu Paulijevom principu, odnosno proizvoljno mnogo
bozona moze biti u istom kvantnom stanju.  Broj bozona u i-tom stanju dan je

Bose-Einsteinovom funkcijom razdiobe

1
exp (i;}“) 1

gdje je E; energija i-tog stanja, p kemijski potencijal, kg Boltzmannova konstanta, a T’

(1.1)

n;, =

temperatura. SniZzavanjem temperature bozonskog plina ispod kriticne temperature 7. bozoni
prelaze u osnovno stanje te dolazi do Bose-Einsteinove kondenzacije. Kriti¢na temperatura za

idealni bozonski plin dana je s [1]]

h? N
Te = St (Vg (g)) ’ (1.2)

gdje je h Planckova konstanta, m masa bozona, /N broj bozona, V' volumen u kojem se nalaze

win

1 (%) vrijednost Riemannove zeta funkcije. Na temperaturama niZim od 7. bozonski se
sustav nalazi u dvije faze, plin i Bose-Einsteinov kondenzat (BEC). Udio bozona koji su u
kondenzatu raste sniZzavanjem temperature. Na apsolutnoj nuli, 7" = 0 K, svi su bozoni u Bose-
Einsteinovom kondenzatu. Svojstva BEC znatno su drugacija od obi¢nih plinova. Gustoca
kondenzata reda je veli¢ine 10'3 — 10 cm~3 $to je puno manje u odnosu na gustoéu zraka koja
je reda veli¢ine 10! cm™3. Temperatura potrebna za postizanje BEC za plinove toliko niskih

gustoca reda je veli¢ine < 107° K. [2]

Einstein je teorijski predvidio postojanje BEC 1925., a Cornell 1 Wieman su 1995.
eksperimentalno postigli kondenzaciju 8’Rb [, 2]. Kasnije je postignuta kondenzacija s >3Na,
"Li, #K i drugim atomima, narocito alkalijskim, a prva kondenzacija molekule postignuta je
2003. [1] Kondenzacija alkalijskih atoma se postiZze zarobljavanjem atoma u magnetskim
zamkama, u kojima se potom hlade laserima i evaporativno. Pri evaporativnom hladenju atomi

viSih energija uklanjaju se iz zamke. [2]]
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1.1 Gross-Pitaevskiijeva jednadzba

Kada proucavamo svojstva realnih plinova potrebno je imati opis meducesti¢ne interakcije.
Meduatomske interakcije opéenito su komplicirane za opisati, ali u razrijedenom BEC efektivnu

interakciju izmedu dva atoma moZemo opisati konstantom 1 Diracovom delta funkcijom
‘/172 = Uod(fi — 7“3) . (13)

U gornjoj su jednadzbi 7 i 75 poloZzaji dva atoma, a Uy je konstanta. Kada promatramo cijeli
kondenzat, za opis potencijala meduatomske interakcije sluZzimo se teorijom srednjeg polja tako

da je proporcionalan gustoci Cestica [2],
Vmeduatomska(Fa T) - gN |\IJ(F7 T) |2 ) (14)

gdje je (7, T) valna funkcija Bose-Einsteinova kondenzata na poloZaju 7'i u trenutku 7, N broj
bozona, a g je jakost meduatomske interakcije. Pretpostavljamo da je valna funkcija sustava

produkt jednodesti¢nih valnih funkcija ¢;(7;, 7)
V(7)) =il 7). (1.5)

Za g < 0 interakcija je privlacna, a za g > 0 odbojna. Kada je duljina raspr§enj2[| puno manja
od srednje meduatomske udaljenosti navedene pretpostavke vrijede, pa valna funkcija BEC na

apsolutnoj nuli zadovoljava Gross-Pitaevskiijevu jednadzbu (GPE)[2]

h2 2 hynd =d 2 — _ a —
[—%V + V(7 7) + gN |[¥ (7, 7)]| ] U(r, ) = ZhE‘I/(T,T) , (1.6)

gdje prvi ¢lan predstavlja kineticku energiju, a V (7, 7) je vanjski potencijal.

Za BEC u harmonijskoj magnetskoj zamci frekvencije w GPE poprima oblik

h? 1 0
{—%V2 + Emw2r2 + gN |\I/(’I?, 7'>|2 - Zha] \I/(F, T) = 0, (17)
gdje je m masa atoma. U dvije dimenzije za sferno simetri¢no rjeSenje V(7,7) = o(r, 7)
jednadzba (1.7)) postaje
P10 0 1 4, 0
—————r—+ = N 2 —jh— =0. 1.8
oy g N [l ) i | o) (18)

Takav sustav moZemo posti¢i ako je termalna energija bozona puno manja od energije oscilatora

u jednome smjeru, tj. hw, > kgTy > hw, = hw,. [3] Radi lakSeg rjeSavanja GPE prelazimo na

'Pri niskim energijama dovoljno je promatrati s-valno rasprienje. U granici s-valnog rasprienja valna funkcija
ima oblik ¢ = 1 — %, gdje konstantu a zovemo duljinom rasprienja [2]].
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bezdimenzionalne varijable: © = =, t = 7%, ¢(x,t) = anoV2mp(r, 7), gdje je ano = /%
karakteristicna duljina zamke. Tada jednadZba (1.8) postaje

10 0 5  mgN , .0

9.9 D —is o Lo

v 0z Ox Tt T2h2 |¢h(z, 1) 5 (x,t) 7 (1.9)

Tﬁ",ﬁ = cn, gdje je n reducirani broj Cestica, dok ¢ = sgn(g) predstavlja vrstu interakcije. Za

pozitivan c interakcija je odbojna, a za negativan privlacna.

GPE opcenito je analiticki nerjeSiva, stoga cemo je rijeSiti numericki Crank-Nicolsonovom
shemom, koja je kombinacija implicitne 1 eksplicitne sheme rjeSavanja parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi. Metoda je podrobnije opisana u literaturi [4]. Za rjeSavanje GPE

sluzimo se supstitucijom [3]

¢z, t) = w(z, 1), (1.10)
pa jednadzba (1.9) poprima oblik
# 10 1, |stf 9
———t - = —_— — = t)=0. 1.11
Ox? * xor a2 T en x? "ot ¢(z,1) =0 (1.1

Za pronalazak rjeSenja potrebni su rubni uvjeti. Rubni uvjeti za ¢ (z, t) su [3]

¥(0,t) = konst., 9'(0,t) =0, (1.12)
lim () = 0. (1.13)

Za valnu funkciju takoder vrijedi 1 uvjet normiranosti
/ dr|e (7, 7)) =1, (1.14)
0
koji prelaskom na ¢(x, t), uz di" = 27wrdr, postaje

/Oodx|@/)(x,t)|2x: 1. (1.15)
0

Fokusirat ¢emo se na stacionarni problem, Kkojeg <¢emo rijeSiti primjenom
Crank-Nicolsonove sheme na vremenski ovisnu jednadzbu (I.11)). Problem se takoder moze
rijesiti primjenom Runge-Kutta 4 metode za rjeSavanje obicnih diferencijalnih jednadzbi na
vremenski neovisnu Gross-Pitaevskiijevu jednadzbu, analogno vremenski neovisnoj
Schrodingerovoj valnoj jednadzbi, pretpostavljajuci separabilno rjeSenje
(7, 7) = W(F)e /" U drugom poglavlju opisana je metoda rjesavanja, u treéem poglavlju
raspravljen je algoritam, rezultati su prikazani u Cetvrtom poglavlju, a kriticki osvrt i zakljucci

saZeti su u zadnjem poglavlju.
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2 Metoda

Za numericko rjeSavanje jednadzbe (I.TT)) potrebno je diskretizirati domenu funkcije ¢(z,t).
Rjesenje trazimo na prostornom intervalu [z, x| u vremenskom periodu [ty, t5/]. Uzimamo
o = 0itg = 0. Interval [0, ] dijelimo na N segmenata sa N + 1 to¢kom tako da je koordinata

svake tocke x;, 7 = 0,1,2,..., N, dana sa
rj =7 Az. 2.1)

Prostorni korak Az iznosi Az = xWN Vremenski interval dijelimo na isti nacin, M + 1 trenutak
t
th k=0,1,..., M, At = 1,
ty =k-At. (2.2)

Skup svih toCaka (z;,t;) definira mreZu u Cijim ¢vorovima trazimo vrijednost funkcije
¢<Ij7tk> = Qbf

Derivacije funkcije ¢(z;, t;) po prostornoj koordinati izrazavamo metodom kona¢nih razlika

[4]:

0 ; 1 ; 1
%qé(xjutk) ~ ]+2AZE' - ) (23)
i
0 —2¢% + ¢f 4
30 i) ~ = a4

Derivacije funkcije ¢(x;, t;) po prostornoj koordinati moZemo napisati kao derivacije u trenutku
tx, kao u izrazima gore, Sto rezultira eksplicitnom shemom, ili kao derivacije u trenutku ¢4,
Sto rezultira implicitnom shemom. Jednadzbu (1.11)) rijeSavamo Crank-Nicolsonovom shemom,

koja kombinira obje sheme. Derivacija funkcije (b(:cj, t;) po vremenu glasi

0 PhL — ok
Primjenom Crank-Nicolson sheme na jednadzbu (I.11) dobije se [3]
MO o L -2 )+ (-2 )
1,7 L =00 + (61— 6.0)] (2.6)
1 k
.7 ]
Uvodimo pokratu
2
1 i
& = [xf. — =+ cn%] : (2.7)
J J
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U izrazu (2.6) grupiramo sve ¢lanove ovisne o ¢ na lijevu stranu, a one ovisne o t; na desnu,

1
E‘Wl )(¢5111_2¢§H 55 A (07 —a5) =359 = 2.8)

1 1 '
a2 ) G o)+

k
E¢J 2(Az)?

Dalje preoblikujemo (2.8)):

1 1 e, (i 11N . 1 1 e
(2(Ax)2 N 43:ij) e <Kt ~ (Az)?2 §§j) G+ (2(Ax)2 a 4&:ij) b1 =

1 S DR G S VO D G S S D
2(Az)?2  dx;Ax) At (Az)2 2] 2(Ax)2  da;Ax ) T

(2.9)
U izrazu (2.9) mozemo uvesti supstitucije za izraze u zagradama uz ¢
k+1¢k+ 4 bk+1¢k+1 + Ck+1¢;€ill — CL;? ?71 + b;cgb;c + C;? ?Jrl ’ (210)
1 uociti da vrijedi:
k k
af = _aj“ = —aj, (2.11)
2 21
S ) 2.12
TOAt At (12
= —cf“ = —c;. (2.13)
Jednadzbu (2.10) mozemo zapisati u matri¢cnom obliku
bl C1 0 0 cee ]f+1 ZLt bl —Cl 0 0 L lf
as bg Co 0 s IS—H —Q9 v bg —C9 0 ce ]5
0 as b3 C3 - §+1 N 0 —das % - b3 —C3 - g
(2.14)
Uvedemo oznake:
b1 C1 0 0
Akt %2 b 0 , (2.15)
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S novim oznakama jednadZba (2.14) postaje

Desna je strana (2.19)) eksplicitni dio rjeSenja

Jednadzba

% — b1 —C 0 0
21
Ak _ —as A b2 —C2 0
0 —das % — b3 —C3
—¢k+1
1
k+1
k+1 _ 2
¢ - k+1| >
3
[k
1
k
2
eF = |
3
AkJrl(I)kJrl — Ak@k )
24 k\ 4k k
(E —by)p7 — 19
Tk k 24 k\ 4k k 1k
" = | —ax¢7 + (E —b3) 5 — 303

ARG — G

je tridijagonalna matricna jednadzba oblika AX =

pojednostavljenim oblikom Gaussove eliminacije [4].

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

D, ¢cije se rjeSenje lako pronade
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3 RjeSavanje jednadzbe

Za rjeSavanje jednadzbe (2.9) potrebno je diskretizirati domenu, odnosno definirati prostorni i
vremenski interval na kojem trazimo rjesenje, [xo, 2 x| i [to, tar] te Az i At. Nakon diskretizacije
prostora, definiramo glavni i pomo¢ni niz u koje ¢emo pohranjivati vrijednosti gzﬁ;?. Takoder
definiramo ¢ i An. An je iznos za koji ¢emo iterativno povecavati reducirani broj ¢estica n, od
0 do Zeljene vrijednosti, nakon ¢ega n drZzimo konstantnim. Konstanta ¢ = +1 je karakteristika
interakcije, za ¢ = —1 interakcija je privlacna, a za ¢ = +1 odbojna. Postupno povecanje
n odgovara postupnom jacanju interakcije, ili dodavanju Cestica u kondenzat. Ako bismo na
pocetku postavili n na Zeljenu vrijednost, utjecaj nelinearnog ¢lana bio bi prevelik i izgubili

bismo stabilnost rjeSenja. Prevelik An iz istog razloga dovodi do nestabilnosti.

Potom definiramo pocetne i rubne uvjete. Za rubne uvjete uzimamo ¢, = 0, Sto je
opravdano prema definiciji (I.1I0), i ¢y = 0. Potonji uvjet slijedi iz norme (I.13) koja
zahtijeva da valna funkcija i§¢ezava kada x — oo. Za dovoljno velik z, valna funkcija ¢ (z, t)
prostorno ograni¢enog kondenzata mora asimptotski iS¢ezavati. [3]] Promatramo stacionarni
problem. Za pocetni uvjet koristimo analiticko rjeSenje osnovnog stanja valne funkcije

problema harmonijskog oscilatora
$(x,0) = 2p(x,0) = vV2we /2, (3.1)

jer pocetna vrijednost n = 0 daje neinteragiraju¢i sustav u harmonijskom oscilatoru.
Vrijednosti pocetnih i1 rubnih uvjeta pohranjujemo u glavni niz. Pocetne i1 rubne uvjete u kodu

postavljamo funkcijama.

void RU(double complex #*u, int N) { // Rubni uvjet, za svaki t
ul[0] = 0 + OxT;
u[N] 0 + 0xI;

double complex PU(double x) { // pocetni uvjeti, za t0
return sqgrt(2) * x % exp(-x * x * 0.5) + 0=I;

3.1 Algoritam

Algoritam kojim rjeSavamo jednadzbu (2.9) sastoji se od tri glavna dijela koji se ponavljaju dok

rjeSenje ne konvergira:

1. raCunanje koeficijenata a;, b; i ¢; definiranih izrazima (2.11), (2.12) i (2.13),

2. racunanje eksplicitnog dijela, odnosno &*, koristeci (2.20),
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3. raCunanje implicitnog dijela, odnosno rjeSavanje sustava (2.21)).

Pri raCunanju koeficijenta b; treba paziti na njegovu ovisnost o d)?. Dakle, koeficijent b;
treba raCunati u svakoj iteraciji petlje po vremenu. Kako su elementi tridijagonalne matrice
i koeficijenti eksplicitnog dijela jednaki do na konstantu, prije racunanja eksplicitnog dijela
raCunamo a;, b; i ¢;. Za raCunanje eksplicitnog dijela, ®*, sluzimo se pomoc¢nim nizom u kojeg

pohranjujemo vrijednosti .

for (i = 1; 1 < N; i++) { // 1 je prva ne rubna, N-1 zadnja
/! ELEMENTI TRIDIJAGONALNE MATRICE
xdx = x[1] * dx;
x2 = x[1] = x[1];

ksi = x2 = 1.0 / %2 4+ cn * pow(cabs(ul[i]) ,2) / x2;

ali] = 0.5 / dx2 + 0.25 / =xdx;

b[i] I/ dt - 1.0 / dx2 — 0.5 % ksi;

cl[i] 0.5 / dx2 - 0.25 / xdx;

if (i == 1) a[i] = O0;

if (1 == N - 1) c[i] = 0;

// 1. EKSPLICITNI DIO

up[i] = —a[i] % u[i-1] + (2 = I / dt — b[i]) * u[i] — c[i] * ul[i¢+
+1];

Za racunanje implicitnog dijela potrebno je rijesiti tridijagonalni sustav (2.21)), Sto se lako
postigne Thomasovim algoritmom [4]. Thomasov algoritam implementiran je u funkciji tridi-

jagonal(), kao §to je prikazano dolje.

void tridijagonal(double #a, double complex xb, double xc, double complex <
+d, double complex #x, int N) {
int i;
double complex cn[N], dn[N];

cn[1] c[l] / b[l];
dn[1] d[1] / b[l];
for (i = 2; i < N = 1; i++) {
cnl[i] = c[i] / (b[i] - a[i] * cn[i-1]);
dn[i] = (d[i] - a[i] * dn[i-=1]) / (b[i] - a[i] * cn[i-1]);

}
dn[N-1] = (d[N-1] - a[N-1] * dn[N-1]) / (b[N-1] — a[N-1] % cn[N-1]);

x[N-=1] = dn[N-1];
for (i =N - 2; i > 0; i—-)
x[1] = dn[i] - cn[i] =* x[1+1];

Ispis u datoteku vrsi se posebnom funkcijom koja racuna v (z, t) po relaciji (I.10). Obzirom
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da su valne funkcije kompleksne, ispisujemo apsolutne vrijednosti, kao i Re(¢(z,t)) i
Im(4)(x,t)). Takoder ratunamo i ispisujemo korisne veli¢ine poput norme i srednje vrijednosti

kvadrata poloZaja (z?).

double ispis(FILE xdat, double xt, double #x, double complex =xu, double x¢
cn, double #dx, int %N, double %S, double #*x2, double *psi0O) {
int i, j, Ni;

double psi, re, im;

*35=0.0; *x2=0.0;
psi = 0.025 / (xdx); // ispis nakon x—pomaka 0.025

Ni = psi;

for (i = 0; i <= =%N; i++) {
if(i==0) j=1; // izbjegni dijeljenje s 0
else j=i;
psi = cabs(uljl)/x[3];
if(i==1) #*psi0 = psixsqrt(n);
re = creal(ul[j])/x[3];
im = cimag(ulj])/x[J];
*S

*S + x[J] % psi % psi x (xdx);
xx2 = *x2 + pow(x[j],3) #* psi % psi =% (xdx);
if(i % Ni == 0)
fprintf(dat, "$1f\t31f\t3e\t%e\t3e\tS1f\t31£f\t31f\n", *t, x[i], <
psi, re, im, *cn, %S, %*x2);
}
fprintf(dat, "\n\n");

Kod je napisan u jeziku C koriste¢i biblioteku <complex.h> za rad s kompleksnim brojevima
1 funkcijama, dok su grafovi crtani u programu gnuplot. Cijeli kod priloZen je u dodatku A, a

primjer gnuplot skripte nalazi se u dodatku B.
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4 RjeSenja

Rjesenje stacionarnog problema podrazumijeva pronalazak valne funkcije ¢ (z,t) = /niy(z)
u promatranoj domeni. RjeSenja traZimo postupkom opisanim u prethodnoj sekciji. Nakon $to
se postigne Zeljeni n, rjeSenje se propagira u vremenu, dok se ne postigne stabilno rjeSenje.
Jednadzba je nelinearna, pa je osjetljiva na izbor koraka At i An. Veca se preciznost
postiZe sa manjim vrijednostima At i An, ali je i dulje vrijeme izvrSavanja. Ako je An prevelik,

dolazi do gubitka stabilnosti, te konacno rjeSenje nema fizikalnog smisla.

RjeSenja su traZena na prostornom intervalu = € [0, 8], sa korakom Az = 0.001 i na
vremenskom intervalu ¢ € [0,100]. Nakon dosezanja Zeljene vrijednosti n, rjeSenja bi brzo

konvergirala. Konvergenciju je lakSe postici za privlacnu interakciju.

Na slikama [I] i [2] graficki su prikazana rjeSenja za slucaj odbojne i privlacne interakcije te
njihova usporedba s vrijednostima iz literature [3]]. Vidljivo je iznimno slaganje s Adhikarijevim

rjeSenjem. Za potrebe usporedbe dobiveno rjeSenje 1 (x, t) skalira se faktorom +/n.

I I I I I I I
c=1,n=mgN/(mh?) =375 10*At=5,10°An =5
Literatura,c =1, n=3.7509 &

(2nm"2 ap, lo(r, B)

w(x) = n"2 |y(x, o)

X=r/ap,

Slika 1: Graficki prikaz rjeSenja za slucaj odbojne interakcije i usporedba s literaturom [3|]. n = 3.75

Slika[3|prikazuje nekoliko rjeSenja kada je meduatomska interakcija privlacna, te se jasno vidi
da valna funkcija ima §iljak u ishodiStu, Sto odgovara sredisStu zamke. Dakle, bozoni se skupljaju
u ishodistu, $to je i ofekivano. Sto je n veéi to je interakcija jaca i shodno tomu §iljak je visi.
Slika [ prikazuje rjeSenja za slucaj odbojne interakcije te je nagib u blizini ishodista znatno

manji u odnosu na privlacni slucaj. Tu "razmazanost" valne funkcije ocekujemo, s obzirom na

10



Ivan Popari¢: Gross-Pitaevskiijeva jednadzba

(2nm"2 ap, lo(r, B)

w(x) = n"2 |y(x, 0]

I I I I I I
c=-1,n=mgN/(mh? =177, 10*At = 50, 10%An = 10
Literatura,c=-1,n=1.7695 A

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5

X=r/apg

Slika 2: Graficki prikaz rjeSenja za slucaj priviacne interakcije i usporedba s literaturom [3|]. n = 1.77

to da se bozoni odbijaju. RazliCito je ponasanje uocljivije kada usporedimo oba slucaja za isti

n, §to je prikazano na slici[5

=(2nm" ay, lo(r; O]

W) =n"2 |y(x 1]

6 T T T I T T
cn=cmgN/(mh? =-0.12, 10*At = 50, 10%An = 10 ——
cn=cmgN/(mh?) =-0.65, 10°At = 50, 10%An = 10 ——
cn=cmgN/(m hz) =-1.25, 10%At = 50, 10°An = 10

S cn=cmgN/(mh?) =-1.53, 10°At = 50, 10°An = 10
cn=cmgN/(mh?) =-1.77, 10°At = 50, 10°An = 10

4 -

3 -

2 -

1 :\

0 \ I T |

0 0.5 1 15 2 25 3 35

X=r/an

Slika 3: Graficki prikaz razlicitih rjeSenja za slucaj privliacne interakcije.

11
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3 I I I I I I I
cn=cmgN/(mh? =0.65, 10°At = 50, 10°An =10 ——
cn=cmgN/(m hi) =1.25, 10%At = 50, 10°An = 10 ——

= cn=cmgN/(mh? =177, 10°At = 50, 10°An = 10

» 251 cn=cmgN/(mh? =210, 10*At = 5, 10*An = 1 7
=5 cn=cmgN/(mh?) =3.33, 10°At =5, 10°An = 1

&

o 2 -
E

<

S

1.5 - N

w(x) = n"2 |y(x, 0]

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

X=r/ap,

Slika 4: Graficki prikaz razlicitih rjeSenja za slu¢aj odbojne interakcije.

[ [ [ [
5, 10°At = 50, 10°An = 10 ——
5, 10%At = 50, 10%An = 10 ——

1.
1.

[ [ I
c=-1,n=mgN/(mh?
c=1,n=mgN/(mh?

N N

25| N

(2nm" ap, lo(r, B)

n"2 jy(x, t)] =

w(x)

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

X=r/ap,
Slika 5: Graficki prikaz rjieSenja za slucaj odbojne (¢ = 1) i privlacne (¢ = —1) interakcije. n = 1.25

Grafi¢ki prikaz ovisnosti srednje vrijednosti kvadrata poloZaja (x*) o n nalazi se na slici

@ PoveCanjem n interakcija je jaca, pa bi za odbojni slucaj (z?) trebao rasti s n, dok bi u

12
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privlacnom trebao padati, $to 1 vidimo na slici.

<X?> / ang?

Slika 6: Graficki prikaz srednje vrijednosti kvadrata poloZaja (x*) za odbojnu (c

1.8

1.6

1.4

1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

I L
c=-1 u
c=1 u |
[ u —
" "
- _
-
[
[ _
"y _
[}
. —
. —_
[
| | | | | |
0.5 1 1.5 2 2.5 35 4

n=mgN/(mh?)

(¢ = —1) interakciju u ovisnosti o reduciranom broju bozona n.

= 1) i privlacnu

Lakse je postici konvergenciju za male vrijednosti n, narocito u privlacnom slucaju. Bolja se

konvergenvcija mogla posti¢i odabirom manjih koraka At i An, ali tada znatno raste vrijeme

izvrSavanja koda.

U privlatnom slucaju koncentracija Cestica u srediStu veéa je za jacu

interakciju (slika [3). Kineticka energija odrzava stabilnost kapljice kondenzata. Za velike

vrijednosti n energija interakcije je prevelika pa GPE za te vrijednosti nema rjeSenja [3]].

13
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5 Zakljucak

Gross-Pitaevskiijeva jednadZba je nelinearna jednadZzba te je analitiCki nerjesiva, stoga smo je
rijeSili numericki Crank-Nicolsonovom shemom. Jednadzba je rijeSena za stacionarno stanje
Bose-Einsteinovog kondenzata u magnetskoj zamci. 1z izraza za numericke derivacije dobivena
je matri¢na jednadZba i napisan algoritam koji propagira valnu funkciju u vremenu. Prilikom
izvrSavanja broj Cestica postupno je povecavan, kako bi se izbjegla nestabilnost koju nelinearni
Clan uvodi. Nakon dosezanja konacnog broja Cestica, funkcija je propagirana u vremenu dok

nije postignuto konacno rjesSenje.

Kada je interakcija privlacna, bozoni se grupiraju oko srediSta zamke gdje je dobiven Siljak
valne funkcije. Srednji kvadrat radijusa se smanjuje s povecanjem broja bozona, §to je u skladu
s o¢ekivanjima, jer je interakcija proporcionalna koncentraciji. Za odbojnu interakciju, valna je
funkcija Sira i maksimum u ishodistu je niZi. Srednji kvadrat radijusa raste s poveéanjem broja

bozona. Slaganje rjeSenja s literaturom [3] je vrlo dobro.

Preciznost je ograni¢ena koracima At i An. Zbog prirode metode postoje oscilacije rjeSenja
u vremenu koje su jako male za rjesenje koje konvergira, a za funkcije za koje nije postignuta
konvergencija su vrlo uocljive. Postoje numericke greske koje se javljaju pri svakom
numeri¢kom rjeSavanju problema. Birane vrijednosti Az, At i An su reda veli¢ine 1073 -

1075, &ime se postiZe dobra preciznost.
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A Prilozeni kod

#include <stdio .h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>
#include <complex.h>

#define cll 1.0
#define n 3.75
##define deltan 0.0001

void RU(double complex #*u, int N) { // Rubni uvjet, za svaki t
ul[0] = 0 + 0x1I;
u[N] = 0 + 0=1I;

double complex PU(double x) { // pocetni uvjeti, za t0
return sqgrt(2) %= x % exp(-x % x * 0.5) + 0=I;

FILE* fprovjera(FILE xdat) {

float cn = cll=*n;

char str[50];

printf("ispis: GP_cn%+4.2f.txt\n", cn);

sprintf(str, "GP_cn%+4.2f.txt", cn);

dat = fopen(str, "w");

if (dat == NULL) {
printf("Greska pri otvaranju datoteke.\n");
exit (EXIT_FAILURE) ;

}

return dat;

void tridijagonal(double #a, double complex xb, double xc, double complex <
+d, double complex #x, int N) {
int i;
double complex cn[N], dn[N];

cn[l] = c[1] / b[1];
dn[l] = d[1] / b[l];
for (i = 2; i < N = 1; i++) {
cnl[i] = c[i] / (b[i] - a[i] * cn[i-1]);
dn[i] = (d[i] - al[i] * dn[i-1]) / (b[i] = al[i] * cn[i-1]);
}
dn[N-1] = (d[N-1] - a[N-1] % dn[N-=1]) / (b[N-=-1] — a[N-1] % cn[N=-1]);
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x[N-1] = dn[N-1];
for (1 =N - 2; i > 0; i—-)
x[1] = dn[i] — cn[i] = x[1i+1];
1
double ispis(FILE #xdat, double xt, double #*x, double complex #*u, double ¢

cn, double #dx, int %N, double %S, double #xx2, double xpsi0O) {
int i, j, Ni;

double psi, re, im;

#3=0.0; *x2=0.0;
psi = 0.025 / (xdx); // ispis nakon x—pomaka 0.025
Ni = psi;

for (i = 0; i <= *N; i++) {
if(i==0) j=1; // izbjegni dijeljenje s O
else j=i;
psi = cabs(ul[j])/x[]];
if(i==1) #*psi0 = psixsqrt(n);
re = creal(ul[j])/x[3];

im
*S

cimag(ul3])/x[31];
*S 4+ x[j] % psi % psi * (xdx);

xx2 = *x2 + pow(x[j],3) #* psi * psi = (xdx);
if(i % Ni == 0)
fprintf(dat, "$1f\t%1lf\t%e\t%e\t%e\tS1f\tS1E\tS1f\n", *t, x[i], ¢«
psi, re, im, xcn, *S, *x2);
}
fprintf(dat, "\n\n");

void CNGP(double x0, double xn, double dx, double t0, double tn, double dt<«
, FILEx dat) {
int N = (xn — x0) / dx;
int M = (tn — t0) / dt;
int i, j, Nj = 200; // ispis nakon svakih Nj vremenskih koraka

double a[N], c[N];
double complex b[N];

double complex u[N+1], up[N+1], ksi; // pomocno
double t=t0, x[N+1], x2, xdx, dx2 = dx =% dx, S, psiO, cn = 0.0; //cllxn«

)

/] pocetni uvjeti
for (i = 0; i <= Nj; i++) {
x[1] = x0 + i = dx;

uli] = PU(x[1]);
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}

// rubni uvjeti

RU(u, N);

RU(up, N);

ispis(dat, &t, x, u, &cn, &dx, &N, &S, &x2, &psil);

for (j = 1; j <= M; j++) { // petlja po vremenu
t =t0 + j % dt;
/1 POSTEPENO JACANIJE INTERAKCIJE
if (cll < 0){
if (-cn < n-1E-10) cn —= deltan;}
else if (cn < n—-1E-10) cn += deltan;
for (i = 1; 1 < N; i++) { // 1 je prva ne rubna, N-1 zadnja
/1 ELEMENTI TRIDIJAGONALNE MATRICE
xdx = x[1] * dx;
x2 = x[1] * x[1];
ksi = x2 = 1.0 / %2 4+ cn * pow(cabs(ul[i]) ,2) / x2;
ali] 0.5 / dx2 + 0.25 / =xdx;
b[i] I/ dt - 1.0/ dx2 — 0.5 % ksi;
c[i] = 0.5 / dx2 - 0.25 / xdx;
if (i == 1) al[i] = 0;
if (1 == N - 1) c[i] = O0;
// 1. EKSPLICITNI DIO
up[i] = —a[i] * u[i-1] + (2 = I / dt — b[i]) =* u[i] - c[i]
+1];

// 2. IMPLICITNI DIO
tridijagonal(a, b, ¢, up, u, N); // a, b, ¢, d=up, x=u

// POHRANA 1 INFO

if (j%Nj == 0){ //nakon Nj vremenskih koraka
ispis(dat, &t, x, u, &cn, &dx, &N, &S, &x2, &psil);
// smanji informiranje nakon postignutog cn
if (fabs(cn) < n-1E-10)

printf("%d. cn=%.31f, norma=%.31f, <x2>=%.31f, Psi(0)=%.

]

» J, cn, S, x2, psi0);
else if (F%(10«Nj) == 0)

printf("%d. cn=%.31f, norma=%.31f, <x2>=%.31f, Psi(0)=%.

n

, J, cn, S, x2, psi0);

int main() {
double dx = 0.001;
double x0

0.0; // pocetna tocka

* ul[i¢
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131 double xn = 8.0; // konacna tocka
132

133 double dt = 0.0005; // vremenski korak
134 double t0 = 0.0; // pocetno vrijeme
135 double tn = 100.0; // konacno vrijeme
136

137 FILE* dat;

138

139 dat=fprovjera(dat);

140 CNGP(x0, xn, dx, t0, tn, dt, dat);

141 fclose(dat);

142 return 0;

143 |}
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B Prilozena gnuplot skripta

# RESET POSTAVKI
unset multiplot
reset

set encoding utf8

# POSTAVKE GRAFA
set xrange [0:4]
set yrange [0:3]
set style line | 1lw 3 1lc rgb "blue"

# NAZIVI
set xlabel '{/:Italic x = r / a}_{ho}'
set ylabel '¢({/:Italic x}) = n*{1/2} |¥({/:Italic x,

n} w)~{1/2} {/:Italic a}_{ho} |w({/:Italic r, t})|"

# POSTAVKE

set term pngcairo \
background "#ffffff" \
font "arial,20pt" \
size 1000,800

# PARAMETRI
c=+1.00
n=3.750000
cn=c#*n
dn=0.000050
dt=0.000500

info = sprintf("{/:Italic ¢ = %$i, n = m g N / (m @ {-}{h}"2)

At = %$.0f, 10"5An = %.0f}", \

c, n, dt*lE4, dn=*1E5)
sprintf("GP_cn%+5.2f.txt", cn)
sprintf("Adhikari.txt")

datal
data2

out = sprintf("Graf_GP_cn%+5.2f+literatura.png”", cn)
set label at graph 0.05

set output out

plot datal i 2000 u 2:($3%sqrt(n)) w 1 1s 1 ti info,)\

data2 1 2 u 1:2 w p pt 9 ps 2 1lc "red" ti 'Literatura,

1, n = 3.7509}"

unset output

{/:Italic ¢«

{/:Italic c
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42 |# RESET POSTAVKI

43

set terminal GNUTERM

21
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