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Uvod

Prica iz 3. st. pr. Kr. o Euklidu, njegovim FElementima i njegovom Pe-
tom postulatu poznata je matematicka tema. Cesto se prilikom izlaganja
tog problema kaze da je u 19. st. u ovisnosti o Petom postulatu doslo do
otkri¢a tri geometrije, od kojih se ona u kojoj vrijedi Peti postulat naziva
euklidskom, a preostale dvije neeuklidske hiperbolickom i eliptickom. Ako
se ulazi dublje u njihovu teorijsku pozadinu i aksiomatiku, obi¢no se odrade
euklidska i hiperbolicka geometrija, a elipticka se zanemari. Razlog tome je
Sto se aksiomi euklidske i hiperbolicke geometrije mogu sastaviti tako da se
razlikuju u samo jednom aksiomu, dok je za elipticku geometriju potrebno
veéinu aksioma barem malo promijeniti, a neke od njih i znacajnije.
Obzirom na manjak literature i pokrivenosti ove teme, cilj ovog rada je izloziti
aksiome elipticke geometrije i iz tih aksioma dokazati niz teorema koji daju
jasniju sliku o eliptickoj geometriji i zanimljivostima koje u njoj vrijede.

U prvom poglavlju ¢e se dati kratak povijesni pregled dvotisué¢ljetnog pro-
blema Petog postulata i navesti najbitnije osobe koje su dovele do otkrica
spomenute tri geometrije i njihovog aksiomatskog zasnivanja. U drugom
poglavlju ¢e se izloziti aksiomi elipticke geometrije podijeljeni u cetiri sku-
pine: aksiomi incidencije, separacije, kongruencije i neprekidnosti. U tre¢em
poglavlju ¢e se definirati polarna duzina i pokazati niz teorema vezanih za

nju. U posljednjem, cetvrtom poglavlju ¢e se ukratko predstaviti dva mo-



v

dela elipticke geometrije: sferna geometrija i stereografska projekcija sfere na

kompleksnu ravninu.
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Poglavlje 1
Povijesni pregled

Kao izvor za ovo poglavlje se uglavnom koristi [3], te onaj koji zeli vise
procitati moze detalje tu pogledati.

Danasnja moderna aksiomatska geometrija vezana je sa starogrckim mate-
maticarom Euklidom (330.- 275. pr. Kr.), jednim od tri najveca gréka mate-
maticara, uz Apolonija i Arhimeda. On je bio prvi matematicar koji je uspio
aksiomatizirati i sakupiti sva dotad poznata matematicka znanja u jednu
cjelinu. O njegovom zivotu i njegovim djelima postoji mnogo tekstova, a za
temu ovog rada djelo koje je najbitnije su njegovi Element: u kojima aksi-
omatski gradi geometriju. Originalni tekst nije sacuvan, ve¢ razni prijepisi i
prijevodi koji su se prosirili svijetom. U 19. stolje¢u J. L. Heiberg i H. Menge
su pomocu raznih prijevoda i prijepisa restaurirali originalne Flemente, te se
to izdanje danas koristi.

Sami Elementi sadrze 13 knjiga, od kojih je za ovaj rad najvaznija prva
knjiga u kojoj se nalaze aksiomi i postulati euklidske geometrije. Detaljnije
se o Elementima i njihovim nedostacima moze procitati u [3].

Sve svoje knjige, pa tako i prvu, Euklid zapoc¢inje definiranjem pojmova koji

¢e se koristiti, zatim zapisuje postulate i aksiome, a zatim dokazuje pro-



pozicije. FEuklid je razlikovao postulate i aksiome, no danas ih smatramo

sinonimima. Euklid u svojoj prvoj knjizi navodi pet postulata:
(P—1) Neka se postulira da se od svake tocke do svake tocke povlaci duzina.
(P —2) I da se ograni¢ena duzina neprekinuto produzuje u duzini.
(P — 3) I da se sa svakaim srediStem i udaljenoséu opisuje krug.
(P —4) I da su svi pravi kutovi medusobno jednaki.

(P —5) I da ako duzina koja sijece dvije duzine ¢ini unutarnje kutove s
iste strane manjima od dva prava kuta, dvije duzine, neogranic¢eno
produzene, sastaju s one strane na kojoj su kutovi manji od dva prava

kuta.

tulatima, pa su matematicari bili sumnjicavi prema opravdanosti zvanja tog
postulata postulatom, odnosno aksiomom. Za razliku od prva cetiri postu-
lata koji su ocigledne istine, Peti postulat nije ocigledna istina. Cinilo se
da bi se on mogao dokazati pomocu ostalih Euklidovih postulata i aksioma.
Euklidovo odgadanje koristenja Petog postulata u prvih 28 propozicija su-
gerira da je mozda i on bio skeptican prema tom aksiomu. Matematicari
su stolje¢ima pokusavali dokazati Peti postulat, najéesée kontradikcijom, no
do zeljene kontradikcije nikako nisu dolazili. Najcesca greska u ”dokazima”
Petog postulata je bila ta Sto bi se nesvjesno koristile neke ¢injenice koje su
zapravo mogle biti dokazane samo uz Peti postulat.

Tako su pokusaji dokazivanja Petog postulata bili uzaludni, oni su vodili
do nekoliko tvrdnji ekvivalentnih Petom postulatu. Koristenjem tih tvrdnji
umjesto Petog postulata mogao se dokazati Peti postulat, te svi teoremi i

propozicije. Jedna od poznatijih se naziva Playfairovim postulatom:



(PP) Tockom van danog pravca prolazi totno jedan pravac koji ne sijece

dani pravac.

Uz Playfairov postulat, poznato je jos nekoliko tvrdnji ekvivalentno Petom

postulatu:

e Postoje sli¢ni trokuti koji nisu kongruentni.
e Postoje trokuti proizvoljno velike povrsine.

e Postoje trokuti ¢iji je zbroj kutova jednak dva prava kuta.

Lambertov. Njihovi pokusaji su doveli do ideje o postojanju geometrije u
kojoj ne vrijedi Peti postulat.

Saccheri je promatrao cetverokut ABC'D kojemu su kutovi ZCAB i ZABD
pravi kutovi i kojemu su stranice AC' i BD jednake. U Saccherijevom
¢etverokutu se stranice AC' i BD nazivaju krakovima, stranica AB do-
njom bazom, stranica C'D gornjom bazom, a kutovi Z/BDC i ZDCA
kutovima vrha.

Saccheri je pokazao da je simetrala donje baze takvog ¢etverokuta ujedno i

simetrala gornje baze i da su kutovi vrha jednaki. Dokazao je i da vrijedi:
e ako su kutovi vrha pravi kutovi, onda su baze jednake

e ako su kutovi vrha manji od pravog kuta, onda je donja baza manja od

gornje baze

e ako su kutovi vrha veéi od pravog kuta, onda je donja baza veéa od

gornje baze.

Zatim je promatrao ¢emu su jednaki kutovi vrha, te je razlikovao tri slucaja

koje su dobili prikladna imena:



e kutovi vrha su pravi kutovi (hipoteza pravog kuta)
e kutovi vrha su manji od pravog kuta (hipoteza Siljastog kuta)

e kutovi vrha su veéi od pravog kuta (hipoteza tupog kuta).

Slika 1.1: Hipoteze pravog, Siljastog i tupog kuta

Saccheri je pokusao dokazati da hipoteza pravog kuta vrijedi i bez Petog
postulata, pa je promatrao preostale dvije hipoteze i pokusao doc¢i do kon-
tradikcije. Do kontradikcije za hipotezu tupog kuta je dosao uoc¢avajuéi da bi
u tom slucaju zbroj kutova u ¢etverokutu bio veéi od cetiri prava kuta, a da
bi dijeljenjem cetverokuta dobio dva trokuta od kojih bi onda barem jedan
morao imati zbroj kutova veéi od dva prava kuta. Obzirom da je poznavao
da se u apsolutnoj geometriji (geometriji utemeljenoj na prva cetiri aksioma)
moze pokazati da je zbroj kutova u svakom trokutu manji ili jednak dva
prava kuta (tvrdnje danas poznate kao Drugi Legendreov teorem), dosao je
u kontradikciju i zaklju¢io da ta hipoteza nije moguca. Koliko je poznato,
do kontradikcije u hipotezi siljastog kuta nije dosao. Uvjeren da je hipoteza
pravog kuta jedina toc¢na, nije bio svjestan da su hipoteza §iljastog kuta i
hipoteza tupog kuta redom aksiomi za dvije nove geometrije, hiperbolicku i
elipticku geometriju redom.

Slicna prica je bila i s Lambertom. Lambert je promatrao ¢etverokut kojemu

su tri kuta prava.



Slika 1.2: Lambertov ¢etverokut

Cetvri kut moze biti jednak, manji ili veéi od pravog kuta. Stoga ponovo
imamo tri hipoteze: hipotezu pravog kuta, hipotezu Siljastog kuta i hipotezu
tupog kuta. Lambert je pokazao da je hipoteza pravog kuta ekvivalentna
Petom postulatu, te je ”srusio” hipotezu tupog kuta, no on, za razliku od
Saccherija, nije uspio srusiti hipotezu §iljastog kuta.

Nakon Saccherija i Lamberta, Legendre je takoder pokusao dokazati Peti
postulat i dosao do zanimljivih tvrdnji. On je Peti postulat pokusavao po-
vezati sa zbrojem kutova u trokutu. Pokazao je da, ako je zbroj kutova u
trokutu jednak dva prava kuta, onda vrijedi Peti postulat. Pokazao je i da je
zbroj kutova u trokutu manji ili jednak dva prava kuta, te da, ako je postoji
trokut kojemu je zbroj kutova jednak dva prava kuta, onda je zbroj kutova
u svakom trokutu jednak dva prava kuta.

Prvi matematicar koji je razumio problem Petog postulata bio je Gauss. Kao
i ostali, u pocetku ga je pokusao dokazati, no uskoro postaje uvjeren da je
Peti postulat nezavisan. Nakon toga pocinje razmisljati o geometriji u kojoj
tockom van danog pravca prolaze barem dva pravca koji dani pravac ne si-
jeku, te dolazi do zanimljivih rezultata. Svoja otkrica vezana za Peti postulat
i neeuklidsku geometriju nije nikad objavio, no njegov dnevnik i dopisivanja
s drugim matematicarima su dokazi o njegovom radu na Petom postulatu i
neeuklidskoj geometriji.

Nedugo nakon Gaussa J. Bolyai i N. I. Lobacevski rjesavaju istovremeno pita-

nje nezavisnosti Petog postulata i grade novu teoriju u kojoj tockom van da-



nog pravca prolaze barem dva pravaca koji dani pravac ne sijeku, danas poz-
natu pod nazivom hiperbolicka geometrija. Oni nisu imali medusobnog kon-
takta, te su do svojih ideja dosli nezavisno, iako postoje naznake da su obo-
jica mogla na neki nac¢in imati neke predodzbe o Gaussovim promisljanjima.
Iz Gaussovih pisama je takoder vidljivo da je on pratio njihove radove i
odobravao ih, sto je kasnije zapravo dovelo do zanimanja matematicara za
neeuklidske geometrije. Vazno je naglasiti da se hiperbolicka geometrija u
tim radovima nije dokazala konzistentnom.

Sljede¢i matematicar bitan za razvoj neeuklidske geometrije bio je njemacki
matematicar G. F. B. Riemann, Gaussov ucenik. Riemann je promatrao
sfernu geometriju u kojom tockom van danog pravca ne prolazi niti jedan
pravac koji dani pravac ne sijece, te je bio prvi koji je primijetio da je to joS
jedan tip neeuklidske geometrije, danas poznatoj kao elipticka geometrija.
Nakon njega, Beltrami daje nepotpuni model za hiperbolicku geometriju, da-
nas poznat pod nazivom pseudosfera. Iako je model bio nepoptun, dokazao je
nezavisnost Petog postulata od ostalih euklidovih postulata, jer su u njemu
vrijedila prva cetiri postulata, ali ne i zadnji. Njegov rad je dovrsio Klein
koji daje modele za obje neeuklidske geometrije.

Budu¢i da se dokazala nezavisnost Petog postulata i otkrile dvije nove ge-
ometrije, naglasak se prebacio na aksiomatsko zadavanje tih geometrija, pr-
venstveno euklidske. Medu svim matematicarima koji su se bavili time, naj-
poznatiji je Hilbert koji je svoje aksiome objavio 1899. godine pod nazivom
Grundlagen der Geometrie. Njegova aksiomatika se zasniva na tri osnovna
pojma (tocka, pravac, ravnina) i tri osnovne relacije (incidencija, poredak,
kongruencija).

Poznate su jos aksiomatike Tarskog i Birkhoffa.



Poglavlje 2
Aksiomi elipticke geometrije

Kako je spomenuto u Uvodu, o aksiomatici euklidske i hiperbolicke geome-
trije moze se nac¢i puno radova, no to nije slucaj i za elipticku geometriju.
Razlog tome je sto se euklidska i hiperbolicka geometrija mogu aksiomatski
zadati mijenjaju¢i samo iskaz aksioma o paralelama, dok aksiomi apsolutne
geometrije za obje geometrije ostaju isti. No, za elipticku geometriju po-
trebno je promijeniti i ostale aksiome. Vec¢ina aksioma apsolutne geometrije
vrijedi i u eliptickoj geometriji, no potrebno ih je ojacati i neke od njih pro-

mijeniti.

2.1 Aksiomi incidencije

Kao i u aksiomatikama euklidske i hiperbolicke geometrije, tocka, pravac
i ravnina se ne definiraju, ve¢ se pomoc¢u aksioma opisuju njihovi odnosi.
U ovom radu nece biti potrebe za koristenjem prostornih aksioma inciden-
cije, pa ¢e se navesti samo dio prostornih aksioma incidencije prilagodenih
eliptickoj geometriji.

Aksiomi incidencije:



2.1. Aksiomi incidencije

(E — I) Za svake dvije tocke postoji pravac koji njima prolazi.

(E— 1) Za svake dvije razli¢ite tocke postoji najvise jedan pravac koji njima

prolazi.

(E — I3) Na svakom pravcu leze barem tri razlicite tocke. Postoje tri neko-

linearne tocke.

(E — 1) Za svake tri tocke postoji ravnina koja ih sadrzi. U svakoj ravnini

lezi barem jedna tocka.

(E — I5) Za sva tri nekolinearne tocke postoji najvise jedna ravnina koja ih

sadrzi.

(E — I) Ako dvije razlic¢ite tocke pravca leze u ravnini, onda sve tocke tog

pravca leze u toj ravnini.

(E — I;) Za svaka dva razli¢ita pravca postoji tocka kojom oba prolaze.

Prva dva aksioma incidencije elipticke geometrije su ista kao u apsolutnoj ge-
ometriji. Trec¢i aksiom postavlja zahtjev da na svakom pravcu leze barem tri
razlic¢ite tocke, sto je razlika u odnosu na apsolutnu geometriju. Razlog tome
su aksiomi separacije koji é¢e se uvesti. Cetvrti, peti i Sesti aksiom su zapravo
prostorni aksiomi incidencije, te ih ovdje navodimo u svrhu toga da, kada
pricamo o ravninama, znamo da su jedinstveno odredene trima razli¢itim
tockama i da svake tri tocke mozemo smjestiti u ravninu. Ubuduée ne¢emo
posebno naglasavati da su objekti koje spominjemo smjesteni u ravnini, ali
to podrazumijevamo.

Omno $to je novo je aksiom (E — I). Taj aksiom je zapravo ekvivalentan Ak-
stomu o paralelama elipticke geometrije koji glasi: Tockom van danog pravca
ne prolazi nite jedan pravac koji dani pravac ne sijece. Po iskazu tog ak-

sioma ocito je da je on zapravo aksiom incidencije, Sto je jedan od razloga

8



2.2. Aksiomi separacije

zasto ga stavljamo u ovu skupinu. Drugi razlog je taj sto bi njegovim kasni-
jim uvodenjem teorema bilo nemoguce dokazati prije njegovog uvodenja na

Kao i u apsolutnoj geometriji, vrijedi sljedeci teorem.
Teorem 2.1 Dwva razli¢ita pravca imaju tocno jednu zajednicku tocku.

Dokaz. Neka su p i ¢ dva razli¢ita pravca. Po aksiomu (E — I7) postoji tocka
P kojom oba prolaze. Tvrdimo da je to jedina tocka kojom oba prolaze.

Pretpostavimo suprotno, odnosno neka je P’ # P tocka kojom prolaze pravci
piq. Po aksiomu (F — I3) postoji najvise jedan pravac koji prolazi tockama
P i P, pabislijedilo da je p = ¢, §to je kontradikcija. Dakle, P je jedinstvena

zajednicka tocka pravacapiq. m

2.2 Aksiomi separacije

Kod apsolutne geometrije se druga grupa aksioma nazivala ”aksiomi po-
retka”. Taj izraz nije najprikladniji u ovom slucaju jer se shvac¢anje pravaca
mijenja. Obzirom na sve aksiome vezane za elipticku geometriju ima smisla
pravce promatrati kao kruznice, a na kraju rada ¢e biti jasnije zasto se takav
model pravca koristio. Napomenimo samo da u euklidskoj geometriji dvije
razli¢ite tocke ne odreduju jedinstvenu kruznicu, no ovdje se ne radi o bilo
kakvim kruznicama. Specificniji opis tih kruznica ¢e biti objasnjen na kraju,
kroz model sferne geometrije.

Promatrajuci pravce kao kruznice, ako su zadane tri tocke A, B i C, nije jasno
koja od njih je izmedu preostalih dviju, odnosno koji je njihov poredak. Do-
davanjem nove tocke D na kruznici mozemo vidjeti da je tocka C' "odvojena”
od tocke D tockama A i B. Mozemo reé¢i da je tocka C' ”izmedu” tocaka

A'i B uodnosu na D. U skladu s ovim shva¢anjem pojma ”biti izmedu”

9



2.2. Aksiomi separacije

uvodimo oznaku AB || C'D i ¢itamo ju kao "tocka C' je izmedu tocaka A i B

u odnosu na tocku D” ili "tocke A i B razdvajaju tocke C'i D”.

Slika 2.1: Separacija tocaka

Zbog toga se aksiomi poretka ovdje nazivaju aksiomima razdvajanja ili
separacije. Osim §to se mijenja naziv, znacajno se mijenjaju i sami aksiomi.

Aksiomi separacije:

(E —11,) Za svake tri medusobno razlicite kolinearne tocke A, B i C' postoji

tocka D takva da je AB || CD.

(E —I1,) Ako je AB || CD, onda su A, B,C i D kolinearne i medusobno

razlicite tocke.
(E —11I3) Ako je AB || CD, onda je AB || DC'i CD || AB.

(E — 114) Ako su A, B,C' i D cetiri medusobno razli¢ite kolinearne tocke,
onda je ili AB || CD ili AC' || BD ili AD || BC.

(E —115) Ako su A, B,C, D i E medusobno razli¢ite kolinearne tocke i ako
je AB || CD, onda je ili AB || CE ili AB || DE.

Prije iskaza posljednjeg aksioma separacije definirajmo perspektivno presli-

kavanje.

10



2.2. Aksiomi separacije

Definicija 2.2 Neka su dani tocka O i dva pravea l il u istoj ravnini kao
i tocka O koji njome ne prolaze. Preslikavanje fo : | — I' nazivamo pers-
pektivnim preslikavanjem ako je za svaku tocku T pravea |l fo(T) tocka

pravea I kolinearna s tockama O i T.
Sada se moze iskazati i posljednji aksiom separacije.

(E — 11s) Ako je AB || CD i ako su tocke A", B',C" i D' pravca " slike
perspektivnog preslikavanja tocaka A, B,C i D pravca [ redom, onda

je AB' || C'D'.

Teorem koji slijedi je elipticka verzija teorema o kracenju (iako treba imati

na umu da taj izraz ovdje nema smisla).

Teorem 2.3 Neka su dane medusobno razlicite kolinearne tocke A, B,C, D
i E. Ako je AB || CD i AD || BE, onda je AB || CE, BE || CD i AD ||
CE.

Dokaz. Kako je AB || CD, po aksiomu (E — I1;) je ili AB || CE ili AB ||
DE. Kako je po pretpostavci AD || BE, po aksiomu (F — I1;) ne moze biti
AB || DE. Dakle, vrijedi AB || CE.

Iz AB || CE visestrukom primjenom aksioma (E — II3) slijedi redom AB
|| EC, EC || AB, EC || BA, te kona¢no BA || EC. Kako po pretpostavci
vrijedi AD || BE, primjenom aksioma (E—II3) dobivamo BE || AD, a zatim
i BE || DA. Ako sada stavimo da je A’ = B,B' = E,C' = D,D' = A i
FE' = (', imamo da vrijedi A’D’ || BE"i A’B’ || C"D’. Analogno kao u prvom
dijelu dokaza dobijemo da mora vrijediti A’B’ || C'E’, sto je ekvivalentno BE
|| DC, pa po aksiomu (E — I13) slijedi BE || C'D.

Sada imamo AB || CE i BE || CD, iz ¢ega po aksiomu (E — II3) slijedi EC
| ABi EB || CD. Stavimo da jesada A’ = E,B' = C,C" = A,/D' =B i
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E' = D. Sada imamo A'B’' || C"D" i A’D’ || B'E’. Analogno kao u prvom
dijelu dokaza dobijemo da mora vrijediti A’B’ || C'E’, sto je ekvivalentno

EC || AD, pa po aksiomu (E — I13) slijedi AD || EC. m

Definicija 2.4 Neka su A, B i C' tri medusobno razlicite kolinearne tocke.
Duzina AB/C je skup svih tocaka T takvih da je AB || CT zajedno s

tockama A i B. Tocke A i B nazivamo rubnim tockama duzine AB/C.

Kako je ve¢ komentirano, u eliptickoj geometriji se ne moze odrediti odnos tri
tocke pravca bez uvodenja nove tocke. Zbog toga se duzine moraju definirati

u odnosu na neku tocku pravca na kojem leze rubne tocke.

C

Slika 2.2: Duzina AB/C

Teorem 2.5 Neka su A i B dvije razlicite tocke. Tada postoji barem jedna

duzina koja th sadrzi.

Dokaz. Neka su A i B dvije proizvoljne razlicite tocke.

Prema aksiomu (E — I;) postoji pravac p koji njima prolazi. Prema aksiomu
(E — I3) postoji tocka C' na praveu p razlicita od A1 B. AB/C je trazena
duzina. m

Prirodno se definiraju unutrasnje i vanjske tocke duzine.

Definicija 2.6 Za tocku T duzine AB/C kazemo da je unutrasnja tocéka

duzine AB/C ako je razlicita od A i B. Za tocku T pravca AB kazemo da
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je vanjska toéka duZine AB/C ako nije unutrasnja tocka te duZine i ako

je razlicita od A 1 B.

Ako na danoj duzini promatramo tri njene unutrasnje tocke, moze se odre-
diti njihov poredak ako se ograni¢imo na tu duzinu kao univerzalni skup.
Iduca definicija daje upravo takav poredak, koji se moze intuitivno povezati

s poretkom u apsolutnoj geometriji.

Definicija 2.7 Za unutrasnju tocku T duzine AB/C kazemo da je izmedu
unutrasnjih toéaka U i V duzine AB/C ako je UV || CT i pisemo
uTVv)/C.

Ponekad ¢e se u radu ovo nazivati ” relativnim poretkom” .

Slika 2.3: ”Relativni poredak”

Teorem 2.8 Svaka duzina ima barem jednu unutrasnju tocku.

Dokaz. Neka je AB/C proizvoljna duzina. Po aksiomu (E — II;) postoji
tocka D takva da je AB || CD. D je trazena tocka. m

Korolar 2.9 Izmedu dvije razlicite tocke bilo kojeqg pravca lezi prebrojivo

mnogo tocaka.

Dokaz. Primjenom prethodnog teorema induktivno se definira prebrojivi
niz unutrasnjih tocaka dane duzine. m

Sljedeci teorem je karakterizacija unutrasnje tocke duzine.
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Teorem 2.10 Neka je T unutrainja tocka duzine AB/C. Tocka S pravca
AB, S # T, je unutrasnja tocka duzine AB/C ako i samo ako je AT || BS
ili AS || BT.

Dokaz. Neka je T unutrasnja tocka duzine AB/C. Po definiciji imamo AB
| CT.

Pretpostavimo da je S unutrasnja tocka duzine AB/C. Tada je AB ||
CS. Kako vrijedi AB || CT i AB || C'S, to po aksiomu (E — II5) ne moze
istovremeno vrijediti i AB || T'S. Dakle, AB |J T'S. Sada je po aksiomu
(E — I1,)ili AT || BS ili AS || BT.

Pretpostavimo da vrijedi AT || BS ili AS || BT.

Pretpostavimo da vrijedi AT || BS. 1z AB || CT i AT || BS primjenom
Teorema, slijedi AB || C'S, pa je S unutrasnja tocka duzine AB/C.
Pretpostavimo da vrijedi AS || BT. Visestrukom primjenom aksioma (F —
II3) na AS || BT i AB || CT dobivamo BA || CT i BT || AS. Primjenom
Teorema dobivamo BA || CS, pa primjenom aksioma (E — II3) AB ||
CS. Dakle, S je unutrasnja tocka duzine AB/C. m

Iz ovog teorema direktno slijedi sljede¢i korolar.

Korolar 2.11 Neka je T unutrasnja tocka duzine AB/C. Tocka S pravca
AB je vangska tocka duzine AB/C ako i samo ako AB || TS.

Dokaz. Obratom po kontrapoziciji.

Neka je AB |fTS. Tada je po aksiomu (E — I1) ili AT || BS ili AS || BT.
Sada po Teoremu slijedi da je S unutrasnja tocka duzine AB/C.
Dakle, ako je S vanjska tocka duzine AB/C, onda je AB || TS.

Obratom po kontrapoziciji.

Neka je S unutrasnja tocka duzine AB/C. Po Teoremu jeili AT || BS
ili AS || BT. Sada po aksiomu (E — 1) ne moze biti AB || T'S.
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Dakle, ako je AB || T'S, onda je S vanjska tocka duzine AB/C. m

Uocimo da, ako je tocka S vanjska tocka duzine AB/C, onda je AB/C =
AB/S. Drugim rije¢ima, duzina AB/C ne ovisi o izboru vanjske tocke C,
iako se zbog definicije i oznake moze ¢initi da ovisi.

Sljededi teorem govori kako je moguée duzinu podijeliti njenom unutrasnjom
tockom na dvije duzine koje u presjeku imaju samo odabranu unutrasnju

tocku.

Teorem 2.12 Neka je T unutrasnja tocka duzine AB/C. Tada je AB/C =
AT/C UTB/C i T je jedina zajednicka tocka duzina AT /C i TB/C.

Dokaz. Pokazimo da je AB/C C AT/C U TB/C. O¢ito je T u AT/C ili
TB/C. Neka je S # T unutrasnja tocka duzine AB/C. Po Teoremu m
je AT || BS ili AS || BT. Pretpostavimo da je AT || BS. Kako je S tocka
duzine AB/C imamo AB || C'S. Sada primjenom aksioma (E — II3) imamo
BA || CSiBS || AT, a zatim po Teoremu [2.3slijedi AT || C'S, pa je S na
duzini AT/C. Sliéno se pokaze da, ako je AS || BT, onda je S na duzini
TB/C. Dakle, AB/C C AT/C UTB/C.

Pokazimo sada da je AT/C U TB/CC AB/C. Po pretpostavci teorema
znamo da je T' na duzini AB/C. Neka je S unutrasnja tocka duzine AT /C.
Tada je AT || CS. Kako je T na AB/C, to vrijedi AB || TC. Po Teoremu
slijedi AB || CS, pa je S na AB/C. Sliéno se pokaze da, ako je S unutrasnja
tocka duzine TB/C, onda je S na duzini AB/C. Dakle, AT/C U TB/C C
AB/C.

Time je dokazano da je AB/C=AT/C UTB/C.

Pokazimo da je T jedina zajednicka tocka duzina AT/C i TB/C. T je ocito
njihova zajednicka tocka. Prepostavimo da postoji tocka S # T koja je na
duzinama AT/C i TB/C. Tada je AT || CSiTB || CS. Tocka S je ujedno
i na duzini AB/C pa je AB || CS. Primjenom aksioma (E — I13) dobivamo
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SC || AB. Sada je po aksiomu (E — II5) ili SC || AT ili SC' || BT, §to je u
kontradikciji s pretpostavkom da tocka S lezi na duzinama AT/C i TB/C.
Dakle, T je jedina zajednicka tocka duzina AT/C i TB/C. =

U euklidskoj i hiperbolickoj geometriji dvije razlicite tocke odreduju jedins-
tvenu duzinu. To nije slucaj u eliptickoj geometriji - dvije razlicite tocke
odreduju dvije razlicite duzine kojima su dane tocke rubne tocke. Uzimajuci
kao model pravca kruznicu, intuitivno je jasno da, ako je dana neka duzina
AB/C, onda bi nekom njenom unutrasnjom tockom D (takva postoji po Te-
oremu trebala biti definirana nova duzina AB/D koja je o¢ito razlicita
od AB/C.

Definicija 2.13 Neka je dana duZina AB/C i neka je D njena unutrasnja
tocka. Duzinu AB/D nazivamo komplementarnom duZinom duzine AB/C

1 0znacavamo S ACB.

Uocimo da, ako je D unutrasnja tocka duzine AB/C, vrijedi: T je unutrasnja
tocka duzine @ ako i samo ako je AB || DT. Nadalje, kako je AB || DC,

C je uvijek unutrasnja tocka duzine AB/D, odnosno @

C

[+

Slika 2.4: Duzina @ = AB/D

Sljededi teorem govori o odnosu duzine i njene komplementarne duzine.

Teorem 2.14 Neka je dan pravac AB i duzina AB/C. Tada vrijedi:
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(i) AB/C N AB = {A, B}

(ii) AB/C U @ = AB.

Dokaz.

(i)

Po definiciji vrijedi {A, B} C AB/C N @.

Pokazimo da je AB/C N ACB C {A, B}.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji tocka 7' € AB/C' N ACB,
T # A,B. Kako je T tocka duzine AB/C vrijedi AB || CT. Kako
je T tocka duzine @ vrijedi AB || DT, za neku unutrasnju tocku D
duzine AB/C. Kako je D unutrasnja tocka duzine AB/C vrijedi AB
|| CD. Dobili smo kontradikciju s aksiomom (E — II5) po kojem ne
moze istovremeno biti AB || CT, AB || DT i AB || CD.

Dakle, AB/C N @ C {A,B}, paje AB/C N @: {4, B}.

Pokazimo da je AB/C U @ C AB.

Neka je tocka T iz AB/C U ACB. AkojeT = Aili T = B, onda je T
na pravcu AB. Prepostavimo da je T'# A, B. Ako je T tocka duzine
AB/C, onda je AB || CT, pa su po aksiomu (E — Il,) A,B,C i T
kolinearne tocke, pa je T na pravcu AB. Ako je T tocka duzine @,
onda je AB || DT, za neku unutrasnju tocku D duzine AB/C'. Sada su
po aksiomu (F — I1I5) A, B,C i T kolinearne tocke, pa je T' na pravcu
AB. Dakle, AB/C U @ C AB.

Pokazimo da je AB C AB/C' U ACB. AkojeT = AiliT = B,ondaje T
tocka duzine AB/C'. Prepostavimo da je T tocka pravca AB razlicita
od Ai B. Po aksiomu (E — I1,) vrijedi da je ili AB || CT ili AC
|| BT ili AT || BC. U sluéaju AB || CT, T je tocka duzine AB/C.
Ako je AC || BT, onda primjenom aksioma (E — II3) i Teorema
na AC || BT i AB || CD, za neku unutrasnju tocku D duzine AB/C,
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dobivamo AB || DT, pa je T tocka duzine @ Ako je AT || BC, onda
primjenom aksioma (E — I]3) i Teorema[2.3|na AT || BC'i AB || CD,
za neku unutrasnju tocku D duzine AB/C, dobivamo BA || DT, pa je
T tocka duzine @ Dakle, AB C AB/C U @

Time je dokazano AB/C U ACB = AB.

]

Prethodni teorem implicira da za danu duzinu AB/C njoj komplementarna
duzina @ ne ovisi o izboru unutrasnje tocke D duzine AB/C. Takoder, iz
ovoga slijedi da dvije razlicite tocke dijele pravac na dvije duzine koje u uniji
daju cijeli pravac. Zbog aksioma (E — I5) i definicija duzine i njene komple-
mentarne duzine slijedi da dvije razlic¢ite tocke odreduju toéno dvije razlicite
duzine kojima su one rubovi. Zbog toga ¢e prilikom dokazivanja tvrdnji biti
potrebno odabrati jednu od duzina da bi s njom mogli raditi, pa ¢e se u
daljnjem tekstu cesto pojavljivati izraz ”izbor duzine”. Ponekad ¢e se, kada
je duzina izabrana i fiksna u odredenom teoremu, zbog pojednostavljivanja
oznaka izostavljavati /, pa ¢e se primjerice za duzinu AB/C pisati samo AB.
Sljede¢i teorem govori da tri razlicite tocke pravca dijele taj pravac na tri
duzine koje u parovima u presjeku imaju jednu od te tri tocke, a u uniji daju

cijeli pravac.

Teorem 2.15 Neka je dan pravac p i medusobno razli¢ite tocke A, B,C' na

praveu p. Tada vrijedi:
(i) AB/C U BC/A U TA/B = p

(i) e AB/C N TA/B = {A)}
o AB/C' N BC/A = {B}

e BC/AN CA/B = {C}
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Dokaz.

(1)

(i)

Neka je T tocka iz AB/C U BC'/A U CA/B. Bez smanjenja opéenitosti
pretpostavimo da je T tocka iz AB/C. Tada je T iz AB/C U @, pa
je po TeoremuMT s p. Dakle, AB/C U BC/AU CA/B C p.

Neka je T' tocka pravca p razlicita od A, B,C. Tada je po aksiomu
(E—11,)ili AB || CT ili AC || BT ili AT || BC. Sada je po definiciji
duzine T ili tocka duzine AB/C ili tocka duzine C'A/B ili tocka duzine
BC/A, odnosno T je tocka iz AB/C U BC/A U CA/B. Dakle, p C
AB/C U BCJ/AU CA/B.

Time je dokazano da je AB/C' U BC/A U CA/B = p.

Dokazimo prvu tvrdnju.

Ocito je {A} C AB/C N CA/B.

Neka je T tocka iz AB/C N CA/B ineka je T # A. Tada je T tocka
duzine AB/C i duzine CA/B, pa po definiciji vrijedi AB || CT i AC
|| BT, no to je kontradikcija s aksiomom (E — I1,). Dakle, AB/C N
CA/B = {A}.

Analogno se pokazu ostale tvrdnje.

Sljedeéi teorem je poopcéenje prethodne tvrdnje na konac¢an broj tocaka.

Teorem 2.16 Neka je dan pravac p i n razlicitih tocaka na njemu. Moguce

n—1
je oznaditi te tocke s Ag, Ay, ..., An_1 tako da je |J Ay Ar11/A—1 = p, gdje je
r=0

A_1:= A, _1, 1 da presjek bilo kojeg para takvih duzina sadrsi samo rubove.

Dokaz. Dokaz provodimo principom matematicke indukcije po n.

Baza indukcije. Za n =2 1in = 3 tvrdnja slijedi po Teoremu [2.14] i Teoremu

2. 15l
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Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1 tocaka.
Korak indukcije. Pokazimo da tvrdnja vrijedi za n tocaka.

Izaberimo n — 1 tocaka od n tocaka. Po pretpostavci indukcije moguée je
oznaciti te tocke s Ag, Ay, ..., A,_o tako da je nOQ A,.Tm/Ar,l = p i tako
da presjek bilo kojeg para takvih duzina sadriri:gamo rubove. Oznac¢imo s
T preostalu tocku. T je o¢ito unutrasnja tocka neke duzine A, A, ;/A,_;.
Bez smanjenja opéenitosti neka je to duzina A; Ay/Ag. Tada je Ay Ay || AoT.
Tocka T dijeli duzinu A; Ay /Ay na dva dijela: A;T /Ay iTAy/A;. Poveéajmo
sada indekse tocaka As, As, ..., A,,_s za jedan i oznac¢imo tocku T' s A,. Sada
za tocke Ay, Ay, ..., A,_1 vrijedi tvrdnja.

Time je proveden korak indukcije. m

Iskaz sljedeceg teorema je slican Paschovom aksiomu u apsolutnoj geometriji,
uz prilagodbu na ¢injenicu da dvije razlic¢ite tocke odreduju dvije duzine

kojima su one rubovi. Zbog te dvojnosti je i iskaz teorema dvojan, odnosno

presjecanje pravaca i duzina ovisi o njihovim izborima.

Teorem 2.17 (Paschov aksiom) Neka su A, B i C tri nekolinearne tocke
i neka je p pravac koji ne prolazi njima. Ako p sijece duZinu AB/E, za neku
tocku E pravea AB, onda za odabrani izbor duzine AC, oznacimo ga AC/F,
postoji jedinstveni izbor duzine BC, oznacimo ga BC/G, takav da p sijece

ili AC/F ili BC/G.

Dokaz. Neka su A, B i C' tri nekolinearne tocke i p pravac koji ne prolazi
njima, te neka p sijece duzinu AB/E u tocki P. Po aksiomu (E — I7) postoji
tocka @) koja lezi na pravcima p i AC, te tocka R koja lezi na pravcima p
i BC. Uo¢imo da su P, @, R jedine tocke presjeka pravaca AB i p, AC i p,
BC i predom. Naime, u slu¢aju postojanja jos jedne tocke presjeka pravaca
AB i p po aksiomu (F — I,) bi slijedilo da su AB i p jednaki, pa bi p prolazio

tockama A i B, sto je kontradikcija s pretpostavkom. Analogno se pokaze za
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preostala dva slucaja.

Neka je AC/F odabrana duzina iz pretpostavke teorema i neka je G pro-
izvoljna tocka pravca BC', G # B, C, R. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je F' # () (u suprotnom F' zamijenimo nekom drugom
tockom). Po Teoremu [2.14] je @ tocka ili duzine AC/F ili duzine A_FC', a
R tocka ili duzine BC'/G ili duzine BGC’. Neka je @ tocka duzine AC/F.
Ako je R tocka duzine BC'/G, onda je trazena duzina BGC , a ako je R tocka
duzine BgC , onda je trazena duzina BC'/G. Neka je ) tocka duzine AFC' . Ako
je R tocka duzine BC'/G, onda je trazena duzina BC'/G, a ako je R tocka

duzine BgC , onda je trazena duzina BGC .
Probleme dvojnosti prethodnog teorema se ne moze popraviti, no ubaciva-
njem jos jednog pravca dobije se precizniji odgovor o tome koji pravci sijeku

koji izbor duzine.

Teorem 2.18 Neka su A, B i C tri nekolinearne tocke, te p i q razliciti
pravei koji ne prolaze njima. Neka je na praveu AC' odabrana jedna od duzina
odredena tim tockama i pretpostavimo da je p i q ne sijeku, te neka je AB/E

odabrana duzZina 2@ njoj komplementarna duzina. Tada vrijedi:

(i) Ako p i q sijeku AB/E, onda postoji jedinstveni izbor duZine BC,
oznacimo ga s BC/F, takav da ga p i q sijeku.

(i) Ako p sijece AB/E i q sijece @, onda postoji jedinstveni izbor duzine
BC, oznac¢imo ga s BC/F, takav da p sijece BO/F, a q sijece @

Dokaz.

(i) Neka p i g sijeku AB/E u tockama P i Q redom. P i () su unutrasnje

tocke, pa je po Teoremu AP || BQ ili AQ || BP. Po Teoremu[2.17]
p sijece jednu od duzina BC u tocki P’. Ozna¢imo tu duzinu s BC/F.
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Isto tako, po Teoremu pravac ¢ sijece jednu od duzina BC u tocki
Q.

Po aksiomu (E — I7) p i AC se sijeku u nekoj tocki O”. Uocimo da
tocka O” nije na pravcima AB i BC. Naime, kada bi tocka O” lezala
na pravcu AB ili BC, onda bi, jer je O” # P, P’ (u suprotnom bi
pravci AB i AC ili AB i BC imali dvije razlicite zajednicke tocke pa bi
slijedilo AB = AC' ili AB = BC', pa bi A, B, C bile kolinearne tocke,
sto je kontradikcija s pretpostavkom teorema), slijedilo da je p = AB ili
p = BC', sto je kontradikcija s pretpostavkom da p ne prolazi tockama
A B,C.

Sada je dobro definirano perspektivno preslikavanje for : AB — BC.
Uocimo da je po pretpostavci teorema O” vanjska tocka izabrane duzine
AC'. Neka se pravei QO" i BC sijeku u tocki Q. Kako je AP || BQ
ili AQ || BP, po aksiomu (E — 1) slijedi CP’ || BQ" ili CQ" || BP'.
Kako je P’ unutrasnja tocka duzine BC/F, po Teoremu je Q"
takoder unutrasnja tocka duzine BC/F.

Neka se p i ¢ sijeku u tocki O', te neka ¢ sijece pravac AC u tocki O,
gdje je O vanjska tocka dane duzine AC'.

Neka je O = O". Tada je O' = O, paje Q' = Q". Sada je CP' || BQ'
ili CQ' || BP', pa su po Teoremu P’ i Q" unutrasnje tocke duzine
BC/F.

Neka je O # O". Kako su O i O” vanjske tocke dane duzine AC, one
su unutrasnje tocke njene komplementarne duzine pa po Teoremu [2.10]
slijedi CO || AO" ili CO" || AO. Kako @ ne lezi na pravcima AB i
BC, dobro je definirano perspektivno preslikavanje fo : AB — BC.
Po ovom preslikavanju se tocka A preslika u tocku B, O u ), 0" u Q”,
a C' je fiksna tocka. Po aksiomu (E — Ilg) slijedi CQ' || BQ" ili CQ"
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(if)

|| BQ'. Kako je Q" unutrasnja tocka duzine BC'/F, po Teoremu m
je @' takoder unutrasnja tocka duzine BC/F.

Dakle, P' i Q' su unutrasnje tocke duzine BC/F, odnosno p i ¢ sijeku
BC/F.

Neka p sijece duzinu AB/E, a pravac q duzinu @ Za pravac p po Te-
oremu postoji jedinsteni izbor duzine BC, ozna¢imo ga s BC/F,
takav da p sijece ili AC ili BC/F, gdje je AC dana duzina iz pretpos-
tavke teorema. Kako p ne sijece danu duzinu AC slijedi da p sijece
duzinu BC/F. Takoder, po Teoremu za pravac q postoji jedins-
tvena duzina BC takva da ¢ sijece ili AC ili BC, gdje je AC dana
duzina. Kako ¢ ne sije¢e danu duzinu AC to ¢ sijece duzinu BC. Tvr-
dimo da je ta duzina B_FC’ Pretpostavimo suprotno, odnosno neka ¢
sije¢e duzinu BC'/F. Tada po tvrdnji (i) ovog teorema slijedi da pos-
toji jedinstvena duzina AB koju p i ¢ sijeku, &to je kontradikcija s

pretpostavkom. Dakle, ¢ sijece duzinu B_FC’

Sljedeci teorem govori da svaku duzinu mozemo ” prosiriti”.

Teorem 2.19 Neka je dana duzina AB/C . Tada postoje vanjske tocke E i
F duzine AB/C, E # F, takve da je AB/C sadrzana u EF/C.

Dokaz. Neka je AB/C dana duzina. Po Teoremu postoji unutrasnja
tocke D duzine AB/C' i postoji unutrasnja tocka E duzine BC/A. Tada je
BC' || AE, pa su po aksiomu (E—11) B,C, A i E medusobno razli¢ite tocke.
Ako je E'= D, onda je BC' || AD sto je kontradikcija s aksiomom (E — 1),
jer ne moze istovremeno biti BC' || AD i DC || AB. Kako D moze biti

bilo koja unutrasnja tocka duzine AB/C slijedi da je E vanjska tocka duzine

AB/C, pa po Kororalu slijedi AB || DE.
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F je unutrasnja tocka duzine A_EC Kako je AC' || CB i AB || ED po Teoremu
slijedi AE || CD, pa je po Teoremu [2.10| D unutrasnja toc¢ka duzine @

Kako D moze biti bilo koja unutrasnja tocka duzine AB/C slijedi da su
sve unutrasnje tocke duzine AB/C sadrzane u @ Kako je AE || BC, po

Teoremu [2.10| je B unutrasnja tocka duzine A_EC’ Dakle, duzina AB/C je

sadrzana u @

Neka je F' unutrasnja tocka duzine AC'/E. Kako je AC' || EF, to je A tocka
duzine EF/C. Kako su B i D unutrasnje tocke duzine A_EC = AC/F to je
AC || BFi AC || DF. Kako je AE || BC'i AC'|| EF po Teoremu [2.3slijedi
AFE || BF, a, jer je A unutrasnja tocka duzine EF/C, po Teoremu Mje
B unutrasnja tocka duzine EF/C. Sliéno, kako je AE || CD i AC || FE
po Teoremu slijedi AE || FD, pa je D unutrasnja tocka duzine EF/C.
Kako D moze biti bilo koja unutrasnja tocka duzine AB/C slijedi da su sve
unutrasnje tocke duzine AB/C sadrzane u duzini EF/C.

Dakle, duzina AB/C je sadrzana u duzini EF/C.

E

Preostaje pokazati da je I vanjska tocka duzine AB/C. Kako je F vanjska
tocka duzine AC'/E, to je F # A. Pretpostavimo da je F = B. Tada je
AC' || EB, sto je kontradikcija s aksiomom (E — Il;) po kojem ne moze
istovremeno biti AE || CB i AC || EB. Pretpostavimo da je F' = D, gdje
je D bilo koja unutrasnja tocka duzine AB/C. Tada je AC || ED, &to je
kontradikcija s aksiomom (E — I1) po kojem ne moze istovremeno biti AC

| EDi AE || CD.
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Dakle, F je vanjska tocka duzine AB/C. m

Teorem [2.16| nam omogucava da definiramo orijentaciju na pravcima.

Definicija 2.20 Neka su ABC i DEF dvije trojke tocaka ma pravcu p.
Oznacimo razlicite tocke s Ag, Ax, ..., An_1, gdje je n € {3,4,5,6}, tako da
n—1

U AA-11/A—1 =p, gdje je A_y := A,_1, i da presjek bilo kojeg para tak-

r=0
vth duzina sadrzi samo rubove. MoZemo pretpostaviti da su oznake sljedece:

A=A, B=A4,C=A,D=A, FE=A. i1 F = A;, b <c. Ako je
d<e< fiie<f<dili f<d<ekaZemo da trogke ABC i DEF imaju

istu oryentaciju. Inace kazemo da imaju suprotnu orijentaciju.

[lustrirajmo to na primjeru koriste¢i kruznicu kao model pravca.

Slika 2.5: Primjer iste (lijevo) i suprotne (desno) orijentacije

Na lijevoj slici za indekse trojke ABC' vrijedi 0 < 1 < 3, a za indekse
trojke DEF 1 < 2 < 4, pa te trojke imaju istu orijentaciju. Na desnoj slici
za indekse trojke ABC vrijedi 0 < 1 < 3, a za indekse trojke DEF' ne vrijedi
nista od spomenutog u definiciji, pa su te trojke suprotnih orijentacija.
Sljedeca tvrdnja nam omogucava da pojam iste orijentacije povezemo s prije

definiranim pojmom separacije.

Propozicija 2.21 ABC' i ABD imaju istu orijentaciju ako i samo ako AB |f
CD.

25



2.2. Aksiomi separacije

Dokaz. Obratom po kontrapoziciji. Neka je AB || C'D. Oznacimo tocke
na sljedeci nac¢in: A = Ay,C = Ay, B = Ay, D = A3. Trojke ABC i ABD su
suprotnih orijentacija.

Dakle, ako ABC' i ABD imaju istu orijentaciju, onda AB |J C'D.

Kako je AB |f CD, to su oznake, bez smanjenja opcenitosti, sljedece:
A=Ay, B = A,C = Ay, D = As. Kako vrijedi 0 < 1 < 3, to su trojke
ABC' i ABD istih orijentacija. m

Iz prethodne definicije intuitivno slijedi definicija polupravca.

Definicija 2.22 Polupravac s poc¢etnom tockom A koji prolazi tockom
B u odnosu na C, u oznaci f@/C’, je skup svih tocaka duzine AB/C i
svih vanjskih tocaka D duzine AB/C na pravcu AB takvih da ABC i ABD

mmaju sty orijentaciju.

Uoc¢imo da su za jedinstveno odredivanje polupravca u eliptickoj geometriji
potrebne tri tocke, za razliku od apsolutne u kojoj su dovoljne dvije. Uzi-
majudéi u obzir Propoziciju sve tocke polupravca 1@ /C leze na AB/C
ili @, a kako je po Teoremu [2.14| AB/C U @ = AB, slijedi da se polupra-

vac E /C' i pravac AB podudaraju u svim tockama, odnosno da su to isti
skupovi. No, ocito je da je na svakom pravcu moguce odrediti trojke tocaka

suprotnih orijentacija, pa stoga ima smisla definirati suprotne polupravce.

Definicija 2.23 Neka su A, B i C tri razlicite tocke na pravcu p. Polupravce
f@ /C i 1@ /B nazivamo suprotnim polupravcima s pocetnom tockom A

na praveu p.

Po prethodno komentiranom su ocito suprotni polupravci skupovno jednaki
skupovi, a razlikuju se samo u orijentaciji.
Sada se moze definirati kut sa svim svojim pripadnim dijelovima sli¢no kao

u apsolutnoj geometriji.
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Definicija 2.24 Neka su @/U i @/V dva polupravca koja ne leZe na
istom pravcu. Par {B/U, @/V} nazivamo kutom s krakovima B/U
i @/V @ vrhom O, te oznacavamo LBAC.

Definicija 2.25 Neka su E/U i @/V dva kraka kuta i neka je UV /Z
duzina kojoj je Z vanjska tocka. Tocku P nazivamo unutrasnjom tockom
kuta u odnosu na Z ako ne lezi na krakovima kuta i ako svaki od izbora
duzine PZ sijece tocno jedan krak kuta. Tocku koja nije unutrasnja tocka

kuta i koja ne lezi na krakovima kuta nazivamo vangskom tockom kuta.

Kako po aksiomu (E — I3) postoje tri nekolinearne tocke, to postoji i kut,
pa je njegovo postojanje neupitno. Kao sto su se duzina i njene unutrasnje
tocke morale definirati u odnosu na neku tocku, iz istih razloga to se treba
napraviti i za unutrasnje tocke kuta. Uo¢imo da za UV /Z s vanjskom tockom
Z imamo dva izbora (mogli smo uzeti i U_ZV i odabrati neku njenu vanjsku
tocku P), pa stoga odgovor na pitanje je li neka tocka unutrasnja ili vanjska
tocka kuta nije jednozna¢no odreden. Dakle, kao Sto postoje dva moguca
izbora za duzinu, postoje i dva moguca izbora za kut. Uoc¢imo da zbog
aksioma (F — I7) da za bilo koju tocku P ravnine pravac PZ mora sje¢i oba
kraka kuta. U sluc¢aju da je P unutrasnja tocka kuta svaki od izbora duzine
PZ sijece po jedan krak kuta, a u slucaju da je P vanjska tocka kuta jedan
od izbora duzine PZ ée sijeé¢i oba kraka kuta, a drugi nijedan. Ilustrirajmo
to pomoc¢u modela stereografske projekcije sfere, koji ¢e detaljnije biti opisan

u posljednjem poglavlju.
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Slika 2.6: P unutrasnja tocka (lijevo) i vanjska tocka (desno) kuta ZBAC u

odnosu na tocku Z

Propozicija 2.26 Kut dijeli tocke elipticke ravnine na tri medusobno di-
sjunktna skupa: tocke na krakovima kuta, unutrasnje tocke kuta i vanjske

tocke kuta.

Dokaz. Ocito iz definicije unutrasnje i vanjske tocke kuta. m

Slijedi nekoliko teorema analognih teoremima u apsolutnoj geometriji.

Teorem 2.27 Neka je Z/BAC kut s vrhom A i neka je unutrasnjost kuta
definirana v odnosu na tocku Z. Neka je tocka P # A i neka PZ sijece
@/U u tocki D, a E/V u tocki E. Tada je P unutrasnja tocka kuta
/LBAC ako i samo ako PZ || DE.

Dokaz. Neka je P unutrasnja tocka kuta ZBAC u odnosu na Z. Tada
su D i E jedinstvene tocke u kojima duzine PZ/E i ? redom sijeku krakove
kuta. D je tada unutrasnja tocka duzine PZ/E, pa vrijedi PZ || DE.

Neka vrijedi PZ || DE. Prvo uo¢imo da su E i D jedine tocke u kojima
pravac PZ sijece krakove kuta. U suprotnom, ako bi primjerice pravac PZ

sijekao I@/U u jos jednoj tocki D', D" # D, onda bi po aksiomu (E — I5)
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O
o

slijedilo AB = PZ = ZU, pa bi tocka V lezala na kraku @/U, sto je
kontradikcija s definicijom kuta. Preostaje pokazati da tocka P ne lezi na
krakovima kuta ZBAC'. Zbog PZ || DE po aksiomu (E —11y) P, Z, D, E su
kolinearne i medusobno razli¢ite tocke, pa bi u slucaju da P lezi na zﬁ /U
slijedilo da je AB = PD, pa bi tocka F lezala na @/U, sto je kontradikcija
(sliéno se pokaze u drugom slucaju). Dakle, P ne lezi na krakovima kuta, pa
zaklju¢ujemo da je P doista unutrasnja tocka kuta ZBAC. m

Pomoc¢u prethodnog teorema lako se pokaze da svaki kut ima barem jednu

unutrasnju tocku.
Propozicija 2.28 Svaki kut ima barem jednu unutrasnju tocku.

Dokaz. Neka je dan kut ZBAC s pripadnom duzinom UV /Z. Neka je P
unutrasnja tocka duzine UV /Z (takva postoji po Teoremu . Tada vrijedi

UV || PZ, pa po prethodnom teoremu slijedi da je P unutrasnja tocka kuta
/BAC. m

Teorem 2.29 Neka je ZBAC kut s vrhom A i P unutrasnja tocka kuta u
odnosu na tocku Z. Tada su sve tocke T pravca AP koje su razlicite od A

unutrasnje tocke kuta /BAC.
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Dokaz. Neka je ZBAC kut s vchom A i P unutrasnja tocka kuta u odnosu
na tocku Z. Tada postoji izbor duzine PZ koji sijece E/U u tocki D, a
njena komplementarna duzina sijece z@ /V u tocki E. Sada po Teoeremu
vrijedi PZ || DE. Neka je T tocka pravca AP razlicita od A. Tada po
(E — I;) pravac T'Z sijece E/U u nekoj tocki F, a I@/V u G. Kako A ne
lezi na pravcima PZ i TZ, dobro je definirano perspektivno preslikavanje s
pravca PZ na pravac TZ iz tocke A. Kako je PZ || DE, to je po aksiomu
(E—1I) TZ || FG, pa je po Teoremu [2.27 T unutrasnja tocka kuta ZBAC.

Teorem 2.30 Neka je ZBAC kut s vrhom A, P unutrasnja tocka kuta u
odnosu na tocku Z, T # A tocka na B/V, te S sjeciste pravea PT i po-
lupravca /@/U Ako je R tocka na PT takva da je ST || PR, onda je R
vangska tocka kuta ZBAC.

Dokaz. Uocimo da je S # A, jer bi u suprotnom dobili da P lezi na /ﬁ/v,
sto je kontradikcija s ¢injenicom da je P unuturasnja tocka kuta ZBAC.
Slicno se pokaze i da je R # A.

Promotrimo pravac RZ. U ovisnosti o odnosu tocke A i pravca RZ razli-

kujemo dva slucaja. Ako RZ prolazi tockom A, onda R mora biti vanjska
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tocka kuta ZBAC, jer bi u suprotnom po Teoremu [2.29] sve tocke pravca
RZ, ukljucujuéi i Z, bile unutrasnje tocke kuta ZBAC, sto je kotradikcija s
izborom tocke Z.

Ako RZ ne prolazi kroz tocku A, onda po aksiomu (E — I7) sijece fﬁ JU,
I@/V i AP u nekim tockama F', G i H redom. Kako je P unutrasnja tocka
kuta ZBAC po Teoremu [2.29 su sve tocke pravca AP unutrasnje tocke kuta
/BAC, pa tako i tocka H. Sada po Teoremu slijedi HZ || FG. Kako

-

tocka A ne lezi na pravcima ST i RZ, dobro je definirano perspektivno pres-
likavanje pravca ST na pravac RZ iz tocke A. Sada iz pretpostavke teorema
da vrijedi ST || PR po aksiomu (F — II) slijedi FG || HR. Kako vrijedi
FG || HRiFG || HZ po aksiomu (E — I15) ne moze biti FG || RZ, iz ¢ega
po Teoremu [2.27 slijedi da R nije unutrasnja tocka kuta ZBAC.

Lako se pokaze da R ne lezi na krakovima kuta ZBAC, pa zakljucujemo da

je R vanjska tocka kuta ZBAC. =

Teorem 2.31 Neka je dan kut ZBAC s tockama D 1 E na razlicitim kra-
kovima kuta, D,E # A. Tada postoji izbor duZine DE takav da su sve

unutrasnje tocke te duZine unutrasnje tocke kuta ZBAC.

Dokaz. Prvo pokazimo da postoji izbor duzine DFE koji sadrzi unutrasnju
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tocku kuta ZBAC. Pravac DZ sijece pravac AC u nekoj tocki M # A (u
suprotnom bi dosli u kontradikciju s odnosom tocaka U, V, Z i krakova kuta
/ZBAC). Po Teoremu postoji unutrasnja tocka N duzine DM /Z. Tada
vrijedi DM || ZN, pa je po Teoremu N unutrasnja tocka kuta ZBAC.
Pravac AN sijece pravac D E u nekoj tocki P. O¢ito je P na jednoj od duzina
DE, oznacimo jus DE/L. Kako je P tocka pravca AN po Teoremu je
P unutrasnja tocka kuta ZBAC.

Neka je R jo$ jedna unutrasnja tocka duzine DE/L razlicita od P. Po Te-
oremu 2.10]je DP || ER ili DR || EP. Bez smanjenja opcenitosti pretpos-
tavimo da vrijedi DP || ER. Po aksiomu (E — I3) na pravcu AP postoji
tocka S razlicita od tocaka A i P. Po Teoremu je S unutrasnja tocka
kuta ZBAC. Uocimo da S nije na duzini DE/L, jer bi u suprotnom dogli u
kontradikciju s definicijom kuta.

Neka Z S sijece krakove kuta AB JU i AC /V utockama F'i G redom. Uo¢imo
da su DE i Z8S razliciti pravei (zbog odnosa duzine DE/L i S, te ¢injenice
da je S unutrasnja tocka kuta ZBAC). Kako je S unutrasnja tocka kuta
£ZBAC po Teoremu slijedi ZS' || FFG. Neka se pravci AR i ZS sijeku
u tocki T. Kako tocka A nije na pravcima ZS i DE, dobro je definirano

perspektivno preslikavanje pravca DFE na pravac Z.S iz tocke A. Kako vri-
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jedi DP || ER, po aksiomu (E — [Ig) slijedi F'S || GT. Sada, kako imamo
FS || GT i ZS || FG, po Teoremu [2.3 slijedi F'S || TZ, pa je po Teoremu
2.27] T unutrasnja tocka kuta ZBAC. Kako tocka R lezi na praveu AT, po
Teoremu [2.29 slijedi da je R unutrasnja tocka kuta Z/BAC. Kako R moze
biti bilo koja unutrasnja toc¢ka duzine DE/L, slijedi da su sve unutrasnje
tocke duzine DE/L ujedno i unutrasnje tocke kuta ZBAC. m

Uoc¢imo da dokaz ovog teorema implicira da za duzinu kojoj su rubovi na
krakovima kuta ne mogu istovremeno postojati njena unutrasnja tocka i unu-
trasnja tocka njoj komplementarne duzine tako da su obje unutrasnje tocke
danog kuta.

Za dokaz sljedeceg teorema korisno je prije dokazati sljedec¢u lemu.

Lema 2.32 Neka je dan kut ZBAC' s vrhom A, te neka su P i R unutrasnje
tocke kuta u odnosu na tocku Z. Tada postoji duzina PR takva da nijedna

tocka te duzine ne lezi na krakovima kuta LBAC.

Dokaz. Po aksiomu (E — [7) pravci PQ i AC se sijeku. Sada postoji izbor
duzine PR, oznac¢imo ga s PR/S, gdje je S neka tocka pravca PR, tako da
PR/S sijece 1@/‘/ u nekoj tocki 7. Tada @ = PR/T ne sijece @/V
Uocimo da S moze biti proizvoljna tocka duzine PR/T i da vrijedi PR ||
ST.

Pretpostavimo da tocka S lezi na 1@ /U. Sada je po Teoremu m jedna od
tocaka P ili R vanjska tocka kuta ZBAC, sto je kotradikcija s pretpostavkom.

Time smo pokazali da je PR/T trazena duzina. m

Teorem 2.33 Neka je dan kut ZBAC s vrhom A, te neka su P 1 R unu-
trasnje tocke kuta u odnosu na tocku Z. Tada postoji duzina PR takva da

su sve tocke te duzine unutrasnje tocke kuta ZBAC.
Dokaz. Po prethodnoj Lemi postoji izbor duzine PR, oznaéimo ga s
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PR/T, tako da nijedna tocka te duzine nije tocka krakova kuta ZBAC. Neka
je S unutrasnja tocka duzine PR/T. Po definiciji kuta duzina jedna od duzina
PZ sijece krak @ /V, anjoj komplementarna duzina sijece krak ﬁ /U. Po
Lemi m postoji izbor duzine PS takav da nijedna tocka te duzine ne lezi na
krakovima kuta ZBAC. Po aksiomu (E — I;) postoji izbor duzine SZ kojeg
1@ /V sijece, a zatim po Teoremu E /U sijece njenu komplementarnu
duzinu, pa je S unutrasnja tocka kuta ZBAC. Kako S moze biti bilo koja
unutrasnja tocka duzine PR/T, slijedi da su sve unutrasnje tocke te duzine

ujedno i unutrasnje tocke kuta ZBAC. m

Definicija 2.34 Za polupravac E/Z kazemo da lezi 1zmedu polupravaca
@/U i @/V ako @/U i fﬁ/V nisu suprotnih orijentacija i ako je D
unutrasnja tocka kuta ZBAC.

7

Slika 2.7: Polupravac AD /7 izmedu polupravaca AB JU i AC /v

Uocimo da ako je AD /Z izmedu AB JU i AC /V, onda po Teoremum slijedi
da su sve tocke polupravca E/Z osim A unutrasnje tocke kuta Z/BAC.

Teorem 2.35 Neka je @/Z izmedu 1@/[] i @/V, te neka su A" 1 B’
proizvoljne tocke na krakovima @/U 0 @/V redom razlicite od A. Tada
/ﬁ/Z sijece jednu od duzina B'C" u unutrasnjoj tocki kuta /BAC.
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Dokaz. Po aksiomu (E — I;) pravci AD i B'C” se sijeku u nekoj tocki 7'
Uoc¢imo da se T nalazi na jednoj od duzina B'C’. Kako je E/Z izmedu
@/U i @/V, to je T'# B,C i D je unutrasnja tocka kuta ZBAC, pa su
po Teoremu sve tocke pravca AD koje su razli¢ite od A, ukljucujuéi T,
unutrasnje tocke kuta ZBAC. m

Vrijedi i obrat.

Teorem 2.36 Neka je dan kut ZBAC' i neka je /B/P polupravac koji sijece
sve duzine B'C" | Z' u njihovim unutrainjim tockama, gdje su B' i C' tocke na
krakovima @/U i zﬁ/V redom razlicite od A, a B'C"/Z' onaj izbor duZine
B'C" za koji su sve unutrasnje tocke te duzine wjedno i unutrainje tocke kuta

/BAC. Tada je polupravac E/P izmedu @/U i @/V

Dokaz. Neka je B'C’/Z' proizvoljna duzina koja zadovoljava pretpostavke
teorema i neka je S njena unutrasnja tocka u kojoj ju polupravac E/ P
sijece. S je unutrasnja tocka kuta ZBAC, pa je po Teoremu [2.29|svaka tocka
pravca AS = AD = E/P unutrasnja tocka kuta Z/BAC, pa je toi D. Sada
je po definiciji polupravac E/P izmedu E/U i /ﬁ/v ]

Teorem 2.37 Ako je D unutrainja tocka duzine BC/Z, onda postoji tocka
A koja ne lezi na BC takva da E/P lezi izmedu @/U i 1@/\/

Dokaz. Po aksiomu (E — I3) postoji tocka A koja ne lezi na pravcu BC.
Ako je D na duzini BC'/Z, onda vrijedi BC' || DZ. Sada po Teoremu m
slijedi da je D unutrasnja tocka kuta ZBAC, pa B/P lezi izmedu jﬁ/U
iz@/v. u

Trokut se definira slicno kao u apsolutnoj geometriji.

Definicija 2.38 Neka su A, B i C tri nekolicarne tocke. Skup {AB/U,
BC/V, CA/Z} nazivamo trokutom i oznacavamo s NABC. Tocke A, B
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i C' nazivamo vrhovima trokuta, a duzine AB/U, BC/V, CA/Z strani-

cama trokuta.

Slika 2.8: Trokut AABC

Napomena: U daljnjem tekstu se svaki put pri spominjaju trokuta podra-
zumijeva da su zadane i pripadne tocke U, V. Z, iako to ne mora biti naglaseno

u samim iskazima.

Definicija 2.39 Za tocku T kaZemo da je unutrasnja tocka trokuta
ANABC ako je T unutrasnja tocka kutova ZCAB, ZABC 1 Z/BCA odredenih
polupravcima odredenim stranicama trokuta NABC. Za tocku T kaZemo da
je vangska tocka trokuta NABC' ako nije unutrasnja tocka NABC' i ako

ne lei na stranicama trokuta NABC.

Uoc¢imo da za dane vrhove A, B,C trokuta AABC' postoji vise moguéih

trokuta, ovisno o izborima duzina/stranica trokuta.

2.3 Aksiomi kongruencije

—_— —
(B — I1I,) Neka je dana duzina AB/U i neka je dan polupravac A'C"/U’

—
s pocetnom tockom A’. Tada postoji jedinstvena tocka B’ na A'C'/U’
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za koju vrijedi tocno jedno od sljedeceg:

o AB/U = AB/U'i A'C" || B'U'

o AB/U = AB/U'i A'B' || C'U’

« ABJU = AB'i AV'|| '

(E—111,) Ako je AB/U = A'B'/U" i ABJU = A"B"/U", onda je A'B' /U’

= A”B"/U". Svaka duzina je kongruentna samoj sebi.

(E — II13) Ako su A, B,C tocke duzine PQ/U takve da je (ABC)/U i
A" B',C" totke duzine P'Q)'/U’ takve da je (A'B'C")/U’, te ako je
ABJ/U = AB'JU"i BC/U= B'C'/U’, onda je AC/U = A'C"/U".

(E — I11,) Ako je AB/U = A’B’JU’, onda je @ = A'D.

U/
(E — I115) Neka je dan ZBAC odreden polupravcima AB/U i AC/V, te
—
neka je dan polupravac A'B’/U’. Tada postoje toéno dva razlicita
Yal (A !/ ! " : — I ALY s
polupraveca, A'C"/V' i A'C V", takva da je ZBAC = ZB'A'C' i
/BAC = /B'A'C".

(E — IIls) Ako je LBAC = /B'AC'" i ZBAC = /ZB"A"C" onda je
/B'A'C' = ZB"A"C". Svaki kut je kongruentan samom sebi.

Prije iskaza posljednjeg aksioma kongruencije definirajmo Sto znaci da su dva

trokuta kongruentna.

Definicija 2.40 Za dva trokuta NABC i NA'B'C" kazZemo da su kongru-
entni, i pisemo NABC = NA'B'C', ako je AB/U = AB'JU', BC/V
= B0V, CA/Z = OA/Z', LOAB = LC'A'B', ZABC = LA'B'C" i
/BCA=/B'C'A.
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(E —1117) (S-K-S) Neka su dana dva trokuta AABC' i AA'B'C’, te neka
je ABJU = A'B'/U', AC)Z = AC'/Z"i /BAC = /B'A'C’". Tada
postoji jedinstveni izbor duzine BC takav da je AABC = ANA'B'C".

Moze se pokazati da je = relacija ekvivalencije na skupu duzina i kutova.
Forma aksioma (E — I11;) je neobiéna. Razlog tome se krije u trecoj tocki
iskaza. Zbog nacina na koji su definirane duzine i zbog ¢injenice da dvije
tocke odreduju dvije duzine, nuzno je naglasiti da je u sluc¢aju kada je A'U’ ||
C'B’ dana duzina kongruentna @ Uoc¢imo da su tim tvrdnjama pokriveni
svi slucajevi koji mogu nastupiti (to slijedi iz aksioma (E — I1y)). Intuitivno
gledajudi, jasno je da se tocka U’ moze uvijek ”pomaknuti dovoljno daleko”.
U daljnjem radu ¢e se zbog jednostavnosti uvijek pokusati koristiti prenosenje
duzine tako da vrijedi jedna od prve dvije mogucnosti. Pretpostavljat ¢e se
da je tocka U’ takva da udovoljava jednoj od prve dvije moguénosti i na nju
se nec¢e obracati puno pozornosti, obzirom da je to stvar ¢iste formalnosti, a
razlaganje na slucajeve bi vodilo u nepotrebne komplikacije u dokazima.
Aksiom (E — I113) govori o zbrajanju duzina, pa iskazimo odmah teorem o

oduzimanju duzina.

Teorem 2.41 (O oduzimanju duzina) Ako su A, B, C tocke duzine PQ/U
takve da je (ABC) /U i A, B', C" tocke duzine P'Q)' /U’ takve da je (A'B'C")/U’,
te ako je ABJU = A/B'JU" i AC /U= A'C"/U', onda je BC/U = B'C"JU".

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno neka BC' /U # B'C"/U’.

Po aksiomu (E — I11I;) postoji jedinstvena tocka C” na B’—C>//A’ tako da je
BC/U = B'C"/U". O¢ito je C" # C', jer bi u suprotnom vrijedilo BC/U =
B'C"/U'"i B'C"/U" = B'C"/U’, pa bi po aksiomu (E — I115) slijedilo BC /U
= B'C"/U’, sto je kontradikcija s pretpostavkom. Kako je AB/U = A’B'/U’,
po aksiomu (E — I113) slijedi AC/U = A'C"/U’. Kako je po pretpostavci
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teorema AC /U= A'C"/U’, po aksiomu (E — I11,) slijedi A’C"/U'= AC" /U,
sto je kontradikcija s ¢injenicom da su C” i C” razlicite tocke.

Dakle, BC'/U = B'C'/U’. m

Kao i u apsolutnoj geometriji, za jednakokracne trokute vrijedi sljedeci te-

orermn.

Teorem 2.42 U jednakokracnom trokutu su kutovi uz osnovicu kongruentni.

Dokaz. Neka je AABC jednakokracan trokut i neka je CA/Z = BC/V.
Promotrimo trokute AABC i ABAC. Vrijedi CA/Z = BC/V, BC/V =
CA/Z i LZACB = £ZBCA. Kako je treéa stranica tih trokuta, AB/U, jed-

naka u oba trokuta, uz izbor te duzine po aksiomu (E — [11;) je AABC =
NA'B'C', pajei ZCAB=/ZABC. m
Sada uvedimo nekoliko definicija vezanih za kutove i pokazimo da u eliptickoj

geometriji za njih vrijede slicne tvrdnje kao u apsolutnoj geometriji.

Definicija 2.43 Dva kuta koja imaju zajednicke vrh 1 jedan krak, a kojima
su preostali krakovi suprotni polupravci istog pravca nazivamo suplemen-

tarnim kutovima.

Teorem 2.44 Suplementarni kutovi kongruentnih kutova su kongruentni.

Dokaz. Neka su ZABC i ZA'B'C’ proizvoljni kutovi takvi da je ZABC =
LA'B'C', te neka su ZDBA i Z/D'B’A’ njima suplementarni kutovi redom.
Kako su A, C, D proizvoljne tocke, mozemo pretpostaviti da za njih vrijedi
AB/U = AB'/JU', BC)V = B'C"/V' i BD/Q = B'D'/Q" (u slucaju da
to ne vrijedi, uvijek po aksiomu (E — 1) mozemo odabrati tocke za koje
to vrijedi). Po aksiomu (E — I1I;) postoji izbor duzine AC/Z takav da je
/ABC = Z/A'B'C'. Tada je AC/Z = AC/Z'i ZACB = /A'C'B'.

Zbog definicije suplementarnih kutova tocke D i D’ nisu to¢ke duzina BC/V/
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i B'C"/V'. Dakle, B,C, D i B',C’, D' su trojke medusobno razli¢itih tocaka.
Po aksiomu (F — II;) postoje tocke F i E' takve da je CD || BE i C'D’
|| B'E’, pa ponovnom primjenom aksioma (E — I1;) postoje tocke F' i F”
takve da je CE || BF i C'E' || B'F’, a zatim po istom aksiomu postoje
tocke G 1 G’ takve da je EF || BG i E'F' || B'G'. Moze se pokazati da su
B,C,D i B',C', D' unutrasnje tocke duzina EF/G i E'F'/G’ redom, te da
vrijedi (BCD)/G i (B'C'D")/G’. Sada po aksiomu (E — I113) slijedi da je
BD/Q = B'D'/Q’. Po aksiomu (E — III;) slijedi da postoji izbor stranice
AD/R takav da je AADC = AA'D'C’, pa je ZADC = LZA'D'C"i AD/R =
A'D'/R'. Sada po aksiomu (E — I11;) postoji izbor stranice AB/U, §to je u
ovom slucaju veé¢ spomenuta duzina, takva da je AADB = ANA'D'B’. Tada
jei ZDBA = /D'B'A’, §to je i trebalo dokazati. m

Sljedeca dva teorema govore o zbrajanju i oduzimanju kutova.

Teorem 2.45 (O zbrajanju kutova) Neka je polupravac ﬁ/Z izmedu
polupravaca E/U i E/V, a polupravac W/Z’ izmedu polupravaca W/U’
i AD V', Akoje /DAC = /D'A'C' i /CAB = /C'A'B', onda je /DAB =
/D'A'B.

Dokaz. Zbog Teorema [2.35(1 Teorema [2.29) mozemo pretpostaviti da je C'
unutrasnja tocka duzine BD/R, gdje je R vanjska tocka kuta ZDAB. Zbog
aksioma (F — I11;) mozemo pretpostaviti da su tocke B’,C’, D’ takve da
je ABJU = AB'JU', AC)Z = A'C"/Z' i AD)V = A'D'/V'. Po aksiomu
(E — III;), uz duzine BCO/R i CD/R, ANABC = AA'B'C' i ANACD =
NA'C'D’, pa je posebno /BCA = B'C'A"i ZACD = ZA'C'D'.

Tocke B,C i D su kolinearne, pa su ZBCA i ZDC A suplementarni kutovi.
Po Teoremu slijedi da suplementarni kut kuta ZBC A mora biti kongru-

entan kutu ZACD. Po aksiomu (FE — I115) postoje dva razli¢ita polupravca
C'D"/R" i C'"D"/R" tako da je ZACD = LAC'D" i1 LZACD = LA'C'D".
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Kako je po prethodno dokazanom imamo AACD = NA'C'D’, to CW/R’,
gdje je R’ neka vanjska tocka kuta /D’A’B’, mora biti jedan od ta dva po-
lupravca, pa su B’,C’ i D’ kolinearne tocke. Kako je polupravac A’—C>’ /7!
izmedu polupravaca z@ JU" i W /V', to su po Teoremu [2.29 sve tocke
W/Z’ osim A’ unutrasnje tocke kuta ZD'A’B’, pa je po Teoremu [2.27 C’
unutrasnja tocka duzine B’D’/R’. Sada koristenjem Teorema i aksioma
(E — I113) slijedi da je BD/R = B'D'/R.

Kako je AADC = AA'D'C’, to je posebno i ZADC = LA'D'C’. Sada je,
za duzinu AB/U, po aksiomu (E —I11;) AADB = AA’D'B’, pa je posebno
/BAD =B'A'D'. m

Teorem 2.46 (O oduzimanju kutova) Neka je polupravac fﬁ/Z izmedu
polupravaca ﬁ/U i/ﬁ/v, a polupravac m/Z’ izmedu polupravaca ﬁ/U’
im/‘/’. Ako je LDAC = ZLD'A'C' i LDAB = ZD'A'B’, onda je
LCAB = /ZC'A'B'.

Dokaz. Zbog Teorema [2.35(1 Teorema [2.29) mozemo pretpostaviti da je C
unutrasnja tocka duzine BD/R, gdje je R vanjska tocka kuta ZDAB, a C’
unutrasnja tocka duzine B’D’/R', gdje je R' vanjska tocka kuta /D'A'B'.
Zbog aksioma (F — 1) mozemo pretpostaviti da su tocke B’ i D’ takve
da je AB/U = AB'/U' i AD/V = A'D'/V'. Po aksiomu (E — III;), uz
duzine BD/R i CD/R, AABC = AA'B'C' i ANACD = AA'C'D’, pa je
posebno ZACD = LA'C'D', AC/P = AC"/P', BD/R = B'D'/R'i CD/R
= C'D'/R'. Sada koristenjem Teorema i Teorema slijedi da je
BC/R = B'C'/R'. Kako je ZACD = LA'C'D', to je po Teoremu M
/BCA = /B'C'A’. Sada, uz duzinu AC/P, po aksiomu (E — I1I;) slijedi
da je AABC = ANA'B'C’, pa je posebno /CAB = /C'A'B'. =

Definicija 2.47 Dwva kuta koji imaju zajednicki vrh, a krakovi su im suprotni
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polupravci dvaju razlicitih pravaca koji prolaze tim vrhom nazivamo vr$nim

kutovima.
Teorem 2.48 Vrsni kutovi su kongruentna.

Dokaz. Direktno iz prethodnog teorema. m

Definicija 2.49 Kut koji je kongruentan svome suplementarnom kutu nazi-
vamo pravim kutom. Pravce na kojima leZe krakovi pravog kuta nazivamo

okomitim pravcima.
Teorem 2.50 Postoji pravi kut.

Dokaz. Neka je ZBAC proizvoljni kut. Po aksiomu (E — I115) postoji
=

polupravac AB' /U’ # @/U tako da je ZBAC = ZCAB'.

Ako su B, A i B’ kolinearne tocke, onda je ZBAC trazeni pravi kut.

Pretpostavimo da su B, A i B’ nekolinearne tocke. Tada po aksiomu (£ — I7)

pravac BB’ sijece pravac AC' u nekoj tocki T' # A. Sada po aksiomu (E —

II1;) postoji jedinstveni izbor duzine BT tako da je ABAT = ATAB'

Posebno je tada ZATB = ZB'TA, pa je ZAT B trazeni pravi kut. m

Ubuduce ¢e se pravi kut ponekad oznacavati s R.

Teorem 2.51 Ako je AC/U = A'C"/U’, onda za svaku unutrainju tocku B
duzine AC' /U postoji jedinstvena unutrasnja tocka B’ duzine A'C"/U’ takva
da je ABJU = A'B'JU".

Dokaz. Po aksiomu (E — I11;) postoji jedinstvena tocka B’ na polupravcu
m/U’ takva da je AB/U = A'B’/U’. Pokazimo da je B’ unutrasnja tocka
duzine A'B’/U".

Tocka B’ je razlicita od C’, jer bi u suprotnom imali AC/U = A'C"/U’ i
AB/U = A'C'/U’, pa bi po aksiomu (E — II1,) slijedilo AC/U = AB/U,
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sto je kontradikcija s aksiomom (E — I11;).

Pretpostavimo da je B’ vanjska tocka duzine A’C"/U’. Po aksiomu (E—1I11;)
postoji jedinstvena tocka D na C'—(}/A takva daje C'"B'/A' = CD/A. Mozemo
prepostaviti da su D i B’ unutrasnje tocke duzina CU/A i C'U’/A’ redom

(u suprotnom uvijek mozemo zamijeniti tocke U i U" drugim toc¢kama tako
da to vrijedi). Po aksiomu (E — II13) je AD/U = A’/B’/U’, a kako je AB/U
= A'B'/U', po aksiomu (E — I11,) slijedi AB/U = AD/U. Kako su ACB i
ACD istih orijentacija, to je i D tocka polupravca z@ /U. Dakle, dobili smo
da su B i D dvije tocke polupravca B/U takve da je AB/U = AD/U, &to
je kontradikcija s aksiomom (F — I11;).

Dakle, B’ je unutrasnja tocka duzine A’C’/U’.

Slicno kao i u apsolutnoj geometriji mozemo uvesti relaciju ”biti manji” na
duzinama i kutovima. Svojstva koja je ta relacija imala u apsolutnoj geome-
triji vrijede i u eliptickoj geometriji. Dokazi tih svojstava se provode sli¢no

kao u apsolutnoj geometriji, te se ovdje ne¢e posebno dokazivati.

Definicija 2.52 Neka su dane duzine ABJU i A'B'JU'. Kazemo da je
duzina A'B' /U’ manga od duzine AB/U (ili duzina AB/U veéa od duzine
A'B'/U’), i pisemo A'B'JU" < AB/U (ili ABJU > A'B'JU'), ako postoji
unutrasnja tocka C duzine AB/U takva da je ACJU = A'B'JU’.

Teorem 2.53 Neka su AB/U, CD/V i EF/Z proizvoljne duZine. Tada

vrijedi:

(i) ili AB/U = CD/V ili ABJU < CD/V ili AB/U > CD/V

(ii) ako je AB/U < CD/V i CD)V = EF/Z, onda je AB/U < EF/Z
(iii) ako je AB/U > CD/V i CD/V = EF/Z, onda je AB/U > EF/Z
(iv) ako je AB/U < CD)V i CD/V < EF/Z, onda je AB/U < EF/Z.
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Definicija 2.54 Neka su AB/U i CD/V dvije duzine. Za duzinu AE/Z
kazemo da je zbroj duZina AB/U i CD/V, i pisemo AE/Z = ABJU +
CD/V, ako je E vanjska tocka duzine AB/U i ako je BE/Z = CD/V.

Teorem 2.55 Neka su AB/U, CD/V, EF/W i GH/D proizvoljne duZine.
Tada vrijedi:

(i) AB/U + CD)V = CD/)V + AB/U
(ii) (AB/U + CD/V) + EF/W= AB/U + (CD/V + EF/W)
(iii) ako je AB/U < CD/V, onda je AB/U + EF/W < CD/V + EF /W

(iv) ako je ABJU < CD/V i EF/W < GH/Z, onda je AB/U + EF/W
< TD)V + GH/Z

(v) ako je ABJU = CD/V i EF/W = GH/Z, onda je AB/U + EF /W
=CD/V + GH/Z

Definicija 2.56 Neka su dani kutovi ZBAC i Z/B'A'C'. KazZemo da je kut
£ZB'A'C" mangi od kuta ZBAC (ili ZBAC veéi od kuta £B'A'C"), i pisemo
LB'A'C" < LBAC (ili ZBAC > ZB'A'C"), ako postoji unutrasnja tocka D
kuta /BAC takva da je /ZDAC = ZB'A'C’'. Kut koji je manji od pravog
kuta nazivamo Stljastim kutom, a kut koji je veéi od pravog kuta nazivamo

tupim kutom.

Teorem 2.57 Neka su /BAC,Z/EDF i /HGI proizvoljni kutovi. Tada

vrijeds:
(i) ili /BAC = ZEDF ili /BAC < ZEDF ili /BAC > ZEDF

(ii) ako je ZBAC < LEDF i /ZEDF = ZHGI, onda je /BAC < ZHGI
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(i1i) ako je /BAC > /ZEDF i /EDF = ZHGI, onda je /BAC > /HGI

(v) ako je ZBAC < LZEDF i /ZEDF < ZHGI, onda je ZBAC < ZHGI.

Definicija 2.58 Neka su Z/BAC i ZC'"A'D" kutovi. Za kut ZBAD kazemo
da je zbroj kutova L/ BAC i Z/C"A'D’, i pisemo /BAD = /BAC+/C'A'D’,
ako je @/V izmedu E/U iﬁ/Z i ako je Z/CAD = LC'A'D'.

Teorem 2.59 Neka su /BAC, /ZEDF, ZHGI i ZKJL proizvoljni kutovi.
Tada vrijedi:

(i) ZBAC + /EDF = /EDF + /BAC
(ii) (/BAC + /EDF) + /HGI = /BAC + (/EDF + /HGI)
(iii) ako je /BAC < ZEDF, onda je /BAC + /HGI < /ZEDF + /HGI

(iv) ako je /ZBAC < LZEDF i /ZHGI < ZKJL, onda je ZBAC+/ZHGI <
LEDF + /ZKJL

(v) ako je /BAC = /EDF i /HGI = /KJL, onda je /BAC+/HGI =
/EDF + /K JL.

Sada mozemo dokazati sljedeci teorem.
Teorem 2.60 Svaka dva prava kuta su kongruentna.

Dokaz. Neka su ZBAC i ZB'A’C’ dva proizvoljna prava kuta. Tvrdimo da
je /ZBAC = Z/B'A'C".

Pretpostavimo suprotno, odnosno ZBAC # /B'A'C’. Tada je po Teoremu
2.57ili /BAC < /B'A'C" ili /BAC > /B'A'C".

Pretpostavimo da je ZBAC > /ZB'A'C’'. Po definiciji slijedi da postoji
unutrasnja tocka B” kuta /BAC takva da je /B"AC = /ZB'A'C’. Neka
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je zﬁ/P polupravac suprotne orijentacije od polupravca fﬁ /Z. Tada su
/DAB i Z/DAB" suplementarni kutovi kutova Z/BAC i Z/B"AC redom.
Kako su ZBAC'i ZB" AC pravi kutovi, to vrijedi /ZBAC = Z/DABi /B"AC =
ZDAB". Polupravac @/U se nalazi izmedu polupravaca /@/U” i E/P,
paje ZDAB" > /DAB, a kako je ZDAB = /BAC, to je po Teoremu [2.57
/DAB" > /BAC. Kako je ZDAB" = /B"AC, to po Teoremu [2.57] slijedi
da je /B"AC > /BAC, a kako je /B"AC = /B'A'C’, po Teoremu [2.57]
slijedi ZB'A'C" > ZBAC, $to je kontradikcija s pretpostavkom.

Slicno se pokaze u slucaju da je ZBAC < ZB'A'C’'. Dakle, mora biti
/BAC = /B'AC'. =

Sljededi teorem je slabija verzija teorema o okomici iz dane tocke na dani pra-
vac koji vrijedi u apsolutnoj geometriji. U apsolutnoj geometriji je iz dane
tocke, bez obzira lezala ona na danom pravcu ili ne, postojala jedinstvena
okomica na dani pravac. U ovom sustavu aksioma jedinstvenost te okomice
se moze pokazati samo za slucaj kada dana tocka lezi na danom pravcu, dok
¢e u slucaju da je dana tocka van danog pravca postojati slucajevi kada tom
tockom prolazi beskona¢no mnogo okomica iz te tocke na dani pravac. Vise

o tome ¢e biti pokazano u kasnijim poglavljima.

Teorem 2.61 Neka je dan pravac p i tocka T. Tada postoji pravac q okomit
na p koji prolazi tockom T. U slucaju da je T tocka pravca p okomica je

jedinstvena.

Dokaz. Obzirom na odnos pravca p i tocke T razlikujemo dva slucaja.

Neka T ne lezi na pravcu p. Neka je 1@ /V proizvoljni polupravac na pravcu
pineka je ﬁ / P proizvoljni polupravac. Neka je Zf’ /P’ drugi polupravac iz
aksioma (E—111I5) takav da je ZTAC = ZC AT'. Mozemo pretpostaviti da je
AT /P = A'T'/P'. Neka je unutrasnjost kuta /T AT’ definirana u odnosu na

neku tocku Z tako da joj je C' unutrasnja tocka. Zbog Teorema [2.35 mozemo
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pretpostaviti da je C' tocka presjeka polupravca /@ JV i duzine TT'/Z. Po

aksiomu (E — I11I;) koristeé¢i duzinu CT/Z slijedi da je AACT = AAT'C.
Sada je ZACT = ZT'CA. Kako su T,T" i C kolinearne tocke, to su ZACT i
/ZT'C A suplementarni kutovi, pa su zbog ZACT = ZT'C'A to pravi kutovi.
TT" je trazena okomica.

Neka je T tocka pravca p i neka je ﬁ / P proizvoljni polupravac s pocetkom
T na pravcu p. Po Teoremu postoji pravi kut, pa po aksiomu (FE — [115)
postoje polupravac YTC_’>’ /P’ tako da je kut ZC"T'C kongruentan pravom kutu.
C'T je okomica kroz tocku T na pravac p. Jedinstvenost okomice slijedi iz
Teorema i Teorema 2.60. =

U eliptickoj geometriji se lako pokaze da vrijede skoro svi teoremi vezani
uz kongruencije trokuta. Teorem koji kaze da su trokuti kongruentni ako
su im kongruentna dva para kutova i stranice nasuprot veéih kutova (K-K-
S~ ) ne vrijedi u eliptickoj geometriji. U poglavlju o modelima ¢e se dati

kontraprimjer koji to potvrduje.
Teorem 2.62 (K-S-K) Neka su AABC i AA'B'C" proizvoljni trokuti. Ako

je AB/U = A'B'JU', ZCAB = LC'A'B" i ZABC = LA'B'C’, onda je, uz
dani izbor stranica BC |V i AC/Z, NABC = NA'B'C".
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Dokaz. Pokazimo da je AC/Z = A'C"/Z".

Pretpostavimo suprotno, tj. AC/Z # A'C'/Z'. Po aksiomu (E — III))
—

postoji jedinstvena tocka C” na A'C'/Z’ takva da je AC/Z = A'C"/Z'. Po

aksiomu (E — III;) postoji jedinstveni izbor duzine B’C”/Z" takav da je
NABC = NA'B'C". 1z toga slijedi da je ZABC = ZA'B'C". Po aksiomu
(E — III5) je LAB'C' = LA'B'C".

Zbog pretpostavke AC/Z # A'C'/Z' je ocito C" # C'. Iz toga slijedi da
je C" ili unutrasnja ili vanjska tocka duzine A’C’/Z’. Neka je vanjstina
kuta ZA’B'C" odredena u odnosu na tocku Z’. Ako je C” unutrasnja tocka
duzine A’C"/Z', to je po Teoremu C"” unutrasnja tocka kuta ZA'B'C’,
paslijedi ZA'B'C" < ZA'B'C’, §to je kontradikcija. Ako je C" vanjska tocka
duzine A’C"/Z', onda bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da
je ' unutrasnja tocka duzine A’C”/Z' (uvijek mozemo izabrati neku novu
tocku Z’ koja zadovoljava taj uvjet), pa je LZA'B'C' < LA'B'C”, §to je opet
kontradikcija.

Dakle, AC/Z = A'C"/Z'. Sada po aksiomu (E — I11l7) postoji jedinstveni
izbor duzine B’C"/V' takav da je AABC = AA'B'C'. =

Teorem 2.63 Ako u trokutu NABC wvrijedi ZABC = ZACB, onda je
AB/U = AC/Z i NABC je jednakokracéan trokut.

Dokaz. Primjenom prethodnog teorema. m

Teorem 2.64 Ako tocke C' i D ne leze na praveu AB, te ako je AC/Z=
AD/Z' i BC/V= BD/V', onda je NACB = NABD.

Dokaz. Ako je C' = D, tvrdnja ocito vrijedi.

Pretpostavimo da je C' # D. Kako C'i D ne leze na pravcu AB, pravci C'D
i AB se sijeku, pa jedna od moguéih duzina C'D sijeée AB u nekoj tocki E.
Ako je E = A, onda je trokut AC'DB jednakokracan, pa je po Teoremu [2.42
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/BCA = ZADB. Sada po aksiomu (E — I11;) za zajednicki izbor duzine
AB je NACB = AABD. Sli¢no se pokaze u slucaju £ = B.

Pretpostavimo da je F # A, B. Tada je po Teoremu [2.57| ili /BDA >
ZEDA ili /ZBDA < ZEDA. Trokuti ADAC i ACBD su jednakokracni
trokuti, pa je po Teoremu /CDA = ZACD i /BDC = £ZDCB. Ako
je ZBDA > /EDA, po Teoremu slijedi /BDA = ZACB. Ako je
/BDA < ZEDA, po Teoremu [2.46| slijedi ZBDA = ZACB. U oba slucaja
po aksiomu (E — I11;) za zajednicki izbor duzine AB je AABD = AACB.

Teorem 2.65 (S-S-S) Neka su AABC i ANA'B'C’ proizvoljni trokuti. Ako
je ABJU = AB'JU', BC)V =B C'/V'iAC/Z = A'C"|Z', onda je NABC =
LA'B'C'.

Dokaz. Po (E — III5) postoji polupravac W/Z” tako da je ZCAB =
ZC"A'B'. Mozemo pretpostaviti da je tocka C” takva da je AC/Z = A'C" | Z".
Po aksiomu (E — I1I;) postoji jedinstveni izbor duzine B’C”/V" tako da
je AABC = AA'B'C”. Tada je posebno BC/V = B'C"/V". Kako je
BCJ)V = B'C'"/V' i BCJV = B'C"/V", te AC/Z = A'C')Z' i AC|Z =
A'C" 7" po aksiomu (E — I115) slijedi da je B'C'/V' = B'C" V"1 A'C" /7'

= A'C"/Z". Zhog definicija trokuta i kutova tocke C’ i C” ne leze na pravcu
A'B’, pa po Teoremu [2.64] slijedi da je ANA'B'C" = ANA'B'C"”. Posebno,
/C'AB = ZC"A'B’, pa kako po pretpostavci vrijedi ZCAB = ZC"A'B,
po aksiomu (E — I11l) slijedi da je ZCAB = ZC'"A'B’. Sada po aksiomu
(E — I11I;) slijedi da je za danu duzinu BC/V AABC = AA'B'C'. =

Teorem 2.66 Neka je AB/U proizvolina duZina. Tada postoji jednako-

kracni trokut kojemu je AB/U osnovica.
Dokaz. Neka je AB/U proizvoljna duzina. Po aksiomu (E — I3) postoji
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tocka C' koja ne lezi na praveu AB.

Ako je ZCAB = LZABC, ANABC je trazeni jednakokrac¢ni trokut.
Pretpostavimo da ZCAB # ZABC. Po Teoremu[2.57jeili ZCAB < ZABC
ili ZCAB > ZABC. Pretpostavimo da je ZCAB < ZABC. Tada postoji
unutrasnja tocka D kuta ZABC takva da je ZABD = /CAB. Ef)/Z se
nalazi izmedu BA JU i BC /V. Po Teoremu BD /Z sijece duzinu AC/P
u njenoj unutrasnjoj tocki E. Kako su ZABD = ZABE i Z/CAB = /FAB

N
‘)4

kutovi uz AB/U i kako je ZABD = ZCAB, to je po Teoremu ANABE

trazeni jednakokracni trokut. m

Teorem 2.67 Neka su dana dva suplementarna kuta ZCAB 1 ZDAC na

praveu BD, neka je ZCAB = ZC'A'B" i /DAC = /ZD'A'C’, te neka
—

LCO"A'B" 1 LD'A'C" nisu isti kutovi i neka polupravac A'D'[Z' nije izmedu

polupravaca A'B'/U" i A'C"/V'. Tada su LC'"A'B" i ZD'A'C" suplementarni

kutows.

Dokaz. Po Propoziciji je D' ili unutrasnja tocka ili vanjska tocka ili
tocka na krakovima kuta ZC'A'B’.

D’ nije unutrasnja tocka kuta ZC’'A’B’, jer bi tada slijedilo da je polupravac
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,W /7' izmedu polupravaca A’ B>’ JU i A C\’ /V', §to je kontradikcija s pret-
postavkom teorema.

Pretpostavimo da je D’ vanjska tocka kuta ZC'A’B’. Kako za svaki kut
imamo dva moguca izbora, D’ je tada unutrasnja tocka drugog izbora Z/C"A'B’,
ozna¢imo ga /C'A'E’. Tada je ZC'A'D’ < E'A'C’. Po Teoremu [2.44] su
suplementarni kutovi kongruentnih kutova kongruentni, pa je ZE'A'C’ =
/DAC. Po Teoremu [2.57| slijedii ZC'A'D" < ZCAD, a po pretpostavci te-
orema imamo ZC'A'D' = ZCAD, sto je kontradikcija.

Dakle, D’ se nalazi na krakovima kuta Z/C"A'B’. Zbog ¢injenice £ D' A'C" kut
D’ ne moze biti na W/V’, pa je D’ na ﬁ/U’. Po pretpostavei teorema

ZC'"A'B' i /D' A'C' nisu isti kutovi, pa moraju biti suplementarni kutovi. m

Teorem 2.68 Neka je dan kut ZBAC'. Tada postoji jedinstveni polupravac
E/Z izmedu polupravaca @/U i @/V takav da je ZCAD = ZDAB.

Dokaz. Bez smanjenja opcéenitosti pretpostavimo da je AB/U < AC/V.
Tada postoji postoji jedinstvena unutrasnja tocka C” duzine AC/V takva da
je AC"/V = AB/U. Po Teoremu m postoje duzine BC"/P i BC/R takve
da su sve unutrasnje tocke tih duzina ujedno i unutrasnje tocke kuta ZBAC.
Primjenom Teorema na BC’/P koristeéi tocku C' mozemo konstruirati
jednakokraéni trokut ADC’B s onovnicom BC’/P. Zbog koristenja tocke C
tocka D mora biti ili na CC"/V ili na BC/R.

Prepostavimo da je D na CC"/V. Vrijedi ZDC'B = Z/C'BD, jer je ADC'B
jednakokracan trokut. Takoder je ZABC' = BC'A, jer je ANABC" jednako-
kracan trokut. Uoc¢imo da su ZBC'A i ZDC'B suplementarni kutovi i da su
ZABC" i £C'BD razliciti kutovi (u suprotnom bi slijedilo da je D na AB,
pa bi kroz tocke A i D prolazila dva razlicita pravca, sto je kontradikcija s
(E—15)). Uocimo i da vrijedi AD || C'C', pa polupravac @/B” nije izmedu
polupravaca B—1>4/B’ i E(?’/P Sada po Teoremu [2.67 slijedi da su LABC'
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i ZC"BD suplementarni kutovi, iz ¢ega slijedi da je D na pravcu AB, §to
je kontradikcija zbog veé gore spomenutog. Dakle, D nije na CC’"/V, pa D
mora biti na BC'/R. Kako su sve unutrasnje tocke duzine BC'/R unutrasnje
tocke kuta ZBAC, to je posebno i D unutrasnja tocka kuta ZBAC, pa je
AD/T izmedu AB/U i AC/V. Po Teoremu2.65|slijedi AC'AB = ABDC',
pa slijedi da je ZCAD = /DAB.

Dokazimo jos jedinstvenog polupravca B /Z. Pretpostavimo suprotno, od-
nosno neka postoji polupravac ;4—5}’/2’ # @/Z izmedu @/U i ,@/V takav
da je ZOAD' = /D' AB. Kako je ocito ZDAC # /D' AC, po Teoremu [2.57]
jeili ZDAC < /D'AC ili Z/ZDAC > ZD'AC. Pretpostavimo da je ZDAC <
ZD'AC. Tada je po Teoremu /ZDAC + ZDAC < LD'AC + £D'AC.
No, vrijedi ZDAC + Z/DAB = BAC i /D'AC + /D'AB = BAC, sto je
kontradikcija. Dakle, jﬁ /Z je jedinstvena simetrala kuta ZBAC. =
Polupravac AD /Z se naziva simetralom kuta Z/BAC,

Teorem 2.69 Neka je AB/U proizvoljna duZina. Tada postoji jedinstvena
unutrasnja tocka P duzine AB/U takva da je APJU = PB/U.

Dokaz. Neka je AB/U proizvoljna duzina. Po Teoremu mozemo kons-
truirati jednakokraéni trokut AABC sa osnovicom AB/U. Po Teoremu m
postoji jedinstveni polupravac @ /T izmedu poluparavaca CTZl/ Vi C@ /7
takav da je ZDCA = ZBCD. Po Teoremu @/T sijece AB/U u unu-
trasnjoj tocki P kuta ZBCA. Uoc¢imo da je P ujedno i unutrasnja tocka
duzine AB/U. Po aksiomu (E — I1I;) je ACAD = ADBC, pa je AP/U =
PB/U. Dakle, P je trazena tocka.

Jedinstvenost polovista duzine slijedi iz jedinstvenosti simetrale kuta. m
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2.4 Aksiom neprekidnosti

Kao u apsolutnoj geometriji, za aksiom neprekidnosti moze se uzeti Dede-
kindov aksiom ili Cantorov i Arhimedov aksiom zajedno. Kako je u iskazima
ovih aksioma za apsolutnu geometriju bio bitan poredak, ovdje ¢e se jedina
razlika stvarati u toj prilagodbi na elipticku geometriju. Kako po Teoremu
za svaku duzinu AB/U postoji duzina EF /U tako da su joj sve tocke
duzine AB/U unutrasnje tocke, mozemo koristiti "relativni poredak”, sto ¢e

olaksati iskazivanje aksioma.

(E — 1V) (Dedekindov aksiom za elipticku geometriju)
Neka je AB/U proizvoljna duzina i neka je EF /U duzina kojoj su sve
tocke duzine AB/U unutrasnje tocke. Neka su sve tocke duzine AB/U

podijeljene u dvije klase tako da vrijedi:

(i) svaka tocka je totno u jednoj od tih klasa; tocka A je u prvoj, a
tocka B u drugoj klasi

(ii) za svaku tocku L prve klase, razlicitu od A, vrijedi (ALD)/U, za

svaku tocku D iz druge klase.

Tada postoji jedinstvena tocka O duzine AB/U takva da svaka tocka
L za koju je (ALO)/U pripada prvoj klasi, a svaka tocka D za koju je
(ODB)/U pripada drugoj klasi.

Definicija 2.70 Neka su AB/U i CD/V proizvoline duzine, te neka je
EF /U duzina kojoj su sve tocke duzine AB/U unutrasnje tocke. KaZemo
da je duzina CD/V nanesena na duzinu AB/U n puta ako postoje tocke
A = Ay, Ay, Ay As, ... na AB/U tako da vrijedi (AARAR1)/U, za k €
{1,2,..,n — 1} i tako da je A, —1A,/U = CD/V, za k € {1,2,...,n}.
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Oznaka n CD/V oznacava da je duzina CD/V nanesena n puta na neku

duzinu.

Uoc¢imo da je ovdje duzina nanesena na duzinu, a ne polupravac. Razlog
tome je §to je za "relativni poredak” potrebna duzina, no ocito je da se ovo
podudara s nanosenjem na polupravac jer se duzina na koju nanosimo uvijek

moze prosiriti.

Teorem 2.71 (Arhimedov aksiom za elipticku geometriju) Neka su
AB/U i CD/V proizvoline duzine, te neka je EF/U duZina kojoj su sve
tocke duzine AB /U unutrasnje tocke. Tada postojin € N tako da je, ako na-
nesemo duzinu CD/V na AB/U n puta, tocka A, iz pripadnog niza vanjska
tocka duzine AB/U.

Dokaz. Dokaz analogno kao u apsolutnoj geometriji. Obzirom na razliku
vezanu za poredak, u prvom koraku kod pretpotavljanja suprotne tvrdnje
suprotna tvrdnja je da je za svaki n > 1 A, unutrasnja tocka duzine AB/U
ili A, = B. Ostatak dokaza se znacajno ne mijenja, treba samo pripaziti
da se koriste aksiomi elipticke geometrije i da se koristi "relativni poredak”

umjesto poretka u apsolutnoj geometriji. m

Teorem 2.72 (Cantorov aksiom za elipticku geometriju) Neka je

dan niz duzina A1 B, /U, AyBy /U, A3B3/U,... tako da je A;B; /U C A;_1B;_1/U,

i €{2,3,4,...} i neka ne postoji duzina koja je sadrzana u svakoj duzini niza.

Tada postoji jedinstvena tocka koja je sadrZana u svakoj duzini niza.

Dokaz. Slicno kao u apsolutnoj geometriji koristenjem Dedekindovog aksi-

oma za elipticku geometriju i "relativnog poretka”. m

Teorem 2.73 [z aksioma incidencije, separacije, kongruencije za elipticku

geometriju, te Cantorovog i Arhimedovog aksioma slijedi Dedekindov aksiom.
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Dokaz. Slicno kao u apsolutnoj geometriji. m

Teorem 2.74 (Dedekindov aksiom za kutove) Neka je ZBAC proizvoljni
kut. Neka su svi polupravci koji se nalaze izmedu @/U 7 @/V zajedno s
E/U i B/V podijeljeni u dvije klase tako da vrijedi:

(i) svaki polupravac je to¢no u jednoj od tih klasa; B/U je u prvoj, a
@/V u drugoj klasi

(i1) svaki polupravac iz prve klase lezi izmedu zﬁ/U 1 bilo kojeg pravca iz

druge klase.

Tada postogi jedinstveni polupravac @/Z koji se nalazi izmedu @/U 1
,Td*/v takav da je svaki polupravac koji leZi izmedu E/U i E/Z u prooj
klasi, a svaki polupravac koji leZi izmedu E/Z 1 @/V u drugoj klast.

Dokaz. Neka je AB/P onaj izbor duzine AB ¢ije su sve unutrasnje tocke
ujedno i unutrasnje tocke kuta Z/BAC. Svaki polupravac m /N koji je
izmedu polupravaca f@ JU i A—C>7 /V sijete AB/P u jedinstvenoj unutrasnjoj
tocki te duzine, a za svaku unutrasnju tocku T’ duzine AB/U postoji jedins-
tveni polupravac ﬁ /T" koji se nalazi izmedu polupravaca ﬁ JU i 1@ JV. 1z
toga slijedi da je moguce definirati bijekciju izmedu skupa svih polupravaca
koji se nalaze izmedu polupravaca /@/U i ﬁ/v zajedno s B/U i 1@/\/
i skupa svih toc¢aka duzine AB/P. Ta bijekcija klasama iz pretpostavke
teorema pridruzi klase to¢aka duzine AB/P. Te klase duzine AB/P udovo-
ljavaju uvjetima Dedekindovog aksioma za duzine, pa postoji Dedekindova
tocka O za te klase. Tocka O odreduje jedinstveni polupravac 1@ /0’ koji se
nalazi izmedu polupravaca ﬁ JU i 1@ /V koji je upravo trazeni polupravac

ovog teorema. M

Definicija 2.75 Neka je ZEDF proizvoljni kut i @/U proizvoljni polu-
pravac. KaZemo da je kut ZEDF nanesen na polupravac @/U n puta ako
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postoje polupravci A—>BO/U0 = ﬁ/U, m/Ul,... takvi da je ABy /Uy izmedu
AB/U i ABpyy/Usst, k € {1,2,...n — 1} i da je /By AB, = /EDF,
ke {1,2,..,n}. Oznaka nZEDF oznacava da je kut ZEDF nanesen n

puta na neki polupravac.

Teorem 2.76 (Arhimedov aksiom za kutove) Neka je dani kutovi ZBAC
i ZEDF i neka je ﬂ/Z simetrala kuta ZBAC'. Tada postoji n € N za koji
ce, ako nanesemo kut ZEDF na /@/U n puta, vrijediti /BAS < /BAB,,.

Dokaz. Slicno kao u apsolutnoj geometriji. m
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Poglavlje 3
Polarna duzina

U prethodnom poglavlju su postavljeni temelji elipticke geometrije, te su
dokazani bitni teoremi vezani za duzine, pravce, kutove i trokute koji pod-
sje¢aju na teoreme iz apsolutne geometrije. Iako su i prethodni teoremi bili
ponekad razli¢iti u odnosu na apsolutnu geometriju, u ovom poglavlju ¢e se
pozornost obratiti na specificnije pojmove i teoreme vezane uz elipticku ge-
ometriju. Definirat ¢e se polarna duzina i zbog njenih svojstava ¢e se moci
dokazati nekoliko zanimljivih teorema koji ¢e najbolje ilustrirati razlike u
odnosu na euklidsku i hiperbolicku geometriju.

Po aksiomu (F — I) se svaka dva pravca sijeku, pa to vrijedi i za svake
dvije okomice na neki pravac. Prvi teorem u ovom poglavlju govori da se sve

okomice na dani pravac sijeku u jedinstvenoj tocki.

Teorem 3.1 Neka je dan pravac m. Ako se okomice p i g na pravac m sijeku
u tocki O koja ne lezi na m, onda se sve okomice na pravac m sijeku u tocki

O. Sve duzine TO/U, gdje je T bilo koja tocka pravca m, su kongruentne.

Dokaz. Neka je m proizvoljan pravac, te neka su pravci p i ¢ proizvoljni

pravci okomiti na pravac m koji sijeku m u tockama P i ) redom. Neka je



PQ/Z proizvoljni izbor duzine PQ. Po Teoremu AOPQ je jednako-
kracan trokut pa je PO/P' = QO/Q'. Po Teoremu m postoji poloviste
duzine PQ/Z, oznacimo ga s R. Po Teoremu je AOPR = AORQ, pa
je ZPRO = ZORQ. Kako su P, @ i R kolinearne tocke slijedi da su kutovi
/PRO i ZORQ pravi kutovi. Sada je AOPR po Teoremu jednako-
kracan trokut, pa je je PO/P' = RO/R'.

Neka je Ry poloviste duzine PR/Z, a R, poloviste duzine RQ/Z. Slicnom ar-
gumentacijom se pokaze da su ORy i O33 okomiti na M i Ry,0/R) = R30/ R}
= PO/P'. Daljnjim raspolavljanjem duzina dobije se niz pravaca RO R}, koji
sijeku m pod pravim kutom i za koje je RyO/R), = PO/P'. Zbog aksioma
neprekidnosti mozemo pretpostaviti da na ovaj nacin mozemo doc¢i do svake
tocke R duzine PQ/Z, i da ¢e za svaku tocku R duzine PQ/Z RO biti okomit
na m i da je RO/R' = PO/P'. Neka je sada A vanjska tocka duzine PQ/Z

takva da je PQ/Z = QA/Z'. Po aksiomu (E — I11;) je APQO = AQAO,
pa je pravac AO okomit na m i AO/A’ = PO/P'. Slitnom argumentacijom
kao gore slijedi da je za svaku tocku T duzine QA/Z’ pravac TO okomit na
miTO/T = PO/P'.

Neka je sada T proizvoljna tocka pravca m razli¢ita od P. Primjenjujuéi Te-

orem na duzine PT/Z" i PQ/Z slijedi da se nanoSenjem duzina PQ/Z
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na PT/Z" u nekom koraku dode do duzine koja sadrzi tocku T, a po pret-
hodno komentiranom za tocku 71" ée vrijediti da je 7O okomit na m i TO /T’
= PO/P'. Kako je T proizvoljna tocka, to ¢e vrijedi za svaku tocku pravca
m, pa su po aksiomu (E — I11,) sve duzine TO/T" kongruentne.

Kako su okomice u tockama pravca na dani pravac jedinstvene i kako svaka
okomica na dani pravac prolazi nekom njegovom tockom, to po prethodnome
sve okomice na pravac m prolaze kroz tocku O, odnosno sve okomice na pra-
vac m se sijeku u tocki O. m

Tocku O iz prethodnog teorema ¢emo nazivati polom pravea m.

Definicija 3.2 Za tocku O kaZemo da je pol pravea p ako se sve okomice

na pravac p sijeku u tog tocki.

Uoc¢imo da za svaki pravac uvijek postoji pol (zbog aksioma (£ —1I7), Teorema

m 1 Teorema .

Zbog posljednje tvrdnje Teorema [3.1] ima smisla sljede¢a definicija.

Definicija 3.3 Neka je p proizvolyni pravac, T proizvoljna tocka na njemu,
O pripadni pol pravca i T tocka na praveu OT razlicita od O i T. DuZinu

OT/T" nazivamo polarnom duZinom pravca p.

Uoc¢imo da polarna duzina pravca nije jedinstvena. Kako po Teoremu [3.1
slijedi da su sve polarne duzine nekog pravca medusobno kongruentne, u
nastavku se bez smanjenja opc¢enitosti za polarnu duzinu danog pravca uvijek

mogu uzimati pogodni predstavnici.
Teorem 3.4 Za svaka dva pravca su njihove polarne duzine kongruentne.

Dokaz. Neka su p i ¢ dva proizvoljna pravca. Ako je p = ¢, tvrdnja ocito
vrijedi. Pretpostavimo da je p # ¢. Po aksiomu (E — [3) postoje tri razlicite

tocke A, B i U na pravcu p i tri razli¢ite tocke C, E i V na pravcu q. Po
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aksiomu (E—11;) postoji jedinstvena tocka D na C@/V takva da je AB/U =
COD/V. Konstruirajmo okomice u tockama A i B na pravac p, te u tockama

C'i D na pravac q. Neka se one sijeku u tockama O i O’ redom. Po Teoremu

slijedi da je AABO = ACDO', pajei BO/B'=CO'/C'. m
Iz prethodnog teorema slijedi da su u eliptickoj ravnini polarne duzine svih
pravaca medusobno kongruentne, pa se bez smanjenja opcéenitosti za polarnu

duzinu uvijek moze uzimati pogodni predstavnik.

Definicija 3.5 Neka je p proizvolini pravac i OT /T" njegova polarna duzina.

Svaku duzinu kongruentnu duzini OT /T nazivamo polarnom duZinom.

Uocimo da polarna duzina ovisi samo o eliptickoj ravnini. Sljede¢i teorem go-
vori o tome kako pravci u eliptickoj geometriji nisu neomedeni kao u apsolut-
noj geometriji, ve¢ da je njihova ”duljina” uvijek jednaka ”duljini” dvostruke

polarne duzine.

Teorem 3.6 Neka je p proizvoljni pravac i AC /U proizvoljna duZina na

njemu. Tada je duzina AC /U + @ kongruentna dvostrukoj polarnoj duzini.

Dokaz. Prvo pokazimo da tvrdnja vrijedi u slucaju kad je dana duzina

na pravcu kongruentna polarnoj duzini. Neka su O, A i U tocke na pravcu
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p takve da je duzina OA/U kongruentna polarnoj duzini. Tvrdimo da je
OAJU + O_UA kongruentna dvostrukoj polarnoj duzini, odnosno da je @
kongruentna polarnoj duzini.

Konstruirajmo okomicu m u tocki A na pravac p i neka je B proizvoljna
tocka na m razlicita od A. Konstruirajmo okomicu ¢ na pravac m u tocki
B. Pravac ¢ sijece p u tocki O, jer bi u suprotnom dosli u kontradikciju
s pretpostavkom da je OA/U kongruentna polarnoj duzini. Dakle, O je
pol pravca m. Primjenom aksioma (E — I1I;) konstruirajmo tocku O’ na
A—>U/O tako da je OA/U = AO'/Z, gdje je Z neka unutrasnja tocka duzine
OA/U. Sada po aksiomu (E — III;) postoji izbor duzine OB takav da je
ANOAB = AO'BA. 1z toga slijedi da je ZABO = Z0’'BA, pa je ZO'BA
pravi kut. Dakle, O'B je okomica na pravac AB. Sada su O i O’ tocke u
kojima se sijeku po dvije okomice na pravac AB, pa po Teoremu [3.1] slijedi
da se sve okomice na pravac AB sijeku i u toc¢ki O i u tocki O’. Ocito je
tada O = O, jer bi u suprotnom dosli u kontradikciju s aksiomom (E — I5)
(a znamo da postoji beskonaéno mnogo okomica na dani pravac). Dakle,

A0 Z = @, pa je @ kongruentna polarnoj duzini.

U slucaju da dana duzina nije kongruentna polarnoj duzini, dokaz se moze

svesti na slican dokaz koristeéi aksiome (E — I11y) i (E — I113), te Teorem
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[2.41] Teorem [2.53]1 Teorem [2.55| =

Teorem 3.7 Neka je p pravac s pripadnim polom O, te neka je P bilo koja
tocka pravca p. Tada je P jedinstvena tocka pravca OP za koju je duZina

OP/U kongruentna polarnoj duZini.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno neka je P’ tocka na pravcu OP
razli¢ita od P za koju je duzina OP’/U’ kongruentna polarnoj duzini. Neka
je S tocka koja ne lezi na pravcima OP i p (takva postoji jer uvijek mozemo
uzeti unutrasnju tocku jednog od kutova koje odreduju ova dva pravca). Sada
su dobro definirani trokuti AOPS i AOP'S. Po aksiomu (F — I11;) postoji
duzina P'S/S’ takva da je AOPS = AOP'S. Tada je ZOSP = ZOSP'.

P’ je ocito razlicita od O, pa je P’ ili unutrasnja ili vanjska tocka duzine
OP/U. Ako je P’ unutrasnja tocka duzine OP/U, onda je ona i unutrasnja
tocka kuta ZOSP, pa je ZOSP' < ZOSP, §to je kontradikcija s prethodno
dokazanim. Ako je P’ vanjska tocka duzine OP/U, onda je ZOSP < ZOSP,

Sto je ponovo kontradikcija s prethodno dokazanim.

%

N

Dakle, P jedinstvena tocka pravca OP za koju je duzina OP /U kongru-

entna polarnoj duzini. m

Teorem 3.8 Za svaku tocku postoji jedinstvent pravac kojemu je ona pol.
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Dokaz. Neka je O proizvoljna tocka. Po aksiomu (E — I;) postoji pravac p
koji prolazi tockom O. Po aksiomu (E — I3) postoje tocke A i U na pravcu
p razlicite od O. Po aksiomu (E — I11;) postoji tocka P na O—1>4/U takva
da je OP/U kongruentna polarnoj duzini. Konstruirajmo okomicu ¢ u tocki
P na pravac p. Neka je ) proizvoljna tocka na pravcu q razlicita od P.
Konstruirajmo okomicu m u tocki ) na pravac ¢q. q je pravac kojemu je O
pol.

Dokazimo jedinstvenost tog pravca. Pretpostavimo suprotno, odnosno neka
je ¢ # q pravac kojemu je O pol. Po aksiomu (E — I;) postoji tocka T" u
kojoj se sijeku pravci g i ¢'. Konstruirajmo okomice ¢ i ¢’ u tocki 7' na pravce
q iq redom. t it prolaze tockom O (jer im je ona pol) i tockom 7', pa po
aksiomu (F — I) mora biti ¢ = ¢’. Sada imamo da su pravci ¢ i ¢ okomiti na
pravac t = t' i da prolaze tockom T pravca t = t’, pa po Teoremu mora
biti ¢ = ¢'.

Dakle, p je jedinstveni pravac kojemu je tocka O pol. m

Kako smo pokazali da svaka tocka ima jedinstveni pripadni pravac kojemu je

ona pol, ima smisla definirati polaru tocke.

Definicija 3.9 Pravac p nazivamo polarom tocke O ako je za sve tocke

P tog pravea duzina OP/P' kongruentna polarnoj duZini.

Uoc¢imo da se pomocu prethodnog teorema lako pokaze da dva razlicita
pravca imaju razlicite polove. Dakle, mogucée je definirati bijekciju izmedu
skupa svih tocaka i skupa svih pravaca elipticke ravnine na nacin da svakoj

tocki pridruzimo njenu polaru.
Teorem 3.10 Svi pravci koji prolaze kroz pol su okomiti na njegovu polaru.

Dokaz. Neka je O proizvoljni pol i p njegova polara. Neka je g proizvoljni

pravac koji prolazi tockom O. Po aksiomu (E — I3) postoje tocke A i U na
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pravcu ¢ razlicite od O. Po aksiomu (E — I[11y) postoji tocka P na O—z>4/U
takva da je OP/U kongruentna polarnoj duzini. Konstruirajmo okomicu m
u tocki P na pravac q. Neka je () proizvoljna tocka na pravcu m razlicita od
P. Konstruirajmo okomicu n u tocki () na pravac m. Pravci ¢ i n se sijeku
u tocki O, jer bi u suprotnom dosli u kontradikciju s pretpostavkom da je
OP/U kongruentna polarnoj duzini. Dakle, m je pravac kojemu je O pol.
Sada po Teoremu slijedi da je m = p, a kako je pravac ¢ okomit na m,
slijedi da je pravac g okomit na p, Sto je i trebalo dokazati. m

Iz prethodnog teorema slijedi da je za dvije razlicite tocke pravac koji njima
prolazi zajednicka okomica njihovih polara.

Jos jedna zanimljivost koja oc¢ito postoji iz prethodnog teorema je da postoji
trokut s tri prava kuta. Naime, kako su svi pravci koji prolaze polom okomiti
na njegovu polaru, konstruiramo li u polu dva medusobno okomita pravca,
dobit ¢emo jednakostranican trokut kojemu su stranice kongruentne polarnoj

duzini, a kutovi pravi.

Teorem 3.11 Neka je O pol nekog pravea p. Ako za tocku P wrijedi da je

duzina OP kongruentna polarnoj duZini, onda je tocka P na pravcu p.

Dokaz. Neka je p proizvoljni polupravac i O njegov pol. Neka je P pro-
izvoljna tocka za koju je duzina OP/P’ kongruentna polarnoj duzini. Po
Teoremu je pravac O P okomit na pravac p. Kako se po aksiomu (E — I7)
pravci OP i p sijeku u nekoj tocki R i kako je O pol pravca p, slijedi da je
duzina OR/R' kongruentna polarnoj duzini. No, po Teoremu mora, biti
P = R, pa je P tocka pravca p. m

Iz svega prethodno dokazanog je ocito da kada god imamo neki pravac i

njegov pripadni pol mozemo birati pogodne predstavnike.

Teorem 3.12 Neka je NABC' proizvoljni trokut s pravim kutom /CAB.
Tada vrijedi:
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(1) kut ZABC (£BCA) je manji od pravog kuta ako i samo ako je duzina
AC/Z (AB/U) manja od polarne duzine,

(i1) kut ZABC (£BCA) je kongruentan pravom kutu ako i samo ako je
duzina AC|Z (AB/U) kongruentna polarnoj duZini,

(111) kut ZABC (£BCA) je veéi od pravog kuta ako i samo ako je duzina
AC/Z (AB/U) veéa od polarne duzine.

Dokaz. Neka je O pol pravca AB. Konstruirajmo okomice u tockama A i

B na pravac AB. ZOBA je pravi kut.

(i) Akoje ZABC < ZOBA, onda se B?/V nalazi izmedu Q/U i B?/B’,
pa B?/V sijece duzinu AO/A’ u unutrasnjoj tocki C. Slijedi da je
AC)Z < AO/JA.

Obratno, ako je AC/Z < AO/A’, onda je po TeoremuC unutrasnja
tocka kuta, pa je @/V izmedu E)l/U i @/B/. Slijedi da je ZABC <
ZOBA.

(ii) Ako je ZABC kongruentan pravom kutu, onda je O = C' pa je duzina
AC'/Z kongruentna polarnoj duzini.
Obratno, ako je duzina AC/Z kongruentna polarnoj duzini, onda je
O=C,paje ZABC = ZOBA.

(ifi) Slijedi iz (¢) i (i).

]
U Poglavlju [1] smo spomenuli Saccherijev i Lambertov ¢etverokut. Sljedeci

teoremi ¢e potvrditi da u eliptickoj geometriji vrijedi hipoteza tupog kuta.

Teorem 3.13 U Saccherijevom cetverokutu su kutovi vrha tupt kutovi.
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Dokaz. Neka je ABCD Saccherijev éetverokut s osnovicom AB/U. Neka
su P i P’ polovista duzina AB/U i CD/V redom.

Kako su krakovi Sachherijevog cetverokuta kongruentni, po aksiomu (E —
I11;) postoji jedinstveni izbor stranice PC/C’ tako da je ADAP = APBC,
pa je posebno PD/D’' = PC/C’. Sada je po Teoremu ADPP' =
AP PC, pa je ZPP'D = ZCP'P, a kako su D,C i P’ kolinearne tocke,
/PP'D i ZCP'P su suplementarni kutovi, pa moraju biti pravi kutovi.

Uoc¢imo da su AB i C'D okomice na PP pa se sijeku u polu O. Sada
su duzine PO/Z i P'O/Z', birajuéi tocku Z tako da tocka B bude tocka
duzine PO/Z, kongruentne polarnoj duzini, pa su po aksiomu (E — II1,)
i medusobno kongruentne. Zbog definicije cetverokuta se ocito pravci AB i
CD ne sijeku u unutrasnjim tockama duzina AB/U i CD/V, pa B mora biti
unutrasnja tocka duzine PO/Z. 1z toga slijedi da je BO/Z < PO/Z, pa je
po Teoremu [3.12) ZBCO manji od pravog kuta. Kako su D, C' i O kolinearne
tocke, to su ZBCD i ZBCO suplementarni kutovi, pa ZBC' D mora biti veci

od pravog kuta. m

Propozicija 3.14 Ceturti kut Lambertovog cetverokuta je tupi kut.
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Dokaz. Direktno iz prethodnog teorema. m
Uoc¢imo da c¢injenica da je cetvrti kut Lambertovog cetverokuta tupi kut
povlaci da u eliptickoj geometriji ne postoji pravokutnik. Kasnije ¢e se to

pokazati i kroz zbroj kutova u cetverokutu.

Teorem 3.15 U Lambertovom cetverokutu su stranice koje leZe na krako-

vima cetvrtog kuta manje od njima pripadnih nasuprotnih stranica.

Dokaz. Neka je ABCD proizvoljni Lambertov cetverokut s tupim kutom
/BCD. Po Teoremu[.53je ili AD/U = BC/V ili AD/U < BC/V ili AD/U
> BC/V.

Pretpostavimo da je AD/U < BC/V. Tada postoji unutrasnja tocka D’
duzine BC/V tako da je BD'/V = AD/U. Sada je ABD'D Saccherijev
cetverokut, pa je po Teoremu [3.13] je kut ZD'DA tupi kut. Tocka D’ je

unutrasnja tocka duzine BC'/V, pa je to i unutrasnja tocka kuta ZCDA, pa
je ZD'DA < ZCDA. Kut ZCDA je po pretpostavci pravi kut, pa slijedi da
je ZD'D A manji od pravog kuta, $to je kontradikcija s prethodno dokazanim
da je ZD'DA tupi kut.

Pretpostavimo da je AD/U = BC/V. Tada je ¢etverokut ABC D Saccherijev
cetverokut, pa je kut ZC'DA tupi kut, sto je kontradikcija s pretpostavkom.
Dakle, mora biti AD/U > BC/V. Sli¢no se pokaze za preostali par stranica
cetverokuta ABCD. m

Teorem 3.16 U Saccherijevom cetverokutu je gornja baza manja od donje

baze, a spojnica polovista baza je veca od krakova.

Dokaz. Neka je ABC'D Saccherijev cetverokut s osnovicom AB/U i i neka
su P i P’ polovista stranica AB/U i CD/V redom. Cetverokuti APP'D i
PBCP’ su Lambertovi ¢etverokuti, pa po Teoremu vrijedi da je DP'/V
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< AP/U i P'C/V < PB/U, pa po Teoremu slijedi da je CD/V <
AB/U.

Po Propoziciji takoder slijedi da je AD/Z < PP'/P" i BC/W <
PP/P". m
Prouc¢imo sada sto se dogada sa zbrojem kutova u trokutima i ¢etverokutima
u eliptickoj geometriji. U sljede¢im teoremima ¢e biti naglaseno da su stra-
nice manje ili kongruentne polarnoj duzini. U literaturi se obi¢no pod defi-
nicijom trokuta ili bilo kojeg mnogokuta u eliptickoj geometriji zahtijeva da
stranice udovoljavaju tome uvjetu jer se tada mogu pokazati razne tvrdnje,
kao sto se i za duzinu, kad god je to moguce, uzima manja od dviju duzina
odredenih dvjema tockama. U ovom radu su takvi uvjeti bitni tek sada pri
kraju rada, te se zZeljelo sto opcenitije obraditi elipticku geometriju, pa se

stoga definicija duzine i mnogokuta ostavila u opéem obliku.

Teorem 3.17 Zbroj kutova u svakom pravokutnom trokutu je veci od dva

prava kuta.

Dokaz. Neka je proizvoljni AABC pravokutni trokut s pravim kutom
/BCA. Ako je jedna od kateta veca od polarne duzine, onda je po Te-

oremu [3.12| nasuprotni kut tupi kut, a kako je zbroj pravog i tupog kuta veci
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od dva prava kuta, to je onda i zbroj kutova trokuta AABC veéi od dva
prava kuta.

Ako je jedna od kateta kongruentna polarnoj duzini, onda je po Teoremu
nasuprotni kut pravi kut, pa AABC ima dva prava kuta. Sada zbroj
dva prava kuta i treceg kuta trokuta AABC mora biti veéi od dva prava
kuta.

Prepostavimo da su katete manje od polarne duzine. Neka je D poloviste
stranice AB/U. Konstruirajmo okomicu p iz tocke D na pravac AC. p ocito
ne prolazi tockama A, B i C. p sije¢e duzinu AB/U, pa po Teoremu za
dane duzine AC'/Z i BC/V psijece ili AC/Z ili BCV.

Pretpostavimo da p sijece BC'/V u tocki T. Tada su BC i p dvije okomice
na pravac AC koje prolaze tockom T, pa je T pol pravca AC. Kako je T
unutrasnja tocka duzine BC'/V, to je TC'/V < BC/V. Kako je TC/V kon-
gruentna polarnoj duzini, a BC/V manja od polarne duzine, to po Teoremu
2.53] slijedi da je polarna duzina manja od polarne duzine, §to je kontradik-
cija.

Dakle, p sijece AC/Z u unutrasnjoj tocki E.

Neka je @ tocka pravca DFE koja ne lezi u unutrasnjosti trokuta AABC' i
koja je razlicita od D i E. Po aksiomu (E — I11;) postoji tocka £’ na po-
lupraveu DQ/E takva da je DE/Q = DE'/Q. Kutovi ZADE i ZE'DB

su vrsni kutovi pa su kongruentni. Sada je AEAD = ABDE' po aksiomu
(E — I11I;), pa je posebno LZE'BD = /EAD i /DE'B = ZDEA. Kako je
/DFEA pravi, to je ZDFE'B pravi kut, pa je CEE’'B Lambertov ¢etverokut,
pa je po Teoremu /ZE'BC tupi kut. Sada je ZBCA+/CAB+/ABC =
R+/DBE'+/ABC = R+/ZFE'BC > R+ R = 2R, sto je i trebalo pokazati.

Teorem 3.18 Zbroj kutova u svakom trokutu je veéi od dva prava kuta.
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Dokaz. Neka je AABC proizvoljni trokut.

Ako je jedan od kutova pravi kut, tvrdnja slijedi po Teoremu [B.17 Ako
AABC ima dva tupa kuta, tvrdnja ocito vrijedi.

Pretpostavimo da trokut AABC ima barem dva Siljasta kuta i da mu ni-
jedan kut nije pravi kut. Neka su kutovi ZABC i ZBCA siljasti kutovi.
Konstruirajmo okomice p i ¢ na pravac AB u tockama A i B redom i neka se

one sijeku u tocki O. Kako su kutovi ZABC' i ZBC'A po pretpostavci siljasti

N
N

kutovi, to su oni manji od pravih kutova ZOBC' i ZBC'O redom, pa se tocka
A nalazi unutar kutova ZOBC' i ZBCO. A je takoder u unutrasnjosti kuta
ZBOC, jer bi u suprotnom dosli u kontradikciju s ¢injenicom da su ZABC
i /BCA siljasti kutovi. Po Teoremu [2.35|1 Teoremu pravac OA sijece
duzinu BC'/V u unutrasnjoj tocki D. Sada su dobivena dva pravokutna tro-
kuta ABDA i ADCA. Po Teoremu je zbroj kutova u svakom od njih
ve¢i od dva prava kuta, pa je po Teoremu [2.59| zbroj zbrojeva kutova tih
trokuta veci od dva prava kuta, $to je upravo zbroj kutova trokuta AABC'.
]

Kako je po prethodnom teoremu zbroj kutova u svakom trokutu vec¢i od
dva prava kuta i kako po Teoremu [2.46| mozemo oduzimati kutove, mozemo

promatrati razliku zbroja kutova u trokutu i dva prava kuta.
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Definicija 3.19 Neka je dan trokut AABC'. Kut kongruentan razlici zbroja
kutova trokuta NABC' i 2R nazivamo viskom trokuta NAABC.

Ocekivano, za cetverokut vrijedi da je zbroj njegovih kutova veci od cetiri

prava kuta.

Korolar 3.20 U svakom cetverokutu je zbroj kutova wveéi od cetiri prava

kuta.

Dokaz. Neka je ABCD proizvoljni ¢etverokut. ABC'D se moze podijeliti
na dva trokuta AABC i ACDA. Zbroj kutova u cetverokutu ABCD je
jednak zbroju kutova u trokutima AABC' i ABCD, pa po Teoremu [3.18] i
Teoremu [2.59 slijedi da je zbroj kutova u ¢etverokutu ABC'D veéi od cetiri

prava kuta. m

Definicija 3.21 Neka je dan cetverokut ABCD. Kut kongruentan razlici

zbroja kutova cetverokuta ABCD i 4R nazivamo viskom éetverokuta ABCD.

Teorem 3.22 Neka je AABC proizvoljan trokut i p pravac koji sijece nje-
gove stranice AC/Z i BC/V u njihovim unutrainjim tockama D i E redom.
Tada je visak trokuta NABC' kongruentan zbroju viska trokuta ANCDE i
viska cetverokuta ABED

Dokaz.
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Visak trokuta AABC' je kongruentan ZABC' + /BCA+ ZCAB — 2R+
4R—4R = /ABC+ /BCA+ /CAB -2R+ ZCDE+ /EDA+ /DEC +
/BED—4R sto je kongruentno zbroju viska trokuta AC' D F i viska ¢etverokuta
ABCD.

]

Uoc¢imo da tvrdnja prethodnog teorema vrijedi i u slucaju da tocke D i
E nisu unutrasnje tocke stranica. U tom slucaju nece biti dobro definiran
cetverokut, pa ¢e visak trokuta AABC' u slucaju da je jedna od tocaka D ili
E vrh trokuta biti kongruentan zbroju viskova dva novonastala trokuta, a u
slucaju da su obe vrhovi trokuta ¢e visak trokuta AABC' biti kongruentan

samom sebi.
Teorem 3.23 Svaka dva kongruentna trokuta imaju kongruente viskove.

Dokaz. Kako dva kongruentna trokuta imaju u parovima kongruentne ku-
tove, to im je i zbroj kutova kongruentan, pa je onda i njihov visak kongru-
entan. W

Za kraj ¢emo pokazati teorem koji je zajednicki hiperbolickoj i eliptickoj

geometriji, odnosno teorem koji vrijedi u neeuklidskim geometrijama.

Teorem 3.24 (K-K-K) Dua trokuta kojima su odgovarajuci kutovi kongru-

entni su kongruentni.

Dokaz. Neka su AABC i AA'B'C’ dva trokuta za koje vrijedi ZCAB =
/C'A'B', /BCA=BC'Ai1/ABC = LZA'B'C".

Ako je jedan od parova odgovaraju¢ih stranica kongruentan, onda po Te-
oremu slijedi da je AABC = ANA'B'C’.

Pretpostavimo da nijedan par odgovarajucih stranica nije kongruentan. Tada
su u jednom trokutu sigurno barem dvije stranice veé¢e od pripadnih stranica

iz drugog, pa bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da su stranice AB/U
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i AC/Z vete od A’B'/U" i A/C"/Z" redom. Tada po aksiomu (E — I11;)
postoje tocke B” i C” na B/U i R/Z redom takve da je AB"/U =
A'B'/U 1 AC"|Z = A'C"/Z'. Sada je po aksiomu (E — I117) za stranicu

B’C" V" ¢ije se unutradnje tocke nalaze u nutrini trokuta AABC vrijedi
ANAB"C" = NA'B'C’'. Tada po Teoremu AAB"C" i AA'B'C" imaju
kongruentne viskove, a kako po po pretpostavei AABC' i AA’B’'C" imaju kon-
gruentne viskove, po aksiomu (F — I11g) slijedi da AABC i AAB”C" imaju
kongruentne viskove. No, tada bi po Teoremu [3.22 slijedilo da cetverokut
B"BCC"” ima visak kongruentan praznom kutu, $to je kontradikcija s izbo-
rom tocaka B” i C". Sli¢no bi se pokazalo u ostalim slucajevima.

Dakle, trokuti AABC i AA’B’C’ imaju u parovima kongruente stranice, pa
su po Teoremu kongruentni. m

Dakle, u eliptickoj geometriji slicnost ne postoji.
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Poglavlje 4
Modeli elipticke geometrije

Postoje razni modeli elipticke geometrije koji su vezani za razna polja mate-
matike. Mi ¢emo za kraj ukratko predstaviti dva modela elipticke geometrije
koja su jednostavno shvatljiva: sfernu geometriju i stereografsku projekciju
sfere. Cilj je da ovi modeli pomognu ilustrirati prethodno spomenute poj-
move i tvrdnje, te da se napokon objasni koji smo model koristili prilikom ilus-
tracija kroz rad. Takoder, izgradnjom modela u euklidskoj geometriji ¢emo

pokazati da, ako je euklidska geometrija konzistentna, onda je i elipticka.

4.1 Sferna geometrija

Ve¢ na pocetku rada uveo se model pravca kao kruznice, a kasnije u Poglavlju
je postalo jasnije zaSto bi kruznica bila dobar model pravca. Napomenuto
je i da pravci ne bi trebali biti bilo kakve kruznice, obzirom da u euklidskoj
geometriji dvije razlicite tocke odreduju beskonacno mnogo kruznica.

Model koji se intuitivno namece kao logican izbor za model elipticke geome-
trije je sfera. Obzirom da prethodno komentiramo, stavimo da su pravci

velike kruznice sfere (kruznice sa sredistem u sredistu sfere promjera jedna-



4.1. Sferna geometrija

kog promjeru sfere), odnosno presjeci sfere i ravnina koje prolaze kroz srediste
sfere.

Pogledajmo sada sto su tocke. Ocekivano bi tocke trebale biti bilo koje tocke
sfere. No, treba razmisliti o eventualnim problemima vezanim za aksiome
incidencije. Vrijedi li aksiom (E — I3)? Prolazi li kroz svake dvije razlicite

tocke najvise jedan pravac?

Vidimo da aksiom (E — I5) ne vrijedi. Takoder, uo¢imo da se svaka dva
pravca sijeku u dvije razlicite tocke, Sto je takoder kontradiktorno. Dakle,
trebamo malo promijeniti model tocke.

Uoc¢imo da se dvije tocke u kojima se sijeku razli¢iti pravci nalaze na sferi
dijametralno suprotno jedna drugoj. Takve tocke nazivamo antipodalnim
tockama. Stoga se za elipticke tocke uzimaju parovi antipodalnih tocaka.
Elipticka tocka ¢e lezati na pravcu p ako bilo koja od tocaka antipodalnog
para lezi na pravcu p.

Uoc¢imo odmah jednu zanimljivost. U euklidskoj i hiperbolickoj geometriji
potrebna su barem tri medusobno nekolinearna pravca da bi se dobio poligon.
U eliptickoj geometriji dovoljna su dva razli¢ita pravca. Podrucje na sferi koje

oni omeduju naziva se mjesecom ili dvokutom.

75



4.1. Sferna geometrija

Slika 4.1: Mjesec ili dvokut odreden pravcima AB i C'D

Moze se uociti da tehnicki dva pravca odreduju cetiri mjeseca ili dvokuta,
od kojih su po dva u parovima kongruentna.
U ovom modelu se pod pojmom duzine odredene tockama A i B uzima
manja od duzina odredenih njima ako te duzine nisu kongruentne, a ako su

kongruentne, izbor je proizvoljan.

Slika 4.2: Duzina AB

Tri nekolinearne tocke na sferi tehnicki odreduju Sesnaest trokuta, no

obitno se pod sfernim trokutima podrazumijevaju oni kojima je stranica
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4.2. Stereografska projekcija sfere na kompleksnu ravninu

manja od polarne duzine i ¢iji su svi kutovi manji od dva prava kuta.

Slika 4.3: Trokut AABC

Prolaze¢i kroz aksiome elipticke geometrije moze se vidjeti da ovakav

model doista jest model elipticke geometrije.

4.2 Stereografska projekcija sfere na komplek-
snu ravninu

Sfera je bila elipticka ravnina smjestena u trodimenzionalnom euklidskom
prostoru. Pokazimo sada elipticku ravninu u dvodimenzionalnom euklidskom
prostoru. Za takvo nesto bi bilo logi¢no pogledati neku od projekcija sfere.
Kada pricamo o projekciji sfere, prvo sto bi nam palo napamet je obi¢na
projekcija sfere na X — Y ravninu.

Promotrimo zasto mozda to nije idealna projekcija, iako je ispravna. Na
sljedecoj slici pogledajmo $to se dogodi s objektima prilikom X —Y projekcije

sfere.
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4.2. Stereografska projekcija sfere na kompleksnu ravninu

Slika 4.4: X — Y projekcija sfere

Tocke, pravci i duzine izgledaju u redu. Pogledamo li trokute i kruznice,
mozemo uociti da ti objekti izgledaju poprilicno normalno u centru elipticke
ravnine, no $to su blizi rubovima elipticke ravnine (odnosno sfere) njihove
slike postaju spljostenije te malo smetaju pogledu. Stoga bi bilo pozeljno
pronaci projekciju sfere u kojoj ¢e kruznice izgledati kao normalne kruznice.
Takva projekcija je stereografska projekcija sfere na kompleksnu ravninu. Taj
model je ujedno i model koji se koristio kroz rad za ilustracije.

Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je sfera jedini¢na. Smjes-
timo ju u koordinatni sustav tako da je srediste u ishodistu koordinatnog
sustava. Tada gornjem polu sfere odgovaraju koordinate N(0,0,1). Ravnina
X =Y dijeli sferu na dvije jednake polusfere. Sada za svaku tocku P’ razli¢itu
od N pravac NP’ sijece ravninu X — Y u tocki P. Uocimo da ¢e se tocke
gornje polusfere preslikati u tocke ravnine X — Y koje su izvan jedinic¢ne
kruznice, a tocke donje polusfere u tocke unutar jedinicne kruznice. Takvo

preslikavanje naziva se stereografska projekcija sfere na kompleksnu ravninu.
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4.2. Stereografska projekcija sfere na kompleksnu ravninu

N(0,0,1)
S P(X,Y,Z)

P(x,y,0)

[
[
v
v
v
N
.
v
\

Slika 4.5: Stereografska projekcija sfere na kompleksnu ravninu

(Slika preuzeta iz [1])

Ovakva projekcija pravce i kruznice sfere preslika u pravce i kruznice

ravnine.

Slika 4.6: Kruznice, trokuti i pravci u stereografskoj projekciji sfere

Ovo preslikavanje je konformno (¢uva kutove), no ne ¢uva udaljenosti i

povrsine likova, pa stoga valja biti oprezan pri koristenju modela.
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