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1. Uvod

Stavljanjem naboja u elektromagnetsko polje, na njega ¢e djelovati Lorentzova sila
[1]. Za neke jednostavnije slucajeve poznajemo analiticko rjeSenje, no problem se
javlja kod kompliciranijih slucajeva kod kojih nije moguce odrediti analiticko

rjesenje. U takvim sluc¢ajevima putanju ¢emo morati odrediti numericki.

U narednih nekoliko odlomaka ¢emo promatrati dvije najpopularnije numericke
metode, [2] Euler i Runge-Kutta [3] metode.

Interes nam je pronaci optimalnu metodu kako bi troSili §to manje resursi na
simulacije. Da bi znali koja metoda je bolja i zasto je bolja, moramo im usporediti
preciznost, vremena izvrSavanja te uzeti u obzir za $to nam simulacija tog gibanja
sluzi. Takoder treba uzeti u obzir preciznost mjernih uredaja na kojima ¢emo
eksperimentalno provjeravati navedenu simulaciju tako da bi znali da li je uopée
potrebno Koristiti precizniju metodu. Poanta eksperimenta je da provjerimo da li
nasa teorija fizikalno ispravna. Ukoliko imamo mjerne uredaje koji su neprecizni,
onda nema smisla koristiti sporiji algoritam ili pak precizniji jer nam se tada teorija
i eksperiment nece slagati. Preciznosti algoritma i nasih mjernih postava trebale bi

biti istog reda veli¢ina da bi nas eksperiment imao smisla.

Da bi odredili preciznost moramo prvo znati realno fizikalno rjeSenje ovog
problema. Sre¢om postoje neki jednostavni primjeri koji su analiticki rjesivi te
¢emo ih koristiti kao referentne putanje za raCunanje preciznosti naSih algoritmi.
Algoritme moramo usporediti za razliCite vremenske intervale te za razliita
trajanja simulacija. Takoder treba odrediti koja je metoda bolja za odredeni slucaj.
Bitno je znati da li radimo jako dugu simulaciju koju ¢emo eksperimentalno
provjeravati ili samo brzi 'proof of concept' kao provjeru da je naSa simulacija

ispravno isprogramirana.



Veoma je korisno znati kako se algoritam ponasa za jako duge simulacije, tj. kako
reagira na 'gomilanje pogreske'. Moguce je da je jedan algoritam naizgled precizniji
za kratke simulacije, ali ima jako velika odstupanja za vrlo duge simulacije.

Takoder je moguca i obratna situacija.

Sve vrijednosti su u Sl sustavu jedinica.



2. Teorijski uvod

2.1. Lorentzova sila

Kada naboj stavimo u elektromagnetsko polje, na njega ¢e djelovati Lorentzova sila

[1]. Lorentzova sila dana je izrazom:

- =

F =q(E + ¥ x B)

F
q (v xB)
gE
E B
\'J

Slika 1 Graficki prikaz djelovanja Lorentzove sile
[1] na naboj koji se krece u elektromagnetskom
polju. Rezultantna sila F dana je kao vektorski
zbroj komponentne Lorentzove sile uzrokovane
elektricnim poljem 1 komponentne uzrokovane
magnetskim poljem.

Lorentzov zakon je fizikalna teorija koju ¢emo u sljede¢im poglavljima
eksperimentalno provjeravati. Da bi teoriju mogli eksperimentalno provijeriti
moramo imati konkretna teorijska predvidanja za Sto nam sluze jednostavni
sluc¢ajevi za koje poznajemo analiticko rjeSenje. Jednostavnost tih rjeSenja dolazi
od oblika elektricnog 1 magnetskog polja. Ukoliko imamo konstantno elektri¢no 1
magnetskog polje, ova diferencijalna jednadzba je analiticki rjeSiva te rjeSenje

mozemo Koristiti za provjeru.



2.2 Numericke metode

2.2.1. Numeric¢ko odredivanje derivacije

Glavni cilj numericke analize [4] je pronalazak tehnika koji daju priblizne rezultate
za probleme koji su nerjesivi ili tesko rjesivi analiticki.

Jedan takav problem je odredivanje nagiba krivulje u nekoj tocki. Prvo promotrimo
definiciju za analiti¢ku derivaciju [5]:

Ly f@t )~ (@)
h-0 h

Ukoliko limes postoji, derivacija [5] (nagib krivulje u tocki a) dana je kao:

@) = [ I @

h—-0

Kada numeri¢ki odredujemo derivaciju [6] ne moZzemo promatrati limes. U takvom

sluc¢aju potrebno je nagib odrediti kao:

= L@t D -/@

Iako je ovaj izraz moguce koristiti za numericko odredivanje rjeSenja, ovakav
pristup stvara problem. Ako je h veoma mal, dobijemo "rounding error" zbog
"floating point" preciznosti tokom obrade tih podataka na racunalu. Ukoliko je h
prevelik dobijemo neprecizne rezultate koji znatno odstupaju od analitiCkog
rjesenja. Preciznost naseg rezultata direktno ovisi o intervalu h. Taj problem je
moguce rijesiti te nam je to motivacija za razvoj raznih numeri¢kih metoda. U
sljede¢im poglavljima ¢emo promatrati dvije numericke metode s kojima ¢emo

pokusati minimalizirat taj problem.



2.2.2. Eulerova metoda
Eulerova [2] metoda je najjednostavnija numeri¢ka metoda. Takoder bi je mogli

zvati stepenastom metodom. Generalni izraz za Eulerovu metodu dan je kao:
Yn+1 = VYn + Axf(x,, V) Polozaj nay osi nakon intervala Ax
Xps1 = Xp + Ax PoloZaj na x osi nakon intervala Ax
Funkcija :
f (n, ¥n)
je nagib krivulje u tocki (x,, y,) opisan u poglavlju 2.2.1.

Nakon svakog diskretnog vremenskog intervala odredimo nagib krivulje u
trenutnoj tocki (derivaciju) te se pomaknemo za iznos tog nagiba pomnozeno s

nas$im vremenskim intervalom (Slika 2).

y A

X

Slika 2 Graficki prikaz FEulerove metode.
Crvenom bojom prikazano je numericko rjesenje,
plavom bojom prikazano je analiticko rjesSenje
koje pokusavamo priblizno odrediti.



Ako promatramo problem iz poglavlja 2.1., ova metoda se svodi na racunanje
brzine i pomaka nakon svakog diskretnog vremenskog intervala te zbrajanja tog

pomaka na trenutni polozaj.

Yn+1 = Yn + ALV

F
Vnt1 =Vn+At'a



2.2.3. Runge-Kutta metoda

Runge-Kutta [3] metoda je slicna Eulerovoj metodi samo §to isti proces sada
ponavljamo viSe puta te na kraju trazimo srednju vrijednost svih nagiba. Koristit
¢emo Runge-Kutta metodu drugog stupnja. Prvi korak je izracunati istu derivaciju
kao u slucaju Eulera. Nakon raCunanja nagiba krivulje pomaknemo se u tom smjeru
za pola vremenskog intervala i ponovimo proces racunanja nagiba. Pomaknemo se
od pocetnog polozaja za novi nagib i ponovimo proces. Zadnji pomak vr§imo za
cijeli vremenski interval (Slika 3). Nakon $to smo dobili sva Cetiri nagiba Krivulje
racunamo srednju vrijednost te koristimo srednju vrijednost za raunanje polozaja

(isto kao kod Eulerove metode).

Generalni izraz za Runge-Kutta Metodu dan je kao [3] :

y
1
yn+1 = yn + gAt(kl + 2k2 + 2k3 + k4)
k2
ki = f(tn'yn) k, ¢
o - e ~:k3
At Atk
kz =f(tn+7,yn+T> —
At Atk | |
k3:f<tn+7:yn+ 2 ) I I | 1

k, = f(t, + At, y, + Atks)

Slika 3 Graficki prikaz svih nagiba krivulje
potrebnih za odredivanje putanje koristeci
Runge-Kutta metodu [8].



Gdje je funkcija :

f&y)
nagib krivulje iz poglavlja 2.2.1.

Ako promatramo na$ problem, ova metoda svodi se na :

Yne1 = Yn H ALV

1
vn+1 = Un + gAt(kl + 2k2 + 2k3 + k4)

Gdjesu:

kl = f(vn'ErBr Q)

Atk,
k2=f(vn+ 2 :E;B;q>

Atk,
ks =f(vn == ,E,B,q)

k4, =f(vn+Atk3,E,B,q)

Zbog usrednjavanja nagiba Runge-Kutta daje preciznije rjeSenje, ali je potrebno

vrsiti veéi broj numerickih operacija.



3. Modeliranje putanje naboja

3.1. Analiti¢ko rjeSenje
Jedna analiticki rjeSiva situacija je kada nam je iznos elektricnog polja E jednak

nuli. Rjesenje tada mozemo dobiti iz izraza za Lorentzovu silu [2]:

-

F=q-(#xB)

Zbog vektorskog produkta vidimo da ¢e sila uvijek biti okomita na brzinu , tj.
djelovati ¢e kao centripetalna sila. Jedina komponenta brzine koja ¢e sudjelovati u
ovoj sili je ona koja je okomita na mag. polje. Izjednacavanjem dobivenog izraza s

izrazom za centripetalnu silu dobijemo:

F=F,
2
mv,
lqlv B =
RQ
_mvy
9 |q|B

Dobiveni radijus naziva se ciklotronski radijus (Gyroradius) [7].



3.2. KruZna putanja
Radi jednostavnosti daljnjih usporedbi ne¢emo simulirati gibanje naboja u smjeru

Z 0si nego ¢emo Samo promatrati gibanje po kruznici koja se nalazi u x-y ravnini.

Da bi nasa usporedba imala smisla, pocetni uvjeti obje simulacije, vrijeme
simulacije i vremenski interval moraju biti isti te da bi rjesenja bila $to jednostavnija
i preglednija u svim narednim primjerima koristit ¢emo iste parametre simulacije
(Tablica 1).

Tablica 1 Parametri simulacije za usporedivanje Runge-Kutta i Euler metoda.

Parametri simulacije
m 1kg
q 1C
v 2im/s
E 0 V/m?
B 5kT

lako znamo da su masa i naboj preveliki za realnu cesticu, odabrali smo te
vrijednosti zbog preglednosti rezultata te zbog €injenice $to nam to ne utjeCe na

provjeru koju vr§imo (rezultati su samo skalirani).

Mijenjati ¢emo samo vremenski interval te duljinu simulacije te ¢e u svakom

primjeru analiticko rjeSenje biti prikazano zelenom bojom na grafu.

10



Kod prve simulacije (Slika 4 i Slika 5) odmah vidimo da Runge-Kutta metoda daje
krivulju koja je bliza analitickom rjeSenju nego Eulerova metoda kao S$to smo i
ocekivali, ali jo§ uvijek ne znamo dovoljno da bi mogli re¢i koja je metoda bolja za
koju situaciju. Potrebno je provesti niz razli¢itih simulacija te je potrebno usporediti

vremena izvrSavanja ova dva algoritma.

Trajektorija naboja u EM polju - Euler Trajektorija naboja u EM polju - Runge Kutta
dt=0.01 dt=0.01
T=5 T=5

00
-0z ¥
x : 04 —0.4

Slika 5 3D prikaz putanje naboja u Slika 4 3D prikaz putanje naboja u

elektromagnetskom  polju  (Euler). elektromagnetskom polju (Runge-Kutta).
Crvenom  bojom  prikazana je Crvenom bojom prikazana je numericki
numericki odredena putanja. Zelenom odredena  putanja.  Zelenom  bojom
bojom prikazano je analiticko rjesenje. prikazano je analiticko rjesenje.

Da bi bolje uodili razlike izmedu ove dvije metode mozemo pogledati kako se
ponasa radijus zakrivljenosti nase putanje u ovisnosti o vremenu. Promatrajuci

radijus mozemo odrediti odstupanje od radijusa analitickog rjesenja.

11



x(t),y(t),R(t)

Vidimo da je odstupanje Runge-Kutta(Slika 7) metode manje nego kod Euler-ove

metode (Slika 6), ali je potrebno puno vise vremena da se putanja odredi numericki.

Zasebne osi Euler
Pocetni(fizikalno ispravni) radius = 0.4
Radius na kraju simulacije = 0.75
Max. Odstupanje od podetnog = 0.35
Vrijeme utrodeno (realtime) = 36.41ms

0.8 1
0.6
0.4
0.2 A
0.0 A
—-0.2
—0.4 1

— x(t)

-0.61 — ¥t

— RIt)

0.8 +— . : : . :
0 1 2 3 4 5

t
Slika 6 2D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju (Euler). Na vy osi
prikazani su poloZaji u x i y smjeru te trenutni
Gyroradius [3]. Na x osi prikazano je proteklo
vrijeme od pocetka simulacije.

x(t),y(t),R(E)

Zasebne osi Runge Kutta
Pocetni(fizikalno ispravni) radius = 0.4
Radius na kraju simulacije = 0.4
Max. Odstupanje od pocetnog = 0.0
Vrijeme utrodeno (realtime) = 129.88ms

0.4 -
0.3 1
0.2 -
0.1 A ——
0.0 — y(t)
014 — Rit)
—0.2 1
-0.3 1

=0.4 1

Slika 7 2D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju (Runge-Kutta). Na y osi
prikazani su polozaji u x i y smjeru te trenutni
Gyroradius [3]. Na x osi prikazano je proteklo
vrijeme od pocetka simulacije.

Takoder vidimo da kod Euler-ove metode imamo veée odstupanje $to je simulacija

duza.

12



3.2.1. Kruzna putanja — vrlo kratki vremenski interval

Sto ako bi uzeli jako kratki vremenski interval, a da nam simulacija i dalje traje

jednako kao u prethodnom primjeru (Slika 8 i Slika 9).

Trajektorija naboja u EM polju - Euler
dt=0.001
T=5

noa
0.0z
0.00
—0.02
-0.04

04

0.2
0.0

N2 ¥

02 -0.4

Slika 9 3D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju (Euler).
Crvenom bojom prikazana je numericki
odredena putanja. Zelenom  bojom
prikazano je analiticko rjesenje.

Trajektorija naboja u EM polju - Runge Kutta
dt=0.001

T=5

Slika 8 3D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju  (Runge-Kutta).
Crvenom bojom prikazana je numericki
odredena putanja. Zelenom bojom prikazano
je analiticko rjesenje.

U ovom slucaju je Runge-Kutta toliko blizu analitickom rjesenju da uopée ne

vidimo razliku izmedu numeric¢kog i analitickog rjeSenja dok kod Eulerove metode

jos vidimo odstupanje, ali §to je s potrebnim vremenom? Ocito je da je Runge-Kutta

precizniji od Eulerove metode, ali da li je ta povecana preciznost dovoljno veca da

se isplati koristiti Runge-Kutta metodu.

13



Za ovu simulaciju je Runge-Kutta (Slika 11) metodi trebalo etiri puta vise vremena

da se izvrsi nego Eulerovoj (Slika 10).

Zasebne osi Euler
Pocetni(fizikalno ispravni) radius = 0.4
Radius na kraju simulacije = 0.43
Max. Odstupanje od pocetnog = 0.03
Vrijeme utroseno (realtime) = 345.62ms

0.4 -
0.2 -

‘E_ — x(t)

E; 0.0 - — ylt)

2 — R(t)

®

-0.2
—0.4

0 1 2 3 4 5

Slika 10 2D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju (Euler). Na y osi
prikazani su polozaji u x i y smjeru te trenutni
Gyroradius [3]. Na x osi prikazano je proteklo
vrijeme od pocetka simulacije.

R(t)

x(t),y(t),

Zasebne osi Runge Kutta
Pocetni(fizikalno ispravni) radius = 0.4
Radius na kraju simulacije = 0.4
Max. Odstupanje od pocetnog = 0.0
Vrijeme utroseno (realtime) = 1320.27ms

0.4 1
0.3 A
0.2
011 — x(t)
0.0 A — ylt)
— RI(t)
-0.1 4
-0.2 4

-0.3 1

-0.4

Slika 11 2D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju (Runge-Kutta). Na'y
osi prikazani su poloZaji u x i y smjeru te
trenutni Gyroradius [3]. Na x osi prikazano je
proteklo vrijeme od pocetka simulacije.

Ukoliko nam je potrebna jako precizna simulacija i nije nam problem trositi resurse

na ra¢unanje Runge-Kutta zasad izgleda kao bolji kandidat za tu ulogu.

14



3.2.2. Kruzna putanja - duge simulacije
Sto ako nam je potrebna duga i precizna simulacija. Neka svi uvjeti budu isti kao u
prethodnom primjeru, ali da ovaj put promatramo dvanaest puta duzu simulaciju

(Slika 13 i Slika 14).

Trajektorija naboja u EM polju - Runge Kutta
dt=0.001
T=60

Trajektorija naboja u EM polju - Euler
dt=0.001

T=60

02
X “ pg 04

0.2

Slika 12 3D prikaz putanje naboja u Slika 13 3D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju (Euler). elektromagnetskom polju  (Runge-Kutta).
Crvenom bojom prikazana je numericki ~ Crvenom bojom prikazana je numericki
odredena  putanja. Zelenom  bojom  odredena putanja. Zelenom bojom prikazano
prikazano je analiticko rjesenje. je analiticko rjesenje.

Runge-Kutta je i dalje jako blizu analitickom rjeSenju. Smanjenjem vremenskog
intervala bi mogli posti¢i ekstremno precizna rjesenja ¢ak i za jako duge simulacije.
Kod Eulerove metode se greske gomilaju te ocito nije dobar odabir za duge
simulacije nebitno koliko nam velika preciznost treba. Cak i ako imamo neprecizne
uredaje na kojima ¢emo vrsiti eksperiment, ukoliko nam simulacija treba trajati

dugo Euler ¢e proizvesti neprecizna rjesenja.
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x(t),y(t),R(t)

Kada promatramo graf zasebnih osi i radijusa vidimo da Runge-Kutta metoda

zanemarivo malo odstupa od radijusa analitickog rjeSenja ¢ak i nakon jako duge

simulacije (Slika 14 i Slika 15).

Zasebne osi Euler
Pocetni(fizikalno ispravni) radius = 0.4
Radius na kraju simulacije = 0.85
Max. Odstupanje od pocetnog = 0.45
Vrijeme utroseno (realtime) = 4277.01ms

—_— X(t)
— y(t)

i

0.75 A

0.00 A

—-0.25 A

—0.50 1

—=0.75 A

Slika 14 2D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju (Euler). Na Y osi
prikazani su poloZaji u x i y smjeru te trenutni
Gyroradius [3]. Na x osi prikazano je proteklo
vrijeme od pocetka simulacije.

x(t),y(t),R(t)

Zasebne osi Runge Kutta
Pocetni(fizikalno ispravni) radius = 0.4
Radius na kraju simulacije = 0.4
Max. Odstupanje od pocetnog = 0.0

0.4
0.3 1
0.2 A
0.1 A

Vrijeme utroseno (realtime) = 16005.19ms
— x(t)
— y(t)

ImNng

0 10 20 30

40 50 60

Slika 15 2D prikaz putanje naboja u
elektromagnetskom polju (Runge-Kutta). Na Y
osi prikazani su poloZaji u x i y smjeru te
trenutni Gyroradius [3]. Na x osi prikazano je
proteklo vrijeme od pocetka simulacije.
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3.2.3. Kruzna putanja — dugi vremenski interval

Dosad smo promatrali situacije kada zelimo Kkoristiti ove metode kao nacin
simuliranja nade putanje prije nego $to idemo raditi eksperiment. Sto ako samo
zelimo napraviti brzu provjeru , tj. brzi 'proof of concept' samo da provjerimo da li
je sve ispravno. Runge-Kutta je sporiji pa nema smisla troSiti resurse na

jednostavno provjeru (Slika 16 i Slika 17).

Trajektorija naboja u EM polju - Runge Kutta

Trajektarija naboja u EM polju - Euler
dt=0.1

dt=0.1

T=5 T=3

0.0
_ y
0.0 0.2

02 -

Slika 16 3D prikaz putanje naboja u Slika 17 3D prikaz putanje naboja u

elektromagnetskom  polju  (Euler). elektromagnetskom polju  (Runge-Kutta).
Crvenom bojom prikazana je numericki Crvenom bojom prikazana je numericki
odredena putanja. Zelenom bojom odredena putanja. Zelenom bojom prikazano
prikazano je analiticko rjesenje. je analiticko rjesenje.

Unato¢ jednostavnosti ove simulacije Runge-Kutta i dalje relativno dobro opisuje
naSe analiticko rjeSenje dok se Eulerova metoda prakticki 'urusila' 1 daje rjeSenje
koje toliko odstupa od analiti¢kog da uopée ne mozemo znati da li je sve ispravno

ili ne.
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4. Uskladivanje vremena izvrSavanja

4.1. "Trial and error' pristup
Dosad smo usporedivali ove dvije metode u potpuno identi¢nim uvjetima. Runge-
Kutta metoda je preciznija metoda koja ima sporije vrijeme izvrSavanja, ali da li je

to zaista tako?

Da bi provjerili tu izjavu moramo uskladiti vremena izvr$avanja ove dvije metode
Sto u praksi nije moguce. Ne postoji nacin da analiti¢ki dobijemo vremenski interval
s kojim ¢e obje metode imati jednako dugo vrijeme izvrSavanja. Recimo da
ugasimo sve ostale programe , opet nemamo kontrolu nad nas§im vremenom jer ono
ovisi o temperaturi procesora naSeg racunala i1 'background' procesima koje nas

operativni sustav trenutno izvrsava.

Najbolji pristup bi bio da prvo izvr§imo npr. Eulerovu metodu i vidimo koliko je
vrijeme izvr$avanja te nakon toga nasumi¢no biramo vremenski interval za Runge-
Kutta metodu sve dok vrijeme izvrSavanja ne bude dovoljno sli¢no onome koje smo
dobili za Eulerovu metodu. Ako su vremena dovoljno sli¢cna moZemo napokon

potvrditi da li je Euler metoda stvarno brza od Runge-Kutta metode.
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Nakon jako velikog broja unoSenja raznih vremenskih intervala za Runge-Kutta
metodu napokon dobijemo jako sli¢no vrijeme izvrSavanja za obje metode (Slika
18 i Slika 19).

Zasebne osi Runge Kutta
Pocetni(fizikalno ispravni) radius = 0.4
Radius na kraju simulacije = 0.4
Max. Odstupanje od pocetnog = 0.0
Vrijeme utroseno (realtime) = 33.79ms

Zasebne osi Euler
Pocetni(fizikalno ispravni) radius = 0.4
Radius na kraju simulacije = 0.75
Max. Odstupanje od pocetnog = 0.35
Vrijeme utroseno (realtime) = 35.99ms

0.8 0.4 1
0.6
0.4 4 0.2
§ 0.2 1 = — x(t)
Z 00 E; 0.01 — yl(t)
= = — RIt)
* -0.2 1 x
—0.2 A
041 x(t)
—0.6 4 — ylo)
— RO —0.41
—0.8 1 T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Slika 13 2D prikaz putanje naboja u Slika 12 2D prikaz putanje naboja u

elektromagnetskom polju (Euler). Na Y osi elektromagnetskom polju (Runge-Kutta). Na Y osi
prikazani su polozaji u x i y smjeru te trenutni prikazani su polozZaji u x i y smjeru te trenutni
Gyroradius [3]. Na x osi prikazano je proteklo Gyroradius [3]. Na x osi prikazano je proteklo
vrijeme od pocetka simulacije. (dt=0.01) vrijeme od pocetka simulacije. . (dt=0.034)

Iz dobivenih rezultata vidimo da je Runge-Kutta metoda preciznija ¢ak i kada
uskladimo vremena izvrSavanja ove dvije metode te je ona optimalni odabir za
svaku situaciju neovisno o mjernom postavu i vremenu koje planiramo utroSiti na

naSu simulaciju.
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4.2. Razlog nastajanja greske

4.2.1. Kruzno gibanje

Da bi bolje razumjeli razlog zasto nastaje numericka greSka mozemo pogledati
jedan jednostavni primjer. Recimo da promatramo predmet (kao mirujuci
promatrac) na rotirajucoj podlozi koji se nalazi na radijusu r od osi rotacije (Slika
20). Realno rjesenje bi bilo gibanje tog predmeta po kruznici. Sada pogledajmo $to

bi se dogodilo kada bi koristili Eulerovu metodu da prikazemo to numericki.

Slika 14 Prikaz predmeta koji se
P dt nalazi na rotirajucoj podlozi na
radijusu r od osi rotacije. Polozaj
nakon vremenskog intervala dt
odreden je Eulerovom metodom.

Nakon vremenskog intervala dt na$ predmet se vise ne bi nalazio na udaljenosti r

od osi rotacije nego na udaljenosti r' za koju vrijedi:

r<r

Sto je duza simulacija , taj radijus ¢e postajat sve veéi kao u nasem primjeru gibanja
naboja u EM polju. Runge-Kutta metoda minimalizira tu gresku prilikom

usrednjavanja.
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Vr(t)

4.2.2. Brzina promjene radijusa

Da bi jos bolje razumjeli razliku izmedu ove dvije metode, tj. razlog zasto je Runge-
Kutta optimalna metoda mozemo promotriti i brzinu promjene radijusa. Koristimo
rjeSenja iz primjera 3.2.3. jer su promjene veoma ekstremne i vidljive zbog velikog

vremenskog intervala.

Vr(t) Euler Vr(t) Runge Kutta
1204 — Vr(t) — Vr(t)
~0.0004185 1
100
%0 4 ~0.0004190 1
601 5 _0.0004195
40 1
~0.0004200 1
20 1
0 ~0.0004205 1
0 1 2 3 2 5 0 1 2 3 4 5

Slika 16 Graficki prikaz brzine promjene Slika 15 Graficki prikaz brzine promjene radijusa u
radijusa u ovisnosti o proteklom vremenu od ovisnosti o proteklom vremenu od pocetka simulacije

pocetka simulacije (Euler). (Runge-Kutta).

Vidimo da Runge-Kutta metoda ima linearni i zanemarivi rast brzine promjene
radijusa(Slika 22) dok kod Eulerove metode raste eksponencijalno (Slika 21) sto

objasnjava kolaps Eulerove metode kod duzih simulacija.
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5. Primjeri putanja
Sada kada smo potvrdili da je Runge-Kutta brza i preciznija metoda za numericko

odredivanje putanje mozemo napraviti nekoliko zanimljivih simulacija s drugim

parametrima. Svi parametri dobiveni su s ' Trial and error' pristupom.

Trajektorija naboja u EM polju - Runge Kutta
E=[5 sin(t), 5 cos(t), 0]

Tablica 2 Parametri simulacije za primjer djeteline. E%%EE
Parametri simulacije -
m 1kg
q 1C
% 0m/s
E (5 sin(t)i + 5cos(t)f) V/m?
B 5kT
Slika 17 3D prikaz putanje naboja
za primjer djeteline.
Trajektorija naboja u EM polju - Runge Kutta
Tablica 3 Parametri simulacije za primjer akceleratora. e
Parametri simulacije "Vt{é‘f;’%]l
m 1kg
q 1C
v 0m/s
E (2 sin(5t) T + 2cos(5t)f) V/m?
B 5kT

Slika 18 3D prikaz putanje naboja za
primjer akceleratora.
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Trajektorija naboja u EM polju - Runge Kutta
E=[2 sin(4t), 2 cos(4t), 0]

Tablica 4 Parametri simulacije za primjer srca. B=l002]
Parametri simulacije T
m 1 kg
q 1C
v 0m/s
E (2 sin(4t)i + 2cos(4t)f) V/m?
B 5kT

Slika 19 3D prikaz putanje naboja
za primjer srca.
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6. Zakljucak

Koristili smo jednostavni slucaj kada znamo analiticko rjesenje, tj. kada se naboj
giba po kruznoj putanji pod djelovanjem konstantnog magnetskog polja. Analiti¢ko
rjesenje tog slucaja dano je kao [3]:

_mvy
9 |q|B

Znajuci analiticko rjeSenje mogli smo usporediti preciznost i vremena izvr$avanja

svake od metoda.

Usporedivanjem preciznosti te dvije metode vidimo da je Runge-Kutta preciznija
metoda neovisno o vremenskom intervalu kojeg koristimo pri racunanju numericke
derivacije, tj. nagiba krivulje. To nam pokazuje da je Runge-Kutta bolja metoda

ako nam je potrebna precizna simulacija.

Takoder uskladivanjem vremena izvrSavanja metoda uocavamo da za jednaka
vremena izvrSavanja Runge-Kutta i dalje daje preciznije rezultate. Ukoliko nam
treba jednostavna simulacija koja nam sluzi kao 'proof of concept' ili kao provjera
da je algoritam ispravan prije nego Sto krenemo trositi vrijeme na duge precizne

simulacije, Runge-Kutta je i dalje bolja metoda.

Stoga vidimo da je Runge-Kutta bolja metoda neovisno o tome kakva simulacija

nam je potrebna te neovisno o resursima koje imamo na raspolaganju.

U svim primjerima smo Koristili Runge-Kutta metodu drugog stupnja [1].
KoriStenjem metode treCeg stupnja mogli bi posti¢i preciznije rezultate, ali bi
vrijeme izvrSavanja bilo duze te bi ponovno morali provesti iste provjere i
usporedbe da bi u konacnici znali da li nam je ta metoda bolja za na$ specifi¢ni

slucaj.
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