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1 Uvod

Kvantno tuneliranje tek je jedna od mnogih kvantnih pojava koje Cestice dimenzija atoma
(reda veligine od oko 1 A = 1071%m) imaju u mirkoskopskom svijetu. Kvantno tuneliranje, kao
i cijela kvantna mehanika omogucéuje nam opisivanje Cesticavrlo malih dimenzija, onda kad

naizgled dolazi do ,,urusavanja“ zakona klasi¢ne mehanike.

Kvantno tuneliranje jest kvantnomehani¢ka pojava pri kojoj postoji vjerojatnost da
elementarna Cestica svlada potencijalnu barijeru i kada to zakoni klasi¢ne fizike ne dopustaju.
[1] U okviru klasi¢ne fizike, ako Cestica naleti na barijeru ¢ija je kineticka energija manja od
potencijalne barijere, Cestica ¢e se odbiti o barijeru, dok u kvantnomehani¢kom svijetu postoji
vjerojatnost da Cestica prode kroz tu barijeru. Pokaze se da kvantna mehanika, pa tako i kvantno
tuneliranje, ne ,.krSe zakone klasi¢ne mehanike. No, postavlja se pitanje, zasto jednostavno ne
koristiti kvantnu mehaniku i pri ve¢im dimenzijama? Matematicki, vrlo je komplicirano
rjeSavanje problema u mikroskopskom svijetu pa kad je god mogucée, nastoji se zaobici kvantnu
mehaniku i njezin formalizam. Neki problemi ¢ak se i ne mogu analiticki rijesiti. Problem
kvantnog tuneliranja slikovito je prikazan na slici 1.

Kvantno tuneliranje moguce je zbog valnih svojstva Cestica, tj. dualne prirode materije.
Svaku Cesticu mozemo promatrati kao val. Zbog toga, u kvantnoj mehanici, svaku cesticu
mozemo opisati nekom valnom funkcijom. Tu valnu funkciju koristimo kako bismo opisali
polozaj Cestice u danom vremenu, vjerojatnost da ¢esticu nademo u nekom dijelu prostora ili

odredimo energije Cestice koje mozemo izmjeriti i s kojom vjerojatnoscu.

Tuneliranje takoder moze biti objasnjeno pomocu Heisenbergova principa, principa koji nam
kaze da ne mozemo istovremeno izmjeriti i polozaj i koli¢inu gibanja Cestice S jednakom
preciznoS¢u. To omogucava da se Cestica nade iza barijere €ija je visina i1 znanto veca od

kineticke energije Cestice.

Kvantno tuneliranje dalo je velik doprinos, ne samo u kvantnoj fizici nego i razvoju znanosti
i tehnologije. Efekt tuneliranja objasnjava pojmove u biologiji, nanotehnologiji, elektronici
(tunelske diode, Zener diode) itd.
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Slika 1. Covjek koji gura predmet preko ,, barijere* i predmet koji ide kroz barijeru, to jest
efekt kvantnog tuneliranja. (Slike preuzeta iz https://newatlas.com/ [2])



https://newatlas.com/
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2 Formalizam kvantne mehanike

Da bismo uopée mogli proucavati kvantno tuneliranje, vrlo nam je bitno definirati osnovne
pojmove koje ¢emo koristiti u analizi, barem ukratko uvesti osnovne formalizma Hilbertovog
prostora te objasniti pojam valne funkcije.

2.1 Hilbertov prostor i valne funkcije

Kazemo da je skup vektora {¥, @, y, ...} 1 skup skalara {a, b, c,...} Hilbertov prostor H ako
su zadovoljena sljedeca Cetiri svojstva:

a) Prostor H' je linearan prostor.
b) Na H je definiran skalarni produkt, koji treba biti pozitivan.
¢) Prostor H' je separabilan, to jest, postoji Cauchyjev niz ¥,,€ H takav da za svaki
Y e H'i e > 0 postoji barem jedan W, u nizu za koje je ||¥ — ¥, || < &.
d) Prostor H je kompletan, to jest, svaki Cauchyjev niz ¥,,€ H definira jedinstven niz

Y € H takav da lim ||¥ — W,,|| = 0. [3]
n—oo

Skalarni produkt oznacavat ¢emo sa (@, y), uz ®eH; i yeH. U principu skalarni produkt
nije komutativan. Zaista, jer (®,x) = ®*x i (x, ) = X", pa jednakost o¢igledno ne vrijedi.

2.2.1 Kvadratno-integrabilne funkcije

Da bi imalo smisla uop¢e promatrati skalarni umnozak neke funkcije, htjeli bismo da postoji
rjeSenje skalarnog produkta. Zbog toga ¢emo definirati kvadratno integrabilne funkcije.
Skalarni produkt funkcija W(x) i ®(x) dan je sa:

¥, 0) = f‘l’*(x)(b(x)dx, (2.1)

Ako integral divergira, tada skalarni produkt ne postoji.

Za funkciju W(x) kazemo da je kvadratno integrabilna ako je skalarni produkt te funkcije sa
samom sobom, tj. (¥, ¥) = [|¥(x)|?dx, konatan. Takve funkcije zadovoljavaju uvjete
Hilbertovog prostora.

Dobar primjer kvadratno integrabilnih funkcija su valne funkcije u kvantnoj mehanici
Y(#,1), za koje vrijedi:
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+00 +

+ o0 (00
f|‘1’(?,t)|2d3r= f dx f dyf |W(# t)|?dz = 1, (2.2)

o)

odnosno, vjerojatnost da pronademo cesticu u cijelom prostoru je 1 (tj. izrazeno u postocima
to je 100 %). Svaka valna funkcija koja nije kvadratno integrabilna, u kvantnoj mehanici
nema fizikalno znacenje. [3]

2.2 Diracova notacija

Kako bismo $to jednostavnije rijesili neki problem u matematici ili fizici, biramo za to
povoljne koordinatne sustave. Primjerice, zbog toga neke integrale radije rjeSavamo pomocu
polarnih koordinata, a druge pomocu eliptickih ili kartezijevih koordinata, i sli¢no.

U kvantnoj mehanici, ovisno o vrsti problema, koristimo drugacije notacije. Bitno je za

napomenuti da su sve notacije medusobno ekvivalentne.

2.2.1 Osnovni elementi Diracove notacije
Osnovni elementi Diracove notacije su:

a) Ket (oznaka: | ¥ >). Pripada vektorskom prostoru H, to jest, ket-prostora.
b) Bra (oznaka: < ¥ |). Elementi su dualnog prostora H'y.

a. Zasvaki ket, postoji jedinstveni bra, i obrnuto.
c) Skalarni produkt (oznaka (,%)) - < @ | ¥ > [3].

U valnoj mehanici probleme zapisujemo i rjeSavamo pomoc¢u valnih funkcija W(#,t), dok u
opéim problemima kvantne mehanike ¢es¢e radimo s ketovima | ¥ >. Jednako kao i valna
funkcija W(#,t) tako i |W > potpuno opisuje stanje Cestice. Ketovi su neovisni o
reprezentacijama.

Skalarni produkt u koordinatnoj reprezentaciji dan je sa:

<P|¥>= jd)*(?, DW(# )d3r, (2.3)

2.3 Operatori

Definicija operatora: Operator A je matemati¢ko pravilo koje kad djeluje na ket | ¥ > tako
da ga transformira u drugi ket | ¥’ > u istom prostoru, analogno vrijedi i za bra.

AlW>=¥V>, <Y|4d=<V¥|
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Djelovanje operatora analogno zapisujemo i u sluc¢ajevima djelovanja na valnu funkciju. [3,
6]

Kazemo da je operator A linearan operator ako za bilo koje vektore |¥; > i |¥, > i bilo koje

kompleksne brojeve a, b vrijedi:
A(al¥;, > +b|¥; >) = ad|¥, > +bA|¥; >, (2.4)
(K V¥ la+<W|h)A=a< VW, |A+b< W4 (2.5)
Kazemo da je operator A hermitski ako je:
A=ATili <Y|2|¥' >=<¥ |4 |¥ >, (2.6)

Jedan od postulata kvantne mehanike kaze nam da za svaku izmjerljivu fizikalnu veli¢inu A
koja se naziva dinamicka varijabla, postoji odgovarajuéi linearni hermitski operator A &iji
svojstveni vektori tvore potpunu bazu. Za vektor stanja |¥ > kazemo da je svojstveni vektor
operatora A ako

AlY >=aqa|l¥ >, (2.7)
gdje je a kompleksni broj, svijstvena vrijednost operatora A.

Mijerenje opservable A moze se formalno prikazati djelovanjem operatora A na vektor stanja
|W(t) >. Jedini moguéi rezultat takvog mjerenja je jedna od svojstvenih vrijednosti a,
operatora A. Ako je rezultat mjerenja A na stanje |W(t) > svojstvena vrijednost a,,, stanje
neposredno nakon mjerenja dano je projekcijom |[¥(t) > na svojstveni vektor |¥,, > koji
odgovara svojstvenoj vrijednosti a,, operatora A.

2.4 Schrodingerova jednadzba

Schrédingerova jednadzba daje nam odgovor na dinamiku cestice mase m u n-
dimenzionalnom potencijalu V(xq, x5, ..., x,). Ukoliko govorimo o jednodimenzionalnom
problemu, i vremenski neovisnim funkcijama W(x) i V(x), tada je Schrédingerova jednadzba
oblika:

h? d?¥(x)
" 2m dx?

FV(OP(X) = E¥Y(x), (2.8)

gdje je E ukupna energija Cestice. [3]
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Slika 2. Oblik potencijala ovisnosti o energiji E (slika preuzeta iz
https://www.dummies.com/education/science/quantum-physics/measuring-the-enerqy-of-
bound-and-unbound-particles)

Vremenska evolucija sustava dana je vremenskim ovisnom Schrddingerovom jednadzbom:

ih————— = H|¥(t) >. (2.9)

a|¥(t) >
ot

gdje je H operator hamiltonijana koja predstavlja energiju cijelog sustava.



https://www.dummies.com/education/science/quantum-physics/measuring-the-energy-of-bound-and-unbound-particles
https://www.dummies.com/education/science/quantum-physics/measuring-the-energy-of-bound-and-unbound-particles
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2 Kvantno tuneliranje — jednodimenzionalni problemi

Kao $to smo ve¢ napomenuli u uvodu, kvantno tuneliranje jest efekt koji se pojavljuje
svugdje ali neznatan je efekt sve dok ne ,,spustimo* do Cestica dimenzija atoma, to jest reda
veli¢ine 1 A. Kvantno tuneliranje pojava je koja dopusta da Gestica, u nekoj vjerojatnosti, prode
barijeru, neovisno o tome slazu li se klasi¢na fizika s time ili ne.

U nize opisanim primjerima analizirat ¢emo dinamiku Cestica jednakih masa m koje se
jednakim brzinama gibaju s lijeva na desno.

3.1 Potencijalna stepenica 0 < x < +o

0, x <0
Vi) = {VO, x>0

_____ dee =k ‘
Vo Mo
————— — — — — —— b‘
a) B S—ikyx C) Be—tkix
Celk2x — Ce—hx
."("A"l {e?F1X
e - X s X
0 0
lwr (x)? lw (x)?
+
b) d)
as X X

Slika 3. Prikaz potencijalne stepenice zajedno s orijentacijama upadnog, reflektiranog i
transmitiranog vala (a, i c) te odgovarajuce gustoce vjerojatnosti (b i d) za slucajeve kada je
E > V, odnosno E < V,, (slika preuzeta iz
https://bibliotecatrevijano.files.wordpress.com/2017/10/zettili.pdf)
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U ovom problemu kratko ¢emo raspraviti faktor transmisije, to jest faktor koji nam kaze koja

je vjerojatnost pronalaska Cestice iza barijere.
Problem ¢emo razdvojiti na dva slucaja, kad je E > V; i E < V,, kako je prikazano na slici 3.
a) E>V,

Schrédingerova jednadzba koja opisuje dinamiku Cestice problema su:

2
<% + kf) Y, (x) =0 (x <0), 3.1

dZ
<W ' k§> W00 = 0 (x < 0), (32)

Uzk, = /Z;"—E ik, = /—2’" ;‘Z‘V‘”

A odgovarajuca rjesenja su:

Y, (x) = Aet1* + Be~*1* (palna funckija prije barijere), (3.3)

¥, (x) = Ce™2* (valna funkcija unutar barijere), (3.4)
.. . - - isi cetk2X|  k, ¢
Dobije se da je koeficijent transmisije T = [Lrensmisiraneg| _ |C¢ 2| _ k2 £} 2 gg4pagng
Jincidencije Aet*1 ki A

_ 4 _ k2 _ f )
T_(1+I$)2'K_k1 1 E"

Zanimljivo je ovdje re¢i da znamo da je 1 =R + T, gdje je R koeficijent refleksije, i o¢igledno
je T # 1, pa zakljucujemo da postoji i reflektirani dio vala (Sto je razlika od zakona klasi¢ne
fizike).
b) E<V,
Za podrucje x < 0 vrijedi ista Schrodingerova jednadzba (3.1) te pripadajuce rjeSenje dano
jednadzbom (3.3), dok je za podrucje x > 0 Schrédingerova jednadzba je dana sa:

d2
<E - k’%) IPZ(X) =0 (X = 0), (35)
gdje je k'3 = W’ ¢ije je rjesenje:

Y,(x) = Ce™*2* + Dek2* (x > 0), (3.6)
Imat ¢emo da je T =0, to jest, R = 1, §to je ocekivano.

No treba pripaziti da u kvantnoj mehanici postoji vjerojatnost razlic¢ita od nule da valna

funkcija prode kroz zabranjeno podrucje.
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3.2 Potencijalna barijera0 < x < a

Kao i u slucaju potencijalne stepenice, prou¢avamo jednodimenzionalni problem rasprsenja, ali
o potencijalnu barijeru. I ovdje ¢emo problem razdvojiti na dva slucaja, kadje E> Vy i1 E <V,
kako je prikazano na slici 4.

Fix) Fix)

______ I e |
Vo Mo
————— o —————— E
a) Bc—:»’. X De tkyx c) BL,—[AII (-"A'_v\
- +
._",1‘1\ (",A‘,‘l ['.’t"“‘ ;’L"‘h‘ I)‘,—P'\_'\ I:'(,A.l(\
Y P —_—— x
0 a 0 a
|y (x)]? [y (x)]?
| x x
0 a 0 a
E>W E<W

Slika 4. Prikaz potencijalne stepenice zajedno s orijentacijama upadnog, reflektiranog i
transmitiranog vala (a, i c) te odgovarajuce gustoce vjerojatnosti (b i d) za slucajeve kada je
E > V, odnosno E < V, (slika preuzeta iz (Slika preuzeta iz
https://bibliotecatrevijano.files.wordpress.com/2017/10/zettili.pdf)

a) E>V,
Valne funkcije za podrucja definirana kao na slici 4 su:
P, (x) = Aetf1* + Be=#1* x < 0 (valna funkcija prije barijere)

Y =1{Y,(x) = Ce*2* + De~2¥ (0 < x < a (valna funkcija unutar barijere).
Y,(x) = Eetf1*, x > a (valna funkcija nakon barijere)

eiklx

Dobije se da je koeficijent transmisije T =

E 2
Aeikix| ™ |Z|

1 , -1 E 2m V,
T = 1+m51n20\\/€—1)] ,LLZSZVOlA:a T
Zanimljivi su uvijek specijalni slucajevi, kad je E > V, odnosno € > 1, tada je faktor

transmisije priblizno 1.
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b) E<V,

P, (x) = Aetf1* + Be™#1* x < 0 (valna funkcija prije barijere)
Y ={Y,(x) = Ce’*2* + De~2¥ (0 < x < a (valna funkcija unutar barijere),
V. (x) = Ee'®* x > a (valna funkcija nakon barijere)

Uz k1 ’Zm Ikz 2m (E VO)

Zelimo vidjeti koliko iznose koeficijenti refleksije i transmisije valova:

R = ﬁ (3.7)
|Al?
|E|?
= A7 (3.8)
Konstante B, C, D i E mogu se dobiti kao u ovisnosti o A iz grani¢nih uvjeta. Valne funkcije
P(x)i # moraju biti neprekidne u tockama x =0 i x = a redom:
¥1(0) = ¥,(0), T2 = 20y, () = W3 (a), T = T2
Iz ovih jednadzbi dobije se:
A+B=C+D, (3.9)
iki(A—B) = k,(C — D), (3.10)
Ce'2a + Detk2a = Fetk1a, (3.11)
k,(Ce %24 — De=k22) = jk Ee~ 14, (3.12)

Posljednje dvije jednadZzbe daju izraze za C 1 D:

kq E k .
=_—(1 ellki— kz)a D = (1 - 1) i(k1—k2)a
( + lk > lkz

Ubacujuci ove dvije jednadzbe u (3.9) i (3.10), i pri tome kad sve podijelimo sa A, dobivamo:

E k,
— _ _ ,ikqa —
1+ 1-7° [cosh(kza) lkz smh(kza)] (3.13)
- E = Eeikla [cosh(k a) + iﬁsinh(k a)] (3.14)
A - A 2 k2 2 ) .

10
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Iz toga slijedi:

B ki+k3 k3—k? o

—=—i 2 cosh(k [ inh(k 1

1 i Kok cosh(k,a) +i Kk sinh(k,a)| , (3.15)

2_ 1,2 -1

E —ik .kZ_kl ,
— = 2e7 %12 (2 cosh(k,a) + i sinh(k,a)| . (3.16)
A K.k,

Pa su koeficijentiR i T:

k2 +k3\’ ' k3—k3\"
R = (=2 sinh?(kya) |4 cosh?(kya) + i | —=—2=) sinh?(k,a)| |, (3.17)
kik, kik;,
_ -1
E| (k3—kE\©
T = |— = 4|4 cosh?(kya) + i sinh?(k,a)| . (3.18)
A K.k,
Mozemo zapisati R kao funkciju o T:
1 (k2+k2\*
R=7 ( lilk;) sinh?(k,a) (3.19).

Kako vrijedi da je cosh?(k,a) = 1 + sinh?(k,a), imamo:

-1

2 1,2\ 2
T=[1+1<k1+k2) sinhz(kza)] . (3.20)

4\ &k,

Bitno je napomenuti da je koeficijent transmisije T konacan, tj. moguénost transmisije Cestice
zax = a razlicita je od nule (dok bi kod klasi¢ne fizike, koeficijent transmisije bio jednak nula).
To je zbog efekta kvantne mehanike, tj. da se Cestice ponaSaju kao valovi (imaju dualna
svojstva).

Buduc¢i da vrijedi:

( ll: l: 2> < ° > E Ir - E (3 21)
1n2 ﬂE(I/() - E) ( 0 )’ .

1 V2T

R = stinhz (%\/ 2m(V0 - E)), (3.22)
1V o qa !
T = [1 + stmh (EN/Zm(VO - E))I ’ (323)

11
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R sinh? (/1 (1— e)), (3.24)

_ T
"~ 4e(1-¢)

-1

T = [1 + ﬁsmhz (/1 (1- e))] , (3.25)

Vo . E
Uz A=a [2m=icg=—.
h? Vo

Za E < V, se pokaze da faktor transmisije je razliciti od 0, pa postoji kona¢no kvantno
tuneliranje nakon barijere x > a.

Uzimaju¢i klasi¢nu granicu kad }lir%h = 0, koeficijent transmisije T — 0, pa imamo

oc¢ekivanu pojavu u klasi¢noj mehanici gdje je koeficijent refleksije R — 1. [3]

3.3 Wentzel-Kramers-Brillouin aproksimativna metoda

Efekt tuneliranja deSava se u klasiécnom zabranjenom podrucju, tj. kada je potencijalna
energija manja od energije barijere E < V(x). To je dio podru¢ja izmedu x; do x, na slici 5.
Tocke x;,i = 1,2 nazivaju se prijelomne klasi¢ne tocke.

Fix) Fix)

(a)

Slika 5. a) tuneliranje kroz potencijalnu barijeru b) aproksimacija potencijala V(x) pomocu
infitezimalenih pravokutnika sirine Ax; (Slika preuzeta iz
https://bibliotecatrevijano.files.wordpress.com/2017/10/zettili.pdf)

Dobije se da je koeficijent transmisije vala priblizno jednak: [3]

T ~ e‘zy% f J2m(V (x) — E)dx. (3.26)

12


https://bibliotecatrevijano.files.wordpress.com/2017/10/zettili.pdf

Filip Krstulovi¢: Kvantno tuneliranje — koncepti i primjena

3 Primjena kvantnog tuneliranja

U ovom poglavlju ukratko ¢emo proci kroz dva bitna primjera primjene uéinka kvantnog
tuneliranja u fizici. Takoder, njegova primjena vazna je i u drugim znanostima, tehnici i
medicini te ¢emo spomenuti nekoliko odabranih primjera.

4.1 Alfa Raspad

Kako su privlacne sile izmedu nukleona kratkog dometa, ukupna energija vezanja u jezgri
priblizno je proporcionalna masenom broju A, to jest broju nukleona u jezgri. S druge strane,
odbojna sila medu protonima u jezgri proporcionalna je sa Z2 (Z je atomski broj). Jezgre koje
imaju velik broj nukleona, otprilike 210 nukleona i viSe, nastoje posti¢i svoju stabilnost
smanjenjem svoje veli¢ine, tj. emisijom alfa-Cestica (jezgre sHe). Razlog zasto je vise slucajeva
u kojima se odvajaju alfa-Cestice u odnosu na slucajeve pojedinacnog odvajanja nukleona jest
u tome da je energija vezanja alfa-cestice jako velika.

Uobicajni zapis za alfa raspad je:

(A,2) > (A—4,Z —2) + %He, (4.1)
Energija oslobodena po alfa raspadu iznosi: Q, = (m; — my — my)c?, gdje je:

m; — masa pocetne jezgre

ms — masa konalne jezgre

m, — masa alfa — Cestice .

. . . . . . A-4
Kineticka energija alfa-Cestice moZe se dobiti pomocu: Ey , ~ - Qe

4.1.1 Kvantno mehanicki model alfa raspada

Barijeru je najlakSe predstaviti ako promatramo inverzan proces u kojem se alfa-Cestica iz
beskonacnosti priblizava jezgri naboja Ze. lzvan jezgre alfa-Cestice osje¢amo Coulombov
odbojni potencijal:

2Ze*  2.887
r r(fm]

Mehanizam emisije alfa-Cestice je tuneliranje kroz potencijalnu barijeru, jer su mjerene

Ve(r) =

[MeV].

kineticke energije alfa-Cestice 4 do 6 puta manje od visine potencijalne barijere te se po
klasi¢noj fizici taj raspad ne bi mogao dogoditi. [14]

13



Filip Krstulovi¢: Kvantno tuneliranje — koncepti i primjena

Energija Energija
[ Putm;:ijalpa?a'gia
Alfa-Cesticane moze - Conin i
klasicno pobjeCi Alfa-Cesticene s

oze klaCicnopro i
_____ D ' . "7 7 KinetiCkaenergija W
__ alfa-Cestitce

(a) (b)

Slika 6. a) U klasicnoj fizici, alfa-cestica s manjom kinetickom energijom od potencijalne
energije barijere ne moze proci niti izaci iz jezgre radijusa R,. b) U kvantnoj fizici, Cestica ¢e
tunelirati kroz potencijalnu barijeru, i vjerojatnost da prode kroz barijeru smanjuje se ovisno
0 visine (njene potencijalne energije) i sirini barijere (Slika preuzeta iz sestog izdanja knjige
,, Concepts of Modern Physics* autora Arthur Beisera)

Model koji je predlozio George Gamowa jest da se raspad po jedinici vremena A moze dobiti
iz
A =T, (4.2)

gdje je broj v broj puta koliko Cestica unutar nukleona udari potencijalnu barijeru u jednoj
sekundi, a T je vjerojatnost da se Cestica transmitira kroz barijeru, odnosno koeficijent
transmisije. Broj v se moze dobiti iz sljedece jednadzbe:

!

v

TR 4.3
2R, (4.3)

Vv =
v’ je brzina alfa-Cestica kad napusti jezgru, a R, je radijus jezgre.

Iz tipi¢nih vrijednosti R, = 10~ m i v’ = 2 - 10”m/s dobije se da je:

v =10%1s"1,

14
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4.2 Pretrazni mikroskop s tuneliranjem (STM)

Pretrazni mikroskopi s tuneliranjem (engl. Scanning Tunnelling Microscope, skra¢eno
STM) mikroskopi su koji rade na nacelu kvantnog tuneliranja. STM razvili su Gerd Binnig i
Heinrich Rohrer. Kako tuneliranje elektrona kroz potencijalnu barijeru eksponencijalno pada
0visno o §irini barijere, a STM u ovom radu koristi tu ovisnost o Sirini barijere. [11]

Jednostavni kvantni model metala mozemo zamisliti na nacin da se elektroni blizu privlacne
potencijalne barijere gibaju zbog resetke pozitivnih iona metala. Kako je potrebna energija da
izbacimo elektrone iz metala, treba postojati elektronicki ,,otvorena kutija“ ili barijera da ih
zadrzava (slika 7 a)). Primijenimo li snazno pozitivno elektri¢no polje na metal, elektri¢ni
potencijal ¢e izgledati kao na slici 7 b). Jos uvijek postoji barijera koja ne dopusta da elektroni
izlaze iz metala slobodno, ali je mogucée da elektroni tuneliraju kroz barijeru. Ovaj proces
tuneliranja je osnovni proces u radu STM-a. [12]

. ’ R g
el. polja

Energija elektrona Energija elektrona

S [
Potencijalna barijera

3

Slika 7. @) Pojednostavijena slika elektrona u potencijalnoj ,,otvorenoj kutiji*“ metala.
Izlomljena linija prikazuje energiju tipicnu za energiju koja stvara elektricnu struju. Energija
je manja od barijere, elektroni ne mogu napustiti ,, otvorenu kutiju ‘. b) Slika prikazuje sliku a)
modificiranu na nacin da smo dodali elektricno polje. No kako je sad barijera tanja, postoji
mogucnost tuneliranja elektrona kroz otvorenu barijeru. (Slika preuzeta iz ,, The New Quantum

Universe Patrick “ autori: Walters i Tony Hey)

Takoder postoji i mikroskopi atomskih sila (engl. Atomic Force Microscope, skraceno AFM),
koji snimaju preciznu sliku pomicanja vrha nanometarske veli¢ine po povrsini slike, dok STM
radi na principu kvantnog tuneliranja. Jo$ jedna razlika koja se moze vidjeti je da vch AFM-a
lagano dodiruje povrsine koju snimamo, dok se vrh ST mikrskopa drzi na maloj udaljenosti od

povrsine. [15]
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4.3 Kvantno tuneliranje u elektronici

Ucinak kvantnog tuneliranja svoju znacajnu primjenu nasao je u elektronici. Na primjer, cijeli
spektar tunelskih dioda baziran je na tuneliranju elektrona kroz barijeru.

Diode su poluvodici koji dopustaju protok struje u jednom smjeru mnogo vise nego u drugom
smjeru. Rezonantne tunelska dioda (RTD) je dioda koja ima strukturu rezonantnog tuneliranja
tako da elektroni mogu proci kroz neka rezonantna stanja na odredenim energetskim nivoima.
Rezonantna tunelska diode ima rezonantni napon na kojem ¢e dioda se ponasati kao normalna
zica. Pomoc¢u dva tanka sloja jedan pored drugoga dobivamo barijeru koja stvara diskretne
energijske razine (slika 8). [2]

Rezonantna tunelska dioda moze biti nacinjena razli¢itih materijala i razli¢itih struktura
rezonantnog tuneliranja pa tako razlikujemo Esaki diode, dvostruke ili trostruke barijere. [8]

8ik1$ Bekgm Deiklﬂr Fekgm Heiklﬂ?
o o——

Y

-t
-+

Ae—iklx Ce—kzcc Ee—iklx Ge—kzx

Slika 8. Profil dvostruke barijere s cesticom manje energije nego energije visine barijere.
(Slika preuzeta iz https://en.wikipedia.org/wiki/Resonant-
tunneling_diode#/media/File:Double_square barrier_potential.png)
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4.1.2 Esaki ili tunel diode

Esaki dioda je poluvodi¢ka dioda koja ima efektivno negativnog opiranja zbog kvantnog
tuneliranja. Cesto se u literaturi spominje kao prvi kvantno mehanicki uredaj.[8] Efekt
negativnog otpora omogucava da rade kao oscilator ili kao amplifikator. [6] Oscilatori stvaraju
periodicke elektri¢ne signale, ¢esto kao sinusnog, pravokutnog ili pilastog oblika, [5] dok su
amplifikatori uredaji koji mogu povecati jacinu signala. [7] Da bi Esaki dioda funkcionirala,

nuzno je da Sirina barijere ne bude vec¢a od 10 nm.

Rub provodne trake
\ 4

put tunneliranja: 10nm ubvalentnog pojasa

Slika 9. Dijagram koji pokazuje efekt Esaki diode na naponu V}, koji inducira tuneliranje od
n-n-tipa do p-tipa dijela (Slika preuzeta iz
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC3417806/)

Kako funkcioniraju tunelske diode? U tunelskoj diodi, provodljivi pojas materijala n-tipa
preklapa se valentnim pojasom materijala p-tipa. Zbog ovog preklapanja, provodljivi pojas
elektrona u n-dijelu i Supljine u valentnom pojasu u p-dijelu su na sli¢nim energetskim nivoima.
Kada temperatura naraste, neki elektroni tuneliraju iz n-dijela vodljivog pojasa to p-dijela
valentnog pojasa. Sli¢no, Supljine tuneliraju iz p-valentnog dijela do n-vodljivog dijela. No,

ukupna elektri¢na struja bit ¢e nula jer je jednak izmijenjeni broj slobodnih elektrona i Supljina.

Kada dodamo niski napon u tunel diodu, napon manji od napona tunel diode, kroz spoj nece
teci struja. No, mali broj elektrona vodljivog pojasa n-dijela tunelirat ¢e prema Supljinama u
valentnom p-dijelu. Zbog toga ¢emo imati malu tunelsku struju, koja je uzrokovana niskim

naponom, kao §to je prikazano na slici 11.
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P-dio N-dio

Mala tunelska

— struja

Napon(V)

Slika 10. Vrlo mala tunelska struja uzrokovano naponom manjim od napona diode. (Slika
preuzeta iz https://www.physics-and-radio-electronics.com/electronic-devices-and-
circuits/semiconductor-diodes/tunneldiode-howitworks.html)

Kada malo povec¢amo napon na tunel diodi, generira se ve¢i broj slobodnih elektrona u n-dijelu
1 Supljina u p-dijelu. Zbog povecanja napona, preklapanje vodljivog i valentnog pojasa se
povecava te poteCe najveca tunelska struja. Nakon jo§ veéeg povecanja napona, dolazi do
neuskladenja izmedu vodljivog i valentnog pojasa. Zbog toga elektroni pocinju tunelirati kroz
vodljivi pojas n-dijela do valentnog pojasa p-dijela pa se tunelska struja smanjuje.

Ukoliko dodamo veliki napon, tunelski efekt dolazi do 0, i tunel dioda se ponasa kao

standardna P-N dioda i struja normalno tece.

P-dio N-dio

Ec

Struja(l)
—>
/

Nematunelske struje
maximalnanormalna struja

2)

Y

Napon(V)

Slika 11. Cijeli proces funkcioniranja tunel diode. U a) dijelu imamo maksimalnu tunelsku
struju, te pri povecavanju napona ta struja pada (b) sve dok ne naglo pove¢amo napon gdje
¢e biti nulta tunelska struja ali maksimalna struja koja tece kroz standardnu diodu. (Slika
preuzeta iz https://www.physics-and-radio-electronics.com/electronic-devices-and-
circuits/semiconductor-diodes/tunneldiode-howitworks.html)
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Prednosti tunelskih dioda su $to imaju ve¢i Zivotni vijek, odli¢ne su za rad pri velikim brzinama,
jer je efekt kvantnog tuneliranja kroz vrlo tanke slojeve brz proces, imaju relativno mali Sum i
malu potro$nju energije.

Nedostaci tunelskih dioda su to $to ih se ne mozemo proizvesti u velikom broju, te $to im
ulaz i izlaz nisu medusobno izolirani. [9]

4.4 Kvantno tuneliranje u biologiji

Kvantni efekti u biologiji imaju Sirok raspon primjena; od bioloskih procesa kao
fotosinteza, u stanicnoj homeostazi, kad stanice popravljaju DNA, u stani¢nom disanju i smrti
stanica. lako se kvantna biologija dosta razvila zadnjih godina, efekt kvantnog tuneliranja
unutar biologije jos uvijek nije dovoljno istrazeno.

p
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Slika 12. a) Shmatski prikaz zlatnih nanocestica (engl. gold nanoparticles, GNP) koristenih
kao opticke antena za snimanje Zivih stanica. b) Sematski prikaz GNP-a za detekciju citokroma
pustenih iz mitohondrija u citosol. c) Slika Zive stanice u tamnom polju s GNP. d) Sematski
prikaz QBET (kvantna biologija tuneliranja elektrona). e) Shmatski prikaz tuneliranja
elektrona kroz A/B/C spojeve. f) Spektar rasprsivanja sa kvantiziranih padova pri QBT
snimanju. (Slika preuzeta iz https://www.nature.com/articles/s41467-019-11212-x/figures/1)

Budu¢i da bioloSka istrazivanja nisu predmet ovog rada, ukratko je predstavljen jedan od
brojnih primjera primjene uc¢inka kvantnog tuneliranja u biologiji. Primjerice, na slici 12 e), dan
je prikaz pobudnog elektrona od fermijeve energije E do stanja povrsine plazmona (SP), te
njegovo tuneliranje kroz molekulsku barijeru do citokroma.
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4 Zakljucak

Koncepti 1 alati klasicne fizike dobro opisuju svijet koji svakodnevno opazamo, ali ako
krenemo u proucavanje Cestica dimenzija atoma, mogli bismo na prvu zakljuciti kako se
ponasaju protivno zdravom razumu. Zbog toga posezemo za konceptima 1 alatima kvantne
fizike. Ucinak kvantnog tuneliranja dozvoljava Cestici da se nade izvan barijere onda kad bi se
klasi¢na fizika tomu protivila.

U ovom radu dani su osnovni koncepti kvantnog tuneliranja te se na nekoliko
jednodimenzionalnih problema raspravila vjerojatnost da se Cestica nade u klasi¢no
zabranjenom podrucju. Takoder su se raspravili koeficijenti refleksije i transmisije valova koji
opisuju Cesticu u svakom trenutku, u bilo kojem dijelu prostora.

Ucinak kvantnog tuneliranja ima Siroku primjenu u fizici i drugim prirodnim znanostima,
elektronici i tehnologiji. Kako bismo to potkrijepili, u ovom radu proucili smo primjere
nuklearnog alfa raspada, principa rada pretraznog mikroskopa s tuneliranjem, tehnologiju
tunelskih dioda te smo spomenuli i neke primjene u biologiji (plazmati¢ne strukture). Tako su
navedeni osnovni koncepti nuklearnog alfa raspada koji je zasnovan upravo na
kvantnomehani¢kom tuneliranju alfa-Cestice kroz potencijalnu barijeru jezgre. Nadalje, ukratko
je opisan princip rada pretraznog mikroskopa s tuneliranjem, te su navedene osnovne razlike u
odnosu na mikroskop atomskih sila. U primjerima primjene koja nije direktno vezana uz fiziku
vidjeli smo kako je bez poznavanja ucinka kvantnog tuneliranja nemoguce objasniti procese u
suvremenoj elektronici (tunelske diode) te mnoge bioloske i kemijske procese.

Buduénost primjene kvantnog tuneliranja jest u mnogo brZzem beZicnom slanju podataka.
Naime, pomocu ucinka kvantnog tuneliranja mogucée je potpuno zaobi¢i pojacavanje i
moduliranje podataka da bismo ih mogli poslati i/ili dobiti. Stoga, na kraju mozemo re¢i da je,
bar Sto se razvoja 1 napretka tehnologije ti¢e, kvantno tuneliranje jedan od klju¢eva buduénosti.
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