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Uvod

Racunalni program je skup uputa ra¢unalu $to treba uciniti i kako to izvesti,
pisan u nekom programskom jeziku. Slavni britanski ra¢unalni znanstvenik Sir

Charles Antony Richard Hoare je jednom rekao:
"Najvaznije svojstvo racunalnog programa je ostvariti namgjere svog korisnika."

Semantika za programski jezik modelira ra¢unsko znacenje svakog programa.
Odnosno, ono §to se zapravo dogada kada se program izvrSava na nekom stvar-
nom rac¢unalu. To izvr8avanje je previse sloZeno da bi se moglo opisati u cijelosti.
Umjesto toga, semantika programskog jezika nudi apstraktne entitete koji pred-
stavljaju samo relevantne znac¢ajke svih moguéih izvrSenja i zanemaruje detalje
koji nisu bitni za ispravnost implementacija.

Obi¢no su jedine znacajke koje se smatraju relevantnima odnos izmedu ulaza
i izlaza te pitanje prekida li se izvrSenje ili ne. Detalji specifi¢ni za implemen-
tacije, kao $to su stvarne adrese u rac¢unalu na koje su pohranjene vrijednosti
varijabli programa, to¢no vrijeme izvodenja programa i sliéno, mogu se zane-
mariti u semantici.

Davanjem formalne semantike programskom jeziku, bavimo se izgradnjom
matemati¢kog modela. Njegova je svrha posluziti kao osnova za razumijevanje

i rasudivanje o tome kako se programi ponaSaju. Ne samo da je matematicki
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model koristan za razne vrste analiza i provjera, veé¢ i na temeljnijoj razini,
jer sam pokusaj definiranja znacenja programskih konstrukcija moze otkriti sve
vrste suptilnosti kojih je vazno biti svjestan.

Iz povijesnih razloga se smatra da se semantika programskih jezika sastoji

od triju sastavnica:

e Operacijska semantika opisuje znacenje programskog jezika navodenjem
nacina izvr8avanja na apstraktnom rac¢unalu, koje je teoretski model pro-
gramske podrske koriStene u teoriji automata. Neki od primjera apstrakt-
nih strojeva su kona¢ni automati (KA), potisni automati (PA), Turingovi

strojevi (TS), itd.

e Denotacijska semantika je tehnika za odredivanje znacenja programskih
jezika koju je pokrenuo C. Strachey i kojoj je matematicki temelj dala
Dana Scott. U jednom trenutku nazvana "matematicka semantika" ona

koristi apstraktnije matematicke koncepte.

o Aksiomatska semantika pokuSava popraviti znaCenje programskih kons-

trukcija uvodenjem pravila provjere unutar programske logike.

Aksiomatsku semantiku je prvenstveno razvio britanski ra¢unalni znanstve-
nik Sir Charles Antony Richard Hoare krajem 1960-ih. Glavni cilj je u pocetku
bio pruziti formalnu osnovu za provjeru ispravnosti apstraktnih algoritama.
Kasnije je okosnica primijenjena na definiciju programskih jezika, a razmatranje
aksiomatske semantike je utjecalo na dizajn brojnih programskih jezika kao Sto
je imperativni programski jezik Pascal.

Paradigma programskog jezika podrazumijeva konceptualizaciju opisa pro-
grama, odnosno sintakse, i izvodenja programa, odnosno semantike. Programske

paradigme pomaZzu razvrstati programske jezike na temelju njihovih znacajki.

ii
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Sredidnji koncept imperativne programske paradigme jest instrukcija ili na-
redba. Stroj tumaci svaku instrukciju u programu na nacin da ona mijenja
stanje stroja. Imperativno programiranje je usredotofeno na opisivanje rada
programa. Imperativni programski jezici sadrze strukture poput if, else, while,
for petlje, klase, objekte i funkcije. Programski jezici kao $to su Java, C i C#
su imperativni programski jezici.

Ovaj rad prezentira imperativni programski jezik IMP, ¢ije je ime skracenica
od rije¢i imperativan. On je rani sistemski programski jezik, kojeg je razvio Ed-
gar T. Irons krajem 1960-ih do ranih 1970-ih u Agenciji za nacionalnu sigurnost
(NSA). IMP se naziva imperativnim jezikom, jer izvrSavanje programa ukljucuje
izvodenje niza naredbi za promjenu stanja. U nastavku Zelimo sustavno pro-
vjeriti da program napisan u IMP-u radi ono $to od njega zahtijevamo. Stoga,
uvodimo Hoareova pravila.

Hoareova logika (poznata pod nazivima Hoareova pravila ili Floyd-Hoareova
logika) je formalni sustav s nizom logic¢kih pravila za rasudivanje o ispravnosti
ra¢unalnih programa. Izvorne ideje nalaze se u radu Roberta W. Floyda, koji je
objavio sli¢an sustav. Hoareova logika daje pravila za odnos izmedu tvrdnji o
vrijednostima varijabli prije i nakon izvrSavanja svake programske konstrukcije.
Obi¢no su doti¢ne konstrukcije samo iskazi.

Smatramo prikladnim podijeliti ovaj rad na uvod u jezik IMP, te njegovu
aksiomatsku semantiku, a nastaviti u skladu s konstrukcijama programskog je-
zika: while programi, rekurzivne procedure bez parametara, deklaracija varijabli
(lokalne varijable), subskriptne varijable i mehanizme parametara.

Cilj ovog rada je predo¢iti najrelevantnije probleme koji se odnose na Ho-
areovu logiku (naime, one koji se odnose na utemeljenost i potpunost) na siste-

matic¢an nadin.
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Poglavlje 1

Uvod u IMP

Ovo poglavlje predstavlja sintaksu programskog jezika IMP, jednostavnog je-
zika while programa. On je rani sistemski programski jezik, kojeg je razvio
Edgar T. Irons krajem 1960-ih do ranih 1970-ih u Agenciji za nacionalnu sigur-
nost (NSA). IMP se naziva "imperativnim" jezikom, jer izvrSavanje programa
ukljucuje izvrSsavanje niza eksplicitnih naredbi za promjenu stanja. Jezik IMP
ima aritmeticke izraze koji uklju¢uju domenu proizvoljno velikih cijelih brojeva,
logicke izraze, izraze dodjeljivanja vrijednosti, uvjetne izraze, while petlje i sek-
vencijalnu kompoziciju izraza. Ocekuje se da ¢e sve varijable koristene u IMP
programu biti deklarirane na poc¢etku programa. Formalno je ponasanje IMP-a
opisano pravilima koja odreduju kako se evaluiraju njegovi izrazi i izvrSavaju

njegove naredbe. Pravila pruzaju operacijsku semantiku IMP-a.

1.1 IMP - jednostavan imperativni jezik

Za pocetak nabrojimo skupove pomoc¢u kojih gradimo sintaksu IMP-a:

e N, skup brojeva koji se sastoji od elemenata skupa Z
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T = {true, false}, skup istinosnih vrijednosti

Loc, skup lokacija

Aexp, skup aritmetickih izraza

e Beap, skup Booleovih (logickih) izraza

Com, skup naredbi

Pretpostavljamo da je zadana sintakticka struktura brojeva i lokacija. Na pri-
mjer, skup Loc se moZe sastojati od nepraznih nizova slova ili takvih nizova
koje slijede znamenke i sl. U ovom neformalnom predstavljanju sintakse upotri-
jebit ¢emo pomoéne varijable, koje ¢e poprimati vrijednosti iz gore navedenih
sintaktickih skupova. Te varijable koje nam govore nesto o promatranom pro-

gramskom jeziku nazivamo metavarijablama.

1.1.1 Konvencija
Predstavljajuéi sintaksu IMP-a slijedit ¢emo sljedeé¢u konvenciju:

e n,m mogu imati vrijednosti iz skupa brojeva N

X,Y mogu imati vrijednosti iz skupa lokacija Loc

e @ moze imati vrijednost iz skupa aritmetickih izraza Aexp
e b moze imati vrijednost iz skupa logickih izraza Bexp

e ¢ moze imati vrijednost iz skupa naredbi Com

Metavarijable koje koristimo mogu se subskriptirati i superskriptirati. Tako,

npr. X, X', Xo, X1,Y"” oznadavaju elemente skupa Loc.
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1.1.2 Pravila formiranja IMP-a

U nastavku slijede pravila formiranja za cijeli IMP.

Za Aexp:

1. Zan € N s a := n definiran je aritmeticki izraz, tj. a € Aexp;
2. Za X € Loc s a := X definiran je aritmeticki izraz, tj. a € Aexp;

3. Ako su ay,as € Aexp aritmeticki izrazi, tada su ag + a1,a9 — aq i

ag - a1 takoder aritmeticki izrazi.
4. Izraz u IMP-u je aritmeticki izraz ako je nastao primjenom konac¢no
mnogo koraka uvjeta 1, 21 3.
Za Bexp:
1. Za istinosnu vrijednost iz skupa T' = {true, false} definiran je Bo-
oleov izraz, tj. za b:=true i b := false vrijedi b € Bexp;

2. Ako su ap,a; € Aexp aritmeticki izrazi, tada su s b := (ag = ay) i

b := (ap < ay) definirani Booleovi izrazi;

3. Ako su by,b; € Bexp Booleovi izrazi, tada su —b,bg A by i bg V by

takoder Booleovi izrazi;
4. Izraz u IMP-u je Booleov izraz ako je nastao primjenom konacno
mnogo koraka uvjeta 1, 21 3.
Za Com:
1. Izrazima c :=skip i ¢ := (X := a), (VX € Loc,Va € Aexp) definirane
su naredbe iz skupa Com;

2. Ako su b € Bexp, cg,c1 € Com, tada su cg;cq,if b then ¢, else ¢; i

while b do ¢ takoder naredbe iz Com;
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3. Izraz u IMP-u je naredba ako je nastao primjenom kona¢no mnogo

koraka uvjeta 11 2.

Gore spomenute logicke veznike redom nazivamo: — negacija, A konjunk-
cija, V disjunkcija. Sada nam je potrebna notacija da bismo izrazili da su dva
elementa e, e; istog sintaktickog skupa identi¢na, u smislu da su izgradeni na

potpuno isti nacin.

1.2 Evaluacija aritmetickih izraza (Aexp)

Temelj koji stoji u veé¢ini modela koji opisuju ponasanje programa je ideja stanja
odredenog sadrzajem na lokaciji. U odnosu na stanje aritmeticki izraz se evaluira
na cijeli broj, a Booleov izraz na istinosnu vrijednost (true ili false).
Rezultirajuée vrijednosti mogu utjecati na izvrSenje naredbi, $to ée dovesti
do promjene stanja. U ovom radu formalni opis ponaSanja IMP-a ¢e slijediti ovaj
smjer: prvo definiramo stanja, zatim evaluaciju cjelobrojnih i logickih izraza te

na kraju izvrSenje naredbi. Za podetak, uvodimo nove pojmove:

e funkcija ¢ : Loc — N sa skupa lokacija na skup brojeva koju nazivamo

stanjem
e . skup stanja

Napomena 1.1. Pisuéi o : Loc — N ne zahtijevamo da ¢ mora biti definirana

na cijelom skupu Loc, ve¢ moze biti definirana na nekom njegovom podskupu.

Tako vrijednost o(X) interpretiramo kao sadrzaj lokacije X u stanju o, za
oceX, X € Loc.
Promotrimo evaluaciju aritmetickog izraza a € Aexp u stanju o € X.. Parom

(a,0) moZemo predstaviti situaciju da izraz a ceka na evaluaciju u stanju o.

4
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Definirat ¢emo evaluacijsku relaciju izmedu takvih parova i brojeva
(a,0) = n

koja ima znacenje: izraz a u stanju o se evaluirao u n.

Parove {(a,0), gdje je a aritmeticki izraz i o stanje nazivamo konfiguracije
aritmetickih izraza.

Neka su n,ng,n1 € N, o0 € ¥, X € Loc, ag,a; € Aexp. MoZzemo odrediti

evaluacijsku relaciju na nacéin usmjeren prema sintaksi sljedeé¢im pravilima:

Evaluacija brojeva

(n,o) = n
Prema tome, bilo koji broj je veé evaluiran u samog sebe.

Evaluacija lokacija

(X,0) = o(X)
Prema tome, lokacija se evaluira u svoj sadrzaj u tom stanju.

Evaluacija sume

<a030—> — No <CL170'> — N1
(ap + a1,0) = n

, gdje je n suma brojeva ng i ny.

Evaluacija oduzimanja

(ap,0) = ng (a1,0) = ny
(ap — a1,0) = n

, gdje je n rezultat oduzimanja brojeva ny od nyg.

Evaluacija umnoska

<a0a0> — No <a1,a> — N1

, gdje je n umnozak brojeva ng i ni.
(ap - a1,0) = n

Kako ¢itamo takva pravila?
Pravilo sume se moZe procitati na sljedec¢i nacin: ako {ag, o) — ng i {a1,0) = ny

onda (ap + a1,0) — n, gdje je n zbroj brojeva ng i n;.
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Pravilo ima premisu (pretpostavku) i konkluziju (zaklju¢ak), a mi smo sli-
jedili uobi¢ajenu praksu pisanja pravila s premisom iznad i konkluzijom ispod
ravne linije.

Neka pravila, poput onih za evaluaciju brojeva ili lokacija, ne zahtijevaju

premisu. Ponekad se piSu s linijom, npr. kao

(n,o) = n’
Pravila s praznim premisama se nazivaju aksiomima.

Gornja pravila samo izrazavaju kako se lokacije i operacije +, —, - mogu eli-

minirati iz izraza kako bi se dobio broj u koji se oni evaluiraju.

1.3 Evaluacija Booleovih izraza (Bexp)

Neka su n,m € N, o € X, ag,a1 € Aexp, by,b1,b € Bexp, tg,t1,t € T.
Booleove izraze evaluiramo na istinosne vrijednosti iz skupa T' = {true, false}

koristeéi sljedeé¢a pravila:
(true,c) — true
(false,o) — false

(ap,0) = n{a1,0) = m
(ap = a1,0) = true

ako su n i m jednaki

(ag,0) = n{a1,0) > m

ako su n i m razli¢iti
(ap = a1,0) — false

— —
(a0,0) 7 n {a1,0) &> m ako je n manje ili jednako m

(ap < ay,0) — true
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(ap,0) = n{a1,0) > m
(ap < a1,0) — false

ako ne vrijedi da je n manje ili jednako m

(b,0) — true
(=b,0) — false

(b,0) — false
(=b, o) — true

<b0’ 0> —to <b170> -t die e ¢ true, ako tg = true i t1 = true
, ejet=
<b0/\bl,0>4)t gdqe] .
false, inace
(bo, o) = to (b1, 0) =t Lo et true, ako tg = true ili t; = true
, ejet=
<b0\/b1,0>—>t gqe]
false, inace

1.4 Izvodenje naredbi (Com)

Uloga aritmetickih i Booleovih izraza tj. elemenata skupova Aexp i Bexp je da
evaluiraju vrijednosti u odredenom stanju. Uloga programa, pa tako i naredbi
iz skupa C'om, je da se izvrsi da bi doslo do promjene stanja. Kad izvr§imo IMP
program, pretpostavit ¢emo da je u pocetku stanje takvo da su sve promatrane
lokacije postavljene na nulu. Dakle, inicijalno stanje oy € X ima svojstvo
o0(X) = 0 za sve lokacije X € Loc. Izvodenje se moze zavrsiti u kona¢no
mnogo koraka u zavrinom stanju ili moze nikada ne donijeti zavrsno stanje.
Par (c, o) predstavlja konfiguraciju iz koje ostaje izvrsiti naredbu ¢ € Com

iz stanja o € X. Definiramo relaciju

(c,0) = o’
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koja oznaCava (potpuno) izvrSavanje naredbe ¢ u stanju o koja se zavriava u

stanju o’ € .

Napomena 1.2. Neka je 0 € ¥ stanje, m € N, X, Y € Loc. Pisemo o[m/X]

za stanje dobiveno iz ¢ zamjenjujuéi njegov sadrzaj u X sa m, tj. definiramo

m, akojeY =X
olm/X](Y) =
o(Y) akoje Y # X

Primjer 1.3. Sada umjesto

mozemo pisati

(X :=5,0) = o[5/X],

gdje je o’ zapravo stanje o s promijenjenom vrijednosti 5 na lokaciji X, §to sada

smijemo oznacavati s o[5/X].

Relacija izvrSavanja za proizvoljne naredbe i stanja dana je sljedeéim pravi-
lima:

Pravila za naredbe

Atomarne naredbe:

Nizanje:
(co,0) = 0" {c1,0") = o
(co;¢1,0) = o’

Kondicionali:
(b,0) — true (cp,0) = o’
(if b then c¢q else ¢1,0) — o’
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(b,0) = false {(c1,0) = o’
(if b then c¢q else ¢1,0) — o’

While petlje:
(b,0) — false
(while b do ¢,0) = o

(b,0) — true (c,0) — o' (while b do ¢,0”) — o’
(while b do ¢,0) — o’

gdjesuo’,0”,0 € X, me N, a € Aexp, X € Loc, b € Bexp, cy,c1,c €

Com.
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Aksiomatska semantika

IMP-a

Semantika za programski jezik modelira rac¢unsko znacenje svakog programa.
Odnosno, ono $to se zapravo dogada kada se program izvrSava na nekom stvar-
nom rac¢unalu. Obi¢no su jedine relevantne znac¢ajke svih mogucih izvrSenja
programa zapravo odnos izmedu ulaza i izlaza te pitanje prekida li se izvrSenje
ili ne. Davanjem formalne semantike programskom jeziku bavimo se izgradnjom
matematickog modela. Njegova je svrha posluziti kao osnova za razumijevanje i
rasudivanje o tome kako se programi ponasSaju. Aksiomatsku semantiku razvio
je prvenstveno Hoare krajem 1960-ih. Glavni cilj je u pocetku bio pruziti for-
malnu osnovu za provjeru apstraktnih algoritama. Hoareova logika daje pravila
za odnos izmedu tvrdnji o vrijednostima varijabli prije i nakon izvrSavanja svake
programske konstrukcije. U ovom poglavlju se okreéemo sustavnoj provjeri pro-

grama u IMP-u.

10
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2.1 Ideja

Promotrimo problem kako dokazati da program kojeg smo napisali u IMP-u
radi ono $to od njega zahtijevamo. Zapo¢nimo razmatranje s jednostavnim

primjerom.

Primjer 2.1. Produkt prvih 20 prirodnih brojeva

Neka je dan program u IMP-u za racunanje [, ., <0 M-

P =1,
N :=1;
(while «(N=21)do P:=P-N;N:=N+1)
gdje su P, N € Loc.

Kako bismo dokazali da je ovaj program, kada se zavrsi, takav da je vrijed-
nost od P jednaka [[, ., <90 m?

Naravno, jedna stvar koju bismo mogli u¢initi je da pokrenemo program u
skladu s naSom operativnom semantikom i vidimo $to éemo dobiti. Pretposta-
vimo da malo promijenimo program na nacin da umjesto "while =(N = 21) do"
stavimo "while =(N = S + 1) do" i da smo proizvoljno dodijelili vrijednost S
prije pokretanja programa. U ovom slucaju, rezultirajué¢a vrijednost od P bi
nakon izvrSenja trebala biti ngmg g™, bez obzira na pocetnu vrijednost od
S. Obzirom da S moze imati beskona¢no mnogo pocetnih vrijednosti koje smo
mogli proizvoljno odabrati prije pokretanja programa, tu ¢injenicu ne mozemo
opravdati jednostavnim pokretanjem programa za sve pocetne vrijednosti S.

Vidimo da moramo koristiti logiku za razmisljanje o programu.

Zavr§it ¢emo formalnim sustavom dokaza svojstava programa IMP, temelje-
nim na pravilima dokazivanja za svaku programsku konstrukciju IMP-a. Nje-

gova pravila nazivaju se Hoareovim pravilima ili Floyd-Hoareovim pravilima. U
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pocetku se njihov pristup zalagao ne samo za dokazivanje svojstava programa,
veé¢ i za pruzanje metode za objaSnjenje znacenja programskih konstrukcija:
znalenje konstrukcije bilo je specificirano u smislu "aksioma" koji govore kako
dokazati njegova svojstva. Iz tog razloga, pristup se tradicionalno naziva aksi-
omatska semantika.
Vratimo se na prethodni primjer.

Odmah vidimo da za lokacije P, N € Loc naredbe P := 1; N := 1 € Com
inicijaliziraju vrijednosti na lokacijama. Stoga programu dodajemo komentar u

vitiCastim zagradama. Zelimo da metoda opravda posljednji komentar u:

P:=1,N:=1;
{P=1AN=1}
(while -(N=21)do P:=P-N;N:=N+1)
{P= H1§m§20 m}
Sto znaci da ako je P = 1 A N = 1 prije izvrSavanje while petlje, tada je
P =T, < <20 m nakon izvrsavanja.
Naravno, kod jednostavnog primjera poput naseg, nije tesko provjeriti da je

u svakoj iteraciji petlje:
P=1-2-3-...-(N-1) (%)
§to odrazava kljuéni odnos izmedu vrijednosti na lokaciji P i vrijednosti na
lokaciji N.
Tvrdnju () nazivamo invarijantom while-petlje, jer ostaje istinita pod svakom

iteracijom petlje.

Na posljetku, kada petlja zavrsi, program se zavrsava.
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2.2 'Tvrdnje parcijalne korektnosti

Neformalno govoredi, za sada nam se intuitivno ¢ini da sustav dokaza mozemo

temeljiti na tvrdnjama obrasca

{A} ¢ {B},

gdje su A i B tvrdnje poput onih koje smo veé vidjeli u Bexp-u, a ¢ je naredba.
U sljedeé¢em odjeljku ¢emo formalno definirati kakve to¢no tvrdnje dopustamo u
IMP programima i da one pripadaju skupu Assn. Precizna interpretacija takve

sloZene tvrdnje je sljedeca:

Za sva stanja o koja zadovoljavaju A ako izvrSenje c iz stanja o zavrSava u

stanju o’ tada o' zadovoljava B.

Tvrdnje oblika {A} ¢ { B} nazivaju se turdnje parcijalne korektnosti jer ne govore

nisSta o naredbi ¢, ako se ona ne uspijeva okoncati.

Primjer 2.2. Promotrimo sljedeéi program ¢ = while true do skip.
Izvsavanje c iz bilo kojeg pocetnog stanja se ne okoncava. Prema gore navede-

nom tumacenju, valjana je sljedeéa tvrdnja parcijalne korektnosti:

{true} ¢ {false}

jednostavno zbog toga $to se izvrSavanje ¢ neée zavrsiti.

Opcenito, zbog petlje ¢ iz prethodnog primjera, vrijedi svaka tvrdnja o par-
cijalnoj korektnosti {A} ¢ {B}.
Usporedimo to s drugim pojmom, onim o potpunoj korektnosti. Pisemo
[A] ¢ [B]
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Sto znadi da ¢e se izvrSavanje c iz bilo kojeg stanja koje zadovoljava A zavrsiti

u stanju koje zadovoljava B.

Napomena 2.3. Primijetimo razliku izmedu parcijalne korektnosti, koja zah-
tijeva da ¢ée rezultat izvrSsavanja, ako ga uspijemo izracunati i vratiti, biti to¢an

i potpune korektnosti, koja dodatno zahtijeva i da se algoritam okonca.

2.3 Jezik tvrdnji Assn

Zapitajmo se kakve tvrdnje Zelimo izraziti u IMP programima. Obzirom da
zelimo koristiti Booleove izraze, sigurno ¢emo ukljuciti sve tvrdnje iz Bexp, a
jer zelimo tvrdnje graditi pomoc¢u kvantifikatora, "Vi..." i "Ji..." trebat ¢e nam
prosirenja skupova Bexp i Aexp koja ukljucuju cjelobrojne varijable ¢ preko
kojih moZemo kvantificirati. PokaZzimo kako uvesti cjelobrojne varijable i kvan-
tifikatore za odredeni jezik tvrdnji Assn.

Prosirenje skupa Aexp oznacavamo s Aexpv i njegovi elementi se formiraju

sljede¢im pravilima:
1. Ako je n € N, tada za a := n vrijedi a € Aexpv;
2. Ako je X € Loc, tada za a := X vrijedi a € Aexpuv;
3. Ako je i € Intvar, tada za a := i vrijedi a € Aexpv;
4. Ako su ay,ay € Aexpv, tada su ag + a1, a9 — ay, ag - a; € Aexpu;

5. Izraz u IMP-u je iz skupa Aexpv ako je nastao primjenom kona¢no mnogo

koraka uvjeta 1, 2, 3 i 4.

Jedina razlika u odnosu na Aexp je ta $to smo u skup Aexpv dodali cjelo-

brojne varijable iz skupa Intvar.
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Booleove izraze proSirujemo formacijskim pravilima za prethodno opisane
opcenitije aritmeticke izraze i uvodimo kvantifikatore te implikaciju. ProSireni

skup Booleovih izraza nazivamo jezik tvrdnji Assn, a dan je sljede¢im pravilima:
1. Za B :=true i B := false vrijedi B € Assn;

2. Ako su ag,a; € Aexpv, tada za B := (ag = a1) i B := (ap < ay) vrijedi

B € Assn;

3. Ako su By, By € Assn,i € Intvar, tada su Bg A By, By V By, B,

By = B41,ViB,3iB € Assn;

4. Izraz u IMP-u je iz skupa Assn ako je nastao primjenom kona¢no mnogo

koraka uvjeta 1, 2 i 3.

2.3.1 Slobodne i vezane varijable

Kazemo da je nastup cjelobrojne varijable ¢ u tvrdnji vezan ako se ¢ javlja u
dosegu kvantifikatora Vi ili 3i. Ako nastup varijable nije vezan, kazemo da je

slobodan. Uvedimo formalnu definiciju ovih pojmova.

Definicija 2.4. Za a € Aexpv strukturalnom indukcijom definiramo
Fla)=F(X)=10
F(i) = {i}
F(CL(] + al) = F(CL() — al) = F(CL() . al) = F(ao)F(al)
zasve n € N, X € Loc,i € Intvar i ag,a; € Aexpv. 1z ovoga je F(a) skup koji

nazivamo skup slobodnih varijabli aritmetickih izraza, prosirenih s cjelobrojnim

varijablama.

15



Poglavije 2. Aksiomatska semantika IMP-a

Definicija 2.5. Za tvrdnju A € Assn strukturalnom indukcijom definiramo

F(true) = F(false) =0
F(ag =a1) = F(ap < a1) = F(ag) U F(a1)
F(AgNA))=F(AgV A1) =F(Ag = A1) = F(4p) UF(Ay)
F(-A)=F(A)
F(ViA) = F(3iA) = F(A)\ {i}

za sve ag,a; € Aexpuv, cjelobrojne varijable ¢ i tvrdnje Ag, A1, A. Iz ovoga je

F(A) skup koji nazivamo skup slobodnih varijabli tvrdnje A.
Za, varijablu koja se pojavljuje u tvrdnji A i nije slobodna, kazemo da je

vezana. Za tvrdnju bez slobodnih varijabli kazemo da je zatvorena.

Primjer 2.6. (a) U izrazu 3i k =i -1 je cjelobrojna varijabla i vezana, dok su

k 1l slobodne.

(b) U izrazu (i < 52) A (Fi k = i+ 25) je prva pojava od i slobodna, a druga

vezana, dok je varijabla k slobodna.

2.3.2 Supstitucija

Zamislimo tvrdnju A kao

— = — — =

sa slobodnim pojavama cjelobrojne varijable ¢ € Intvar. Neka je a aritmeticki

izraz koji, zbog jednostavnosti, ne sadrzi cjelobrojne varijable. Tada je
Alafil=———-a———a—

rezultat zamjene i s a. Ako je a imala cjelobrojne varijable, onda bi bilo potrebno
preimenovati neke vezane varijable od A da bismo izbjegli da varijable u a

postanu vezane kvantifikatorima u A.
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Definicija 2.7. Neka je i cjelobrojna varijabla i a aritmeticki izraz bez cje-

lobrojnih varijabli. Supstitucija u aritmetickom izrazu dana je strukturalnom

indukcijom:
nla/i|=n Xla/i|=X

jla/i] = j ila/i] = a

(a0 + a1)a/i] = (aola/i] + ar]a/i])

(a0 = a1)la/i] = (aola/i] = ar[a/i])
(a0 - ar)[a/i] = (aola/i] - ar[a/il)

Definicija 2.8. Neka je ¢ cjelobrojna varijabla i a aritmeticki izraz bez cjelobroj-

nih varijabli. Supstitucija i s a u tvrdnjama dana je strukturalnom indukcijom:
truela/i] = true falsela/i] = false
(ao = a1)[a/i] = (aola/i] = ar[a/i]) (ao < a1)la/i] = (acla/i] < aila/i])
(Ao A Ay)la/i] = (Aola/i] AN Arla/i]) (Ao V Ar)la/i] = (Aola/i] V Asla/i])
(—A)[a/i] = (mAla/i]) (Ao = A1)[a/i] = (Aola/i] = Aila/i])
(Vj A)la/i] =Vj(Ala/i]) (Vi A)la/i] =Vi A

(37 A)la/i] = Fj(Ala/i]) (Fi A)[a/i]=3Ti A
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gdje su ag, a1 € Aexpv, Ay, A1, A tvrdnje 1 j je cjelobrojna varijabla, j # i.

2.4 Semantika tvrdnji

Obzirom da smo skup aritmetickih izraza progirili tako da sadrzi i cjelobrojne
varijable, prvo moramo interpretirati cjelobrojne varijable kao posebne cijele

brojeve. To je uloga interpretacije.

Definicija 2.9. Interpretacija je funkcija koja pridruzuje cijeli broj svakoj cje-

lobrojnoj varijabli, tj. funkcija I : Intvar — Z.

Sada mozemo vrijednost izraza a € Aexpv u interpretaciji I i u stanju o

oznaditi s [a]l,.

Napomena 2.10. Prisjetimo se da elemente skupa Aexpv aritmetic¢kih izraza

s cjelobrojnim varijablama formiramo na sljedeé¢i nacin:
a=n|X|i|lap+a1|ap—a1]ao-a,

gdje n moze imati vrijednosti iz skupa brojeva N, X moze imati vrijednosti
iz skupa lokacija Loc, ¢ moze imati vrijednosti iz skupa cjelobrojnih varijabli

Intvar.

Definicija 2.11. Semantika aritmetickih izraza s cjelobrojnim varijablama dana
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je strukturalnom indukcijom:

[ao + al}-[a = [QO]IU + [al]IG‘

[0,0 — Clﬂ[a = [ao]lg — [al]lg

[ao - a1]l; = [ao]ls - [a1]15
Napomena 2.12. Koristimo oznaku I[n/i] da bismo oznadili interpretaciju

dobivenu iz interpretacije I zamjenom vrijednosti cjelobrojne varijable i u n, tj.

n, akojej=1
In/il(j) =
1(j) inace
S obzirom na danu interpretaciju, u nastavku izravno definiramo ona stanja

koja zadovoljavaju neku tvrdnju. Prikladno je pritom prosiriti skup stanja X na

skup ¥ koji ukljucuje vrijednost L povezanu s ra¢unanjem koje nije odredeno.

Dakle, 3| =def LU {L}

Definicija 2.13. Neka je A € Assn. Relacijom o =! A oznacimo da stanje o

zadovoljava A u interpretaciji I. Strukturalnom indukcijom na tvrdnjama, za
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interpretaciju I, definiramo za sva stanja o € X:

o = true

o 1 (a0 = a1) ako je [ao)l, = [ar]l,

o ! (ap < ay) ako je [ao)l, < [a1]l,

cE!ANBakojeo El Aioc = B
ol AVvBakojeo =l Ailic =!I B
o B! = A ako nije 0 =1 A
ol A= Bako (nijec =l A)ilioc = B
o =1Vi A ako o =M1 A za sve n € N
o =1 3i A ako o ="/ A za nekin € N
1T A
Gore navedeno nam formalno govori $to zna¢i da je tvrdnja istinita u sta-
nju, nakon $to odlu¢imo protumaciti cjelobrojne varijable na odredeni nacin s
fiksnom interpretacijom 1.

Semantika logic¢kih izraza pruza jos jedan nacin da se kaze $to znadi da su odre-

dene vrste tvrdnji true ili false u nekom stanju.
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Definicija 2.14. Neka je b € Bexp, o € X, I interpretacija.

[b]o = true ako i samo ako je o =1 b

[b], = false ako i samo ako je o ! b

Neka je I interpretacija. Cesto je prilikom uspostavljanja svojstava o tvrd-
njama i tvrdnjama parcijalne korektnosti korisno razmotriti prosirenje tvrdnje

u odnosu na interpretaciju I, tj. na skup stanja u kojima je ta tvrdnja istinita.

Definicija 2.15. Neka je A zadana tvrdnja. Progirenje turdnje A s obzirom na

interpretaciju I je skup

Al ={ocex, |0} A}

2.4.1 Tvrdnje parcijalne korektnosti

Tvrdnja parcijalne korektnosti ima oblik

{A} c{B},
gdje su A, B € Assn i c € Com.

Napomena 2.16. Primijetimo da tvrdnje parcijalne korektnosti nisu u skupu

Assn.

Definicija 2.17. Neka je I interpretacija i 0 € ¥. Definiramo odnos ispunja-

vanja izmedu stanja i tvrdnje parcijalne korektnosti, obzirom na I, s:
o =1 {A} ¢ {B} ako i samo ako (0 =! A = [¢|, = B)

Drugim rije¢ima, stanje o ispunjava tvrdnju parcijalne korektnosti { A} ¢ { B}
obzirom na interpretaciju I ako i samo ako bilo koji uspjeSan izrac¢un od c iz

pocetnog stanja o zavrSava u stanju koje zadovoljava B.
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Definicija 2.18. Neka je ¢ € Com naredba. Znacenje Mj(c) u interpretaciji

I je parcijalna funkcija sa skupa stanja 3 u skup stanja X.

Napomena 2.19. Znacenje Mj(c) smo definirali kao parcijalnu funkciju jer
ne vrijedi svojstvo totalnosti da bi bila funkcija. Iz razloga Sto za ona podetna
stanja za koja se naredba c ne izvrSi ili se njeno izvrSavanje ne okoncava, ne

dolazi do promjene stanja, pa tada ne dolazimo u zavrs$no stanje.

Dakle, svakoj naredbi ¢ € Com dodijelimo njezino znacenje Mj(c) u inter-

pretaciji I definirano s:
Mi(c)(o) =T € 3 takav da postoji izra¢un od ¢ u interpretaciji I koji zapo¢€inje
u stanju J, a zavrSava u 7, gdje je 0 € ¥ neko zadano pocetno stanje.

Primjer 2.20. Neka je dana interpretacija I i stanje o € X te [X]I, = m. Neka
je dana naredba ¢ € Com koja glasi X := X + X. Tada je znacenje naredbe ¢ u
interpretaciji I s pofetnim stanjem § jednako stanju 7, tj. My(c)(o) = 7, gdje

za stanje 7 vrijedi [X].I = 2.

Vidimo da je lako definirati M;(c) tako da se zabiljezi predvideno znacenje
programa. Sada kona¢no mozemo definirati istinitost tvrdnje parcijalne korek-

tnosti u interpretaciji /.

Definicija 2.21. Neka su A, B € Assn i naredba ¢ € Com. Za tvrdnju par-
cijalne korektnosti {A} ¢ {B} kaZemo da je istina u interpretaciji I ako za sva

stanja 6,7 € ¥ vrijedi ako § =7 A i M;(c)(§) = 7, onda 7 = B.

U gornjoj definiciji s § =7 A oznadavamo da je tvrdnja A istina u stanju §
za interpretaciju I, a s My(c)(§) = 7 znadenje u interpretaciji I naredbe ¢ u

stanju 0 je upravo ono na stanju 7.
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Definicija 2.22. Neka su A, B € Assn i naredba ¢ € Com. Kazemo da je

tvrdnja parcijalne korektnosti {A} ¢ {B} valjana i piSemo
= {A} c¢{B}
ako za sve interpretacije I i za sva stanja o vrijedi
o =1 {A} ¢ {B}.

Za tvrdnju A € Assn kaZemo da je valjana i piSemo = A ako i samo ako za sve

interpretacije I i sva stanja o vrijedi o ! A

Dakle, tvrdnja parcijalne korektnosti je valjana ako je istinita u svim inter-

pretacijama I.

Primjer 2.23. Za sve A, B i ¢ vrijedi:

E {false} c{B} E={A}c{true}

jer false nije istina ni u jednom stanju i true je istina u svim stanjima.

Primjer 2.24. E{Y <3} X =2-Y+1{(X <7)A(Y <3)}
Pokazimo da je ova tvdnja valjana.

Treba dokazati da vrijedi
cEH{Y <3} X =2 Y +1{(X<T)A(Y <3)},
a to je ispunjeno ako i samo ako vrijedi
(CE'Y<3)=(X=2-Y+1, EL (X <T)A (Y <3)).
Imamo dva slucaja:

1. Neka su o0 € ¥ i I takvi da vrijedi o =/ Y < 3.

Tada u stanju o za X vrijedi
X=2Y+1<2.-3+1<7.
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Stoga je ispunjeno (X < 7) A (Y < 3). Dakle, true = true je true.

2. Ako su 0 € ¥ i I takvi da ne vrijedi o =/ Y < 3, tj. ispunjeno je

o =Y > 3, tada za X vrijedi
X=2Y+1>2-34+1>7
te (X <7)A (Y < 3) nije ispunjeno. Dakle, false = false je true.
Dakle, za sve interpretacije I i sva stanja o vrijedi
cE{Y <3} X =2 Y+1{(X<T)A(Y <3)},
a to je ispunjeno ako i samo ako vrijedi
(cE'Y<3)=(X=2-YV+1, E (X <T)A(Y <3)).

Stoga, polazna tvrdnja parcijalne korektnosti je valjana.
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Poglavlje 3

Hoareova pravila za while

programe

U ovom poglavlju predstavljamo pravila dokazivanja koja generiraju valjane
tvrdnje parcijalne korektnosti. Pravila dokazivanja su usmjerena prema sintaksi,
reduciraju dokazivanje tvrdnje parcijalne korektnosti sloZzene naredbe na doka-
zivanje tvrdnje parcijalne korektnosti njezine neposredne podnaredbe. Pravila
dokazivanja se Cesto nazivaju Hoareova pravila, a sustav dokaza koji se sastoji

od kolekcije pravila Hoareova logika.

3.1 Sustav dokaza H

Neka su A,A’,B,B’,C € Assn, a € Aexpv, X € Loc, c,co,c; € Com, b €

Bexp.
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Pravilo za skip

{A} skip {A}
Pravilo za dodjeljivange

{Bla/X]} X = a (B}

Pravilo za nizanje

{A} o {C} {C} e {B}
{A} co;e1 {B}

Pravilo za kondicional

{ANB} o {B} {AA-b}ei (B}
{A} if b then ¢y else ¢; {B}

Pravilo za while petlju

{ANb} c{A}
{A} while b do ¢ {A A —b}

Pravilo posljedice

FA=A4) {A}e{B} (B =B)
{A} ¢ {B}

Rezultirajuéi sustav oznac¢imo sa H.

Napomena 3.1. Teoremi su matematicke tvrdnje ¢ije se istinitosti utvrduju
dokazom. Dokaz teorema je konaCan niz tvrdnji, pri ¢emu je svaka tvrdnja
izvedena logi¢no (tj. koriStenjem pravila zaklju¢ivanja) iz prethodnih tvrdnji
ili koristenjem teorema ¢ija je istinitost ve¢ utvrdena. Zadnja tvrdnja u nizu je
tvrdnja teorema. Dokaz je dakle deduktivni postupak kojim pocevsi od hipoteza
dolazimo do zaklju¢aka. Hoareova logika je primjer formaliziranja deduktivnog

sustava, koji sadrzi pravila dokazivanja.
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Napomena 3.2. Hoareova pravila se smatraju sustavom dokaza, izvodi se
nazivaju dokazima, a svaki zaklju¢ak (konkluzija) izvoda teorem. PiSemo
{A} ¢ {B} za A,B € Assn,c € Com kada je tvrdnja parcijalne korektnosti
{A} ¢ {B} teorem, tj. kada je njenu istinitost moguée utvrditi dokazom, koris-

te¢i Hoareova pravila.

Primjer 3.3. Iz prethodnog primjera znamo da
E{Y <3} X=2Y+1{(X<T)A(Y <3)}

Ocito E{Y <1} X =2.Y4+1{(X <7)A(Y <3)}.

Skup stanja koja ispunjavaju Y < 1 je podskup skupa stanja koja zadovoljavaju
Y < 3. Stoga izrac¢un zapocet u stanju gdje je npr. Y =0 < 1 ispunjava Y < 3.
Sliéno tome, skup stanja koja ispunjavaju X < 10 su nadskup skupa stanja koja
zadovoljavaju X < 7. Znamo da izra¢un zavrSava s vrijednosti od X takvom da

je X <71 ta vrijednost je takoder manja ili jednaka 10.

Pravila je lako razumjeti, s mogué¢om iznimkom pravila dodjeljivanja i while
petlje. Ako je tvrdnja istinita u stanju prije izvodenja skip koje oznacéava pre-
skok, to je sigurno i nakon toga, jer je stanje nakon preskoka nepromijenjeno.
Da bismo se uvjerili da je pravilo dodjeljivanja ispravno, moze se pokusati pro-
vjeriti za odredenu tvrdnju poput X = 3 za jednostavno dodjeljivanje kao Sto
je X =X +5.

Pravilo za nizanje (kompozicija) izrazava da ako su {4} ¢o {C} i {C} ¢1 {B}
valjani, tada je i {A} cp;e1 {B}: ako je uspjesno izvrSenje ¢y iz stanja koje
zadovoljava A zavrSeno u stanju koje zadovoljava C' i ako je uspjeSno izvrSenje
¢ iz stanja koje zadovoljava C' zavrSeno u stanju koje zadovoljava B, tada bilo
koje uspjesno izvrienje ¢y nakon kojeg slijedi ¢; iz stanja koje zadovoljava A

zavrSeno u stanju koje zadovoljava B.
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Dvije premise u pravilu za kondicional odnose se na dvije grane kondicionala.

U pravilu za while petlju: while b do ¢, tvrdnja A se naziva invarijantnom, jer
pretpostavka da je {A A b} ¢ {A} valjana kaZe da je tvrdnja A safuvana pot-
punim izvrSenjem tijela petlje, a kod while petlje takva izvrSavanja se odvijaju
samo iz stanja koja zadovoljavaju b. Iz stanja koje zadovoljava A, ili se izvrsa-
vanje while petlje nikad ne okonca ili se odvije konac¢an broj izvrSavanja tijela
petlje, a svako zapoc¢ne u stanju koje zadovoljava b. U posljednjem slucaju, kako
je A invarijanta, finalno stanje zadovoljava A i takoder —b na izlasku iz petlje.
Pravilo posljedice posjeduje valjane implikacije. Svaka instanca pravila poslje-
dice ima premise, uklju¢ujuéii = (A = A’) i | (B’ = B) pa stvaranje instanci
pravila posljedice s ciljem primjene u dokazu ovisi prvo o dokazivanju valjanosti
tvrdnji (A = A’) i (B’ = B). Opéenito, ovo moZe biti vrlo tezak zadatak - takve
implikacije mogu izraziti komplicirane ¢injenice o aritmetici. Sre¢om, buduéi da
programi Cesto ne uklju¢uju duboke matematicke ¢injenice demonstracija ovih

valjanosti ¢esto se moze obaviti s osnovnom matematikom.

3.2 Utemeljenost H

Svako pravilo dokazivanja bi trebalo o¢uvati valjanost u smislu da ako su pret-
postavke u premisi pravila valjane, onda je valjana i konkluzija. Kada ovo
vrijedi, pravilo dokazivanja nazivamo utemeljenim. Uvedimo formalne definicije

utemeljenog pravila dokazivanja i utemeljenog sustava dokaza.

Definicija 3.4. Pravilo dokazivanja nazivamo utemeljenim ako za sve interpre-
tacije I ono ¢uva istinu u interpretaciji I za tvrdnje iz Assn (i u slucaju pravila

posljedice ¢uva valjanost tvrdnje parcijalne korektnosti).

Definicija 3.5. Ako je svako pravilo sustava dokaza utemeljeno, tada kazemo
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da je sustav dokaza utemeljen.

Lako se pokaZe da su aksiomi od H valjani i da su pravila dokazivanja od H
utemeljena.
Ova ¢injenica implicira (indukcijom po duljini dokaza) sljedeci teorem koji kaze

da je sustav dokaza H utemeljen.

Teorem 3.6. Za svaku interpretaciju I, skup tvrdnji Assn i tvrdnju parcijalne
korektnosti {A} ¢ {B} vrijedi sljede¢e: ako su sve tvrdnje iz Assn istinite u
interpretaciji I i Assn " {A} ¢ {B}, tada je {A} ¢ {B} istinita u interpretaciji

1.

Drugim rije¢ima, ako je Tr; F* {A} ¢ {B} onda = {A} ¢ {B}, gdje Tr;

oznacava skup svih tvrdnji iz Assn koje su istina u interpretaciji I.

3.3 Problem potpunosti H

Zeljeli bismo da sustav dokaza bude "dovoljno jak" da se sve valjane tvrdnje
parcijalne korektnosti mogu dobiti kao teoremi tj. da sustav dokaza bude potpun

u tom smislu. Sam sustav H je nepotpun.

Primjer 3.7. Tvrdnja parcijalne korektnosti {A[a/X]} X := a {true} je istina
u svakoj interpretaciji I, a u H je ipak nedokaziva. Naime, ne postoji nacin da

se koristeéi pravila iz H dokaze = (A = true), pa vidimo da je H nepotpun.

Naravno da bismo zeljeli da sustav dokaza bude uéinkovit u smislu da je
rutinska stvar provjeriti da li neSto $to je predlozeno kao instanca pravila uis-
tinu to i jest. To bi trebalo biti rutina u smislu da postoji metoda izracuna u
obliku programa koja pri ulazu stvarne instance pravila vraéa potvrdan rezul-
tat. Na ulazima koji nisu instace pravila vrijedi sljedec¢e: metoda izra¢una ne

daje potvrdan rezultat i nije nuzno da se njeno izvrSavanje zaustavi.
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Ne mozemo tvrditi da je sustav dokaza H ucinkovit jer nemamo ra¢unsku
metodu za provjeru instanci pravila posljedice. Imati takvo Sto ovisi o mogué-
nosti izra¢unavanja kako bi se provjerilo da li su tvrdnje Assn valjane. Veliki
austrijski logic¢ar Kurt Gédel pokazao je da je logicki nemoguce imati ucinkovit

dokazni sustav u kojem se mogu dokazati valjane tvrdnje iz Assn.

Teorem 3.8. Godelov teorem nepotpunosti (1931)
Ne postoji u¢inkoviti sustav dokaza za Assn takav da se teoremi podudaraju s

valjanim tvrdnjama iz Assn.

Godelov teorem nepotpunosti implicira da ne postoji potpun sustav dokaza
za precizno utvrdivanje valjanih tvrdnji. Hoareova pravila nasljeduju ovu nepot-
punost. Medutim, razdvajanjem nepotpunosti jezika tvrdnji Assn od nepotpu-
nosti zbog neadekvatnosti u aksiomima i pravilima za konstrukcije programskog

jezika, mozemo dobiti relativnu potpunost u smislu Cook-a.

3.3.1 Potpunost H u Cook-ovom smislu

Tako znamo da sustav dokaza H nije u¢inkovit zbog prirode pravila posljedice,
ostajemo pri njemu. Odredivanje da imamo instancu pravila posljedice ovisi
o tome da su neke tvrdnje valjane. Ipak, moZemo promatrati potpunost ovog

sustava. Da je potpun, utvrdio je S.Cook. Definirajmo

posti(A,c)={reX: (B eX)dE ANM;(c)(0) =T}

pref(c,B) ={§ €X: (Vr € L) M((c)(§) =7 — 7 =l B}

Uoc¢imo da su ovi skupovi karakterizirani sljede¢im ekvivalencijama:
EL {A} ¢ {B} ako i samo ako {§ : § ! A} C pres(c, B) ako i samo ako

posti(A,c) C {6: 8 ! B}.
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Ako je tvrdnja parcijalne korektnosti valjana tada postoji njen dokaz ko-
riste¢éi Hoareova pravila, to jest za bilo koju tvrdnju parcijalne korektnosti
{A} ¢ {B}

E {A} ¢ {B} implicira + {A} ¢ {B}

premda se ¢injenica da je to dokaz mozZe osloniti na to da su odredene tvrdnje

u Assn-u valjane.

Definicija 3.9. Za jezik IMP kaZzemo da je izraziv v odnosu na interpretaciju
I i skup naredbi Com ako za sve tvrdnje A € Assn i naredbe ¢ € Com vrijedi
da postoji tvrdnja B € Assn takva da definira post;(A,c) u IMP-u. Ako je I

takva da je IMP izraziv u odnosu na I i Com, piSemo I € Exp(IMP, Com).

Definicija 3.10. Sustav dokaza H za Assn je potpun u Cook-ovom smislu ako
za svaku interpretaciju I € Exp(IMP,Com) i za svaku tvrdnju parcijalne ko-

rektnosti {A} ¢ {B} vrijedi: ako |=! {A} ¢ {B}, onda Tr; F* {A} ¢ {B}.

Neka ja I € Exzp(IMP, Com).

Ako E! {A} X := a {B}, tada o¢ito ! (A = Bla/X]), pa po pravilima do-
djeljivanja i posljedice vrijedi Tr; F* {A} X :=a {B}.

Ako =1 {A} co;er {B}, tada odito = {A} ¢ {C} i ! {C} 1 {B}, gdje
C definira post;(C,co), pa indukcijom i pravilom posljedice slijedi Tr;
{A} co;¢1 {B}.

Slucajevi za skip i za if b then cq else ¢; slijede izravno.

Ako =! {A} while b do ¢ {B}, onda moramo pronaéi invarijantu petlje C' takvu
da =T {CAb} ¢ {C}, Ef (A= C)i k! (CAb) = —-B. Potom, indukcijom

slijedi Try F* {A} while b do ¢ {B}.
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Procedure bez parametara

U raCunalnom programiranju procedura je logicka cjelina koja se sastoji od
slijeda programskih instrukcija koje izvrSavaju odredeni zadatak. Procedura
se tada moze koristiti tj. pozivati u programima gdje god treba izvrSiti taj
zadatak. U naSem kontekstu, procedura je slijed naredbi iz skupa Com, a
dodatno uvodimo i naredbu poziv procedure i time dolazimo do pojma rekurzije.
Tijelo procedure je naziv za slijed narebi koje grade tu proceduru. Kazemo da je
procedura rekurzivna, ako se unutar tijela procedure nalazi naredba pozivanja
te iste procedure, koja ¢e se barem jednom izvrsiti. Zbog jasnoce, izdvojili
smo probleme koji se ti¢u procedura od problema djelokruga i mehanizama
parametara. Dalje se raspravlja o bezparametarskim procedurama, a obrada
parametara se nalazi u 7. poglavlju. Radi jednostavnosti, ograni¢avamo paznju
na slucaj deklaracije jedne procedure. Svi se rezultati ovog poglavlja mogu

generalizirati na slucajeve deklaracije vise od jedne procedure.
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4.1 Nerekurzivne procedure

Prvo éemo razmotriti jednostavniji slu¢aj procedura, a to su nerekurzivne pro-
cedure. Pretpostavimo da imamo deklariranu proceduru p <= ¢y, gdje je
co € Com tijelo procedure p i prosirimo skup naredbi Com dozvoljavajuéi na-
redbama da sadrZe pozive procedure p. Nazovimo ovu proSirenu klasu naredbi
Com.

Svaki poziv procedure p odnosi se na deklaraciju p <= c¢y. Zahtjev da
co € Com povlaci da procedura p nije rekurzivna.
Da bismo se bavili pozivima procedura u dokazima korektnosti, dopunjujemo
sustav dokaza sljede¢im pravilom.

Pravilo pozivanja procedure

{A} co {B}
{A} p{B}

Da bismo razmatrali problem utemeljenosti i potpunosti rezultiraju¢eg sus-
tava, prvo moramo prosiriti funkciju znacenja M na naredbe iz Com;.

Za ¢ € Comy neka je c[co/p] program koji je rezultat zamjene svih pojava
procedure p u ¢ sa c¢g. Za ¢ € Comy \ Com definiramo da je Mj(c) jednak
Mi(cleo/p))-

Stoga M(p) = Mj(cp), $to povladi da je pravilo poziva procedure uteme-
ljeno. Iz €injenice da su pravila iz H utemeljena u slué¢aju Com i definicije od

M (c) za ¢ € Comy trivijalno slijedi utemeljenost pravila iz H u slu¢aju Com;.

4.2 Pravilo rekurzije

Kada je deklarirana procedura p <= ¢y rekurzivna, tj. kada je ¢g € Comq\Com,

gore navedeni sustav je i dalje utemeljen, ali o¢ito nepotpun. PokuSamo li
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dokazati {A} p {B} do rezultata nije mogucée doéi u kona¢no mnogo koraka veé
se proces dokazivanja ne okonc¢ava. Da bismo prevladali ove poteskoée, potrebno
je usvojiti sljedeée pravilo.

Pravilo rekurzije
{A} p{B} F{A} co {B}
{A} p{B}

ObrazloZenje ovog pravila je sljedece: zakljuciti {A} p {B} iz ¢injenice da

{A} ¢o { B} moze se dokazati (koristedi preostala pravila) iz pretpostavke {A} p { B}.

Primjer 4.1. Primjer dokaza koristeéi pravilo rekurzije

Promotrimo deklaraciju procedure p <= ¢( za

co=if X=0thenY :=lelse X =X -1;p; X =X+1Y =Y -X

Sada dokazujemo {X > 0} p {Y = X!} u sustavu H nadopunjenom s pravilom
rekurzije.

Po pravilu rekurzije, dovoljno je pokazati
(X>0p{Y =X} F {X >0} ¢p {V = X!}

Pretpostavimo

(X >0} p{Y =X} (4.1)

Po pravilu za dodjeljivanje

{Y X=X}Y:=Y-X{Y =X}

Y (X+1)=X+D)} X :=X+1{V-X =X}

pa, po pravilu nizanja

V (X+1)=(X+D)} X=X +1;Y =Y X {V = X!} (4.2)
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Kako je implikacija
EY=X!=Y - (X+1)=(X+1)]
istina, to po pravilu posljedice i (4.1)
{X>0}p{YV - (X+1)=(X+D!}.
(4.2) i (4.4) impliciraju, po pravilu za nizanje
{X>0p X =X+1LY:=Y -X{V =X}
S druge strane, kako vrijedi
EX>0ANX#0=X-1>0)
i po pravilu za dodjeljivanje
{X-1>20} X:=X-1{X >0},
koristeéi pravilo posljedice dobijamo
{X>0ANX#0} X =X -1{X >0}

Po pravilu za nizanje, iz (4.5) i (4.7) pravilom za nizanje dobijamo

{X>20ANX#A0} X =X-1Iipp X =X+1Y:=Y - X {Y =X!}.

Kako je

E(X>0ANX=0=1=X!)
istina i po pravilu dodjeljivanja,
{1=X1}'Y :=1{Y = X!},
koristeéi pravilo posljedice dobijamo

(X>0AX=0}Y:=1{Y =X!}.

(4.4)

(4.5)

(4.8)

(4.10)
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(4.8) i (4.10) konac¢no impliciraju po pravilu za kondicional
{X >0} e {Y = X!},

§to je i trebalo dokazati.
Naravno, strogo govoreéi, samo smo dokazali da (4.3),(4.6),(4.9) |7t +FPravilo rekurzije

(X >0} p{Y =X}

4.3 Sustav dokaza §

Sustav H nadopunjen s pravilom rekurzije je nepotpun. Stoga ovaj sustav na-
dopunjavamo sljedeé¢im aksiomom i pravilima dokazivanja, $to vodi k potpunom
sustavu dokaza.

Aksiom invarijance
{A} p{A}, gdjeje F(A)NV(c)=0.

Pravilo supstitucije 1

{A} c{B} S 0 _
AT 2} p (B 2]} gdjeje ZNV(co)=0 i YNV(co)=0.

Pravilo supstitucije I1

{A} p {B} 5 _
AT /2] p (B) gdje je ZNV(co, B) = 0.

Pravilo konjunkcije

(A} p{B},{A'} p{C}
{ANA}Yp{BAC}.

Ovdje Y i Z oznaavaju nizove varijabli jezika IMP, A[Y /Z] oznacava simul-
tanu supstituciju varijabli iz Y varijablama iz Zu A. V(cp) oznacava skup svih
varijabli koje se pojavljuju u ¢ i F'(A) oznaava skup svih slobodnih varijabli
od A.

Rezultirajuéi sustav oznac¢imo s G.
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Primjer 4.2. Primjer dokaza u G

Da bismo vidjeli kako se koriste dodana pravila u G u stvarnim dokazima,
sada Zelimo dokazati formulu {X = Z} p {X = Z}, gdje je p procedura faktorijel
iz prethodnog primjera. Da bismo dokazali ovu formulu, dovoljno je ustanoviti
premisu {X = Z} p{X = Z} F {X = Z} ¢y {X = Z} pravila rekurzije.
Pretpostavimo

(X =2} p{X =2}
Po pravilu supstitucije I,
(X =Ulp{x =0},
i po aksiomu invarijance
{U=Z-1}yp{U=2-1},
pa po pravilu konjunkcije i pravilu posljedice imamo
{X=Z-1}p{X=2Z-1}. (4.11)
Sada primjenom pravila za dodjeljivanje, kompoziciju i posljedice, iz (4.11) do-
bijamo
{(X=Z}X=X-1ip; X =X+1Y =Y -X{X =7}

Po pravilu posljedice mozemo sjediniti predtvrdnju s X # 0.
Takoder vrijedi i
(X=ZAX=0}Y :=1{X=2}.
Po pravilu za kondicional sada dobijamo {X = Z} ¢y {X = Z}, pa smo usta-

novili Zeljenu premisu.

Prethodni dokaz nije koristio pravilo supstitucije II. Medutim, to je pravilo

potrebno, §to mozemo pogledati u sljedeéem primjeru.
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Primjer 4.3. Primjer dokaza u G u kojem se koristi pravilo rekurzije II
Pokazimo da vrijedi {X >0} p {Y > 1}.

U dokazu koristimo ve¢ dokazane formule
(X220 p{Y =X} i{X =Z}p{X =2}
i sljede¢u instancu aksioma invarijance
{Z=0}p{Z =0}
za dobivanje
{X>20ANX=ZANZ>0}p{Y =XINX=ZANZ>0}

po pravilu konjunkcije.

Koristeci pravilo posljedice sada dobijamo
{X=ZAX>0}p{Y >1}.

Konaéno, po pravilu supstitucije I imamo
{X=XAX>0}p{Y >1},

pa vrijedi

{(X>01p{y>1}

po pravilu posljedice.

4.4 Utemeljenost G

Prije nego sto se usredoto¢imo na pitanje utemeljenosti i potpunosti G potrebno
je definirati funkciju znaenja M na programima iz Com; \ Com. To radimo

na nacin koji pojednostavljuje nasa razmatranja u vezi sa utemeljenosti G.
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Neka je dana procedura p. Oznacimo s ) naredbu iz Com koja se nikad ne

zaustavlja. Definirajmo cén) € Com indukcijom po n:

c(()o) =0
" = ¢ [ /p ]

Izravan dokaz indukcijom po strukturi od ¢ pokazuje da za sve ¢y, co € Comic €
Comy vrijedi: ako Mp(c1) C My(ea), onda My(c[er/p]) T Mi(clea/p]).
Ovo implicira (indukcijom po n) da za sve M](an)) C MI(Cén+1)).

Dakle, za sve ¢ € Comy, M;( ¢ [cé")/p] YT Mi(c] cénﬂ)/p] ).

Za ¢ € Com sada definiramo M (c) stavljajuéi
Mi(e) = |J Mileleg” fp]).
n=0

Posebno,
Mi(p) = | Mu(cf").
n=0

Po gore navedenom M;(c) je parcijalna funkcija.
Sada zelimo dokazati da je sustav dokaza G utemeljen, odnosno da za svaku

interpretaciju I i formulu parcijalne korektnosti {A} ¢ {B} vrijedi: ako Try kg
{A} ¢ {B}, onda = {A} ¢ {B}.

Napomena 4.4. Prisjetimo se da smo s H oznacili sustav Hoareovih pravila
koji sadrzi pravilo za skip, dodjeljivanje, nizanje, kondicional, while petlju i

pravilo posljedice.

Napomena 4.5. Cinjenica da G nije uobiCajeni sustav dokaza u smislu logike
prvog reda prisiljava nas da budemo pazljivi pri dokazivanju njegove utemelje-
nosti. Primijetimo da npr. nije jasno u kojoj mjeri mozemo upotrijebiti ¢injenicu
da su pravila iz H utemeljena u sluc¢aju deklariranja nerekurzivne procedure i

u kojem smislu se pravilo rekurzije mora dokazati utemeljenim.
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Da bismo rije$ili ove probleme, prvo pretvaramo sustav G u sustav dokaza

KC koji koristi uobic¢ajeni pojam dokaza.

Formule iz K su implikacije & — ¥ koje nazivamo fraze korektnosti, gdje su

® i ¥ kona¢ni skupovi formula parcijalne korektnosti. Ako je ® prazan skup,

piSemo ¥ umjesto & — V.

Za svaki aksiom (g i pravilo dokazivanja

P1s -5 Pn
Sanrl

iz G, u K usvajamo aksiom ® — ¢ i pravilo dokazivanja

P = 01, 0n
o — On+1 '

Takoder, imamo i pravilo

{A} p {B} = {A} e {B}
{A} p {B} ’

koje odgovara pravilu rekurzije, pravilo sakupljanja

-y, 0>V,
®— Uy, ...,0,

i selekcijski aksiom ® — ¢, gdje je ¢ € .

U nastavku koristimo oznaku (p <= ¢ | ) umjesto ¢ da naznacimo da se

svaki poziv procedure p u ¢ odnosi na deklaraciju procedure p <= c, gdje je

¢ ={A} ¢ (B).

Definicija 4.6. Neka je I interpretacija.

1. Implikacija (p <= ¢o | ® — ¥) se naziva I — dobrom ako za svaki n,

(p = cgn) | & — ) je istina u interpretaciji I.

2. Za deklaraciju nerekurzivne procedure p <= c:
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(a) (p <= c | ® — V) je istina u interpretaciji I ako istinitost u inter-
pretaciji I od (p <= ¢ | ®) povladi istinitost u interpretaciji I od
(pe=cl|V¥)

(b) (p <= c| ®) jeistina u interpretaciji I akozasve p € &, (p <= c| p)

je istina u interpretaciji I.
Definicija 4.7.
1. Fraza korektnosti se naziva dobrom ako je I-dobra za sve intepretacije I.

2. Pravilo dokazivanja iz KC se naziva dobrim ako za sve interpretacije I ¢uva

I-dobrotu fraza korektnosti.

3. Sustav dokaza KC se naziva dobrim ako su svi njegovi aksiomi i pravila

dokazivanja dobri.

Primijetimo da je za svaki skup T tvrdnji iz Assn, T U {p} Fg ¥ ako i
samo ako T Fx ¢ — W. Dokaz se provodi indukciom po duljini dokaza. Dakle,
posebno, za svaki skup T tvrdnji iz Assn, T' g ¢ ako i samo ako T ki . Ovo
zajedno s opazanjem (p <= ¢y | ) je istina u interpretaciji I ako i samo ako je

I-dobra, implicira sljedeéu tvrdnju:

Tvrdnja 4.8. Ako je sustav K dokazivanja dobar, onda je sustav dokaza G

utemeljen.
Tvrdnja 4.9.

1. Ako je za svaki n (p < cén) | ©) valjana, onda je (p <= ¢y | ® — o)

dobro.

2. Ako je za svaki n pravilo dokazivanja

pe=c" | )
(p =" | Ws)
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utemeljeno, onda je pravilo dokazivanja

(p=co| Y1)
(p==co| ¥2)

dobro.

Stoga su aksiomi i pravila dokazivanja iz I koji su prijevodi aksioma i pra-
vila dokazivanja H dobri, kao §to je sustav H utemeljen u slucéaju deklariranja
nerekurzivne procedure.

Po prethodnim tvrdnjama, da bi se dokazala utemeljenost od G sada je

dovoljno dokazati sljedece:

1. valjanost aksioma invarijance u slu¢aju deklaracije nerekurzivne proce-

dure;

2. utemeljenost pravila supstitucije I i II i pravila konjunkcije u gornjem
slucaju;
3. dobrota pravila

{A} p{B} = {A} co {B}
{A} p {B} 7

to jest, da za bilo koju interpretaciju I vrijedi: ako za sve n (p <

M {AY p {B} = {A} o {B}) je istina u interpretaciji I, onda za

sve n jei (p <= c(()n) | {A} p {B}) istina u interpretaciji I;
4. dobrota selekcijskog aksioma i pravila sakupljanja.

Dokaz tvrdnji 1. i 2. slijedi direktno.

Da bismo dokazali 3., pretpostavimo da je za danu interpretaciju I i sve n

(p =" | {A} p {B} = {A} ¢ {B}) (4.12)

42



Poglavlje 4. Procedure bez parametara

istina u interpretaciji I.

Ocito je (p <= céo) | {A} p {B}) istina u I. Pretpostavimo sada da je za neki n

(p = c§" | {A} p {BY}) (4.13)

istina u 1.

Tada po (4.12) vrijedi da je

(p = c§" | {A} co {BY) (4.14)

istinau 1. Alico [ /p] = """, pa (4.14) implicira da je (p <= c{"*" | {4} p {B})

istina u interpretaciji I. Dakle, po indukciji, (4.13) vrijedi za sve n.
4. je ocito istina.

Dakle, sustav G je uistinu utemeljen.

4.5 Potpunost G u Cook-ovom smislu

Zelimo dokazati potpunost G za Com; u Cook-ovom smislu. Neka je dana
naredba ¢y € Comy. Neka je X niz svih varijabli iz skupa Loc koje se pojavljuju
u naredbi ¢g i Z niz po volji odabranih varijabli iz Loc, a takav da je broj varijabli
u Z jednak broju varijabli u X. Pretpostavimo da je I € Exp(IMP,Com,).
Postoji tvrdnja By € Assn koja definira post;(X =Y, p).

Formula parcijalne korektnosti {X = Z} p {By} se naziva najopcenitija formula
za p, jer bilo koja druga formula parcijalne korektnosti o p koja je istinita (u
I) moze biti izvedena u G iz {X = Z} p {By}. Ova tvrdnja je sadrzaj sljedece

leme.
Lema 4.10. Ako =7 {A} ¢ {B}, onda Tr; U {X = Z} p{Bo} g {A} ¢ {B}.

Dokaz. Dokaz se provodi indukcijom po duljini ¢. Ako je ¢ # p, dokaz je iden-

tican dokazu potpunosti za H.
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Pretpostavimo da je ¢ = p.
Neka vrijedi

(X = 2} p {Bo} (4.15)
Po aksiomu invarijance
{A[Z/X]} p {Au[Z/ X7}, (4.16)
gdje je Ay = A[U/Z) i U je niz novih varijabli jednake duljine kao i Z. (4.15) i
(4.16) impliciraju po pravilu konjunkcije da
(X =ZANA[Z)X]}p{Bo A AL[Z/X]}. (4.17)
Sada Zelimo pokazati da
=1 Bo A A1[Z/X] — By, gdje je B, = B[U/Z). (4.18)

Pretpostavimo =; (By A A1[Z/X])(7).

Po definiciji By postoji stanje § takvo da M;(p)(o) =7 i M (X = Z)(0).

Sada pretpostavimo da =7 —4:[Z/X](0).

Sada po valjanosti aksioma invarijance i zbog M (p)(c) = 7 vrijedi =7 —A;[Z/X](7).
Ovo je kontradikcija s pretpostavkom, pa =; A;[Z/X](o).

Kako je =1 (X = Z A A1[Z/X]) — A;, sada dobijamo =; A (o).

No, po potpunosti pravila supstitucije I, takoder =y {A1} p {B1}, pa kona¢no

=1 Bi(7).

Time je dokazano (4.18).

(4.17) i (4.18) impliciraju po pravilu posljedice da
{(X=2ZAA[Z/X]} p {B1}.
Sada po pravilu supstitucije 11

{X = X A Al} p {Bl},
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kako X = X A A, = (X = Z A A[Z/X])[X/Z]. Po pravilu posljedice
{A1} p {B1},
pa po pravilu supstitucije I
{A1[Z/01} p {B1[Z/01}.
Ocito, =1 A <> A1[Z/U] i =1 B + B1[Z/U], pa po pravilu posljedice vrijedi
{A} p {B},
§to je i trebalo dokazati. O

Sljede¢a lema pokazuje da se hipoteza {X = Z} p {Bo}, koristena u pret-
hodnoj lemi, moZe zapravo dokazati u G. Primijetimo da su u gornjem dokazu
pomocne varijable u Z koristene za "zamrzavanje" vrijednosti varijabli iz X

prije poziva procedure.

Lema 4.11. Tr; g {X = Z} p {Bo}.

Dokaz. Dokaz slijedi direktno. Po definiciji Bo, F=; {X = Z} p {By}, pa
1 {X = Z} co {Bo}

kako je M (p) = My(co).
Po prethodnoj lemi,
TrrU{X = Z} p {Bo}

kg {X = Z} ¢ {Bo},
pa po pravilu rekurzije,

T’/‘] }—g {X = Z} P {BO}

Potpunost od G je direktna posljedica prethodnih dviju Lema.
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Deklaracija varijabli

Razmotrimo sada posljednju klasu Com" koja, kao i klasa Com, sadrzi izjave
o dodjeljivanju. Zatvorena je za upotrebu pravila kompozicije(;), while i kondi-

cionala, ali dodatno zadovoljava i sljedece pravilo:
ako je ¢ € Com" , onda za svaki X € Loc vrijedi: begin new X;c end € Com" .

U prethodnom, new X oznacava deklaraciju varijable X € Loc koja vrijedi

unutar bloka begin new X;c end; X je lokalna varijabla obzirom na ovaj blok.

Primjer 5.1. Pokazimo primjenu prethodno uvedenog uvjeta. Neka je dana
c:=Y :=2;
begin new X; X :=1
while X <5doY =Y - X; X=X +1;
end;
begin new X; X :=0
while X <20do X :=X+5; Y =Y + X
end.

Pri zavrietku prve while petlje naredbe ¢ € Com" varijabla X € Loc se "brige"
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iz programa te ju mozemo ponovno deklarirati u novom bloku i nanovo koristimo
u sljedecoj while petlji. Na kraju izvodenja programa, varijabla Y € Loc ima

vrijednost 68.

Definicija 5.2. Pojava varijable X € Loc u naredbi ¢ € Com" naziva se
vezanom kad god se nalazi u podnaredbi od ¢ koja je oblika begin X;c; end,

za neku ¢; € Com". Pojava X u ¢ je slobodna ako nije vezana.

Ozna¢imo s F(c) skup svih varijabli iz Loc koje se pojavljuju slobodne u

ce ComV.

Napomena 5.3. Prisjetimo se da smo u potpoglavlju kod jezika tvrdnji Assn
strukturalnom indukcijom definirali skup slobodnih varijabli tvrdnje A € Assn i
oznadili gas FI(A). Sada s F(c, A) ozna¢avamo skup slobodnih varijabli iz Loc u
naredbi ¢ € Com" i tvrdnji A € Assn takav da vrijedi F(c, A) = F(c) N F(A).
Sli¢no, F(A,¢,B) = F(A) N F(c) N F(B) je skup svih slobodnih varijabli u

naredbi ¢ € Com" i tvrdnjama A, B € Assn.

Sa c[Y/ X] oznafavamo supstituciju Y € Loc za sve slobodne pojave X € Loc
u naredbi ¢ € Com". Definicija je analogna supstituciji A[Y/X] za tvrdnju
A € Assn.
Neka nam A oznacava posebnu konstantu na koju inicijaliziramo sve lokalne
varijable. Mogli bismo promatrati A kao simbol koji ozna¢ava nedefiniranu vri-

jednost ("undefined"). Sada donosimo sljede¢e dokazno pravilo:

Pravilo deklaracije varijable

{ANY =A}c|Y/X ]{B}
{A} begin new X;c end {B}’

gdje Y ¢ F(A,c,B) i

A B € Assn, X,Y € Loc, c € Com" .

Ovdje se za varijable XY € Loc provodi preimenovanje X s Y kako bi se
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razlikovala pojava lokalne varijable X u ¢ € Com" i moguée slobodne pojave
nelokalne varijable X u A i B, za A, B € Assn. lzraz Y = A obuhvaca ideju

inicijalizacije.

5.1 Semantika za deklaraciju varijabli

Da bismo razmatrali pitanje utemeljenosti pravila deklaracije varijable, kao i

obi¢no, moramo definirati funkciju znacenja.

Napomena 5.4. Prisjetimo se da smo u prvom poglavlju stanje definirali kao
funkciju o : Loc — N sa skupa lokacija na skup brojeva. Pritom nismo zahti-
jevali da o mora biti definirana na cijelom skupu Loc, ve¢ na nekom njegovom

podskupu. Sa ¥ smo oznadili skup stanja.

U nastavku sa dom(o) oznatavamo domenu funkcije o tj. skup lokacija
X € Loc za koje je 0(X) definirano.

Za stanje o € X, ako X ¢ dom(o) i d € Intvar, onda o U (X,d) ozna-
¢ava prosirenje stanja o dodavanjem vrijednosti d kada se primjenjuje na X.
DROP(o, X) oznatava stanje dobiveno iz o uklanjanjem varijable X iz njegove
domene dom(o).

Znacenje naredbe definiramo na isti nacin kao i prije, s tim da je jedini novi slu-
¢aj blok. Za sve naredbe ¢ € Com" pretpostavljamo da je M (c)(o) nedefiniran
ako F(c) € Loc.

Neka je ¢; = begin new X;c end i pretpostavimo da vrijedi F(c;) C Loc.

Definiramo
Mi(e1)(0) = DROP(M;(c[Y/X ])(cU(Y,A)), Y)

gdje je Y prva varijabla na koju nailazimo prolazeéi po c;, a koja nije element

Loc i A je vrijednost dodjeljena konstanti A.
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5.2 Utemeljenost i potpunost sustava H+ Pravilo
deklaracije varijabla
Utemeljenost pravila deklaracije varijable slijedi iz ¢injenice da
Mi(c[Y/X])(o U (Y.d))=M(c[Z/X])(o U (Z4d)), (5.1)

za bilo koju naredbu ¢i1Y, Z ¢ Loc.
Da bismo dokazali tu ¢injenicu, trebalo bi zapravo pojacati tvrdnju i radije

dokazati da je za bilo koju naredbu ¢ i Y3,...,Y,, Z1, ..., Z, ¢ Loc,
Mi(ce[Yi/X1 ][ Ya/Xn] ) (o U (Y1,d1)...(Yn,dn) )

= Mi( e[ Z)X1 )] Zn)Xn 1) (0 U (Z1,d1)e(Zn,dn) ).

Posljednja tvrdnja se moze dokazati indukcijom po strukturi naredbe ¢, gdje
samo slucaj blokova zahtijeva odreden oprez. Utemeljenost pravila iz H je veé
dokazana. Dakle, sustav H+ Pravilo deklaracije varijabli je utemeljen.

Sada ¢emo promatrati problem potpunosti sustava H-+ Pravilo deklaracije
vargjabli. Lako se moze vidjeti da je sustav potpun u Cook-ovom smislu. Slu-
¢ajevi blokova rjesavaju se koristeéi (5.1), a ostali slu¢ajevi su isti kao u dokazu

potpunosti H.

5.3 Dodavanje procedura

Rijesivsi sluc¢aj while programa, prelazimo na programe koji omoguéuju pozive
procedura.
Razmotrimo progirenje Com) od Com" u kojem je naredbama dozvoljeno

da sadrze pozive nerekurzivne bezparametarske procedure p. Pretpostavljamo
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deklaraciju p <= ¢y, gdje je co € Com" .

Program ¢ € Com} \ Com" poprima znacenje koje mu je dodjeljeno odredbom
Mi(e) =Mi(cleo/p]),

gdje ¢ [ co/p ] predstavlja zamjenu svih pojava p s cg. Potrebno je pazljivo
definirati ¢ [ co/p |. ¢ [ co/p ] je definirano indukcijom, s tim da je glavna
odredba:
begin new X;cend [co/p |
begin new X;c [ co/p| end ,ako X ¢ F(cg)
begin new X’;¢ [ X'/ X |[ co/p ] end, gdje X' ¢ F(c,cp) ,inace.

Cilj ove odredbe je izbjeéi vezanje bilo koje od slobodnih pojava varijabli iz
co kroz postupak supstitucije. Ostale odredbe su definirane prirodnim putem.
Kako bismo dokazali ispravnost naredbi iz Com}’, sada koristimo dodatno pra-
vilo pozivanja procedure. Medutim, da bismo primijenili pravilo deklaracije va-
rijabli na naredbe iz Com} potreban je dodatan zahtjev, a to je da 'Y ¢ F(cp).
Kako bismo ilustrirali upotrebu pravila deklaracije varijabli u vezi s pravilom

pozivanja procedure, dat ¢emo sljedeé¢i primjer.

Primjer 5.5. Razmotrimo deklaraciju procedure p <= X := Z i naredbu
c¢=Z := 1;begin newZ; Z := 0;p end.

Sada dokazujemo {true} ¢ {X = 1}. Po pravilu za dodjeljivanje
{Z=1} X :=Z{X =1},
pa po pravilu pozivanja procedure
{Z=1}p{X =1}
Po pravilima dodjeljivanja, posljedice i nizanja
{Z=1ANY =A}Y :=0;p{X =1},
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iz. ¢ega dobivamo Zeljenu formulu {true} ¢ {X = 1}.

Sada dokazujemo utemeljenost i potpunost u Cook-ovom smislu sustava H+
Pravilo pozivanja procedure, Pravilo deklaracije varijabli.

Gore definirana semantika blokova daje znacenje za programe iz Com} u
smislu znacenja programa iz Com" . Stoga moZemo lako reducirati problem na
utemeljenost i potpunost u Cook-ovom smislu sustava H+ Pravilo deklaracije
varijabli za Com" . Jedini slu¢aj u oba dokaza koji zahtijeva neko objasnjenje
je slu¢aj bloka.

Ako X,Y ¢ F(cp), tada za c € Com ,

Mi(e[Y/X])=Mi(c[Y/X][eco/p])=Mi(cle/p][Y/X])

M ( begin new X;c end ) = M;( begin new X;c[co/p] end ).

AkoY ¢ F(co 1 X € F(cp), onda

Mi(c[Y/X])=Mi(c|[Y/X][c/p])=Mi(c[X'/X][e/p] [Y/X"])

M (begin new X;c end) = Mj(begin new X;cend [¢o/p])
= M (begin new X';¢[ X' /X | [ co/p] end), gdje X' & F(c,cp).

To pokazuje da u oba slu¢aja utemeljenost pravila deklaracije varijabli koje
se primjenjuje na programe iz Com}/ uistinu proizlazi iz utemeljenosti pravila
deklaracije varijabli primjenjenog na programe iz Com" . Sliéno reduciranje se
provodi u odgovarajuéem slu¢aju u dokazu potpunosti.

Sada razmotrimo slu¢aj rekurzivnih procedura. Da bismo pruzili semantiku
u sluc¢aju kada je p rekurzivna procedura, postupamo kao i prije, kod promatra-

nja utemeljenosti sustava G. Ako sada pretpostavimo da ¢y € ComY \ ComV,
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moZemo definirati znacenje naredbe ¢ € Com} \ Com" tako da stavimo
Mi(S) = U M;i(e [cén)/p] ), gdje je c(()o) =0
n=0

S = [V /p).

Koristeéi ove definicije, sustav dokaza G+ Pravilo deklaracije varijabli za Com)
je utemeljen i potpun u Cook-ovom smislu. Argumenti koji se koriste u odjelj-
cima u kojim se dokazuje utemeljenost i potpunost u Cook-ovom smislu mogu
se i ovdje primijeniti bez ikakvih promjena. Dodatni slu¢aj blokova se svodi na

gore ve¢ obradeni slu¢aj naredbi iz Com" .

5.4 Problemi s neinicijaliziranim varijablama

U pravilu deklaracije varijable smo ugradili pretpostavku da se svaka lokalna
varijabla inicijalizira pomoc¢u formule Y = A. Da bismo dokazali ispravnost (i
potpunost) ovog pravila, bili smo kasnije primorani razmotriti ovu pretpostavku
definirajué¢i semantiku za blokove. No, je li potrebna ta pretpostavka?

Mogli bismo izbaciti formulu Y = A iz premise pravila i, pruzajué¢i semantiku,
inicijalizirati svaku lokalnu varijablu u, recimo, prvi element domene od I koji
nije u rasponu o. Treba biti jasno da s takvim izmjenama zahtjev (5.1) zadrzava
valjanost, tako da i dokazi potpunosti i utemeljenosti ostaju valjani.

Zasto onda nismo usvojili ovo jednostavnije rjesenje?

Odgovor je suptilan. Razmotrimo sljede¢u tvrdnju parcijalne korektnosti:
{true} begin new Z; X := Z end; begin new U;Y :=U end {X =Y}.

Prema semantici koju smo prihvatili, kao i semantici koju smo upravo predlozili,

ova formula je istina pod bilo kojim interpretacijom I. To je lako dokazati i u
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sustavu H+ Pravilo deklaracije varijabli, jer se jednostavno

{true} begin new Z; X := Z end {X = A}

{X = A} begin new U;Y :=U end {X =Y}

mogu dokazati.

Ako, medutim, usvojimo upravo predloZeni prijedlog, ne mozemo pronaci sred-
nju tvrdnju koja bi igrala ulogu X = A otprije. Stovise, predlozena semantika
rezultira neizrazivo$éu IMP-a u odnosu na bilo koju interpretaciju I i Com"!
Slucaj u kojem je |I| = 1 treba biti isklju¢en ovdje, jer je predloZena seman-
tika tada pogre$no definirana. Da bismo to vidjeli, imajmo na umu da skup
post(true, begin new Z; X := Z end) nije moguée definirati nijednom formu-
lom iz IMP-a. Stoga je dokaz potpunosti doista valjan, ali prazan.

Svi problemi ovdje su uzrokovani uporabom neinicijaliziranih lokalnih varijabli.
Te poteskocée bismo mogli jednostavno izbjeéi odbacivanjem naredbi u kojima
neke lokalne varijable nisu inicijalizirane. Takva se klasa naredbi lako moze

definirati, a u njezinu rjeSavanju moze se primijeniti novo-predloZeni pristup.
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Subskriptne varijable

Do sada smo dopustali dodjeljivanje vrijednosti samo jednostavnim varijablama.
Dopustanje subskriptnih varijabli u izrazima i dodjeljivanjima dovodi do prosi-
renja prethodne sintakse.
Niz varijabli je skupina varijabli pohranjenih pod istim imenom, ali s razli¢itim
vrijednostima indeksa. Svaki element niza ima ime (koje je jednako imenu niza)
i indeks (izmedu zagrada) koji omoguéuje odabir elementa. Nizovi mogu biti
jednodimenzionalni (polja) ili viSedimenzionalni. Subskriptne varijable koriste
se za spremanje vrijednosti istog tipa u niz, a deklariraju se davanjem imena
varijable zajedno s indeksom. Primjer: R[10]. Ovdje je R ime varijable, a 10
je subskriptna vrijednost pomocéu koje mozemo nizu R na 11. mjestu dodijeliti
vrijednost koja je istog tipa kao i preostale vrijednosti niza. Da bi stvari bile
jednostavne ograni¢avamo na$u paznju na slucaj jednodimenzionalnih nizova
izostavljajuéi bilo koje specifikacije granica.

Oznadimo s AV skup varijabli niza. Sintaksu IMP-a prosirujemo dopustajuéi

izraze oblika R[t] za R € AV it izraz, te sada dopustamo dodjeljivanje R[s] :=t,
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gdje je R € AV, s,t izrazi (aritmeticki ili logicki).

6.1 Pravilo dodjeljivanja za subskriptne varijable

U nastavku ¢emo pretpostaviti da su kondicionali oblika if s = ¢ then ¢; else ¢y

(tzv. uvjeti jednakosti) dozvoljeni. Da bismo stekli bolju sliku problema, prvo

razmotrimo sluc¢aj dodjeljivanja kada je subskript jednostavna varijabla.

S A [t/R]s] ] oznacavamo zamjenu subskriptne varijable R[s] izrazom ¢. Definira

se indukcijom, pri éemu je glavna odredba

R[z] [t/R[z] ] = if z = x then ¢ else R[z].

PredlozZen je sljedeci aksiom:
{A[t/R[z] ]} Rz] :=t {A}.
Primjer 6.1. Pomoc¢u prethodnog aksioma, mozemo dokazati
{z =y} Rlz]:=1{R[y] = 1}
buduéi da je
(Rly)=1)[1/R[z] | =if y = x then 1 else R[y] =1,
ovo slijedi iz x = y. Takoder, vrijedi

{true} R[z] =1 {R[x] = 1}.

Ako sada dozvolimo proizvoljne izraze kao subskripte nailazimo na pote-

gkoce.

Primjer 6.2. Formula

{true} R[t] :=1{R[t] =1}
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viSe nije valjana! Da bismo to vidjeli, promotrimo da
if R[1] = R[2] = 2 then {true} R[R[2]]:=1{ R[R[2]]:=1}
nije istina.

To pokazuje da gornja definicija zamjene mora biti na odgovarajuéi nacin
definirana za opé¢i sluc¢aj subskripata koji su proizvoljni izrazi. Mozda je naj-
jednostavnije rjeSenje ovog problema zaobi¢i ga. Gornja supstitucija i dalje
vodi k ispravnim rezultatima kad se koristi za proizvoljne subskriptne varijable,
ako se primjenjuje samo na naredbe koje omogucéuju jednostavne varijable kao

subskripte. Stoga je glavna odredba ove zamjene sljedeca
R[Z][t/R[s] ] = if z = s then t else R][s],

a slucaj u kojem je z proizvoljni izraz se jednostavno ne obraduje.
Neka je sada A € Assn proizvoljan i neka A’ ozna¢ava tvrdnju ekvivalentnu A

koja se dobiva kvantificiranjem svih subskripata, koji nisu jednostavne varijable.
Primjer 6.3. Ako je A = R[R[2]] =1, tada je A’ 3z (R[z] = 1A z = R[2])

Sada profirujemo gornju zamjenu stavljanjem A[ ¢/R[s] | = A’[ t/R]s] ].
Konacno stizemo do opceg oblika pravila.

Pravilo dodjeljivanja za subskriptne varijable
{A[t/Rl[s] ]} R[s] :=t {A},

gdje je A € Assn, R € AV, s,t izrazi (aritmeticki ili logicki).

Primijetimo sli¢nost izmedu ovog pravila i pravila za dodjeljivanje iz sustava H.
Primjer 6.4. Dokazimo da vrijedi

{F (B2] = 2= R[] = )} R[R[2]] := 1 {R[R[2]] = 1}.
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Tmamo
(RIR[2]] = D[ 1/R[R[2]] | = (3= (R[z] = 1 A R[2] = 2))[ 1/R[R[2]] |
=32 ( (if 2= R[2] then 1 else R[z] ) = 1A(if 2 = R[2] then 1 else R[2] ) = z ).
Posljednja formula slijedi iz tvrdnje
= (R[2) =2 = R[1] = 1).

Naime, ako vrijedi R[2] = 2, onda izaberemo z = 1, a u protivhom z = R[2].
Dakle, po pravilu posljedice i pravilu dodjeljivanja za subskriptne varijable do-

bijamo Zeljeni rezultat.

Pravilo dodjeljivanja za subskriptne varijable je takoder potpuno u sljede¢em
smislu. Ako |=; {A} R[s] :=t {B}, onda |=; (A = B[t/R][s] ]). Dakle, ako |=;
{A} R[s] .=t {B}, onda T - pravito posijedice+Pravilo dodjekjivanja za subskriptne varijable
{A} R[s] :=t {B}, gdje je Try skup svih tvrdnji koje su istinite u interpretaciji
I

o7



Poglavlje 7

Mehanizmi parametara

Mehanizmi parametara spadaju u problemati¢na pitanja u okviru Hoareove lo-
gike. Jedan od razloga je taj Sto prolazak parametara uvijek sintakticki modelira
neki oblik zamjene varijabli u naredbi, a to vodi do razli¢itih suptilnih problema
medu varijablama. Ove su potesSkoc¢e posebno akutne u prisutnosti rekurzije.

Za razliku od izlaganja prethodnih poglavlja, ovdje prezentacija ne moze biti
potpuna, jer nisu rijeSeni svi problemi u ovom podruéju. U nastavku pokusa-
vamo razjasniti koja to¢no pitanja vode do poteskoca i navesti $to joS preostaje
udiniti u ovom podrudju.

Zapocdinjemo s promatranjem mehanizma parametara poziva po imenu pro-
cedure. Ovi se rezultati ne ti¢u veéine uobicajenih znacajki programskih jezika.
Medutim, tehnike uvedene za njihovo rjeSavanje ¢ine odgovarajuéu osnovu za
proucavanje ¢es¢ih mehanizama parametara. Stoga je korisno najprije proma-

trati te znacajke.
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7.1 Poziv nerekurzivne procedure po imenu

Promotrimo deklaraciju procedure oblika
p <= (name(X : V) | cp),

gdje je (X : f/) formalna lista parametara i ¢y € Com" tijelo procedure. Xiv
su odvojene liste razli¢itih varijabli, a varijable u V se ne mogu pojaviti slijeva
od bilo koje naredbe dodjeljivanja u c¢y. ¢o ne sadrzi pozive procedura, pa p nije
rekurzivna.

U prosirenju od Com", zvanom Comy , dopustamo pozive procedura oblika
p(U : T), gdje je U lista razlicitih varijabli, T lista izraza koji ne sadrze varijable
iz U i nema varijable u (U : T) razli¢ite od formalnih parametara, a koja se
pojavljuje slobodna u tijelu procedure cg.

Za sve pozive procedura spomenute u nastavku se pretpostavlja da udovo-
ljavaju gornjim ogranicenjima.

co[U,T/X,V] oznacava rezultat istodobne zamjene stvarnim parametrima

U,T odgovarajucih slobodnih pojava formalnih parametara X iV uco.

Napomena 7.1. Kad kazemo formalni parametri mislimo na varijable koje se
koriste u proceduri, a stvarni parametri su konkretne vrijednosti koje pridjelju-

jemo tim varijablama.

Sada dopunjavamo dokazni sustav H+ Pravilo deklaracije varijabli sa slje-
deca tri pravila dokazivanja:

Pravilo pozivanja procedure I1

{Abeo (B}
{4} p(X V) (B)

Pravilo zamjene parametra

{4} p(X': V") {B}

R - L gdjejeUNF(A,B)C X'
{plU,T/X",V']} p(U : T) {B[U,T/X",V']}
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Pravilo zamjene varijable

{4 p0:T){B}
{A[S/Z ]} p(U : T) {BIS/Z]}

gdje se nijedna varijabla iz SniZ

ne pojavljuje slobodna u ¢o[U,T/X,V].
Rezultirajuéi sustav oznac¢imo sa C.

Posljednja dva pravila je prili¢no tesko razumjeti zbog ograni¢enja namet-
nutih na supstituciju izraza i varijabli. Da bismo dobili bolju predstavu o tome

kako se koriste ta pravila dokaza, promotrimo sljedeé¢i primjer.

Primjer 7.2. Primjer dokaza u C

Neka je zadana deklaracija procedure p <= (name(X : V) | X :==V; A :=V).
Prema nametnutim ograni¢enjima, pozivi p(Y : Y + 1) ili p(Y : A+ 1) su
onemoguceni, ali pozivi p(Z : Y +1),p(V : Y +1) ili p(V : X 4+ 1) su dozvoljeni.

Sada dokazujemo
{X=Z}p(V: Y+ 1){V=Y+1NA=Y+1ANX=Z}.

U tu svrhu moramo preimenovati formalni parametar X procedure, koji se po-

javljuje slobodan u tvrdnjama. Stoga prvo dokazujemo
{U=Z}p(V:Y+1){V=Y+1NA=Y+1AU="7}
Imamo
U=} X =V;A=V{V=Y+1IANX=VAA=VAU=7},
pa po pravilu pozivanja procedure II
{U=Z}pX - V){X=VAA=V AU =27}
Sada, po pravilu zamjene parametra

{U=Z}p(X:V{X=V' NA=V'ANU = Z},
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pa jos jednom, po istom pravilu
{U=Z}p(V:Y+1){V=Y+1NA=Y+1AU="Z7}.

Konac¢no, po pravilu zamjene varijable
{X=Z}pV:Y+1){V=Y+1INA=Y +1ANX=Z}.

Napomena 7.3. Izravan korak od poziva p(X : V) do p(V : Y + 1) nije dopu-
Sten. Naime, pravilo zamjene parametra ovdje zahtijeva da je stvarni parametar
V u pozivu p(V : Y 4 1) jednak X u p(X : V), kako se V pojavljuje slobodan

utvrdnji X =VAA=V AU =Z.

Napomena 7.4. Vrijedi napomenuti da su ograni¢enja u pravilima zamjene

nuzna.
Da bismo to vidjeli, razmotrimo sljedeée primjere.

Primjer 7.5. Neka je deklarirana procedura p <= (name(X :) | X := 0). Sada
imamo {U = 1} p(X :) {U = 1}, ali naravno {U = 1} P(U :) {U = 1} nije
istinito. Ovo pokazuje da je restrikcija u pravilu zamjene parametra nuzna.

Primjer 7.6. {X = 1} P(X :) {X = 1} nije istinito, pa je odgovarajuca

restrikcija u pravilu zamjene varijable takoder nuzna.

Nastavimo s raspravom o sustavu C. Neka je ¢ € Comy \ Com" . Znacenje

od ¢ definiramo stavljajuéi

Mi(e) = My(c(co/p)),
gdje je c(co/p) € Com" rezultat doslovne zamjene svakog poziva procedure
p(U : T) koji se pojavljuje u ¢ sa co[ U, T/X,V .
Jedini novi slu¢aj u dokazivanju potpunosti je onaj za pozive procedura.
Predstavit ¢emo argument koji djeluje samo ako formalni i stvarni parametri
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nemaju zajednicke varijable i ako tvrdnje A i B nemaju slobodne pojave for-
malnih parametara.

Pretpostavimo da je
=1 {A} p(U: T) {B}.
Tada po definiciji od M vrijedi
=1 {A} eolU, T/X, V] {B}.
Iz ovog slijedi, po gornjim ogranicenjima da
Fr ({V=TnAp[X/U]}eo {B[X/U}),

kako se ovdje ne dogadaju sukobi varijabli.
co ne sadrzi pozive procedura, pa, po potpunosti sustava H-+ Pravilo deklaracije

varyjabli

Trite {(V=TANA[X/U]} co {B[X/U ]}
Po pravilu pozivanja procedura
Tribe {V=TANA[X/U]}p(X : V) {B[X/U]}.
Po pravilu zamjene parametra
Trite {T=TANA}p(U:T){B},
pa, konac¢no, po pravilu posljedice
Trybe {A} p(U : T) {B}.

Napomena 7.7. Primijetimo da se ovdje moze primijeniti pravilo zamjene
parametra, jer je pretpostavka U N F(T) = § i po nametnutim restrikcijama
UN(XUV) = 0, pa se nijedna varijabla iz U ne pojavljuje slobodna u tvrdnjama

iz premise pravila.
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Napomena 7.8. Primijetimo da se pravila pozivanje procedure II, zamjene

parametra i zamjene varijable mogu zamijeniti jednostavnijim pravilom

{4} l0, T/X, V) {B)
{4} (0 : T) (B}

)

pri ¢emu bi utemeljenost i potpunost bila ofuvana. Da je ovo pravilo usvo-
jeno, kao rezultat bi stvarni dokazi bili uglavnom duZzi od odgovarajuéih dokaza
u dokaznom sustavu C, gdje je dovoljno samo jednom dokazati opcée svojstvo

{A} ¢ {B} tijela procedure.

7.2 Poziv rekurzivne procedure po imenu

Odgovarajuéi dokazni sustav za ovaj sluc¢aj je sljede¢a modifikacija sustava G:
1. u pravilu rekurzije, p se mijenja s p(f( : f/)
2. aksiom invarijance ima formu
{A} p(U : T) {4},
gdje A nema slobodnih varijabli koje se pojavljuju slobodne u ¢o[U, T/ X, V]

3. pravilo supstitucije I se mijenja s pravilom zamjene varijable

4. pravilo supstitucije II poprima formu

{A}p(U: T) {B}
{AlS/2]} p(U : T) {B}

5. u pravilu konjunkcije p se mijenja s p(U : T')
6. dodaje se pravilo zamjene parametra.

Sada zelimo definirati znacenje programa. Buduéi da procedure sada imaju

parametre, moramo biti oprezni kako bi pravilno obradili odgovarajué¢e zamjene
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stvarnih parametara u odgovaraju¢em redoslijedu. Stoga postupamo na malo
drugaciji nacin.

Indukcijom po n definiramo D,, - niz deklaracija procedura
Pn <= (name(X : V | cé”))7

gdje je
céo) =0

" = ol pu/p]-

Izraz oblika c[ p,/p ] oznacava rezultat zamjene identifikatora procedure p s p,
u programu c.

Definiramo znacenje programa c stavljanjem

Mi(e) = |J Milelpn/p)),

pri ¢emu se pretpostavlja kontekst deklaracija procedura D,,.
Posebno,

Mi(p(T : T)) = | Mi(pa(T : T)).
n=0

Zbog ovih definicija
Mi(e[pa/p]) = My (),
gdje je
") = [ pu/p el [pn) (5" /7).

Uotimo da je c[™ rezultat ponavljane doslovne zamjene svakog poziva pro-
cedure p(U : T) s ¢o[U, T/ X, V] izvedenog od vrha koji je ¢ do dubine 7, nakon
¢ega slijedi doslovna zamjena svakog poziva procedure s 2.

Strogo govoreédi, prethodne definicije zahtijevaju proSirenje razmatrane sin-

takse omogucavanjem sustava D1, ..., D, deklaracija nerekurzivnih procedura.
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Dokaz utemeljenosti gornjeg sustava se sada moZze utvrditi na osnovu obraz-
loZzenja koristenog u odjeljku u kojem smo pokazivali utemeljenost sustava G.
Zbog utemeljenosti proSirenja C, koji se bavi sustavom nerekurzivnih proce-
dura, dovoljno je dokazati valjanost aksioma invarijance, utemeljenost pravila
supstitucije II i pravila konjunkcije u slu¢aju sustava deklaracija nerekurzivnih
procedura i dobrotu pravila rekurzije. Naravno, u svim sluéajevima mislimo na
modificirane verzije aksioma i pravila dokaza. Svi su dokazi izravni.

Dokaz potpunosti analogan je dokazu potpunosti sustava G, koji je pret-
hodno naveden. Za najopcenitiju formulu za p sada biramo tvrdnju parcijalne
korektnosti {Z' = Z} p(X : V) {Bo}, gdje je Z' niz svih varijabli koje se po-
javljuju slobodne u cy, 4 je niz nekih novih varijabli jednake duljine kao 7' i
By je tvrdnja iz Assn koja definira postI(Z’ = Z,p(f( : V)) Sada se moramo
pozabaviti slu¢ajem pozivanja procedura sa stvarnim parametrima, razli¢itim
od formalnih. Ostali sluéajevi su jednaki kao i prije. Argument koji je Cook
koristio u dokazu potpunosti C pokazuje sljedece implicitno:

Postoje dvije tvrdnje Ay, By koje ovise o A, B, ¢ i U, T takve da

1. pravilo dokazivanja

{A} P(q : jj) {B}
{A1} p(X V) {B1}

je utemeljeno u sluc¢aju deklaracije nerekurzivne procedure

2. {Al} p(f( . ‘7) {Bl} }_C—Pravilo pozivanja procedure I {A} p(ﬁ : T) {B}

U posebnom sluc¢aju dokaza potpunosti C koji smo ovdje razmotrili mozemo
uzeti Ay =V =T AA[ X/U i B, = B[X/U]. Da su uvjeti 1 i 2 zadovoljeni
odmah proizlazi iz argumenta koji je ovdje prezentiran.

Zahvaljujuéi argumentima koriStenim u odjeljku o utemeljenosti G, gornje

pravilo dokaza je utemeljeno i u sluc¢aju deklaracije rekurzivne procedure tako-
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der. Pretpostavimo sada
=1 {A} p(U : T) {B}.

Po gornjem
Fr{A} p(X: V) {Bi}.

Po prvoj lemi iz odjeljka o potpunosti sustava G u Cook-ovom smislu, dobijamo
{2 =2} p(X : V) {Bo} - {A1} p(X : V) {B1}.
Dakle, zbog uvjeta 2
{2/ =2} p(X : V) {Bo} F {A} p(U : T) {B},

Sto jeitrebalo dokazati. Ostatak dokaza je jednak kao u odjeljku o utemeljenosti

sustava §G.
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